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Resumeé

Recently the interest for entangled states has grown tremendously, predominantly be-
cause these special states are thought to play an important role in the development of
quantum information. In this thesis I give a description of this striking phenomenon and
introduce a test for it. Firstly though I consider the relevant theory beginning with the
pure and mixed states where I define what a separable state is. In doing so the analysis
relies heavily on the density operator formalism which is introduced with some of it’s
important properties. The entangled states are then defined as being the states that are
not separable, which in return are shown in general to be a weightened sum of product
states. Another tool useful for studying entanglement is the Schmidt decomposition,
which we see some applications of e.g. defining a measure of entanglement.

Secondly I look at an experiment where entanglement is created and verified by sending
pulses of light through two samples of atoms prepared in a special state. By performing
a measurement on the outgoing pulses one can deduce the variances on the spins of the
samples and if these are sufficently low the state is proven to be entangled. That this
is the case is then shown by considering two tests that provide a sufficient criterion for
entanglement based on the knowledge of the spin operators measured in the mentioned
experiment. The first test gives a sufficient criterion for that two subsystems are entan-
gled while the second test uses the result of the first test to assume that the entangled
atoms are arranged in binary systems from which a criterion for 3-atom-entanglement
is found. To obtain the second criterion we will have to minimize a function given as
a matrix expression which is done efficiently in MatLab. There we obtain curves that
represent the minimum on the variance of the orthogonal spin for given values of the
mean spin. Finally a generalization to a k-particle entanglement is discussed and I re-
port on the problems that occured already with the test of 4-particle entanglement. In
going further the complexity of the problem grows enormously which can be attributed
to the asymmetry induced and shows that the test described does not have a clear-cut
extension. Yet the test is directly applicable to other integer spin particles (in the exper-
iment we considered atoms in the state F' = 4). Especially it could be interesting to try
construct a similar experiment with spin 1 particles instead, since it might be easier to

prove 3-particle entanglement now that the corresponding variance minimum is greater.
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1. Indledning

Kvanteinformation er en voksende gren af fysikken, der vil bruge kvantemekaniske prin-
cipper til at konstruere nye og langt mere effektive kommunikations- og udregningsmu-
ligheder end man ellers rader over idag. Nogle af perspektiverne er at man kan danne
kommunikationslinjer, der er fuldsteendig sikret mod aflytning - ja faktisk er sa er de
forste af denne slags blevet konstrueret, men er vist endnu ikke rigtig taget i brug. Kvante-
computeren er ogsa et omrade, hvor forskningen er meget intensiv, for med den ville man
kunne foretage udregninger eksponentielt hurtigere end man kan med vore dages com-
putere. Men den hastighed ville man f.eks. kunne bryde mange af de krypteringskoder,
der er anvendt idag og kunne faktorisere primtal meget hurtigere, som beskrevet i Shors
algoritme.

I udviklingen af kvanteinformation er man ret overbevist om at de entanglede tilstande
vil spille en central rolle og de er f.eks. blevet brugt til at realisere teleportering. Derfor
har man fokuseret meget pa egenskaberne for disse serlige tilstande og undersggt hvor-
dan de kan skabes, deres stabilitet, samt hvordan man kan pavise at en given tilstand
er entangled, hvilket er det jeg vil beskaeftige mig med i denne opgave.

Entanglement selv er et rent kvantemekanisk feenomen, der knytter sig til situationer,
hvor man i et system bestaende af flere objekter ikke i beskrivelsen af et objekt kan
isolere det fra de gvrige, selv om de kan veere vilkarligt langt veek. Disse seerlige tilstande
er inseparable i den forstand at bglgefunktionen for det samlede system ikke kan skrives
som produktet af bglgefunktionerne for de enkelte delsystemer. Tilstedeveerelsen af en-
tanglement fgrer til korrelationer mellem de tilhgrende observable for systemerne, sadan
sa en maling pa et system ser ud til at pavirke det andet gjeblikkeligt, som demonstreret
i det bergmte Einstein-Podolsky-Rosen paradoks fra 1935. Einstein og andre sa udfaldet
af dette tankeeksperiment som en understregning af at kvantemekanikken ikke er en kom-
plet teori, da man her bryder med den geengse forestilling om lokal realisme. I forsgget
pa at forklare denne "spooky action at a distance” har man forsggt at introducere skjulte
variable, som kunne resultere i disse uventede korrelationer, men siden udledningen af
Bells ulighed i 1964 og eftervisningen af bruddet af den i Aspects eksperiment i 1982 og
andre siden hen har man fundet at entanglement ikke kan have en klassiske analog og i
modsaetning til de klassiske korrelationer, sa kan feenomenent ikke forklares ved skjulte
variable [1|. Med interessen for disse seerlige tilstande har man sggt efter mulige tests,

der i eksperimenter kunne bruges til at bekrzefte tilstedeveerelsen af entanglement og



sige noget om graden af denne, altsa hvor mange partikler den omfatter. Pavisningen
af entanglement som jeg vil se pa vil veere bygget op om et bestemt eksperiment, men
har en generel gyldighed og kan anvendes i andre eksperimenter, hvor man kan male de
samme observable. Entanglement er realiseret for to gasskyer via en lyspuls og pavis-
ningen udfgres ved at vise korrelationen mellem de kollektive spin. Mere preaecist sa vil
jeg forst udlede et tilstraekkeligt kriterium for at de to atomensembler er entangled og
bagefter et for at mindst 3 atomer er det. Begge kriterier er krav til at varianserne pa
de kollektive spin er tilpas sma. Endelig vil jeg sa diskutere en mulig generalisering af

testen.

2. Teori

Inden vi kaster os ud i de entanglede tilstande er det nyttigt at se pa to typer af tilstande
- de rene og de blandede, hvor teethedsoperatoren ogsa vil blive introduceret. Efter dette
kan jeg sa definere hvad det vil sige at tilstandene er separable og herfra fglger sa hvad
de entanglede tilstande er, nemlig dem, der ikke er separable. Derefter vil jeg beskrive
et vigtigt veerktgj knyttet til entanglement - Schmidt dekomposition og se pa nogle

anvendelser af den.

2.1. Rene tilstande

I dette afsnit vil jeg tale om de de rene tilstande, d.v.s. de tilfeelde, hvor det givne
kvantesystem er i én bestemt tilstand og kan derfor beskrives ved en bglgefunktion.
Lad os forst betragte et system bestaende af to delsystemer A og B. Hvis system A er i
tilstanden [¢) , og system B er i tilstanden |x) 5, s& vil tilstanden for det samlede system
vaere givet ved [1) ,®|x) 5, som bare bensevnes 1) 4|x) 5. Dette er en separabel tilstand
- den er produktet af rene tilstande for system A og B. Tilstande for dette system, der
ikke kan skrives pa ovenstaende form kaldes entanglede.

Inden jeg gar over til et eksempel pa en entangled tilstand vil jeg introducere et meget
hyppigt forekommende objekt - qubitten - den kvantemekaniske udgave af den klassiske
bit. I en almindelig computer bliver al information lagret i bits og en bit kan antage én af
veerdierne 0 og 1, der kan teenkes som sandt /falsk, ja/nej. Den kvantemekaniske analog er
bygget pa et to-dimensionalt Hilbertrum, hvor vi kan veelge ortonormalbasen bestaende
af elementerne {|0),|1)}. En qubit er sa en (ren) tilstand af formen: |¢) = «|0) + 5|1),



hvor o, § € C,|a|*+|8|* = 1. Det ses at qubitten kan opfattes som en superposition af de
klassiske bits med veerdier 0 og 1, der svarer til det specielle tilfeelde hhv. (a = 1,0 = 0),
(a =0,b=1). I modseetning til den klassiske bit, der har en velbestemt veerdi, der ikke
endres under malingen, sa kender vi kun qubittens endelige tilstand, som resultat af
malingen, nar vi projicerer ind pa dens ortonomalbasis og kan fa begge udfald |0), |1)
med tilhgrende sandsynligheder |a*, |3)°. En anden naturlig méde at betragte en qubit
pa i kvantemekanik er at se den som tilstanden for en spin—%—partikel, hvor f.eks.|0)
kan teenkes som repraesenterende spin op og |1) spin ned og |a|2, |B|2 sa tilsvarende
er sandsynlighederne for at male hhv. spin op og ned. Med normaliseringen kan vi sa
betragte qubitten som repraesenterende en enhedsvektor i R3, hvis retning er bestemt af
koefficienterne a og 3.
Lad os nu antage at bade system A og B har et to-dimensionalt Hilbertrum, sa de kan
opfattes som qubits. Tilstanden

¥4 = 510040105+ [1)40)5) (1)
er entangled, da den ikke kan skrives som produktet af en ren tilstand for system A og en
ren tilstand for system B. Hvis nu Alice foretager en maling pa system A i ovenstaende
basis, sa er der to mulige resultater af malingen: enten maler Alice 0 og sa ved vi at
systemet nu er i tilstanden |0) 4|1) 5 eller ogsa maler hun 1 og sa er systemet i tilstanden
1) 410) 5. Begge udfald er lige sandsynlige og uanset, hvor mange gange Bob bagefter
maler (i samme basis) pa system B, sa vil han fa det, som resultatet af Alices méaling
dikterer, altsd det omvendte af Alice - hhv. 1 og 0. @jensynligt er Bobs system blevet
pavirket af Alices maling pa sit system og det er uanset hvor langt veek de to delsys-
temer befinder sig fra hinanden. Det er det der ligger til grund for EPR-paradokset og
her vil jeg blot lige bemeerke, at selv om Alices maling pa system A pavirker system B
gjeblikkeligt, sa ved Bob ikke hvilken af de to tilstande system B er i, for resultatet af
Alices maling er helt tilfeeldigt. Sa hvis Bob skal kende tilstanden uden at foretage en
maling, s ma Alice fortalle ham resultatet af sin maling, hvilket ma forega gennem en
klassisk informationskanal, sa vi har ikke forbrudt os mod kausaliteten.
I det kommende vil det vise sig at veere ngdvendigt at beskrive kvantesystemer ikke
med bglgefunktioner, men med det der hedder teethedsmatricer. Vi vil starte med at
introducere den fgrst for de rene tilstande og siden se, at der er en simpel generalise-
ring til den mere komplicerede situation med blandede tilstande. Hvis vi nu fgrst bare

ser pa system A og lader dens tilstand oplgse i en komplet ortonormalbasis {|u,)}, sa:



) = > anlu,). Nu definerer jeg sa teethedsoperatoren p som p = [¢)(¢|. Elementerne
iden er: ppn = (Um|plin) = (Un|) (V)u,) = anal, hvor jeg har brugt at eftersom {|u,,)}
er et ortonormalseet, sa er (u;|u;) = 6;;. Det ses at p har p,,, = p;,,, sd teethedsopera-
toren er hermitisk og hvis vores |u,) er egentilstande for en observabel O med tilhgrende
egenveerdier ), sa er diagonalelementerne p,,, = a,a; = |an|2 sandsynlighederne for at
malingen af observablen pa systemet giver resultatet \,. Endvidere har teethedsmatricen
Te(p) = 32, pun = 3o anal, = 32 |an|> = 1, da dette jo er kvadratet pa koefficienterne
i udviklingen af vores normaliserede tilstand i den valgte basis. Derudover er
teethedsoperatoren positiv, for hvis vi betragter en vilkarlig tilstand ¢, sa har vi at:
(6lplo) = (Slv)(¥le) = [(el)]* > 0.

Hvis vi vil bestemme forventningsveerdien af en fysisk observabel O, nar vi lader den virke
pa system A, sa har vi at (O) = (¥[0|Y) = > > ak a,Opp, hvor Oy, = (U, |Oluy,) er
elementerne af operatoren O i vores basis. Men det kan vi jo udtrykke ved teethedsma-

tricen som:

(0) =33 pumOmn = D (o> [t} (Ol = 3 (un|pOlu) = Te(p0). (2)

n m n

For vores valgte ortonormalsaet er komplet, sa leddet i parentesen er blot identiteten.
Det ses at mens forventningsveerdien af en operator er kvadratisk i bglgefunktionen,
sa er den linger i teethedsoperatoren og mens bglgefunktionen altid er bestemt op til
en fase, sa har p ikke denne faseambiguitet, da den er invariant under fasetransforma-
tioner |¢) +— €*|1)). Denne symmetri afspejler blot bevarelse af sandsynlighed. Ud fra
Schrodingerligningen® [¢9) = —iH 1)) kan vi opstille beveegelsesligningen for teethedsma-
tricen. Ved at tage den tidsafledede fas:

p= %(lww\) = ()] + [)46]) = (—iH ) (W] + [)([HY) = —ilH, ). (3)

Hvilket er Liouvilles ligning, der til forveksling ligner det man har i Heisenberg billedet.
For de rene tilstande geelder der det specielle at p* = (|){(¥])(|0) (¥]) = |[¥) (| = p,
hvilket ligefrem kan tages som definitionen af en ren tilstand.

Hermed har vi set nogle af de interessante egenskaber ved teethedsoperatoren og selv om
vi blot har talt om teethedsoperatoren for en ren tilstand hgrende til et enkelt system
(A), s& generaliseres det ligetil for et sammensat system bestdende af komponenterne,

A, B, ...Z. Til hvert delsystem kan man ogsa tildele en teethedsoperator - den reducerede

! Igennem hele opgaven er h sat til 1.



teethedsmatrix. For eksempel for system AB kan vi forestille os at vi vil foretage en
maling O4 kun pa system A og ignorerer system B. Der definerer vi den reducerede
teethedsmatrix for system A som den delvise trace af p over basen {|v,)} for system B:
pa=Trp(p) =3, (nlgplvn) 3. Sd har vinu at at: (Oa), = Tr(p(Oa®1)) = (Oa),,- Den
reducerede taethedsmatrix p4 indeholder den del af informationen i p, der kun vedrgrer
A og derfor forteeller hvad forventningsveerdien er for en operator, der kun virker pa A.

Med vores rene entanglede tilstand i (1) har vi for det to-delte system AB at:

p= %(‘O>A‘1>B<O|A<1|B +10) 411) 5 (1] 4{01 5 + [1) 410) 5 (O] 4 (L] g + [1) 410) 5 (1] (O] ), (4)

mens den reducerede teethedsmatrix for system A bliver:

pa=(0]pl0) 5+ (Lppl) 5 = 5(1 1) 4 (114 +10)4(011) = 314 (5)

og tilsvarende er pp = %1 p. Ligesom det ikke var muligt at faktorisere (1), som pro-
duktet af bglgefunktionerne for system A og B, er det heller ikke muligt at skrive
den totale teethedsmatrix som produktet af de reducerede teethedsmatricer for A og
B. Der geelder helt generelt at der er eekvivalens mellem det at tilstanden ikke er
separabel og det at teethedsmatricen ikke kan skrives som produktet af teethedsma-
tricerne for delsystemerne. En méde at motivere denne indsigt pé, er at lade O4,Op
veere observable, som vi maler samtidigt pa de to systemer A og B. Hvis de er ukor-
relerede, sa ma der geelde at forventningsveerdien for den kollektive maling faktoriserer:
Tr(p(04®03)) = Tr(paO.a)Tr(ppOg). Men det geelder jo, hvis og kun hvis p = ps® pp,
sa faktorabiliteten af taethedsoperatoren er en konsekvens af at vi forlanger at de to
malinger vi foretager pa system A og B er uaftheengige. Er det ikke muligt at skrive
teethedsmatricen pa denne form, er de to systemer ikke uathaengige og tilstanden er en-
tangled?. Det samme gaelder for et ensemble bestaende af vilkarligt mange delsystemer:
der er den rene tilstand separabel, hvis og kun hvis den kan skrives som:

p=pas® pg R -+ & pz, hvor de enkelte p, er teethedsmatricer for delsystemerne.

Det ses at den reducerede taethedsoperator i (5) for vores rene entanglede tilstand ikke
repraesenterer en ren tilstand, men er et eksempel pa en blandet tilstand, hvor de to
tilstande |0), |1) forekommer med lige stor sandsynlighed. Jvf. definitionen foroven, sa
ses det, at de rene separable tilstande altid vil have de reducerede teethedsoperatorer
som rene tilstande og omvendt vil de rene entanglede tilstande have reducerede teethed-

soperatorer som blandede tilstande. Derudover sa var vores entanglede tilstand blot en

2 Er diskuteret mere i [5].



af de fire i Bell-basen:
1 1
V2 V2

og regner man efter, finder man, at de alle har den samme reducerede teethedsoperator

[TF) = —=(10) A1) 5 £ [1)410) ), |2F) = —=(10)410) 5 £ (1) 4]1) ) (5)

for system A (eller B for den sags skyld), nemlig %1. D.v.s. at nar Alice foretager en
maling pa A vil hun ikke kunne skelne Bell-tilstandene fra hinanden og Bob kunne skifte
som han ville i Bell-basen uden at Alice ville opdage det. Altsa giver den reducerede
teethedsmatrix generelt ikke en entydig bestemmelse af tilstanden, som det ogsa vil

fremga af Schmidt-dekompositionen.

2.2. Blandede tilstande

De rene tilstande beskrevet foroven er en ideel beskrivelse af virkelighedens kvantesyste-
mer, hvor man ikke har adgang til systemets bglgefunktion pga. stgj, der kan skyldes vek-
selvirkning med omgivelserne eller den stgj som en maling pa systemet inducerer. Der er
den maksimale information man kan fa adgang til sandsynlighederne for at systemet er at
finde i de forskellige tilstande. Altsa sa systemet kan veere i tilstanden [¢),, [1),, ..., |¥),,
med tilhgrende sandsynlighed p1, ps, ..., p,. Denne situation er vaesentligt forskellig fra
den, hvor man har at systemet er i den rene tilstand bestaende af superpositionerne
V) = /Diltr) + /D2lb2) + ... 4 /Dn|¥n) 0g kan teenkes realiseret ved at man forsggte
at lave mange kopier af det samme system. F.eks. hvis vi betragter systemet bestaende
af en spin-3-partikel i tilstanden |¢) = %(\ 1.)+]1:)), sa er forventningsveerdien for
ot (Jo) = @I5( 1)L [+ L2 )( T2 D) = +3, hvilket vi vidste i forvejen, da vores
tilstand |¢) jo er egentilstanden for J, - | T, ). S& vi maler altsa spin op hver gang. Men
hvis systemet er konstrueret, sa det er lige sandsynligt at finde det i tilstanden |,) som
|1.) er teethedsoperatoren p = $(|T.)(T.|+[[.)(1.]) = 51. S& forventningsveerdien for .J,
bliver nu: (J,) = Tr(pJ,) = 0. Det ma betyde at der er altsa lige stor sandsynlighed for
at male spin op som spin ned og faktisk kan man ud fra teethedsoperatoren vise at sadan
forholder det sig ikke kun for x-retningen, men en hvilken som helst anden retning ogsa.
Altsa er der en stor forskel pa de to situationer og for at kunne beskrive de blandede
tilstande er det ngdvendigt at se pa taethedsoperatoren.

Nu definerer vi i forleengelse af forrige afsnit teethedsmatricen for de blandede tilstande
ved p =" pnlthn) (Wnl, (3, Pn = 1). Det ses at teethedsmatricen blot er en veegtet sum

af teethedsmatricerne for de enkelte tilstande med p,, = |1,) (¢, og at den har de samme



egenskaber som de enkelte p,,. Nemlig at p er hermitisk, da p er en linearkombination med
reelle kofficienter af p,’erne, der alle er hermitiske. Ligeledes har den trace 1, for Tr(p) =
Tr(> ., Pnpn) = 2, PuTr(pn) = >, pn = 1, hvor jeg har brugt at Tr er lineer. p er ogsa
positiv manifest semidefinit, da (]pl6) = (61(5, Paltha) @n)l6) = S pal(Bln)]? = 0
og igen fglger det af lineariteten i konstruktionen af p at teethedsoperatoren for ensemblet
har den samme tidsudvikling (3): p = —i[H, p|. Forventningsveerdien for en observabel
O virkende pa ensemblet bliver i analogi med for: (O) = > p,(¥,|O|y) = Tr(pO). Vi
definerer at en blandet tilstand for et todelt system er separabel, hvis den kan skrives pa
formen p = )" p.p% ® pf, altsa at den er en sum af produkttilstande, hvor de enkelte
P’y og p er teethedsmatricerne for delsystemerne A og B.

For at motivere denne definition kan vi betragte tilfseldet, hvor de to systemer er kor-
releret pa klassisk vis, som det er gjort i [1]. Hvis man har en anordning, der med sandsyn-
ligheden p,, forbereder system A og B i tilstandene hhv. p% og p% og vi nu foretager
en kollektiv maling pa systemerne A og B, sa faktoriserer forventningsveerdien af den
kollektive observabel ikke, for tilstandene p4, pp for de to systemer heenger nu sammen -
de er klassisk korreleret. For at finde forventningsveerdien for den kollektive maling, ma
man vaegte forventningsvaerdierne for de enkelte tilstande med deres tilhgrende sandsyn-
ligheder p,, altsi: (Oa®0p), = >, paTr(p40a)Tr(pOp). Men det er jo det samme
som at sige at teethedsmatricen for det samlede system er p = > p,p% ® p og det
ses at det rene ensemble er det specielle tilfeelde, hvor alle p,, er nul, pa neer et enkelt.
Tilstande der ikke kan skrives pa denne form siges at veere entangled - korrelationerne
mellem de to systemer kan ikke forklares pa klassisk vis, som gjort foroven.

Indtil videre har vi talt om et system bestaende af to delsystemer, men det er ligetil
at generalisere til et vilkaligt antal delsystemer, sa teethedsoperatoren for en separa-
bel tilstand for systemet bestaende af delsystemerne A, B, ...,Z kan skrives pa formen:
P=2 0 PuPh ® PR ® py.

Bemeerk at for et ensemble har vi ikke en unik konstruktion af tilstanden repraesen-
teret ved p. F.eks. lad os betragte et ensemble, hvor tilstandene |0),|1) forekommer
med lige stor sandsynlighed. Dette ensemble er repraesenteret ved teethedsoperatoren
p = 2(|1)(1] +10)(0] = 31. Lad os nu betragte et ensemble, hvor tilstandene

| +) = 5(0) +[1),] =) = 5(/0) — 1)) forekommer med lige stor sandsynlighed.
Denne gang har vi igen at: p = 3(| + )(+ |+ | —){—|) = 1. Som neevnt for, s kan
qubitten teenkes som tilstanden for en spin—% partikel og set i det lys, sa kan den forste

teethedsmatrix opfattes som et ensemble, hvor halvdelen har spinnet orienteret op, som
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vi kan tage som z-aksen og halvdelen ned. Sa genkendes tilstandene | +) og | — ), som
tilstandene med spinnet rettet langs- eller modsat x-aksen og begge tilstande forekom-
mer med sandsynligheden % Selv om de to ensembler er konstrueret pa forskellig vis
giver de tilsyneladende den samme taethedsoperator og ved at méle pa spinnet, (f.eks. i
et eksperiment af typen som Stern og Gerlach lavede) kan vi ikke skelne de to ensemb-
ler fra hinanden. Sa to forskellige statistiske blandinger kan altsa godt give den samme
teethedsmatrix og man kan kun skelne to blandede tilstande fra hinanden, hvis deres
teethedsmatrix er forskellig, for ellers vil forventningsveerdien af den tilhgrende observ-
abel, som man vil male, veere ens: (O) = Tr(pO). Faktisk sa kan man konstruere de
blandede tilstande pa uendeligt mange mader, det her var blot et eksempel. De rene
tilstande derimod har ikke den flertydighed, for som vi sa, sa kan enhver ren tilstand
|t) for en qubit teenkes som en spin—%—partikel med spinnet i en retning n. Hvis vi sa
maéler spinnet i retningen 7, s vil kun den ene tilstand p = [¢)(¢)| altid give resultat 1
hver gang - vi kan ikke fa det samme resultat ved at forberede tilstanden pa anden vis,

sa konstruktionen er entydig.

2.3. Schmidt dekomposition

Nu vil jeg komme ind pa et vigtigt intrument, nar man vil analysere entanglement -
Schmidt dekomposition. Lad os betragte vores 2-delte system, bestaende af systemerne
A og B, som er i den rene tilstand [¢). S& kan vi foretage Schmidt dekompositionen,
idet der findes ortonormalbaser?® {|u,,)}, {|v,)} for Hilbertrummene hgrende til de to

systemer, sadan sa man kan skrive tilstanden som:

min(M,N) min(M,N)
[W)y="> VBalun)alvadp D pa=1, (6)

hvor M og N er antallet af basiselementer i de to systemers Hilbertrum. Ud fra dette
kan vi danne den totale teethedsmatrix, som p = |1)(¢| og bestemme de reducerede
teethedsmatricer for delsystemerne ved at "trace det andet system ud”, sa man kan
skrive: pa = Y Pultn) 4(Un| 4 0g tilsvarende pp = > pn|vn)g{vn| 5. Det ses at egen-
veerdierne for de operatorer er ens - p,, (eller ihvertfald dem, der er positive, men de kan
have forskelligt antal 0-egenveerdier, da Hilbertrummene for de to systemer kan have

forskellig dimension), der betyder at man kan forvente at A og B vil have nogle feelles

3 Beviset er givet i appendiks A.1
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egenskaber. Ligeledes ses at hvis alle p,, er forskellige, sa er Schmidt dekompositionen
for |¢) entydigt bestemt ud fra ps og pp. Er det ikke tilfseldet ved vi ikke hvordan

vi skal seette basisvektorerne for de to delsystemer sammen, hvilket vi sa& demonstreret

1
29

for Bell-baserne tidligere, der alle havde ps = pp = %1,1)1 = py = sa det var ikke
muligt ud fra teethedsmatricerne at bestemme tilstanden for det samlede system. Dette
er et specialtilfeelde af den generelle situation, hvor hvis vi antager at bade system A
og B har N-dimensionale Hilbertrum og U,,, er en uniter matrix, sa vil alle tilstande
af formen [¢) = LN > |m) AUmn|Vn) 5, have pg = pp = 371, hvilket vises som gjort
foroven ved at danne den totale teethedsmatrix og bruge ortonormaliteten til at danne
de reducerede teethedsmatricer. Der geelder helt generelt at hvis to rene tilstande for
et 2-delt system har den samme reducerede teethedsmatrix for lad os sige system A, sa
vil der findes et uniteert basisskift U for system B, sa tilstandene bliver ens. For hvis
|v) = Zfin(M’N) \/Prltin) 4|Un) g er Schmidt-dekompositionen af tilstanden |¢) og den
har den samme reducerede teethedsmatrix for system A, som tilstanden |x), s ma det
betyde at |x) kan dekomponeres som |y) = ZTH(M’N) VPr(|tn) 40n) g, hvor {|0,)} er
en anden basis for B’s Hilbertrum. Nu kan vi lade U veaere den uniteere afbildning, der
afbilder ortonormalbasen {|v,)} til {|v,)} og den vil opfylde det gnskede, nemlig at:
(1@ U)lx) = Ta™ ™ Upalun) o (U15a) ) = T palun) lvn) 5 = 1),

Til dekompositionen af tilstanden hgrer Schmidt-tallet, der er antallet af p, i dekom-
positionen. Dette tal kan bruges til at beskrive graden af entanglement, for mens vi for
dekompositionen af en tilstand har en flertydighed med hensyn til basen via uniteere
basisskift, der virker pa delsystemerne hver for sig, altsa pa formen U = Uy ® Upg, sa
er Schmidt-tallet oplagt invariant under disse (uniteere afbildninger bevarer antallet af
elementer 1 basisseettet). F.eks. hvis vi har en separabel tilstand |¢) ,|x) 5 er Schmidt-
tallet 1 og omvendt er det klart, at hvis Schmidt-tallet 1 er tilstanden ngdvendigvis
separabel. En analog made at formulere det pa er, at de reducerede teethedsmatricer
er rene tilstande, hvis og kun hvis tilstanden er separabel og rangen af den reducerede
teethedsmatrix (pa eller pg) er lig med Schmidt-tallet. Heraf fglger at en anden made at
definere at en given tilstand er entangled, er at dens Schmidt-tal er stgrre end 1.

Ved hjalp af Schmidt-dekompositionen kan vi som mal for graden af entanglement de-

finere entropien:

S==> palogy(pn) (7)
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Her er N dimensionen af Hilbertrummet (det mindste af det hgrende til A og B-
min(N, M)) og da p,,’erne er sandsynligheder, der adderer til 1, fplger det at entropien er
begrezenset nedatil af 0 og opadtil af 1. S = 0 geelder kun, hvis der er ét p,, i summen - og
det er 1 og det sa vi jo foroven at netop gjaldt for de separable tilstande. De tilstande, der
giver S = 1 er dem, der for Schmidt-dekompositionen har p; = ps,...,py = %, hvilket
man nemt kan tjekke (diffentiere og seaette kvotienten lig nul). Disse maksimalt entan-
glede tilstande, s& vi ogsé tidligere i tilfeeldet N = 2, nemlig Bell-tilstandene, der havde
pa = pp = %1. Intuitivt giver det ogsa god mening at graden af entanglement haenger
sadan sammen med sandsynlighederne, for hvis der er et p,, der er teet pa at veere 1, sa
vil den tilhgrende tilstand veere den dominerende og tilstanden vil veere taet pa separabel
og omvendt, hvis alle tilstande er lige sandsynlige, sa er entanglement maksimal, vi kan
ikke veelge én af tilstandene ud til at repraesentere det samlede system - alle tilstande er
lige gode og vores uvidenhed maksimal.

En anden interessant anvendelse af Schmidt-dekompositionen ses i den sakaldte GHJW
seetning 4, der handler om purifikationen af en blandet tilstand. Lad os betragte et enkelt
system A og antage at det er i en blandet tilstand repraesenteret ved teethedsoperatoren
pa =D, Pnl¥n) 4(¥n] 4. Nu vil vi s& skabe purifikationen af p4, som en ren tilstand for
et todelt system, bestaende af systemet A og et referencesystem B, som har et tilstands-
rum af samme dimension som A, sadan sa at nar man tracer system B ud, sa far man
pa. Hvis vi lader {|x,)} veere en ortonormalbasis for det konstruerede system B (men
vi har ikke antaget at de rene tilstande i p4 er ortogonale), s& kan den rene tilstand
for det samlede system skrives pa Schmidt-formen: |¢) ,5 = D", \/Pnl¥n) 4|Xn) - Denne
rene tilstand opfylder oplagt at den har den reducerede teethedsmatrix p4 foroven. I den
tilstand kan vi se at system B har arvet sandsynlighederne for system A i den forstand
at hvis vi foretager en maling, der er en ortogonal projektion i basen for B, sa vil vi fa
tilstanden |x;,) 5 med sandsynlighed p,, og vi ved automatisk at system A er i tilstanden
|t ). S& selv om de rene tilstande i p4 ikke ngdvendigvis er ortogonale, har vi fundet en
made at se, hvorpa vi kan udveelge de enkelte |¢,) , ved at male pa system B istedet.
Som vi har set, sa er der ikke en entydig made at udtrykke tsethedsoperatoren for en
blandet tilstand - den kan skrives som et ensemble af rene tilstande pa uendeligt mange
mader. GJHW saetningen siger sa at alle de mulige realiseringer af p4 kan konstrueres,

idet der findes et Hilbertrum for referencesystemet B og en ren tilstand |¢) .5 for det

4 Gisin, Hughston, Jozsa og Wotters.
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samlede system, sadan at nar vi maler pa en passende observabel i system B kan vi
realisere det gnskede ensemble. Kvanteeraseren er et eksempel pa anvendelse af denne
seetning.

Vi har hermed set noget af den relevante teori bag entanglement og i det fglgende vil
vi seerligt bruge det fundne om teethedsoperatoren og dens form for separable tilstande.

Men fgrst vil vi se hvordan entanglement kan skabes.

3. Eksperimentet

Jeg vil i det folgende beskrive eksperimentet i [4], hvor entanglement er realiseret péa
makroskopisk niveau, nemlig mellem to adskilte ensembler, der bestar af i stgrrelsesor-
denen 10'? caesium-133 atomer indeholdt i parafinbeklzedte celler. Caesium har en sym-
metrisk fordeling af 52 elektroner og en enkelt ydre elektron i tilstanden 6S 1. Det er

T der karakteriserer atomets en-

denne ydre elektron sammen med kernespinnet pa s,

erginiveauer. Ved addition af spin, far vi altsa to mulige veerdier for det totale spin F,
nemlig 3 og 4. I dette forsgg vi vil udelukkende fokusere pa tilstanden F' = 4, hvilket
ogsa er muligt i praksis, da hyperfinsplittingen mellem de to energiniveauer er stor - i
storrelsesordenen af GHz.

Forst udsaettes de to atomensembler for optisk pumpning, der er cirkuleert polariseret
lys (04,0_), der exciterer ceesiumatomerne til tilstandene mpr = 4 i det ene ensem-
ble og mp = —4 i det andet. Veelger vi at kalde vores kvantiseringsakse for x, sa har
vi derved skabt en kohcerent spintilstand i de to ensembler; spinnet er orienteret langs
x-aksen i det ene og -x i det andet. Med denne spinpolarisering har vi for det kollek-
tive spin J = > jz(jl er spinnet for de enkelte atomer, som er i tilstanden F' = 4),
at jm = jxl = —jm, mens de ortogonale komponenter vil have forsvindende forvent-
ningsveerdi (pr. konstruktion af ensemblet) og fluktuere binomielt med varians J, /2 (fol-
ger af Heisenbergs usikkerhedsrelation og symmetrien mellem de to ortogonale spin). Da
vi har sa mange atomer i hvert ensemble og vi med hgj ngjagtighed far orienteret dem i x
(eller-x)-aksens retning, s& vil det kollektive spin J,, blive opfattet som en makroskopisk
storrelse, sa vi med god tilngermelse kan betragte J, klassisk - som et tal. Efter at en-
semblerne er kommet i den koheerente spintilstand slukkes for den optiske pumpning
og nu vil vi entangle atomerne i de to ensembler ved at sende polariseret lys igennem
dem: fgrst en entanglement-skabende puls og dernaest en entanglement-bekraeftende. Til

beskrivelse af lyset bruges Stokes-operatorerne S}, gy, §Z, der opfylder en kommutator-
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relation analog til den for spinnet: [gy, 61] =S, og bestemmer lysets polarisation. Mere
preecist sa er S’y forskellen mellem polarisationerne ved £45°, S, er forskellen mellem
hgjre- og venstrehands cirkuleer polarisering i udbredelsesretningen z. S, er forskellen
mellem polarisationerne i x- og y-retningens retning og i dette forsgg er lyset polariseret
lineert langs x-aksen og har kun en meget svag komponent i y-aksens retning. Ligesom
i tilfeeldet med de kollektive spin kan vi derved betragte operatoren §z, som et tal, sa
al information om §y og S. ligger i den y-polariserede komponent af lyset (kan indses
hvis man skriver Stokes-operatorerne ud med haeve- og seenkeoperatorer og bruger at

a, = al, = a, er et tal.) Endvidere geelder der som konsekvens af Heisenbergs usikker-

hedsprincip og kommutatorrelationen foroven at Var(S,)Var(S,) > %’%.

I eksperimentet er der patrykt et homogent magnetfelt i x-aksens retning, der far de
kollektive spin jy og J, til at praecessere med Larmorfrekvensen (2. Ved hjeelp af dette
kan man male y- og z-komponenten af spinnet pa samme tid, hvorimod man ellers
matte foretage to separate malinger. Det er nemlig blevet vist at nar man sender en
ikke-resonant puls gennem to atomare ensembler med modsatrettede middelspin og med
et patrykt magnetfelt i x-retningen, vil vekselvirkningen mellem atomerne og lyset med
god tilngermelse® give anledning til folgende sendring for Sy (in betegner fgr vi har sendt
pulsen gennem ensemblerne og out efter og a er en konstant, der indeholder de anvendte

parametre i forspget):

gg(;mt = S;n + @((jyl + jy2> Sin(Qt> + (jzl + jZ2)COS(Qt>)’ (8)

A

hvor spinnene J, og J, nu er defineret i et koordinatsystem, der roterer med Larmor-
frekvensen €2 om magnetfeltets retning x. Da frekvensen er feelles for begge spin vil ro-
tationen ikke pavirke deres indbyrdes orientering og storrelse og betingelsen for entang-
lement, som vi vil se om lidt, vil veere den samme, som hvis magnetfeltet ikke havde
veeret der. 1 forsgget kan vi male pulsens g;“t ved hjeelp af en polariseret beamsplitter
med to detektorer, hvor den inducerede strgm deles op i to og dens cos/sin komponenter

males.

5 Vi har ignoreret Starkskiftet, som er fzlles for alle atomer og kun afhsenger af fotondensititen og
blot giver anledning til en forskydning af energien uden at sendre pa dynamikken. Derudover har
vi negligeret hgjere ordens koblinger, hvilket er tilladeligt, da vores lys er meget blaforskudt fra

naermeste hyperfinniveau - se til hgjre for forsggsopstillingen pa naeste side.
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Derved far man adgang til Stokes-operatorens cos/sin komponenter og ved at foretage
tilpas mange malinger kan vi bestemme varianserne pa Spu, og Sgu, ved at sammen-
ligne resultaterne af malingerne for forst den entanglede puls og sa den bekraeftende. Vi
kan ogsa finde varianserne ud fra (8) ved forst at gange med cos/sin og integrere over
varigheden af malingen 7', idet vi bruger at fo cos?(Qt)dt ~ fo sin?(Qt)dt ~ L, samt
fo cos(Qt) sin(Qt)dt ~ 0, hvorefter vi far:

Var (594 ) = Var(S" ) + %agVar(j) Var(S59% ) = Var(S™". ) + %agVar(jy) (9)

ycos ycos ysin ysin

A ~ ~

Her betegner J, = J,, + J,, og jy = Jy, + Jy, og nar vi laegger varianserne i (9) sammen

fas:

ycos ysin ycos ysin

1 - 1 A
Var(S59% ) 4+ Var(S% ) = Var(S™ ) + §a2Var(J ) + Var(S™, ) + §a2Var(Jy)

= Var(S™) + %az(\/ar(jy) + Var(J.)). (10)

Hvis malinger af de spektrale komponenter S;’g(fs, S"fjm gav det samme udfald for begge
pulser, ville variansen veere 0 og vi ville have en fuldsteendig entangled tilstand. Ellers
s& skal vi for malingerne tjekke om der geelder at Var(S;’g(fS) + Var(Sggfn) < Var(5™) +
a?J, (jx males ved den magneto-optiske metode og dens veerdi er kontrolleret med hgj
preecision, mens variansen pa Sin kan bestemmes separat). Er det tilfeeldet s& ved vi fra
(10) at sa er Var(J,) + Var(J.) < 2J,, hvilket betyder at de to ensembler er entangled,
som vi skal se i naeste afsnit. Sa ud fra malinger pa lysets Stokesoperatorer, har vi altsa
faet lavet en ikke-destruktiv maling af de kollektive spin for de to ensembler og har
mulighed for at tjekke, hvorvidt den fgrste puls inducerede entanglement mellem de to
ensembler. I [4] berettes der ogsa om at det rent faktisk var tilfeeldet og for tilpas hgje

veerdier af middelspinnet kunne entanglement péavises - se evt. fig.3 i [4].
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4. Tests til pavisning af entanglement

I det folgende vil vi se pa hvordan man for et todelt system AB indeholdende et antal
spin-J partikler kan pavise entanglement mellem partiklerne i A og B. Vi vil formulere
kriterierne ved hjeelp af spin-operatorerne og selv om vi tager udgangspunkt i eksperi-
mentet i forrige afsnit, sa kan disse kriterier bruges mere generelt i situationer, hvor man
kan male de brugte observable. Jeg vil her fortsaette med at bruge notationen, som intro-
duceret tidligere, men med den forskel at jeg nu vil teenke at de to ensembler er parallelt
orienteret, svarende til en rotation af x-aksen pa 180° til forskel fra for, sa y-komponenten
af spinnet for lad os sige det andet ensemble far et minus, mens z-komponenten forbliver
ugendret. Altsa vil vi nu se pa operatorerne jyl — ij og jzl + jZQ, som er uathaengige,
da de kommuterer, for nu er JNJ; = jxl = jm.

Forst vil vi teste om de to ensembler er entangled med hinanden. Hvis det ikke er til-
feeldet ved vi fra afsnittet om blandede tilstande at den samlede tilstand p kan skrives
som: p = Y., pipi ® ph, hvor p; og ps er teethedsmatricerne for de to ensembler. Vi vil
nu opstille et simpelt kriterium baseret pa [2], idet vi vil betragte varianserne pa de to
ortogonale spin og se hvad summen af dem mindst ma veere for en separabel tilstand

udtrykt ved J,°. Med A = Var(J,, —J,,) + Var(J,, + J.,), har vi:

A = D (AU, = Jp)i+ (A + 12))")0) (11)
= im(((fyl — Jya )i A (e )P0 = (g = )y = (e + )y (12)
= ipi«fi% + <f§2>z- + {20+ (T5)) +
ZZ: —2pi(J —l—ZQpZ (J.,) — (Jyy = Jy)2 = (L + L,)2 (13)
= sz (DJ2); (AJyQ)mL(Ajfl)iJr(AJfQ)i)Jr (14)
sz(f sz (Jyy = Jn)i)” +
ijpr sz J)i)”.

6 En alternativ made at lave testen er som i [2] og naevnt i [4] at tildele ensemblerne en slags impuls-

og positionsoperator X p givet ved X = \/—, P = \/—, idet vi som nsevnt kan betragte J, som
vaerende tallet J,. Ved at ga frem som vi ggr forneden og betragte den totale minimale varians pa
operatorerne Xl + Xg og ]51 — ]52 kommer man frem til et kriterium som vores, hvor man blot har
divideret med J,.
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Her er (.); forventningsvaerdien af den pageeldende operator taget over tilstanden p? ® pb
og jeg har brugt at taget over de enkelte produkttilstande (.); vil f.eks. jyl ij faktorisere,
si (Jy, Iy )i = (Jy, )il Ty, )i - vi har jo antaget at de to ensembler ikke er entanglede. T disse
udregninger har jeg forst brugt definitionen af variansen, skrevet udtrykket ud og i sidste
ligning trukket 37, p; ((Jy,)2 4 (Jy,)?) + 32, pi((J2))? + (J.,)?) frai forste linje og lagt det
til i de to sidste linjer og endelig samlet leddene for at komme frem til udtrykket i (14).
Det fglger af kommutatorrelationen [jy, jz] = z'jx, samt Heisenbergs usikkerhedsprincip,
at der for de ortogonale komponenter af spinnet geelder at: (AJ,)(AJ,) > 1) Jz) | Dermed
er: (AJ, — AJ;)Q >0 & (AJ)? + (AL)? > 20T,A0, > (). Cauchy—SChwarz
ulighed giver at leddet i de to sidste linjer af (14) er begraenset nedadtil af 07. Sa alt i

alt far vi:

A > sz ((AJ2) + (ATE); + (AJ2 )+ (AT2),) (15)

v

sz (il + il = (T (16)

Hvor jeg til sidst har sat jxl + jm = J,, der er ~ 2.J,, da vi med meget god tilnsermelse
har jxl = ij D.v.s. at for enhver separabel tilstand af de to ensembler ma uligheden
(16) geelde. Er denne brudt ma vores antagelse om separabilitet veere forkert og de to
ensembler ma veere entangled, jvf. diskussionen af blandede tilstande. Hvis der havde
vaeret et lighedstegn, havde vi haft at begge ensembler var i kohaerente spintilstande,
hvor hver af de ortogonale spinkomponenter ville have Var(.J,) = Var(J,) = L = %
for begge ensembler og atomerne ville veere ukorrelerede. Dette er preaecis begyndelses-
betingelserne i eksperimentet og hvis man teenker pa de koheerente spintilstande, som
dem med mindst stgj, sa er de sa at sige greensen mellem de separable og entanglede
tilstande®. Det bemeaerkes ogsé at vi i udledningen af uligheden (16) ikke har brugt atom-
ernes spin J, sa dette kriterium for at de to ensembler er entangled er det samme for
atomer med vilkarligt spin, altsa ikke kun J = 4. Hermed har vi udledt den fgrst test,

som kan bruges i eksperimenter som foroven, hvor man har adgang til sterrelserne i

(16).

7 Kan indses ved at saette z; = VPi,Yi = \/Di(Jy, — Jy,)i 0g sa bruge Cauchy-Schwarz’ ulighed pa

formen (Y, z;y:)? < (3, 22)(3>°, y?) og tilsvarende for z-komponenten.

[(J) |
2 )

men hvor usikkerhederne er ulige fordelt. Set i det lys, sa svarer de entanglede tilstande brydende

8 Jeg har undladt at tale om de squeezede tilstande, der ligesom de kohzerente - har AijjZ =

(16) til en squeezing af de to observable.
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Hvis vi nu for et szt malinger far at ensemblerne er entangled kunne det veere in-
teressant at se om vi har 3 atomer, der indgar i den entanglede tilstand, for oven-
staende test giver jo at der er mindst to. S& nu antager vi at man kan beskrive det
samlede system som produktet af tilstandene for entanglede atompar fra de to ensem-
bler: p=>",>" piwg,oi’g(l) ® p;p@) ®-- -®p%7U(N) (alle teethedsmatricerne behgver ikke
ngdvendigvis ikke at repraesentere entanglede atompar, men vi ved at mindst én af dem
gor det, ellers er det blot tilstanden for systemet bestaende af to ukorrelerede atomer).
Vi har ogsa antaget at der er lige mange atomer i de to ensembler, hvilket sadan set
ikke er en ngdvendig antagelse, idet man sagtens kunne have tilfgjet disse "restatomer”
i teethedsmatricen, men da de er ukorrelerede, sa er den mindste st@j de kan give, den
der hgrer til den koherente tilstand. Pa den made vil deres bidrag til det kollektive
middelspin J, blive opvejet af deres bidrag til variansen, for i de koheerente tilstande har
vi jo netop at Var(J,) + Var(J,) = |(J,)|. Effektivt betyder det blot en forskydning af
nulpunktet, hvilket jeg for nemheds skyld ignorerer. De ¢’er der optraeder foroven er per-
mutationerne, altsd ombytningen af partiklerne o : {1,2,...N} veegtet de tilhgrende w,
(>, w, = 1), sa vi pa denne made far deekket de forskellige mader, hvorpa atomerne kan
veere entangled i par. ,0270(,{) er saledes teethedsmatricen for det entanglede par bestaende
af atom k i ensemble 1 og atom o(k) i ensemble 2 i den i’te tilstand. I det kommende
vil jeg betegne atomparrene med «, 3 og v, der har indeks hhv. m,n og k, sa f.eks.
v(k) = (k,o(k)). Hvis vi nu ser pa de kollektive variable, sa har vi for z-komponenten

at:

A

Var(J.) = (1)), - (J.),

_Zzplwa(z Za(m) Szo0m) +Z wc) Zzpzwaz zwc)>)2

m#n

- Zzplw” Z ot )i (J 2 )i Z Zplwg Z e )i)
> pitto Z«JZW — (o))
ZZZP[LUUZ(ALW(M)?- (17)

I denne omskrivning har jeg oplgst den kollektive spin .J, som summen af de atomare
J

- der skal opfattes som operatoren, der er summen af operatorerne J,, og J,, virk-

ende pa hhv. atom k i ensemble 1 og o(k) i ensemble 2. For at komme frem til uligheden

har jeg forst fundet forventningsveerdierne ud fra taethedsmatricen og for (J.)? delt op i
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to tilfeelde; det ene hvor operatoren J. har virket pa forskellige atompar (summen med
m # n) og det andet hvor det er det samme atompar operatoren virker pa begge gange

(sum over k). Dernaest har jeg lagt 3.3 piwy 32, (. )i
linje og endelig brugt Cauchy-Schwarz’ ulighed pa parallel vis til det beskrevne i fodnote

At at shutte at Y, 3, e Y (o Vil an )i (32 o pitte 33y (e )0)% 2 0. P

samme made fas for y-komponenten at:

Var(jyl - jyz) > Z sz’wa Z(A(jyl - jyz)‘v(k)ﬁ' (18)
i o k

Nar vi leegger varianserne i (17) og (18) sammen far vi at:

til og trukket fra i anden

A = Var(J, —J, )+Var( J.) (19)
> Zzpiwaz )‘ ) ((A (j21 +jz2)"7(k))zz) (20)

v

ZZpiwaZ2JGJ<<JW>/2J> (21)
i o k

Her er G; de kurver jeg har fra mit program, der giver minimum for (A(JAy1 — JAyQ))2 +
(A(J,, 4 J.,))? som funktion af (det normaliserede - derfor faktor 2.J) middelspin (.J,)
divideret med 2.J°. Inden jeg beskriver hvordan jeg har fundet kurverne vil jeg bemaerke
at disse G er konvekse!, sa de opfylder Jensens ulighed, d.v.s. enhver linearkombi-
nation af G; med positive koefficienter er stgrre end eller lig med funktionen taget i

linearkombinationen af argumenterne. Det kan vi sa bruge ved:

A A A ~

Var(Jy, — Jy,) + Var(J, + 1) = > > piw,2NJIG, (Y (o ,))i/2NT)  (22)

i o k

> NI S e S )i/2NT) (23)
7 o k

_ aNJG( 2<]"V}> (24)

Her er J, det totale kollektive spin for ensemblerne og vi har hermed udledt et kriterium
i form af en ulighed, som ma veere opfyldt, hvis det er muligt at betragte systemet som

entanglede partikelpar. Er denne brudt er vores antagelse forkert og vi ved at vi derfor

9 For caesium-atomerne er .J = 4, men jeg har valgt at beholde .J, da denne test kan bruges til alle
heltallige spin. For halvtallige spin er situationen mere kompliceret, da der er et symmetribrud for

lave veerdier af middelspinnet, s& minimumstilstanden ikke leengere er entydig som diskuteret i [3].
10" At dette er tilfeldet kan vises pa en tilsvarende made som det er gjort for kurverne F; i [3].
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mindst har 3-atom-entanglement. Vi sa tidligere pa et eksperiment, hvor man har adgang
til varianserne pa jyl - ij og J., + J,, for forskellige veerdier af (J,). Disse malinger
svarer sa til punkter i koordinatsystemet hgrende til grafen for kurven G; og i tilfeelde
af at punktet ligger under kurven kan man slutte at der er 3-atom-entanglement.

Foroven brugte jeg de minimumsvarianser vi har fundet i MatLab, som jeg nu vil give
en lille beskrivelse af hvordan vi bestemte.!! Vores analyse bygger pa antagelsen om

A

at de tilstande der minimerer Var(J, — J,,) + Var(J., + J.,) for en given vaerdi af
(Joy + Jup) har (J,, — Jy,) = (J., + J.,) = 0, si disse tilstande giver ogsa minima for
((Jy, = Jy)?) + ((Joy + J2,)?). Vi har bestemt disse tilstande ved at minimere udtrykket
(1(Jay + Juy) + (Jy, — Jp)? + (Jo, + Joy)?, hvor p er en Lagrange-multiplikator, der
styrer veerdien af x-komponenten af spinnet. Dette er et linsert problem, der bestar i
at diagonalisere matricer (den szedvanlige matrixrepraesentation for spin-operatorerne)
og finde de egentilstande, der minimerer veerdien af udtrykket foroven. Det er gjort i
Matlab ved at bestemme numerisk den mindste egenveerdi for sidstnsevnte operator for
en lang raekke pler og evaluere (J,, — J,,)% + (J., + J.,)? i de tilhgrende egentilstande.
Ud fra det kan vi sa lave et plot, hvor vi har den minimale varians som funktion af det

kollektive middelspin .J,, (den sammenhangende kurve):

09F
08 T
07k o+

0.6 +t

04F +

(Var(Jyl—Jy2)+Var(J 21+J 22))/(2*4)
o
()]
T
+
s

021

0 i ‘ T ] I I I I I J
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.6 0.7 0.8 0.9 1

0.5
I<3 >li2+4)

I Programmet er vedlagt i appendiks A.2.
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Nu kunne det veere interessant at tjekke, hvorvidt vores antagelse om forsvindende mid-
delveerdier var korrekt. Sa i MatLab har jeg sat programmet til at lede efter lokale

A

minima for Var(J,, — J,,) + Var(J., + J.,) for forskellige veerdier af middelspinnet (i-

Y2
gen styret af en Lagrange-multiplikator) ved hjeelp af "fminsearch”. Til dette skulle man
give fminsearch en "begyndelsestilstand’, som den kunne lede i en omegn af og der har
jeg provet at give de minimumstilstande, der hgrte til vores kurve. Som det fremgar af
grafen - krydserne, der ligger op ad kurven, sa fandt fminsearch ikke nogen minima, der
la under punkterne pa kurven, men fandt preecis de samme minima. S& har jeg ogsa
provet at give tilfzeldige enhedsvektorer som input og resultatet ses som plusser i ko-
ordinatsystemet (jeg har dog af hensyn til overskueligheden kun betragtet varianser op
til 1). Det fremgar at de minimumsvarianser som fminsearch da fandt ligger langt over
dem vi har pa vores kurve, ja faktisk ligger de fleste endda over den linje, der hgrer til
kriteriet for 2-atom-entanglement i (16): Var(.J,, — J,,) + Var(J., + J.,) < |(J,)|. Det har
altsa ikke veeret muligt at finde tilstande, der kunne minimere varianserne yderligere og
vores antagelse om forsvindende middelveerdier synes retfeerdiggjort. Altsa svarer punk-
terne pa kurven virkelig til den minimale varians for tilstande med atomerne entangled
i bingere systemer.

Det kunne teenkes at man ville ga videre og prgve at lave en test for 4-atom-entanglement
pa samme made. Altsa man kunne antage at atomerne i de to ensembler var entangled
i grupper pa 3 - 2 fra det fgrste ensemble og 1 fra det andet eller omvendt og se hvad
minimumsvariansen sa bliver. Det har jeg sa gjort og der fik jeg at det var ligegyldigt
hvad vores ansats om fordelingen af de entanglede tripler var, altsa om vi hele tiden tog
par fra ensemble 1 og entanglede med et atom fra ensemble 2 eller vice versa eller om
fordelingen var helt vilkarlig, for teethedsmatricen for det samlede system kunne deles op
i de to situationer, der begge havde de samme minimumstilstande. Ikke desto mindre, sa
la den fundne kurve i MatLab for 4-atom-entanglement over den for 3. Det er selvfglgelig
ikke muligt at kravet til varianserne bliver mindre end fgr og viser at man ikke bare uden
videre kan udvide testen til flere atomer. Af mulige grunde er der for det forste det, at
det ikke er klart, at det er den "mest gkonomiske” lgsning for den samlede varians at

entangle atomerne i tripler. Ligeledes er det heller ikke sikkert at middelveerdierne for

A

J,

. — Jy, 08 J., + J, stadigvaek er forsvindende i de tilstande, der minimerer variansen.

Det kunne man igen prove at tjekke ved at bruge fminsearch, men det har vist sig at
tage meget lang tid at gore det bare for et enkelt punkt, sa det udskydes til engang, nar

kvantecomputeren er blevet udviklet.

22



5. Konklusion

Vi har i denne opgave faet defineret hvad de entanglede tilstande er og beskrevet nogle
af deres egenskaber. Til dette har vi brugt teethedsoperatoren, som har vist sig at veere
et uundveerligt veerktgj og som vi ogsa har set nogle af egenskaberne for. Derefter har vi
beskrevet et eksperiment, hvor entanglement blev realiseret for to ensembler, bestaende
af ceesium-atomer. Som udgangspunkt i dette eksperiment har vi formuleret to tests,
der kan bruges til at pavise 1) at to ensembler er entangled og 2) at atomerne méa vaere
entangled i systemer, der er stgrre end de bineere, altsa mindst 3-atom-entanglement. Vi
har desuden kort naevnt at en direkte udvidelse af testen til flere atomer ikke var mulig.
Komplikationerne ved udviklingen af testen til flere atomer kan nok i sidste ende fgres
tilbage til det symmetribrud, der opstar, nar vi kommer ud over 2-atom-entanglement,
hvor de to ensembler kan begynde at se forskellige ud pga. den uens fordeling af entan-
glede atomer. Asymmetrien i problemstillingen bliver endnu stgrre, hvis vi f.eks. ville
se pa en udvidelse af testen til 5 atomer eller flere, da man far mange flere mader at
entangle atomerne pa, hvor nogle kan veere "bedre” end andre. F.eks. hvis vi havde haft
held med at konstruere en test for 4-atom-entanglement og skulle teste den for 5, sa
kunne de 4 entanglede atomer sidde sammen som 1+3 og 2+2 og disse muligheder har
hgjst sandsynligt forskellige minima, der ggr det sveert at sige hvad den egentlige mini-
mumstilstand og varians er. Ikke desto mindre kunne det veere interessant at prgve at
bestemme disse minimumstilstande numerisk, for det kunne jo veere at der var en e-
genskab, der gik igen. F.eks. at den minimale varians var at finde nar atomerne blev
entangled i grupper pa et lige antal atomer, sa nar vi prgvede at lede efter et kriterium
for 5-partikel-entanglement kunne vi antage at alle atomerne var entangled som 2+2.
Selv om det er en lidt sggt made at reparere symmetribruddet pa, sa kunne det veere at
man pa denne made kunne finde nogle skjulte symmetrier, som 'minimumskonfiguratio-
nen’ besidder.

Selv om vores test ikke direkte kan udvides til en test af k-atom-entanglement, sa har
den dog den styrke at den har en simpel generalisering til andre heltallige spin - man
kan nemt finde den tilhgrende kurve i MatLab ved at veclge det passende J. I et nyligt
eksperiment med teleportering blev de entanglede tilstande ogsa skabt som i [4], men
de data de fik, 1a over vores kurve for 3-partikel-entanglement, sa vores test viste altsa
ikke noget der. Men hvis det nu var muligt at lave et tilsvarende eksperiment, hvor man

istedet havde spin J = 1 partikler, sa kunne det veere, at det vi ville veere nemmere at
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pavise 3-partikel-entanglement, da de tilhgrende minimumsvarianser ligger noget over

dem for J = 4, men har igvrigt samme form.
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A. Appendiks

A.1. Schmidt dekomposition

Det folgende bevis for eksistensen af Schmidt dekompositionen bygger pa [9].
Lad {|un)} og {|v.)} veere endelige ortonormalbaser for Hilbertrummene hgrende til

systemerne A og B. Sa kan en vilkarlig ren tilstand for det samlede system skrives som:

V) = Zzamn‘um>|vn> (25)

Nu danner vi sa teethedsmatricen:
p=lo)wl = > Z O Ly | ) (U | © v ) (V5| (26)
S& vil vi trace det stgrste system ud, som vi antager er system B!%:
Trp(p) = Z (valplvn) = Z(Z i Gy, | tom ) (U] (27)

Her har jeg brugt at eftersom basisvektorerne er indbyrdes ortogonale, er (v;|v;) = d;;, s&
det er kun de led, hvor n = n = n, der bidrager til summen. Matricen i parentesen, som
vi kan kalde X er hermitisk og har elementer X,z = >, amnak,;,. Spektralssetningen
forteeller os at vi kan diagonalisere X og far egenvektorerne, som vi kan arrangere i den

transponerede matrix Y7 med tilhgrende egenveerdier \:
D XY = MY (28)
Heraf far vi egenvektorerne [¢2) for X:
[Um) =D Yoo ) (29)

Nu kan vi lave et basisskift ved at udtrykke |u,,) ved den fundne [¢)2), s& teethedsma-

tricen kan skrives som:

P=D > Wi Y Vil V) D Yo (i © [on) (vl (30)

mm nn ™m m/

12T afsnittet om entanglement skrev vi at summen i Schmidt-dekompositionen lgb op til minimum af

dimensionerne af Hilbertrummene H4 og Hpg, her har vi antaget at Hp har den stgrste dimension.
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Nu lader vi s [¢)2) veaere tilstandene givet ved:

= 33 Vintanlen) (31)

Og sa far teethedsmatricen endelig formen:
p=Y > la) WAl @ [vn) (v (32)
Denne teethedsmatrix hgrer til den rene tilstand

= ) @) (33)

Nu har vi ikke normaliseret [1)Z), ggr man det far man normaliseringskonstanten

A

og vi far dermed Schmidt dekompositionen:

=> VAl @ [¥2) (34)

A.2. Programmet

Her vil jeg blot gengive koden for programmerne i MatLab, hvor de blev skrevet i edi-
toren. Vi har byttet om pa x og z i forhold til resten af opgaven. Fgrst folger den for de

programmer som vores test benytter sig af - Delta-funktionen:

function h = DELTAfunc(i,j)
if i ==

h =1;

else

h = 0;

end

Heeve-operatoren:(Vi behgver ikke at lave ssenkeoperatoren seerskilt, da den jo blot er

den hermitisk konjugerede til heeveoperatoren.)
function f = JPLUS2func(J)

fori = 1:2¥J+1;
for j = 1:2*J+1;
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B(i,j) = sart((j-1)*(2*(J+1)-j)) *DELTA(i,j-1);
end

end

f = B;

Og endelig J,:

function g = JZfunc(J)
fori = 1:2¥J+1;

A(i) = J+ 14

end

g = A;

Sa kommer selve programmet, der laver vores kurver, her angiver X minimumsvariansen
hgrende til vores kurve, XX er det minimum som programmet finder ved fminsearch, nar
vi lader den starte med en tilfzeldig enhedsvektor og XXX er det minimum fminsearch

finder, nar vi lader den starte med tilstanden hgrende til X - kaldet fi:

Npoints = 100;

mustart = 0.01;

muend=100;

J =4

Jp — JPLUS2(J);

Jz = JZ(J);

Jztot = kron(Jz,eye(2*J+1)) + kron(eye(2*J+1),Jz);
Jx = 0.5%(Jp+(Jp)");

Jxtot = kron(Jx,eye(2*J+1)) + kron(eye(2*J+1),Jx);
Jxtot2 = (Jxtot)*(Jxtot);

Jy = -0.5%1*(Jp-(Jp));

Y = kron(Jy,eye(2*J+1)) - kron(eye(2*J+1),Jy);
Y_2— (Y_)*(Y_)

mu = logspace(logl0(mustart),logl0(muend),Npoints);
for i = 1:Npoints;

H = mu(i)*Jztot+Jxtot2+Y _2;
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[psi,lambdal = eig(H);

fi=psi(:,1);
a=fminsearch("MINTESTfunc’,[fi;fi],[|,mu(i),Jztot,Jxtot,Jxtot2)Y 2)Y );
chi=(a(1:(length(a)/2))+sqrt(-1)*a((length(a)/2+41):length(a)));
chi=chi/(sqrt(chi’*chi));

Jztotmini(i) = chi™*Jztot*chi;

XXX(i) = (chi™(Y_2+Jxtot2)*chi)-(chi’™*Y _*chi)(chi’*Y _*chi)-
(chi”™*Jxtot*chi)*(chi’*Jxtot*chi);

b=rand(81,1);
a=fminsearch("MINTESTfunc’,[b/(sqrt(b*b));b/(sqrt(b’*b))],[|,mu(i),
Jztot,Jxtot,Jxtot2)Y 2Y );
chi=(a(1:(length(a)/2))+sqrt(-1)*a((length(a)/2+41):length(a)));
chi=chi/(sqrt(chi’*chi));

Jztotmin(i) = chi™*Jztot*chi;

XX(i) = (chi™(Y_2+Jxtot2)*chi)-(chi’™*Y _*chi)*(chi”™*Y _*chi)-
(chi”*Jxtot*chi)*(chi’*Jxtot*chi);

Jztotmean(i) = fi'*Jztot™fi;

X(i) = fi™*(Jxtot2+Y 2)*fi;

end

plot(abs(Jztotmean)/(2*J),X/(2*J),".”)

plot(abs(Jztotmini) /(2*J),XXX/(2*]), gx’)
plot(abs(Jztotmin)/(2*J),XX/(2*J), r+")
xlabel(’|<J_x>|/(2*4)")
ylabel(’(Var(Jy_1-Jy_2)+Var(Jz_1+Jz_2))/(2*4)")
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