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Forord

Denne bog er andet bind af en tredelt lrebog, som behandler emnerne
Bgolger, Elektromagnetisme og Optik. Lzerebogen er pa indledende univer-
sitetsniveau og tilpasset de gode matematiske forudsaetninger, som danske
studerende traditionelt har. I omfang og emner svarer bogen nogenlunde til
det kursus, jeg gennem en halv snes ar har afholdt for fysikstuderende pa
Kgbenhavns Universitet pa 2. studiedr. Nar jeg har besluttet at skrive en
egentlig leerebog til kurset, skyldes det, at de forskellige udenlandske tekster,
som har vaeret benyttet, er udsolgt fra forlagene uden, at egentlig velegnede
aflgsere er kommet frem. Dette galder saledes den ansete Foundations of
FElectromagnetic Theory af Reitz, Milford og Christy, som i mange ar har
vaeret den grundlaeggende tekst i Kgbenhavn og som utvivlsomt har sat sit
praeg pa denne bog.

Der er mange ars tradition for, bade i Kgbenhavn og andre steder i ver-
den, at andet studiedr af fysikstudiet omfatter en grundig indfgring i den
klassiske elektromagnetisme. P3 dette tidspunkt har de studerende faet
kendskab til en raekke grundlzeggende fysiske begreber, isar inden for meka-
nik, relativitetsteori og maske termodynamik, men de har endnu ikke mgdt
feltbegrebeti nogen vaesentlig sammenhaeng. De matematiske forudszetninger
er blevet udbygget, her specielt inden for analyse af funktioner af flere vari-
able, og kommer til bred anvendelse netop indenfor elektromagnetismen. Pa
denne baggrund sigter bogen mod at praesentere den elektromagnetiske teori
som en feltteori, men med en klar forbindelse til bade historisk betydning-
fulde eksperimenter og til praktiske anvendelser. Uden for denne hovedlinie,
er der flere steder skitseret en sammenhzng mellem de elektromagnetiske
materialeparametre og stoffernes mikroskopiske opbygning.

De fgrste syv kapitler af Elektromagnetisme har i studiearet 1991-92 vee-
ret tilgengelige for de studerende, fra hvem jeg har modtaget mange forslag
til rettelser, som i vid udstraekning er indarbejdet her. Det er imidlertid
fgrst nu ved indgangen til studiearet 1992-93, at det skal vise sig, om bogen
kan sta distancen.

I teksten anvendes symbolerne > og < til at afgraense stof, som har
karakter af eksempler eller kommentarer. Symbolet O i forbindelse med
personomtale er en henvisning til en (endnu ikke skrevet) samling af mini-
biografier. Til den samlede lzrebog findes der et separat hefte med opgaver
og facitliste, som det er tanken senere at indarbejde i hovedteksten.

Kgbenhavn den 12. august 1992. Bent Elbek
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Kapitel 1

Den elektromagnetiske teori

Fysik kan siges at veere laeren om stoffet og om vekselvirkningerne mellem
stoffets bestanddele. Her spiller de elektriske og magnetiske fanomener en
afggrende rolle. Vi kender ogsa den store betydning af elektricitet og mag-
netisme inden for alle grene af tekniken og dens anvendelser. Oprindelig
blev de elektriske og de magnetiske feenomener opfattet som helt uafhaen-
gige. Men med Hans Christian Orsteds (1777-1851)0 jagttagelse i 1820 af
den elektriske strgms virkning pa en magnetnal, blev de adskilte omrader
forenet til ét: Elektromagnetismen.

Formalet med behandlingen her er at give en sammenhangende frem-
stilling af den elektromagnetiske teori, sadan som den omkring 1873 blev
udmgntet af James Clerk Mazwell (1831-1879)0. Maxwells teori er en mate-
matisk teori. Man kan sige, at teorien er de fire differentialligninger for det
elektromagnetiske felt, som Maxwell opstillede. Grundlaget for ligningerne
og deres formulering var ganske vist skabt ved iagttagelser og spekulationer
af mange fysikere og matematikere gennem mere end hundrede ar. Her i
blandt Karl Friedrich Gauss (1777-1855)0, Michael Faraday (1791-1867)0
og Andre Marie Ampére (1775-1836)0 . Maxwell gav selv et afggrende bidrag
til at ggre grundlaget fuldsteendigt. Men hans indsats var fgrst og fremmest,
at han ud af maengden af iagttagelser og hypoteser valgte netop disse fire
ligninger som dem, der kunne beskrive alle makroskopiske elektromagnetiske
feenomener.

Maxwells ligninger spiller samme rolle inden for elektromagnetismen som
Newtons love inden for den klassiske mekanik. Men Newtons love er kun en
tilnzermelse, der galder for hastigheder, som er sma i forhold til lyshastig-
heden. Fgrst med relativitetsteorien blev den klassiske mekanik komplet.
Maxwells ligninger star derimod urgrte, fuldt relativistisk korrekte som de
fgrst blev formuleret.

Det skal imidlertid understreges, at Maxwells teori helt er en del af den
klassiske fysik. Den er ikke umiddelbart gyldig for systemer og processer,
som beherskes af kvantemekanikens love. Her ma man anvende kvante-
elektrodynamik, der i dag er en fuldt feerdig teori, som i sig forener kvan-
teteori, relativitetsteori og elektromagnetisme.

Men inden for sit gyldighedsomrade er den klassiske elektromagnetiske
teori et fremragende eksempel, maske det bedste som findes, pa en deduktiv
teori, hvor alt kan udledes ud fra et begraenset antal forudseetninger, tn casu
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de fire differentialligninger. Det kan pzedagogisk udmaerket lade sig gere at
bygge en fremstilling op pa dette grundlag. Men ved en fgrste praesentation
af emnet er fremgangsmaden maske ikke den bedste. Det tager tid at leere
ved et gjekast at forsta indholdet og betydningen af de matematiske form-
ler. Ved den deduktive metode far man heller ikke med sikkerhed etableret
forbindelsen til de observationer, som er grundlaget for enhver fysisk teori.

Metoden som fplges i denne bog er derfor ganske konventionel. Hver
af de fire Maxwell ligninger knyttes til en eksperimentel iagttagelse, som
dernzest formuleres matematisk. Maxwells teori er en feltteori og kan som
sadan ved fgrste mgde virke lidt abstrakt. Men netop de omformninger, som
fgrer fra eksperimentelle stgrrelser som kreefter, elektriske spaendinger eller
strgmme til udsagn om det elektromagnetiske felt, er uhyre karakteristiske
for teorien og kan hjelpe til at forankre feltbegrebet i den mere umiddelbare
virkelighed.

Inden vi gar i gang med de iagttagelser og overvejelser, som er ngdvendige
for at opstille hver enkelt af de fire ligninger, kan det veere pa sin plads, uden
kommentarer, at preesentere det fuldsteendige ligningssystem. Bortset fra
den made, som matematiken er skrevet pa, og fra det enhedssystem (SI), som
er forudsat, er ligningssystemet helt identisk med det, som findes i kapitel
IX af Maxwells Treatise on Electricity and Magnetism publiceret i 1873:

vV.D = (1.1)
VB = 0 (1.2)
B
D

Der er ikke nogen almindeligt accepteret nummerering af de fire ligninger,
men i denne bog refereres der til dem i den viste nummerfglge.

Den l=ser, som her fgrste gang ser ligningerne 1.1-1.4 vil antagelig ikke
fole sig seerlig meget klogere. Det er sigtet med de fglgende kapitler at vise, at
hver enkelt af de fire ligninger har et meget konkret fysisk indhold og direkte
kan forbindes med experimentelle iagttagelser. Men fgrst og fremmest at
vise, hvordan ligningernes intime sammenkobling af de fysiske felter, som er
betegnet med E, D, H, B samt J og p, giver ngglen til forstdelse og analyse
af de mest forskelligartede emner inden for hele det omrade, der betegnes
som elektromagnetisme.

De folgende kapitler behandler i reekkefglge forst Elektrostatik, som drejer
sig om det elektriske felt fra ladninger i hvile. Her begreenset til feltet i
vacuum. Det elektriske felts natur ggr det muligt allerede pa dette punkt at
formulere en vacuum-version af den 1. Maxwell ligning og en statisk form
af den 3. Dernzest behandles under Dielektrika de serlige feenomener, som
opstar, nar der er elektrisk isolerende materialer tilstede i det elektrostatiske
felt. P4 dette punkt kan den 1. Maxwell ligning gives sin endelige form. Et
system af elektriske ladninger kreever energi til sin opbygning. Dette drgftes
under Elektrostatisk energi, hvor det maske overraskende resultat er, at det
elektrostatiske felt selv kan tilskrives en energi.



Nar forudsetningerne udvides til ogsa at omfatte ladninger, som bevager
sig, bliver elektrisk strgm mulig. Dertil er knyttet seerlige virkninger, som
fgrst behandles under Stationere strgmme, dvs. strgmme, som ikke varierer
med tiden.

Magnetfeltet er en vigtig virkning af den elektriske strgm. Det behandles
fgrst i vacuum under Det magnetiske felt. Magnetfeltet indfgres bade som
en eksperimentel kendsgerning og som en ngdvendig folge af det elektriske
felt og relativitetsprincipet. Pa dette punkt fremkommer den 2. Maxwell
ligning og begyndelsen til den 4.

Som det elektriske felt pavirkes ogsa magnetfeltet, nar der er materialer
tilstede. Disse fa2nomener behandles under Magnetika. For stationaere mag-
netfelter kan der formuleres en teori, som i mange henseender er analog til
teorien for statiske elektriske felter. Denne teori udvikles under betegnelsen
Magnetostatik. Ligeledes kan det magnetiske felt tilskrives energi, hvilket
drgftes under Magnetostatisk energ:.

Nar endelig forudseetningen om stationzere strgmme opgives, og man
indbefatter strgmme, som varierer langsomt i tid, giver de tilhgrende tids-
varierende magnetfelter anledning til et nyt feenomen, Induktion. Den hertil
hgrende 3. Maxwell ligning ggr det blandt andet muligt at behandle de i
praksis vigtige Vekselstrgmme.

Pa dette punkt er systemet af de fire Maxwell ligninger nzesten komplet.
Der er dog et meget vigtigt forbehold over for den 4. ligning, hvor det
sidste led endnu ikke er begrundet. Mens de gvrige ligninger i principet
var kendt fra tidligere, var det Maxwells szerlige fortjeneste at indfgre dette
sidste led. Begrundelsen herfor og konsekvenserne deraf behandles under
Mazwells ligninger.

Blandt de vigtige konsekvenser af det fuldstzendige ligningssystem er mu-
ligheden for Elektromagnetiske bglger. Kilderne til de elektromagnetiske bgl-
ger er hurtigt varierende elektriske strgmme og ladninger. Det er pa dette
punkt, at den fulde betydning af Maxwells vidunderlige ligninger bliver klar.
Intet sted maske klarere end i behandlingen af Flektromagnetisk strdling.

Som en afrunding diskuteres i Relativitetsteorien og de elektromagnetiske
felter det perspektiv pd den elektromagnetiske teori, som relativitetsteorien
giver. Endelig afsluttes under Anvendelser af den elektromagnetiske teor:
med nogle fa eksempler pa de mange udnyttelser af den Maxwellske teori pa
praktiske problemer.

Elektrisk strom

Magnetfeltet

Induktion

Teoriens
konsekvenser




Kapitel 2

Elektrostatik

2.1 Elektrisk ladning

Stoffet i universet er sammensat af partikler, hvoraf nogle har elektrisk lad-
ning. Ladning er en egenskab ved stof pd samme made, som masse er det.
Men mens der kun findes én slags masse, findes elektrisk ladning i to varie-
teter som, efter forslag af Benjamin Franklin (1706-1790)0, kaldes positiv og
negativ. Disse betegnelser er velvalgte, da de to slags elektricitet kan ophaeve
hinandens virkninger.

Af de fundamentale partikler er protonen positivt ladet og elektronen
negativt. Fortegnenes fastlaeggelse fortaber sig i historien, hvor elektrisk
ladning blev frembragt ved at gnide forskellige materialer med uskyldige kat-
tes skind. Elektriciteten pa en gnedet stang af rav blev kaldt negativ, mens
den pa en glasstang blev kaldt positiv. Elektronens og protonens ladninger
er, sa vidt det har kunnet konstateres med forfinede malemetoder, meget ngje
numerisk lige store. Den numeriske ladning pa en elektron kaldes den elek-
triske elementarladning som betegnes e, og har stgrrelsen 1.6022x107!°C
(Coulomb, se afsnit 2.2).

Alle partikler har ladninger, som er et helt antal positive eller negative
elementarladninger, eller de har ladningen nul. Visse partikler, som de mas-
selgse neutrinoer, er fundamentalt neutrale. Neutronen, derimod, er nok
uladet, men har alligevel en elektrisk struktur, som eksempelvis viser sig
ved, at den har et magnetisk moment (jfr. afsnit 6.4). Man mener i dag, at
tunge partikler som protoner og neutroner er opbygget af quarks, som bze-
rer ladninger pd +e/3 og +2e/3, hvilket kan forklare neutronens elektriske
struktur. Quarks har dog ikke varet og kan ikke forventes observeret i fri
tilstand. Man kan derfor vedblivende sige, at alle observerede partikler har
en elektrisk ladning, som er kvantiseret i multipla af elementarladningen.
Man har endnu ikke nogen forklaring pa ladningens kvantisering.

Ladning er en bevaret stgrrelse. For et isoleret system er ladningen kon-
stant. Saledes kan en negativ elektron og dens positive partner, positronen,
destruere hinanden i den proces, som kaldes annihilation. Derved omdannes
de to partiklers hvileenergier til energi i to fotoner, som udsendes i modsatte
retninger. Ladningerne er forsvundet, men det sndrer jo ikke systemets to-
tale ladning, da der er forsvundet lige sa megen positiv som negativ ladning.
I den modsatte proces, pardannelse, kan en tilstraekkelig energirig foton give
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Figur 2.1: Ladningsfordelinger i rummet, p& en overflade og pa en linie

anledning til dannelse af en positiv og en negativ elektron. Men heller ikke
derved sndres mangden af ladning som, regnet med fortegn, er nul bade
fgr og efter processen. Man ma regne med, at fra universet blev skabt i den
kosmiske ildkugle, har det indeholdt lige mange elektrisk positive og negative
partikler og derfor som helhed har vaeret elektrisk neutralt.

Under jordiske forhold vil stof normalt vzere opbygget af atomer, som
rummer lige mange protoner og elektroner. Stof har derfor, ogsa i mindre
portioner, en udpraeget tendens til at veere elektrisk neutralt. Ved sarlige
pavirkninger (jfr. katteskindet) kan man fjerne eller tilfgre et antal ladnin-
ger, iszr elektroner. Derved bliver stoffet ladet, idet visse dele deraf far et
overskud af elektroner, andre et underskud. Vi skal se, at der er store kraefter
mellem adskilte ladninger. Der vil derfor altid veere en betydelig tilbgjelighed
til at udjevne ladningsforskelle og genetablere elektrisk neutralitet.

Elektrisk ladning er additiv. Det er klart, nir man taenker pa, at ladning
altid skyldes uforanderlige elementarladninger. Fjorten protoner har dobbelt
sa megen ladning som syv. Dette er ikke tilfzeldet for masse. Syv protoner
0g syv neutroner har mindre masse, nar de forenes til en nitrogenkerne, end
nar de er frie partikler.

Antallet af elektriske ladninger i et makroskopisk stykke stof er meget
stort (=~ 1023), og elementarladningen er meget lille. Eksempelvis i sammen-
ligning med den ladning (= 1 C), der typisk hvert sekund strgmmer gennem
et husholdningsapparat. Normalt maerker vi derfor ikke noget til, at ladnin-
gen er kvantiseret.

Makroskopisk kan vi siledes opfatte ladning som en kontinuert fordelt
kvantitet. Den kan veere fordelt mere eller mindre jeevnt over et volumen.
Vi kan da beskrive ladningstilstanden ved en volumenladningstethed p(r')
i Cm™3, som angiver ladningen per volumen i et lille volumen dv’ omkring
punktet med stedvektoren r’. Betegnelsen r' er benyttet til at angive lad-
ningens beliggenhed for at vaere i overensstemmelse med en senere anvendt
nomenklatur (se afsnit 2.2), hvor maerkede stgrrelser angiver kildepunkter og
umerkede mdlepunkter. Betegnelsen r’ har altsa ikke noget med differenti-
ation at ggre, se fig. 2.1.

Ladning er ikke ngdvendigvis fordelt over et volumen. I nogle tilfeelde er
den koncentreret pa overfladen af et legeme. Det gelder for ledere (jfr. afsnit
2.3), som er karakteristiske ved, at de rummer frit bevaegelige ladninger. Her
beskriver man ladningsfordelingen ved en fladeladningstethed o(r')i Cm~2.
Man kan tilsvarende forestille sig én-dimensionale ladningsfordelinger (som
tynde trdde) beskrevet ved en linieladningstethed A(r') i Cm™t.



2.2. Coulombs lov

De nzvnte ladningsteetheder ma opfattes som granseveardier af forholdet
mellem den ladningsmaengde Ag, der befinder sig indenfor henholdsvis et
volumenelement Av’, et overfladeelement Aa’ og et linieelement A¢’ i omeg-
nen af r’, altsa

Ag ) Agq )
n_ no_ n— )
o(r) o(r) = AE'm—>0 Ad’’ () Alzllm—»o Al

= im0 (2.1)

Vi finder den samlede ladning ¢ pa et legeme ved at integrere ladnings-
tzetheden hen over legemet. For de i 2.1 navnte ladningstzetheder bliver

q:fvp(r')dv', q::fsa(r')da,', q:/L/\(r')dl', (2.2)

hvor V, S, og L angiver henholdsvis det volumen, det areal eller den laengde,
hvorpd ladningen gnskes bestemt.

I det fglgende benytter vi ofte en abstraktion, som kaldes en punktlad-
ning. Dermed menes en ladning, hvis udstrakning er lille i sammenligning
med andre relevante dimensioner, som indgar i det foreliggende problem.
En punktladning kan godt vere ‘makroskopisk’. For eksempel kan en hgjt
sveevende ladet ballon betragtes som en punktladning over for jordens over-
fiade. Omvendt kan det over for atomets inderste elektroner vere en darlig
approximation at betragte atomkernen som en punktladning.

2.2 Coulombs lov

Mellem elektriske ladninger virker der krefter. Den fgrste, som foretog syste-
matiske undersggelser af disse kraftvirkninger, var Charles Augustin de Cou-
lomb (1736-1806)0. P4 baggrund af sine malinger kunne Coulomb fremszette
de grundleggende love for den elektriske kraft mellem to punktladninger:

o Der er netop to typer elektrisk ladning, senere kaldt positiv og negativ.

e To punktladninger pavirker hinanden med modsatte kraefter, som gar
i retning af ladningernes forbindelseslinie og er omvendt proportionale
med kvadratet pa afstanden mellem dem.

o Krezfterne er desuden proportionale med produktet af de to ladninger
og saledes, at to ladninger af samme type frastgder hinanden, mens
ladninger af forskellig type tiltraeekker hinanden.

I nutidig vektornotation kan disse observationer sammenfattes i Coulombs
lov (1785):

qq’ r—r
F=k . 2.3
|r—r’!2 v~ r'| (2:3)

Leg meerke til nomenklaturen, der er en slags standard, som vi anvender
mange gange i resten af bogen. Som stgtte for forstaelsen illustrerer fig. 2.2
dens anvendelse i forbindelse med Coulombs lov.

Konstanten k skal vi siden vende tilbage til. Punktet O er nulpunkt for
stedvektorer, som angiver ladningernes beliggenhed i rummet.
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Vektoren r’ angiver positionen af ladningen ¢’, som vi kan opfatte som kilde
til kraften F pa mdleladningen ¢, hvis position er angivet ved stedvektoren
r. Vektoren r — r'/ gar fra kildepunktet r’ til malepunktet r. Den numeriske
veerdi |r — r'| er sdledes afstanden mellem de to ladninger. Vektoren

r—r
u

er en enhedsvektor i retningen af r — r', altsd i retningen fra kilde til male-
punkt. Vi vil ofte ggre brug af tricket i 2.4 for at skaffe os en enhedsvektor.

Med disse konventioner ses udtrykket 2.3 at vaere i overensstemmelse med
Coulombs observationer, som de er sammenfattet ovenfor, nar ladningerne
regnes med fortegn.

Det er af hensyn til situationer, som vi mgder i det fglgende, at vi her
har skelnet mellem kildeladningen q' og mdleladningen q. Men i den aktuelle
situation er der selvfglgelig ikke nogen principiel forskel pa de to ladninger,
og vi kunne lige sd godt finde den kraft F', hvormed ¢ pavirker ¢’. Vi bytter
blot rundt pa markede og umaerkede stgrrelser i 2.3 og finder

q¢q r'-r

F' = = -F. 2.
MEEEIRES (29

Loven om aktion og reaktion er saledes opfyldt for to partiklers veksel-
virkning efter Coulombs lov.

Konstanten & har vi endnu ikke omtalt. Den afhznger af det enhedssy-
stem, som benyttes. I denne bog anvendes overalt SI-enheder, hvor enhe-
derne for henholdsvis leengde, masse og tid er m, kg og s. Det tog mange
ar, fgr det stod fysikerne klart, at der i et rationelt malesystem er brug for
at indfgre en serlig elektrisk grund-enhed. I SI er denne enhed valgt som
1A (ampere), fordi strgmmalinger kan udfgres med stgrre ngjagtighed end
maling af ladning. Med amperen defineret er enheden for ladning givet. Den
bliver 1 As, altsd 1 ampere-sekund, som kaldes 1 C (coulomb).

Nar ladningsenheden er fastlagt, kan konstanten i Coulombs lov i princi-
pet bestemmes ved maling af kraften mellem to kendte ladninger i en bestemt
afstand. Selv om det ikke direkte er denne metode, som bruges, understreger
den dog, at k£ er malelig.

For at fa enkle udtryk for vigtige relationer inden for elektromagnetismen,
her iszer Maxwells ligninger, har man valgt at skrive normaliseringskonstan-



2.3. Det elektriske felt

ten k1 2.3 som

1
k= .
4meg

(2.6)

Konstanten ey optraeder overalt i det fglgende. Den kaldes vacuum permit-
tiviteten. Vaerdierne og enhederne af de indfgrte konstanter er

1
4meg

(2.7)
Enheden F anvendt i 2.7 hedder farad og vil blive indfgrt senere. Med disse
vedtaegter skrives Coulombs lov da pa formen

1 S S ' r—-r
F= ®_ T U . (2.8)
dmeo|r — /)2 [r— 'l 4dmey |r — 1)

Nogen vil maske finde, at den her indfgrte nomenklatur er frygtelig be-
sveerlig. Ofte skrives Coulombs lov jo pad en simplere form som

! !
F=1 eller F=-14 = (2.9)

" 4meg 12 4meg 13’

hvor r er afstanden fra ¢’ til g. Disse udtryk svarer til 2.8 med r’ = 0 altsa,
at nulpunktet ligger i ¢’. I det fglgende skal vi af og til benytte dette til at
forenkle skrivemaden, men i almindelighed er det bedre at anvende udtryk-
kene 2.8, fordi det dér tydeligt fremgar, at kraften gennem r —~ r’ afhanger af
bade kildepunktets beliggenhed r’ og af malepunktets beliggenhed r. Altsa
af 6 koordinater. I denne forbindelse skal man vazre opmarksom pa&, at
den kompakte skrivemade |r — r’|, som er hensigtsmaessig ved fremstilling
i tekst, ved de fleste anvendelser ma skrives ud i koordinater. I cartesiske
koordinater (sml. fig. 2.2) geelder saledes

r—ri=e-a)2+@y-y2+(z-2), (2.10)

mens der i polere koordinater med O som centrum gzelder

p—r'|=+Vr2+r2_-2r.¢' = \/r2 + 72 — 2rr! cos @, (2.11)

hvor ¢ er vinklen mellem r og r'.

2.3 Det elektriske felt

Med Coulombs lov kan vi beregne kraften F pa en enkelt punktladning g
hidrgrende fra én kildeladning ¢’. Er der flere punktformige kildeladninger,
¢/, 1=1,2,..., N, vil kraften pa maleladningen q vaere vektorsummen af de
N individuelle krzefter beregnet efter 2.8, altsa

Fo(r) = g— i(r“ri) ; (2.12)
q —q47r€0 ~ ‘r_rﬂ:; q;. .

Ligning 2.12 er ingen selviglge. Man siger, at krafterne superponerer.

= 8.9876x10° Nm?C™2%, ¢ = 8.8542x107'2 N"!m~2C? (= Fm™!). .

€o defineret

Kunne det
gores enklere?

Beregning 1
koordinater

Kraften er
vektorsummen
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Kraften er alene en funktion af malepunktets beliggenhed r, da kildepunk-
ternes beliggenheder r; er givne.

Synspunktet bag Coulombs lov kan siges at veere, at ladningerne pavirker
hinanden gennem en fjernvirkning. Vi skal nu tage det fgrste skridt mod en
elektrisk feltteori ved at opfatte sagen sadan, at de N ladninger tilsammen
skaber et felt i rummet . Det er da dette felt, som pavirker maleladningen.
Man ma teenke sig, at feltet eksisterer helt uafheengigt af, om maleladningen
er tilstede eller ej. Feltet er en tilstand, som rummet befinder sig i, og kraften
pa maleladningen bliver en lokal vekselvirkning mellem denne og feltet. Altsa
en nervirkning.

Vi kan beskrive tilstanden i punktet r ved kraften E(r) per ladning. For
at udelukke, at méleladningens tilstedeverelse forstyrrer kildeladningerne,
kan vi teenke os maleladningen ¢ meget lille og feltet E(r) bestemt ved greaen-
seveerdien

E(r) = lim Eg—(—l—.-). (2.13)
=0 g
Vektorfeltet E kaldes den elektriske feltstyrke og er ét af de fire fundamentale
elektromagnetiske felter, som beskrives ved Maxwells ligninger (se 1.1 og
1.3). Efter 2.13 bliver eriheden for elektrisk feltstyrke 1 NC~!, der dog mere
hensigtsmzessigt angives som 1 Vm~! (volt per m, se afsnit 2.4).
Feltstyrken fra en isoleret punktladning ¢’ bliver efter 2.8

g r—r
E(r) = . 2.14
(I‘) 47('60 ll‘ _ I'/;S ( )
For feltet fra N punktladninger finder vi efter 2.12
r—r J
. 2.15
47reoZ|r—r’{3 : ( )

Feltsynspunktet understreges af, af E er en funktion af r. Kildekoordina-
terne forsvinder som variable ved summationen over dem i 2.15.

Vi kan udvide disse betragtninger til ogsa at geelde det felt, som skabes
af kontinuerte ladningsfordelinger, som defineret ved 2.1. Summationen i
2.15 kan da ved en passende granseovergang erstattes med integration. For
en volumenladningsteethed geelder sdledes, med ¢! = p(r’) dv’,

B(r) = — / L) (2.16)

dmeo Jv |r — o

Har man savel punktladninger som volumen-, flade- og linieladnings-
teetheder tilstede, bliver feltstyrken en sum af bidragene fra disse fordelinger:

N
1 (r—rl) 1 r-r
E(r) = LI NE / r')dv’
( ) 47['60 ; il‘ -— 1‘2[3 % 47('60 v Ir — r/|3 P( )

— ol
! / T () dd + — / TY () de. (2.17)

dmeo Js |r - r/? 4meo Jo |r - v/?
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Dette formidable udtryk er meget generelt. Ved de fleste anvendelser be-
hgver man dog ikke mere end et eller to led. Ligeledes kan man i mange
tilfeelde behandle overflade- og linietaetheder som greensetilfeelde af en volu-
mentzethed. Man kan da alene klare sig med integralet 2.16.

Vi bemazrker, at integranden i 2.16 er singulzer for r = r’. Det hindrer
dog ikke, at man beregner feltstyrken i et punkt inde i ladningsfordelingen,
da funktionen p(r')/|r — r'|® er integrabel for endelig ladningstaethed p. Det
er fortolkningen af det beregnede E, der er vanskeligheder med, da selv en
nok sa lille prgveladning voldsomt vil forstyrre feltet, og dermed ladnings-
fordelingen, i sin umiddelbare neerhed.

> Ringladning: I nogle fa tilfzelde er det muligt pa enkel made at beregne
feltstyrker ved hjelp af 2.17. Som eksempel skal vi finde feltet pa aksen af
en tynd ring, der bzerer den jaevnt fordelte ladningsteethed A (fig. 2.3). Vi

ﬁ?
€

kan her anvende det sidste led i 2.17, som vil give tre komposanter af E.

Symmetrien i problemet bevirker dog, at kun E, # 0. Med de pa figuren
angivne betegnelser foretager vi fplgende identifikationer:

Figur 2.3: Feltstyrken pa aksen af en

homogen ringladning.

Ir—r'|=va?+ 22, (r-r'),=z2, }{dl':%‘a, (2.18)
hvorpa feltstyrken kan beregnes

1 (r-1r') A zdt
E, = Edl = f
4dreg j{ Ir — r,‘s dreg J (a? + 22)3/2

Az Aaz
= = — 2.19
dreg(a? + 22)3/2 }{ 2¢0(a? + 22)3/2 (2.19)

Feltet skifter fortegn, nar ringen passeres. Det gar mod nul som feltet fra en
punktladning 27 Xa i store afstande z.q

D> Feltlinier: Man kan meget sldende anskueligggre det elektriske felt i og
omkring en ladningsfordeling. Dette sker med feltlinier, et begreb indfgrt af
Faraday. Feltlinierne er kurver, som i ethvert punkt har feltvektoren E som
tangent. Som vi siden skal vise, lgber de med en tzethed, der er proportional
med feltets styrke. Som fplge af tangentbetingelsen vil et element dr af
feltlinien gennem punktet r vaere parallelt med feltvektoren i samme punkt.
Vi kan udtrykke dette ved differentialligningerne

dz _dy _ 4z (2.20)

Det samlede
felt

Feltet fra en
ringladning

Feltet kan
legnes
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Figur 2.4: a) Det elektrostatiske felt omkring en positiv punktladning. Feltlini-
erne udgdr radialt fra ladningen. b) Det elektrostatiske felt omkring en negativ
punktladning. Her lgber feltlinierne ind mod ladningen.

Indfgres buelzengden s malt langs feltlinien, kan vi i stedet for 2.20 skrive

dr _ E(r)
=== (2.21)

som udtrykker, at enhedsvektorerne dr/ds og E/E er identiske.
+ %
a) %

Figur 2.5: Det elektrostatiske felt omkring to ens og to modsatte punktladninger.
I tilfeelde a) ender alle feltlinier fra den positive ladning pa den negative. I tilfelde
b) ender feltlinierne pa negative ladninger i det uendelig fjerne.

Som eksempel viser fig. 2.5 udseendet af feltet omkring to numerisk lige
store punktladninger med henholdsvis modsatte og samme fortegn. Man
ser, at feltlinierne straler radialt ud fra eller ind mod punktladningerne og
altsa begynder eller ender der. Vi skal senere generelt vise, at feltlinierne
er kontinuerte kurver, som kun kan ende eller begynde pa ladninger. Ved
forskellige lejligheder skal vi vende tilbage til felterne pa fig. 2.5.«
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2.4 Elektrisk potential

Det elektrostatiske felt har den vigtige egenskab, at det er rotationsfrit. Vi
kan vise dette ved at beregne rotationen af udtrykket 2.16 for feltstyrken fra
en volumenladningsteethed. Resultatet kan umiddelbart generaliseres til at
omfatte det komplette udtryk 2.17.

Vi beregner V x E(r), altsa rotationen i malepunktet. Fra 2.16 far vi

1 r—r 1 r—r
Vv xE(r) = Ndv' = / Ndv' VX ———
}B(x) = oV [ T el = o [ o) a9 T,

(2.22)
idet vi, som tilladt for kontinuerte funktioner med kontinuerte afledede, har
differentieret efter r under integraltegnet. For at beregne integranden ma vi

altsd udregne
vxSoE (2.23)
- 3 .
Vi fglger her samme procedure som ved udledningen af A .43, idet vi benytter
betegnelserne R = (r —r') og R = |r — r'|:
R

1 -3R
VX@ZEVXR‘}' R5

x R. (2.24)

Hvis malepunktet ikke falder i noget kildepunkt, altsd hvis r # r/, giver 2.24
umiddelbart nul, da V x R = 0 og R x R = 0. Hvis mélepunktet derimod
er sammenfaldende med et kildepunkt er udtrykket 2.24 ubestemt. Feltets
rotation er dog nul ogsa i kildepunktet. Vi kan indse dette ved at leegge en
lille ‘Stokes’ cirkel med centrum i kildepunktet. Cirkulationen langs enhver
cirkel af denne type er nul, da feltet R/R? er radialt. Enhver komposant
af rotationen er da ogsa nul efter relationen A.28. Volumenintegralet i 2.22
forsvinder derfor overalt. Vi har dermed vist den vigtige relation

V x E(r) = 0. (2.25)

Ved hjzlp af Stokes satning A.27 kan rotationsfriheden af feltet ogsa ud-
trykkes pa integral form

j{E(r) Lde =0, (2.26)

altsa, at cirkulation af det elektriske felt langs enhver lukket kurve er nul.
Ligningerne 2.25 og 2.26 gzlder kun i elektrostatiken. De er de statiske
former af den 3. Maxwell ligning, som vi formulerer dynamisk under emnet
induktion.

Da E-feltet er rotationsfrit kan det skrives som gradienten af et skalarfelt.
Efter konvention skriver man gradienten med et minus:

E(r) = -V(r), (2.27)

hvor ¢ da kaldes det elektriske potential eller skalarpotentialet.

E-feltet er

rotationsfrit

Rotationen
er nul

Cirkulationen
er nul

E-feltet er et
gradientfelt
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Vi sgger nu potentialet ¢(r) udtrykt ved feltets kilder, som er ladningsforde-
linger af de forskellige typer, vi har omtalt i afsnit 2.1. Her noterer vi fgrst,
at der gelder

r—r 1

—_—=-V— 2.28
Ir -1 r —r'| (2:28)

Dermed kan feltet 2.14 fra en isoleret punktladning skrives

1 [

r-—r q 1

q
E(r) = '3_—

4meo |r — 1!

—_ . 2.2
4meq |r — 1’| (2.29)

Sammenligning med 2.27 viser, at det elektrostatiske potential fra en punkt-
ladning er

/

o) = o 2

—_ 2.
4mey |r — /| (2:30)

Tilsvarende finder vi for feltet 2.16 fra en volumenladning

E(r) = ! / i I;lls p(r')dv’ = L /V —Vﬁ p(r)dv'. (2.31)

4meg Jv Ir~r 4meg

I det sidste integral ombytter vi differentiation og integration. Dvs. at -V
flyttes uden for integraltegnet. Vi ser da, at potentialet fra volumenladnin-
gen bliver

o(r) = = / p(r) dv'. (2.32)

4mweo Jv |r — 1|

For det generelle tilfelde med sdavel punktladninger som volumen-, flade- og
linieladninger bliver potentialet en sum af bidragene fra disse fordelinger:

L[ o)y L[ 2 e )

4meg Js v — 1| 4meo Jr v — 1|

Anvendes udtrykkene 2.30, 2.32 eller 2.33 pa rumligt begrznsede lad-
ningsfordelinger (dvs. fordelinger hvor r' < L, idet L er en fast leengde) ses
potentialerne at blive nul i det uendelig fjerne, dvs. for r — oco. Af poten-
tialet forlanges efter 2.27 blot, at dets gradient er nul. Sa til ¢ kan vi altid
addere en arbitrzer konstant. Denne bestemmes ved at fastlagge potentialet
i et bestemt punkt, referencepunktet. Ofte, men ikke altid, vaelges et 'uen-
delig’ fjernt referencepunkt, som gives potentialet nul. Dette er tilfaeldet
med potentialerne givet ovenfor. Men vi har frihed til at vealge andre re-
ferencepunkter med andre potentialer. Betegnes referencepunktet med ‘ref’
kan vi ud fra feltstyrken beregne potentialet i et vilkarligt punkt r. Ved
integration af 2.27 langs en vilkarlig kurve fra r til ref finder vi nemlig

ref
/E(r /Vw dr—/Vw dr—/dw @(r) = Pref,
r

(2.34)
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hvor vi, jvf. A.20, har udnyttet, at Vo - dr er et totalt differential. Vi kan
formulere indholdet af 2.34 i fglgende regel:

o(r) = /rrdE(r) - dr + Oref, ‘ (2.35)

som selvfglgelig er szerlig enkel, hvis referencepotentialet er nul. Vi skal siden
under Gauss’ lov se, at feltstyrken ofte kan bestemmes pa simpel vis. I sd
fald er 2.35 sezrdeles nyttig til beregning af potentialet.

Det med 2.27 indfgrte elektriske potential er nzert knyttet til den po-
tentielle energi. Lad os tznke pd en punktladning ¢, som vi flytter fra
referencepunktet med potentialet nul til et punkt r med potentialet ¢(r).
Punktladningens potentielle energi U kan vi beregne som det arbejde W, vi
med en ydre kraft F ma udfgre mod feltkraften ¢E ved ladningens flytning
fra ref til r:

T T T T
U=W = / F(r)-dr = —q/ E(r)-dr = q/ Vo(r)-dr = q/ fd(p = gqo(r).
ref ref ref re ( 5 36)
Den potentielle energi er altsa simpelthen ladningen gange det elektriske
potential. Potentialet selv udtrykker et arbejde per ladning. Hermed er
ogsa enheden for potential givet. Den bliver 1 JC~1, som kaldes 1 volt efter
Alessandro G. Volta (1745-1827)0.
Man omtaler ofte potentialforskelle som elektriske spendinger. Potenti-
alforskellen V,;, mellem to punkter a og b bliver

Vip = /abE(r) cdr=— /abVLp(r) Jdr = p(a) - p(b).  (237)

Potentialforskellen er feltets arbejde per enhedsladning, som fgres fra a til
b. Dette arbejde er, som det fremgar af 2.37 eller 2.26, uafheengigt af vejen.
Det elektriske felt er konservativt.

Man kan danne sig et billede af det elektrostatiske felt ved at teenke
pa niveaufladerne for skalarfunktionen ¢(r). Til ethvert punkt P i rummet
hgrer der én sadan flade, som bestar af alle punkter, der har samme potential
som P. Niveaufladerne kaldes derfor ekvipotentialfiader. Ekvipotentialfladen
gennem P er bestemt ved

o(z,y,2) = o(P). (2.38)

Da gradienten i ethvert punkt er normal til niveaufladen (se A.19) er feltstyr-
ken overalt vinkelret pa ekvipotentialfladen. De i afsnit 2.3 navnte feltlinier
skal altsa tegnes vinkelret pa ekvipotentialfladerne.

Potentialbegrebet spiller en meget stor rolle inden for den elektromagne-
tiske teori. Potentialet er et skalarfelt og som sadan meget enklere at arbejde
med end vektorfeltet E. Man bemaerker ogsa, at integralet 2.32 er simplere
end hvert af de tre integraler, som skjuler sig i udtrykket 2.16. Potentialer er
dog ikke blot teoretiske abstraktioner. De er fysiske realiteter hvilket enhver,
der har faet et elektrisk stgd, meget vel har erfaret.

Potential og
potentiel
energt

Enheden volt

FEkuvipotential-
flader
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2.5 Geuss’ lov

Udtrykket 2.16 for feltstyrken fra en ladningsfordeling stammer, som det
fremgar af forrige afsnit, direkte fra Coulombs lov. Vi skal nu ud fra dette
udtryk udlede en vigtig lov for den udadrettede strgm af vektorfeltet E gen-
nem en lukket flade. Vi skal kalde denne fysiske lov for Gauss’ lov, til forskel
fra Gauss’ setning (divergensteoremet, A.23), som er et matematisk udsagn.
Med denne skelnen vil det nedenfor fremga, at vi nar frem til Gauss’ lov ved
brug af Gauss’ saetning. Vi vil udlede loven for en volumenladningstzethed

Figur 2.6: Udledning af Gauss’ lov.

p(r'), hvor feltstyrken E(r) i et vilkarligt punkt r i rummet er givet ved
2.16. Lad S veere en lukket flade i rummet (fig. 2.6) med vilkarlig form og
beliggenhed. En sadan Gauss-flade kan ligge helt uden for omradet med
ladninger, eller den kan helt eller delvis omslutte p(r’).

Vi beregner nu strgmmen af vektorfeltet E(r) gennem fladen S

1 r—r
E-da = fda-/——— r') dv’
}i' dreq Js V|r—r’[3p( )
1 / , ,f r—r
= r')dv - da. 2.39
4meo Vp( ) sle—r')? (2:39)

I det sidste udtryk har vi ombyttet integrationsordenen, hvilket er tilladt
for skikkelige funktioner og granser. Desuden er p(r') trukket uden for
fladeintegralet, som er en integration over r, mens p kun afhanger af r'.
Problemet er nu at udregne fladeintegralet, som jo bliver en funktion af
Vi ser fgrst pd det tilfzelde, hvor kildepunktet r’ ligger uden for S (se
fig. 2.6a.). Fladeintegralet kan ved hjalp af Gauss’ setning omformes til et
volumenintegral over feltets divergens, som vi finder af tabel A2:7

r'.

V. (¢F)= ¢V -F+F. Vo,

idetp=1/r-r]PogF=r—r". Dalr- r'| # 0 finder man, som ogsa vist
1 A42, at

r—r 1 1
V. = V- r-rY+(r-1")-V
Ir—r? L ( s ) r—r?
3 3(r—-r)
= — _+(r-r) (-2 o (240
r—r ( )( ll‘—l"ls) (249)
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For et kildepunkt uden for S fglger da umiddelbart af Gauss’ setning, at

§ ror /v T g, (2.41)
5|r— ’|

hvor V er det af S omsluttede volumen.

Hvis kildepunktet ligger inden for S gelder dette udtryk ikke, da volu-
menintegranden divergerer for |r — r’| = 0. Men udskarer vi en lille kugle K
med radius R omkring kildepunktet, ligger dette uden for omrédet mellem
K og S. Her kan vi da igen anvende Gauss’ stning:

— B
j{ r_rs.dazf v. 12T du=o. (2.42)
5+8k |r — r'| V-K Ir — 1’|

Her er arealvektoren da overalt udadrettet, dvs. at den peger ind i kuglen
med overfladen Sk, men ud af S. Skiftes der normalretning pa kuglefladen,
sa da peger ud af kuglen, finder vi af 2.42

r—r r—r
- da :f ——— -da = 47rR2 = 47, 2.43
f; v —1')? Sk |r— ' R? (2.43)

idet fladeintegralet over Sk er udregnet direkte. For fladeintegralet over S i
2.39 har vi altsa fundet

— !
j{ r—-r -da:{ 0 r }1den for S (2.44)
S

Ir—r')? 4r r’ inden for S.

Indseettes 2.44 i sidste udtryk i 2.39 finder vi

f E da= i/ p(r')dv' = Q, (2.45)
S € JV €0

hvor V stadig angiver det volumen, som omsluttes af fladen S. Stgrrelsen

Q= /V p(r') do’ (2.46)

er den samlede ladning, som omsluttes af S.

Ligningen 2.45 er Gauss’ lov. Om den har man sagt, at elektrostatik er
Gauss’ lov ~og sa resten. Udtrykt i ord siger Gauss’ lov, at den udadrettede
strgm af den elektriske feltstyrke gennem en lukket flade er lig den samlede
ladning inden for fladen divideret med €.

Gauss’ lov, som givet i 2.45, siges at veere pa integral form. Den udtaler
sig om forholdene i et omrade, og har, som vi skal se i de naste afsnit, mange
veesentlige anvendelser. Vi kan imidlertid ogsa udtrykke Gauss’ lov pa en
differentiel form, som er betydningsfuld i andre sammenhzenge.

Hertil benytter vi Gauss’ s=etning (divergensteoremet) pa vektorfeltet E.
Er S igen en lukket flade, som indeslutter volumenet V', gelder den rent
matematiske relation

fE-da:/V-Edv. (2.47)
S v

Kilde inden for
flade

Gauss’ lov
udledt

Gauss’ lov
1 ord

Gauss’ lov
omformes
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Overfladeintegralet er imidlertid ved Gauss’ lov 2.45 fysisk knyttet til lad-
ningsfordelingen. Indfgres dette i 2.47, finder vi

j{ E- da= / V.Edv= L p(r') dv'. (2.48)
s Vv € JV

De to volumenintegraler i 2.48 gar begge over det volumen V', som indesluttes
af S. Her er det selvfglgelig uden betydning om integrationsvariablen kaldes
r eller r’. Vi skriver derfor den sidste relation i 2.48 som

/ V. -Edv= 1 p(r) dv. (2.49)
Vv € JV

Denne relation skal veere opfyldt for ethvert delvolumen af V. Vi kan veelge
et delvolumen sa lille, at integranderne pd hver side i 2.49 varierer vilkarlig
lidt. Heraf slutter vi, at

V. E(r) = @. (2.50)

Dette er Gauss’ lov pa differentiel form, som er identisk med den 1. Maxwell
ligning i vacuum. Den far i kapitel 3 sin endelige formulering, som er gyldig,
ogsa nar der er isolatorer tilstede.

2.6 Ledere

De foregdende afsnit har vedrgrt ladninger og ladningsfordelinger, som be-
fandt sig i vacuum og som var i hvile. Betragtningerne dér tjente fgrst og
fremmest til at indfgre grundlaeggende begreber som feltstyrke og potential.
Desuden kan man sige, at i en passende atomar granse har man kun felter i
vacuum. Men i praksis mgder man oftest elektrostatiske faenomener i makro-
skopisk skala, hvor der er stof tilstede i form af forskellige materialer. Disse
materialer pavirker i vaesentlig grad de elektriske felter. For at behandle
sadanne feenomener er det i elektrostatiken tilstrackkeligt at skelne mellem
to typer af materialer: Ledere og isolatorer.

I en leder, typisk et metal, findes der frit bevagelige elektroner, som
pavirkes af ydre felter. I metallernes atomer er de yderste elektroner sa
lgst bundne, at de frit kan bevaege sig rundt i metalgitteret i en termisk
bevaegelse. Disse elektroner kaldes ledningselektroner. Et ydre elektrisk felt
pavirker ledningselektronernes bevagelse saledes, at der bliver en samlet
drift af elektroner modsat feltretningen. Det er denne drift af elektroner,
som udggr den elektriske strgm. Bemerk, at den elektriske strgms retning
per definition er bevagelsesretningen for en positivladning, altsa feltretnin-
gen. I en leder er strgmretningen derfor modsat bevagelsesretningen for
elektronerne.

I den anden gruppe af materialer, isolatorerne, er elektronerne fastere
bundet til deres atomer eller molekyler. Elektronerne kan af et ydre felt nok
forskydes en smule i forhold til deres uforstyrrede middelpositioner, men
de forlader ikke deres molekyle, og der bliver ingen strgm. Vi skal senere
under emnet dielekirika i kapitel 3 vende tilbage til isolatorernes elektriske
egenskaber.
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Den elektriske strgm i en leder kan vedblive, s leenge en ydre energikilde
opretholder det elektriske felt. Er en leder overladst til sig selv, vil stremmen
ikke kunne fortsatte, da der er et energitab forbundet med elektronbevze-
gelsen i ledende materialer. I slutsituationen, som normalt nis inden for
meget kort tid (se relazationstid), har ladningerne fordelt sig sadan, at der
ikke virker kraefter pa nogen af dem. Ladningerne er derfor i hvile, og der

er ingen elektriske strgmme. Det er denne statiske situation, som er elektro--

statikens emne.

Da elektronerne kan bevaeges af selv det svageste felt, og da der altid
er masser af ledningselektroner tilstede, ser man, at fraveeret af strgmme
betyder, at i den statiske situation er det elektriske felt nul i det indre af
en leder. Af E = 0 sammen med E = —Vo fglger igen, at potentialet
er konstant overalt i lederen. En leder er et ekvipotentielt omrdde af rum-
met. Lederens overflade er siledes en ekvipotentialflade, og feltstyrken ved
overfladen ma veere normal til denne (se fig. 2.7).

Det er en interessant fglge af det elektriske felts forsvinden i det indre
af en leder og af Gauss’ lov, at nettoladningen pd en leder sidder pd dens
overfiade. Vi kan leegge Gauss-flader inden i lederen fuldsteendig vilkarligt

Figur 2.7: En Gauss-flade lagt lige
under en leders overflade viser, at den
elektriske ladning sidder pa overfla-

den. Den elektriske feltstyrke er vin-
kelret pa overfladen, som er en ekvi-
potentialflade.

(se fig. 2.7). Da feltstyrken overalt er nul, fortaeller Gauss’ lov, at ingen af
fladerne indeslutter nogen ladning. Vi kan lagge en Gauss-flade S si teet
op mod lederens inderflade, som vi vil, og finder stadig, at den indesluttede
ladning er nul. S& hvis lederen har en ladning, kan denne kun sidde pa
overfladen.

Fgr vi fortszetter behandlingen af feltforholdene nzer en leders overflade,
kan det veere hensigtsmassigt at indskyde nogle bemaerkninger om feltet fra
tynde lag af elektrisk ladning. Vi far her lejlighed til at se nogle typiske
anvendelser af Gauss’ lov.

Lad os forestille os en plan med et meget tyndt lag af elektrisk ladning,
eksempelvis et ladet plasticfolie (fig. 2.8a,b). Ladningen har den jeevnt for-
delte teethed 0. Symmetrien i problemet peger pa, at feltstyrken overalt
er vinkelret pa planen og, for en positiv ladning, rettet bort fra denne. Vi
omgiver nu et stykke af planen med en 'Gauss’ pilledase’, som vist pa fig.
2.9a. Har dasens top og bund hver arealet AS, bliver den udadrettede strgm
af E-feltet 2EAS. Désens cylindriske vaeg bidrager ikke, da den er parallel
med feltet. Den indesluttede ladning er 0AS, s efter Gauss’ lov 2.45 er
2EAS = 0AS/ey. Feltstyrken uden for enkeltlaget bliver derfor

o

Feltet 1 en leder
er nul

En leders lad-
ning sidder pd
dens overflade

Elektrisk
enkeltlag
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Dobbeltlag

Feltstyrken
ved en leders
overflade

+oc —0o

E=0/2¢ E=0¢/2¢g E=0/2¢ E=0/2¢ E=0

E=0/¢

a) b) <)

Figur 2.8: En 'Gauss pilleddse’ anvendt til bestemmelse af den elektriske feltstyrke
ved a) og b) et enkeltlag og ved c) et dobbeltlag af elektrisk ladning.

Vi betragter dernzast et elektrisk dobbeltlag, som bestar af to parallele pla-
ner med lige store, men modsatte ladninger (fig. 2.8c). Her skal vi addere
felterne, som i omradet uden for de to planer er modsat rettede og derfor
adderer til nul. I omradet mellem de to planer adderer feltstyrkerne til o /€o.
Med de pa figuren viste daser verificerer man let, at dette er i overenstem-
melse med Gauss’ lov.

Vi vender nu tilbage til lederen, hvor vi fandt, at der ikke er nogen felt-
styrke i dens indre. Derimod er der lige uden for dens overflade en feltstyrke,
som igen kan findes af Gauss’ lov, se fig. 2.9b. Vi omgiver et lille stykke
af lederens overflade med en Gauss-ddse. Dasen er halvt nedsunket i lede-
ren, sadan at dens lag er i vacuum, dens bund i lederen. Feltstyrken E pa
laget, dvs. lige uden for lederen, er, som vi har set, normal til lederoverfla-
den. Feltstyrken p& bunden, inde i lederen, er nul. Har lederens overflade
ladningstztheden o og dasens top og bund hver arealet AS, bliver den inde-
sluttede ladning 0AS, og Gauss' lov giver EAS = 0cAS/ey. Det elektriske
felt lige uden for overfladen bliver derfor

g=2. (2.52)
€0

Lige uden for overfladen er feltstyrken o/ey. Lige inden for er den 0. Der er
imidlertid ogsd en feltstyrke lige ¢ lederens overfladen, nemlig

o
E = 2—60, (2.53)
AS E =no/eo
vacuum
medium 1
medium 2 dh / : / 7
y E = 7z
DA 205 Jeder
a) b)

Figur 2.9: a) En ’Gauss pilledase’ er en flad cylinder lagt i skilleladen mellem to
medier. b) Er medierne vacuum og en leder, viser pilled3se-argumentet, at den
elektriske feltstyrke lige uden for lederen er o/e¢o.
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altsd middelvaerdien af feltet lige uden for og lige inden for overfladen. Man
kan argumentere for dette udtryk pa forskellig made. Her er én: Vi ser pa et
lille fladeelement AS af lederoverfladen med ladningstaethed o. Feltstyrken
lige uden for fladeelementet er givet ved 2.52. Den er sammensat af et bidrag
E. fra elementet selv og et bidrag E, fra hele den gvrige leders overflade.
Lige inden for overfladen er feltet nul. Det er sammensat af de samme bidrag
som udenfor, men feltstyrken fra overfladeelementet har skiftet retning. Vi
kan opstille fplgende regnskab

lige udenfor: E.+E, = 0o/e
lige indenfor: ~E. + E, = 0

2E, = o/e. (2.54)

Ladningen pa fladeelementet selv pavirkes kun af feltstyrken fra de gvrige
ladninger, som efter 2.54 bliver ¢/2¢y. Feltstyrken pavirker fladeelementet
AS med en kraft

F= s 9
= 505, (2.55)

som vi senere ogsa skal finde ved en energibetragtning.

2.7 Elektriske felter bestemt ved Gauss’ lov

Gauss’ lov pa integral form 2.45 kan, som vi sa det i forrige afsnit, i mange
tilfzelde anvendes til at bestemme det elektriske felt omkring ladningsforde-
linger, som besidder en vis symmetri. Viskali dette afsnit se nogle yderligere
eksempler herpa.

Metoden, som anvendes, er i alle tilfeelde den samme: Man omgiver lad-
ningsfordelingen med en passende lukket Gauss-flade valgt sadan, at feltets
normalkomposant pa hele fladen eller pd stykker deraf har samme veerdi.
Feltstyrken kan da szttes uden for fladeintegralet i 2.45 og kan straks be-
regnes ud fra Gauss-fladens eller stykkernes areal og den samlede ladning,
fladen omslutter.

> Feltet fra en punktladning: Af symmetrigrunde ma E-feltet veere radi-
alt og kan kun afthange af afstanden til punktladningen. Som Gauss-flade
velges en kugleflade med radius r, hvorefter 2.45 giver:

q

4nr?E(r) = =, (2.56)
€0
altsa .
-9 - -2 r
E(r)= pr— eller E(r)= prpt (2.57)

Vi har hermed vist, at Coulombs lov kan genudledes fra Gauss’ lov. Der er
sdledes fuld ekvivalens mellem de to love.«

> Sfeeriske ladningsfordelinger: I en sfaerisk ladningsfordeling afhaenger lad-
ningsteetheden kun af afstanden 7/ fra centrum og er altsd af formen p(r'),
ikke p(r’). Feltstyrken ma som fgr veere radial og kun afhaenge af afstanden r

Feltstyrken
1 en leders
overflade

Kraft pd leders
overflade

Metode ved
feltbestemmelse

Punktladning

Sferiske
fordelinger
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Cylindriske
fordelinger

Felt fra

linteladning

Pladekon-
densator

fra fordelingens centrum. Som Gauss-flade valges igen en kugle med radius
7 svarende til den afstand, hvori feltstyrken gnskes bestemt. Vi finder da af
2.46

4nr?E(r) = i/ p(r') dv', (2.58)
€0 Jri<r
hvoraf
_9n1
()= (2.59)

Integralet over ladningstatheden omfatter kun den del deraf, som ligger
inden for Gauss-fladen. Ligger noget af ladningsfordelingen uden for Gauss-
fladen, vil den samlede ladning inden for fladen afhznge af 7, som angivet
med betegnelsen Q(r) i 2.59. Vi bemaerker, at feltstyrken kun afhanger af
den samlede ladning inden for fladen og er identisk med feltstyrken fra en
punktladning Q(r) anbragt i centrum. Ladning uden for Gauss-fladen er
uden betydning for feltstyrken pa denne sa laenge, at den sfzriske symmetri
er bevaret. Det understreges, at dette ikke er tilfzldet for potentialet, idet
man der, som det fremgar af 2.35, kan komme ud for at integrere sig gennem
dele af feltet, som er pavirket af ladninger uden for Gauss-fladen. <

> Cylindersymmetriske ladningsfordelinger. Som eksempel kan vi se p3
en lang linieladning, eksempelvis en ladet nylontrdd med ladningstaethed ).

>

//

Figur 2.10: Feltet om en linieladning kan bestemmes ved at omgive den med en
cylindrisk Gauss-flade.

Feltstyrken md veere radial (vinkelret p3 lederen) og kun afhzenge af den
radiale afstand r fra linieladningen. Som Gauss-flade anvendes en coaxial
cylinder med radius r og leengde L, som vist p& 2.10. Cylinderens endeflader
er parallele med feltet og bidrager ikke til overfladeintegralet i 2.46, som
giver

AL

2nrLE(r) = —, (2.60)
€0
altsa
A1
= =, 2.61
E(r) 2meg ( 6)

Dette E-felt kan beregnes direkte fra det sidste led i 2.17, men kun med
noget besvaer (se opgave 2.13).<

> Pladekondensator: I det fglgende fir vi mange gange brug for at illustrere
nye begreber ved at anvende dem pa simple felter. Hertil er en pladekon-
densator meget velegnet. Den bestar af to udstrakte, parallele metalplader
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(

Figur 2.11: Pladekondensator. Feltet mellem to udstrakte metalplader kan med
god tilnzermelse betragtes som homogent.

med afstand d og areal A. Pladerne gives lige store, men modsatte ladnin-
ger +Q, eller der opretholdes en bestemt spandingsforskel V' mellem dem,
ofte med den ene plade jordforbundet. Er pladeafstanden meget mindre end
kondensatorens gvrige dimensioner og afstandene til omgivelserne, kan feltet
mellem pladerne opfattes som homogent.

Feltstyrken md af symmetrigrunde vaere homogen og vinkelret pd pla-
derne. Kun langs pladekanterne er der afvigelser, idet feltet her straekker sig
omkring en pladeafstand ud over pladekanten og er inhomogent, se fig. 2.11.
I det fplgende er vi som regel kun interesseret i det homogene felt.

Ladningerne £@ vil arrangere sig med homogene ladningsteetheder +o =
+Q/A pé de pladesider, som vender mod hinanden. Der kan ikke vaere nogen
ladning pa pladernes ydersider. Det kan indses ved pa ydersiden at lgge
en Gauss-ddse med bunden nedsznket i metalpladen. En eventuel ladning
pa ydersiden ville give samme strgm af E-felt gennem dasens lag, uanset
dens hpjde. Hele rummet matte siledes veere fyldt med felt som fplge af
kondensatoren, hvilket blandt andet af energimassige grunde, er urimeligt.

Vi kan da opfatte ladningsfordelingen i kondensatoren som et elektrisk
dobbeltlag. Efter 2.52 er feltstyrken i mellemrummet E = oleo = Q/Ae.
I metalpladerne og uden for kondensatoren giver dobbeltlagsbetragtningen
korrekt feltstyrken 0. Efter 2.55 bliver tiltreekningskraften mellem pladerne
F = A0%/2¢p = Q2/2A€0.<
D> Feltliniergr: Gauss’ lov giver os en yderligere forstaelse af de feltlinier,
vi indfgrte i afsnit 2.3. Lad os se pa et ladningsfrit omrade af rummet (fig.
2.12). Vi kan tegne et tyndt rer, hvis frembringere er feltlinier, og hvor top
og bund er stykker af ekvipotentialflader og derfor vinkelrette pa feltlinierne.
Bundens areal kaldes AS; og feltstyrken her E;. De tilsvarende stgrrelser for
toppen kaldes AS; og Ej. Det elektriske felt er overalt parallelt med rgrets
sider, og feltet har derfor ingen strgm gennem disse. Anvender vi Gauss’
lov pa rgret, er det derfor kun endefladerne som bidrager til E-feltets strgm
gennem overfladen. Med endefladernes normaler ensrettede med feltet finder
vi for den samlede strgm af E-felt ind i det ladningstomme rgr:

E1A51 - EzASz =0 = E1A51 = EzASz, (262)

altsa, at stremmen i feltretningen gennem de to endeflader er den samme.

Homogent felt

Kun ladning pd
indersiden

Felt 1 plade-
kondensator




24

Kapitel 2. Elektrostatik

Feltlinier
uden ende

Feltliniers
tethed

Figur 2.12: En rgrformet Gauss-flade
) med feltlinierne, som frembringere og
S ‘_EI, endeflader, som er stykker af ekvipo-

AS: <\ L tentialflader. Der Igber lige s& mange
A ) feltlinier ind gennem den ene ende-

flade, som ud gennem den anden.

Taenker vi i stedet i feltlinier, ma der komme lige s& mange feltlinier ud af
rgret gennem AS; som ind gennem AS;. Hvis en feltlinie stoppede et sted
i rgret, ville det jo betyde en diskontinuitet i E-feltet. Vi kunne da omgive
punktet med diskontinuiteten med en lille Gauss-flade, hvorigennem der ville
veere en indadrettet flux, som igen ville betyde, at fladen rummede en negativ
ladning. Dette i modstrid med forudsetningen om rummets ladningsfrihed.
Vi slutter saledes, at feltlinierne fortszetter i ueendret antal gennem rgret.
Betegner N; og N feltlinietaethederne pad de to endeflader, gelder altsa

N1AS1 = N3AS,. (2.63)

Af 2.62 sammen med 2.63 fglger da

N, N,
bR 2.64
E - L, (2.64)
Den ofte gjorte forudsatning om, at feltlinierne tegnes med en tathed pro-
portional med feltstyrken, er saledes ikke en ngdvendig ekstra betingelse,

men en naturlig konsekvens af Gauss’ lov.<
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2.8 Elektriske multipolfelter
Man fornemmer nzesten intuitivt, at i store afstande fra en begrzenset lad- Approzimation

ningsfordeling vil potentialet nzerme sig potentialet fra en punktladning lig
med den totale ladning Q af fordelingen. Feltet har dog detailler, som er
veesentlige i mange fysisk betydningsfulde situationer. Vi skal i dette afsnit
se, hvorledes man ved en sakaldt multipoludvikling kan approximere feltet
fra en vilkarlig begraenset ladningsfordeling til i principet enhver gnsket ngj-
agtighed.

Figur 2.13: Det elektriske potential i store afstande fra en begraenset ladningsforde-
ling kan udtrykkes som en sum af potentialerne af elektriske multipoler af stigende
orden.

Vi betragter situationen fig. 2.13. Vi laegger nulpunktet for stedvekto-
rerne r og r’ inde i ladningsfordelingen. Da denne er begranset, kan den
helt indesluttes i en kugle med radius a og med centrum i nulpunktet. For
alle kildepunkter geelder siledes, at 1’ < a. Vi gnsker at approximere feltet
i store afstande, dvs. for > a.

Med dette for gje tager vi igen udgangspunkt i det exakte udtryk 2.32:

o(r) = — / o) g (2.65)

4meg Jv |r — 1|

hvor vi med binominalformlen udvikler |r — r/| ™! i en potensraekke efter r'/r

Il‘_—l—l‘Tl = (r®-2r.-¢' 4 72)71/2
_ l(1+[ 7./2D—1/2
T r?
B At

Vi har her medtaget led indtil 2. orden i '/r. Indfsres dette i 2.65, kan vi
flytte faktorer, som kun afhanger af r, uden for integraltegnene i den ledvise
integration, da denne kun angdr r’. Vi kan derfor skrive potentialet som:

af feltet

Feltet pa store
afstande

Rekkeudvik-
ling af feltet
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Aftagende led

Monopol =
punktladning

Monopol-
potential ~ 1/r

Dipolmoment
defineret

47reo;
: / r'p(r') dv’
1 1

1
: / p(r') dv’
1 r
47eq T3
T2 /V,(3-(1" ‘1) = 1%r?)p(r') dv’
. (2.67)

Vi bemzrker, at hvert af leddene i denne raekke er en faktor ~a/r < 1 mindre
end det forrige. Vi kan altsa skrive potentialet som en sum af aftagende led

¢(r) = po(r) + i(r) + @2(r) + @a(r) + -+ -

I rekkefglge kaldes disse felter, af arsager som senere bliver klarlagt, for
monopol-, dipol-, quadrupol-, og octupolfeltet. Kaldes det lgbende index X,
ser man, at de graske talbetegnelser svarer til 2*.

(2.68)

2.8.1 Monopolfeltet

Det fgrste led i raekken 2.67
_ 1 1 , ,
po(r) = 47r€0r/,p(r)d‘v

genkender vi som potentialet fra en punktladning lig fordelingens samlede
ladning

(2.69)

qg= / p(r')dv'. (2.70)
Potentialet skrives da kompakt
1 ¢
= =. 2.71
Po(r) = — o (2.71)

Dette led i reekkeudviklingen 2.68 kaldes monopolleddet. Man kan forestille
sig en elektrisk monopol og feltet omkring den ved at tzenke pa en punkt-
ladning. Monopolleddet aftager omvendt proportionalt med afstanden r til
malepunktet og forekommer selviglgelig kun, hvis fordelingen har en netto-
ladning. Den til monopolledet svarende feltstyrke er selvsagt feltstyrken fra
en punktladning jvf. 2.14.

2.8.2 Dipolfeltet

Det naeste led i reekken 2.67 er

1 r ~
p1(r) = pr— -/V, r'p(r') dv’, (2.72)
som afhzenger af vektoren
p= [ r'p(r')d, (2.73)
VI

der, jfr. massemomentet frp,,dv i mekaniken, kaldes ladningsfordelingens
elektriske dipolmoment, og det hertil svarende led i 2.68, dipolleddet.
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Dipolmomentet er et udtryk for en forskydning af positive og negative lad-
ninger i forhold til hinanden. Den simpleste dipol, man kan forestille sig,
bestar derfor af to punktladninger +¢ anbragt i den (lille) vektorafstand £.
Dipolmomentet bliver da, nar integrationen i 2.73 erstattes med en sum,

p=—-gr+gq(r+4£), dvs. |p=gql. (2.74)

I ovenstaende betragtninger har vi benyttet, at ladningsfordelingens ud-
straekning var lille i forhold til observationsafstanden. Ofte anvender man
en abstraktion som, i analogi med en punktladning, kaldes en punktdipol. Vi
kan forestille os de to ladninger +¢ bragt naermere og naermere hinanden,
men justeret saledes, at produktet g€ holdes konstant.

For et system af punktladninger ¢; med stedvektorer r; beregnes dipol-
momentet tilsvarende som en sum

pP= Zq,‘r,’. (2.75)

Efter 2.73 eller 2.75 vil en ladningssymmetrisk fordeling ikke have noget
dipolmoment. :

Ved hjelp af dipolmomentet p kan dipolpotentialet 2.72 skrives pa den
kompakte form

1l pr
T 4mey 13

p1(r) (2.76)

Vi bemerker, at dipolpotentialet aftager omvendt proportionalt med kva-
dratet pa afstanden r.

I almindelighed vil dipolmomentet, beregnet efter 2.73, afhaenge af det
valgte feelles nulpunkt for r og r’. Benytter vi et nulpunkt, som er forskudt
med vektoren f i forhold til det oprindelige, kan vi indfgre nye kildepunkts-
koordinater r” = r’ — f. Vi finder da det nye dipolmoment

p"’ = / r’'p(r") dv" = / (r' = f)p(r') dv' = p’' - fq. (2.77)
V! 1

Vi har her af hensyn til overskueligheden benyttet betegnelsen p’ = p (jvf.
2.73) og desuden, at ladningsteetheden er den samme i det gamle og det nye
system. Hvis den totale ladning ¢ af fordelingen er nul, er dipolmomentet
ifglge 2.77 uathaengigt af punktet, hvorom det beregnes, og fordelingen om-
tales da blot som en 'dipol’. Er omvendt q # 0 kan man efter 2.77 altid finde
et system, hvori dipolmomentet er nul. At dipolmomentet afhaenger af det
valgte nulpunkt betyder ikke, at det beregnede potential i et bestemt punkt
af rummet bliver et andet. Monopolleddet og de hgjere led i raekken 2.68
@ndres ogsa, saledes at det samlede potential bliver det samme.

Feltstyrken fra en dipol kan beregnes som —V(r). Ved hjzlp af appen-
dix A.2:5 og A.44 finder man:

Eu(r) = —— [M - —‘1] . (2.78)

Den simpleste
dipol

Punktdipol

Et vigtigt
udtryk!

Dipolpotential
~1/r?

Nulpunktets
betydning

Igen et vigtigt
udtryk!
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Ved mange anvendelser har man brug for at beregne den potentielle energi
af en dipol, som er anbragt i et ydre elektrisk felt @ext(r). Dette felt er altsa
et andet end feltet ¢;(r) givet ved 2.76, som er et indre felt. Det divergerer
igvrigt for en punktdipol. I lighed med feltet fra en punktladning, som ogsa
divergerer, udelades det ved beregningen af den potentielle energi.

Dipolens energi U(r) i det ydre felt kan let beregnes ved anvendelse af
2.36 pa to punktladninger +¢ i afstanden £:

U(r) = —qPext(r) + gpext(r + £). (2.79)
For £ lille kan vi med anvendelse af A.19 skrive
Pext(F + £) = Pext(r) + £ Vot (2.80)
Indszettes dette i 2.79 bliver
U(r) = g€ Vpext, (2.81)

eller, udtrykt ved dipolmomentet:

U(r) =P Vpext = =P - Eext (2.82)

hvor vi ogsa har udtrykt energien ved feltstyrken i det ydre felt. Udtrykkene

2.82, som her er udledt for en dipol af to punktladninger, geelder generelt,

dersom det ydre felt ikke varierer for voldsomt hen over ladningsfordelingen.
Vi kan finde den kraft, som pavirker dipolen som F = —V U, altsa

F(r) = -VU(r) = (p - V)E(r)ext, (2.83)

hvor vi far anvendelse for operationen ‘p grad E’. Se A.34 og opgave 2.20.
Bemeerk, at der ikke er nogen kraft pa en dipol i et homogent felt.

Pa tilsvarende made kan man beregne det kraftmoment 7, som pdvirker
en dipol i et ydre elektrisk felt. Er feltet homogent, finder man

T = /, ' X p(r')Edv' = (/V, r'p(r') dv’> x E, (2.84)

altsa
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I inhomogene felter far momentet et yderligere bidrag. Sml. opgave 2.20.

~—— E
pr—F
_F..—o/

S F=0, r=pxE S F=(p-V)E, T=pxE+rx} F

Figur 2.14: En dipol pavirkes kun af en kraft i et inhomogent ydre felt. Der er et
kraftmoment i bade homogene og inhomogene felter.
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2.8.3 Quadrupolfeltet
De hgjere led i razkken 2.67 bliver hurtigt komplicerede. Vi skal indskraenke Quadrupol-
os til nogle bemaerkninger om quadrupolfeltet, som er givet ved feltet
pa(r) = —— == [ (3("- 1) = r22)p(r') do! (2.86)
2 4meg 215 Jy ’ )
Omskrivning af dette udtryk sker lettest ved at udnytte tensorregningens‘ Omskrivning

effektive metoder, som det dog nappe betaler sig at indfgre her. Men vi kan
med fordel lane lidt notation, idet vi vil skrive de cartesiske koordinater af
r som z;,% = 1,2,3 eller z;, 7 = 1,2,3 og tilsvarende r’ som z!,7 =1,2,3
eller z},, j = 1,2,3. Vi vil ogsa benytte det sdkaldte Kronecker-symbol §;;
defineret ved

1=
61,—{0 oy (2.87)

Man kan da skrive potentialet 2.86 som

1z:z2
5% / (3ziz) — 6:7'%)p(r') dv’, (2.88)
s Jyi

hvor det pd tilsyneladende mirakulgs vis er lykkedes at separere maerkede
og umarkede koordinater. Ved en lidt mgjsommelig udregning i koordinater
kan man overbevise sig om, at udtrykkene 2.86 og 2.88 stemmer overens.
Efter 2.88 aftager quadrupolpotentialet med tredie potens af observationsaf-
standen r (som jo ogsa indgar i z; og ;).

En fysisk stgrrelse med to (eller flere) vektorindices kaldes en tensor. Vi
har netop mgdt en sadan tensor, nemlig quadrupolmoment tensoren, hvis ni
komponenter Q;; svarer til 7,7 = 1,2,3. Komponenterne er givet ved

Qi = /Vl(3:z::z; — §i;7'%)p(r) dv'. (2.89)

Ved hjelp af quadrupolmoment tensoren kan quadrupol potentialet kompakt
skrives
1 K1 T,T;
p2(r) = 257@% (2.90)

47('60 i=1j=1

Dette potential kan i matrixsprog skrives som en kvadratisk form:

1 1 Qu Q2 Qi3 1
<P2(I‘) {zl,zz,zs} Qan Q22 Q2 T2 ¢ - (2-91)

:47r<50—1:g
Q3 @32 Qa3 I3

Som det ses af 2.89 er quadrupol tensoren symmetrisk, dvs. Qi; = Qji.
Desuden ses, at tensoren har sporet nul, dvs., at det om diagonalelemen-
terne geelder, at 3°; @i; = 0. Af tensorens ni komponenter er altsa kun fem
uafheengige.

Man kan opbygge en simpel quadrupol af to dipoler med momenter +¢£,
anbragt som vist pa fig. 2.15. Dette system har hverken et monopolmo-
ment (dvs. ladning) eller et resulterende dipolmoment. Derimod er der et

1 tensorsprog

Quadrupol-
potential
~1/r3

Quadrupol
tensoren
defineret

En simpel
quadrupol
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2 2 2
//’ B ™
Lo+
\\\ P /
monopol dipol quadrupol octupol
o +gq
o +q
. +q * +¢ o —2¢ 0 —3q
o —¢q ® +3g
o +q
° —q
Figur 2.15: Systemer opbygget af 1, 2, 4 og 8 punktladninger, som giver rene mul-
tipolfelter af orden 0, 1, 2, og 3. Figuren viser ogsa skitser af ekvipotentialfladerne,
som er rotationsymmetriske om den viste z-akse og potentialets fortegn.
quadrupolmoment, som efter 2.89 har diagonalelementerne Q;; = —2¢¢?,
Q22 = —2qL? og Q33 = 4q¢2. De ikke-diagonale elementer er alle nul. Efter
2.91 bliver potentialet, idet vi vender tilbage til nomenklaturen r = (z, y, 2):
1 qf? 1 ¢ _,
= = 2z 324 — r°). 2.92
‘pz(r) 47'_60 T5 ( y + ) 47r€0 7’5( z r ) ( )
2.8.4 Aksialsymmetriske ladningsfordelinger
Vigtige Man mgder ofte ladningsfordelinger, eksempelvis molekyler eller atomkerner,
faconer som har rotationssymmetri omkring en akse. Valges denne akse som z-akse

og kaldes polarvinklen mellem z-aksen og observationsretningen for 6, kan
man alment vise, at potentialet omkring fordelingen kan skrives

Z 1-77-+1 (cos @), (2.93)

47re

hvor @, er et for fordelingen karakteristisk multipolmoment og P,(cos8)
et af de sakaldte Legendre polynomier, som vi ogsd senere skal anvende.
Legendre polynomierne af lavest grad n er:

Po(cos@) =1, Py(cos@) =cosb, Py(cosb)= %(3 cos?f—1). (2.94)

Vi kan sammenholde med de tidligere udledte udtryk, 2.71, 2.76 og 2.92 for
potentialet af en monopol, en dipol eller en lineser quadrupol. Anbringes
dipolen og quadrupolen pa z-aksen galder z = r cos#, og man ser ved sam-
menligning, at Qo = q, @1 = ¢f og Q; = 2¢f?>. De n=vnte potentialer kan
da efter 2.93 skrives:

1 ¢
po(r) = g (2.95)
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1 g¢f
p1(r) = 4ﬂ_eoﬁcose (2.96)
I N 2
(,02(1‘) = m;—;(.’icos 0—-1) (297)

Disse udtryk er bekvemme, da de direkte angiver potehtialerne i poleere
koordinater. Szettes ¢ = const opnadr man ligninger, som bestemmer ekvi-
potentialfladerne, sml. fig. 2.15.
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2.9 Laplaces ligning og dens‘l(bsninger

I de foregaende afsnit har vi formuleret to grundlaeggende differentiallignin-
ger for det elektrostatiske felt i vacuum, nemlig den 3. Maxwell ligning pa
formen 2.25 og den 1. Maxwell ligning pa formen 2.50, altsa

V xE(r)=0 og V - E(r) = p(r)/ €. (2.98)

Vi har ogsa i 2.27 udnyttet E-feltets rotationsfrihed til at skrive det som
gradienten af det elektriske potential, altsa

|E(r) = —V(r). (2.99)

Indseettes dette 1 den 1. Maxwell ligning, finder vi

V-E:—V-ch:;p—, (2.100)
0
som ved brug af A.31 kan skrives
vip=-2, (2.101)
€0

hvor V2 er Laplaceoperatoren. Denne partielle anden ordens differentiallig-
ning er en grundlaeggende ligning i elektrostatiken og kaldes Poissons ligning.
Den kan lgses, dersom man kender p(r), altsd ladningsteetheden som funk-
tion af koordinaterne. Valget af hensigtsmassige koordinater afthaenger af det
betragtede systems symmetri. Vi skal i det fglgende anvende cartesiske ko-
ordinater (z,y, 2), sfeeriske koordinater (r, 8, ¢) eller cylindriske koordinater
(7,8, 2). De hertil svarende udtryk for Laplaceoperatoren findes i appendix
afsnit A.2.3.

I mange praktiske problemer er stgrstedelen af rummet ladningsfrit. Her
galder altsa p = 0 og Poissons ligning far den simple form

Vip=0, (2.102)

som kaldes Laplaces ligning. Lgsninger til Laplaces ligning kaldes harmoniske
funktioner eller potentialfunktioner.

2.9.1 Entydigheden af elektrostatiske lgsninger

At lgse et elektrostatisk problem er ensbetydende med at finde et potential,
som tilfredsstiller Poissons eller Laplaces ligninger. Hvis ladningstatheden
p er kendt i ethvert punkt af rummet, er det i principet enkelt at finde en
lgsning til Poissons ligning. En sddan er nemlig givet ved udtrykket 2.32,

altsa som
1 p(r')
= dv'. 2.103
(r) 47reo/V Ir — 1| v ( )

Denne lgsning gar mod nul som 1/r i store afstande r fra en begranset
ladningsfordeling. Det kan vises, at dette er tilstraekkeligt til at sikre, at
Poissons ligning har en entydig lgsning.
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Her skal vi hovedsagelig diskutere lgsninger til Laplaces ligning. I et typisk
problem har man ledere, om hvilke man ved, at de har visse potentialer eller
visse totale ladninger. Ladningen fordeler sig pa lederoverfladerne sadan,
at potentialet i ledernes indre bliver konstant. Man kender imidlertid ikke
denne fordeling. Tvzrtimod vil opgaven ofte vere, at.regne sig frem til
fordelingen og til potentialet i ethvert punkt af det tomme rum mellem
lederne.

Det er ikke vanskeligt at finde lgsninger til Laplaces ligning. Dem vil der
vaere mange af. Problemet er at finde lgsninger, som opfylder de givne rand-
betingelser. Det vil her sige, at finde lgsninger, som antager den rigtige (kon-
stante) potentialveerdi pa de forskellige lederes overfiader eller giver lederne
den korrekte ladning. Sadanne randverdiproblemer er meget almindelige i
fysiken, men de har ikke nogen almen matematisk lgsning, og behandles idag
oftest med numeriske metoder. Der findes imidlertid en rakke tilfzelde, hvor
geometrien har en sapas hgj grad af symmetri, at man kan beregne eller
gette sig frem til en lgsning. Nar man for sadanne tilfzelde sgger en lgsning,
er det af stor betydning at vide, at denne, altsa ¢(r), er entydigt bestemt
ved forholdene pa randen.

Som hjzlp ved konstruktionen af en lgsning kan man ofte benytte fgl-
gende superpositionsprincip: Hvis o1, @11, . . ., ¢N alle er lgsninger til Lapla-
ces ligning (med forskellige randbetingelser), da er superpositionen

¢ =Crpr+Crpu+---+ Cnpn (2.104)
ogsa en lgsning. Rigtigheden heraf ses umiddelbart, idet

Vip = VCror+ ViCren+ -+ V3Cnen
= C1V2%p1 + CuVipn + -+ CnVien (2.105)
= 0.

Efter dette princip kan vi superponere lgsninger til Laplaceligningen med
henblik p&, at superpositionen skal tilfredsstille de givne randbetingelser. Vi
skal se flere eksempler herpa i det fplgende.

Vi skal dernzest vise entydigheden af lgsningen til Laplaces ligning for det
tilfeelde, hvor lederne 1, 2, ..., n med overflader S, S5, ..., S, har kendte
potentialer ¢9, ¢9, ..., ¥%. Vi forudsatter, at systemet af ledere er rumligt
begranset sadan, at det kan indesluttes i en stor kugleflade S med radius R.
Volumenet inden for S, men uden for lederne, betegner vi med V.

Vi antager nu, at der i V er to lgsninger ¢; og . til Laplaceligningen
med de samme randbetingelser pa Sy, S2, ..., Sp 0g S og opfinder en ny
funktion & = ; — ;. Denne funktion vil overalt i V tilfredsstille V2% = 0.
Funktionen ® er desuden nul pa alle lederoverflader og ma pa S forsvinde
i det mindste som 1/R for R — oo. En nettoladning pa ledersystemet vil
jo 1 store afstande tage sig ud som en punktladning. Af & konstruerer vi
vektoren #V &, pa hvilken vi anvender divergensteoremet:

/ V. (3V®)dv = / (V&) - da = 0. (2.106)
14 S+S14+...4+Sn

Fladeintegralet over lederfladerne er nul da = 0. Integralet over § forsvin-
der fordi #V® — 1/R3 (mindst) for R — co. Vi omskriver nu ved hjelp af

Typiske
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generelt

Potentialer
superponerer

Bewis for
entydighed
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tabel A.2:7 divergensen til
V- (2VE)=3dVid + (V) (2.107)

Fordi V2® = 0 overalti V, forsvinder det tilsvarende led i 2.107 og udtrykket
2.106 reducerer til

/V(V<1>)2 =0. (2.108)

Integranden (V®)? er positiv eller nul overalt i V. Men da integralet er
nul, er V& = 0 den eneste mulighed. Funktionen ® er altsd en konstant,
og da & = 0 eksempelvis pa en lederoverflade, ma denne konstant veere
nul. Idet ® = 0 = ¢; — ¢, har vi hermed bevist, at to lgsninger ¢; og
@3 til Laplaceligningen med de samme randbetingelser er identiske. Det
elektrostatiske problems lgsning er saledes entydig.

Tilsvarende kan man vise entydigheden af lgsningen, nar lederne har
givne ladninger, og entydigheden af lgsningen til Poissons ligning.

2.9.2 Laplaceligningen i én variabel

I nogle fa tilfelde kan man direkte angive den analytiske lgsning til Laplace-
ligningen. I visse situationer (se fig. 2.16) afheenger potentialet siledes kun
af en enkelt parameter, og man har et (pseudo)endimensionalt problem, som
er Igseligt. I dette afsnit skal vi som eksempler sammenstille nogle af disse
Igsninger, som dels er nyttige i sig selv, og som dels kan tjene som udgangs-
punkt for konstruktionen af andre lgsninger.

> Pladekondensator: Feltet mellem to plane kondensatorplader afhanger
kun af afstanden fra den ene plade, som kan angives ved koordinaten z. Vi
har da fplgende Laplaceligning med tilhgrende generel lgsning:
o
dzz
hvor konstanterne ¢ og d skal bestemmes af randbetingelserne. Har den

nederste plade i kondensatoren potentialet Vy og den gverste potentialet V
og er pladeafstanden a, finder man

V-V

o(z) =cz +d, (2.109)

o(z) z+ Ve (2.110)

a

Figur 2.16: a) Feltet i en pladekondensator athnger kun af afstanden z fra den ene
plade 2) Feltet mellem to rgrformede ledere med fzlles akse (cylinderkondensator)
atheenger kun af afstanden r fra aksen. c) Feltet mellem to koncentriske, ledende
kugleskaller (kuglekondensator) athanger kun af afstanden r fra centrum.
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> Cylinderkondensator: For en lang cylinderkondensator (se fig. 2.16b) an-
vender man cylindriske koordinater omkring aksen. Koordinaterne (z,6)
indgar pa grund af rotationssymmetrien ikke i potentialet, og man far fgl-
gende Laplaceligning, hvis lgsning let findes ved integration:

1d dy :
P (r—;;) =0, o(r)=clnr +d. (2.111)
Har den inderste cylinder potentialet V og radius a, mens den yderste har
potentialet 0 og inderradius b, bliver lgsningen

Inb-lnr

() =V (2.112)

lna’

> Kuglekondensator: Her anvender vi naturligt sfaeriske koordinater og
finder fglgende Laplaceligning med lgsning;:

1d 2d<p> _ _ ¢
e (T LY=o, en=-+d (2.113)

Har den inderste kugle potentialet V og radius a og den yderste potentialet
0 og inderradius b bliver lgsningen

_yalb—r)
o) =V o Te)

(2.114)

Det er vaerd at huske, at problemer af ovenstaende type ogsa, og maske
enklere, kan Igses ved at anvende Gauss’ lov til at bestemme feltstyrken,
hvorpa potentialet findes ved integration, jvf. 2.35.«

2.9.3 Laplaceligningen i cylindriske koordinater

I mange praktiske problemer mgder man ledere i form af cylindre eller kugler,
ofte med fzlles akse eller centrum. Det indbyder selviglgelig til behandling
i cylindriske eller sfaeriske koordinater. I forrige afsnit har vi allerede set pa
cylinderkondensatoren og kuglekondensatoren, hvor symmetrien er sadan, at
problemet kun indeholder én uafhangig variabel. Her skal vi se pa cylindriske
situationer, hvor Laplaceoperatoren har to uafheengige variable.

I nogle tilfeelde athzenger det elektrostatiske potential i cylinderkoordi-
nater af de to variable (7,8). Koordinaten z indgar ikke, sa potentialet kan
forskydes langs aksen. Laplaceligningen bliver af formen

10 0 192
Vi = - (ra—‘f> + ﬁ'é'b% = 0. (2.115)
Losningerne kaldes cylinder harmoniske funktioner og egner sig til undersg-
gelse af visse problemer med en lang cylindrisk leder (se opgave 2.25), men
ikke til problemer hvor lederen er kort og potentialet derfor z-afhaengigt.

Man kan finde den familie af funktioner, som tilfredsstiller 2.115, ved
separation af de variable. Man antager altsa en lgsning ¢(r,6) = Z(r)Y (),
som indsat separerer Laplaceligningen til

Li(dz>__idz_y*k
Zar\'dr)” Y dez

hvor venstre side alene er en funktion af r og hgjre en funktion af 4.

(2.116)
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Den eneste made hvorpd en funktion af r altid kan vere lig en funktion af
6 er, at begge er samme konstant k, som vi har indfgrt som separationskon-
stant. Her bliver §-ligningen szrlig simpel og har Igsningerne

Y1(8) = cosVk8,  Yy(6) =sinVk8. (2.117)

Skal disse lgsninger imidlertid veere entydige, og dermed fysisk meningsfulde,
ma de returnere til den oprindelige veerdi, nar  gges med 27, dvs.

cosﬁ(0+2w) = cosx/EG,
sinvk(6+2r) = sinvké.

Disse betingelser kraever abenlyst, at vk = n, hvor n er et helt tal, eller
k=n% n=20,1,2,.... Hermed er separationskonstanten fastlagt. Den

radiale ligning bliver da
rd (,%) _ 2
Zdr \ dr/

Ved prgve ser man, at ligningen har lgsningerne Z = r*" for n # 0 mens
Z = 1leller Z =Inr for n = 0. Den almindelige lgsning til problemet er
derfor en superposition af de her fundne cylinder harmoniske funktioner:

(2.118)

(2.119)

N N
@(r,0)=Ao+Boln 7'+Z(A,,r"+A_,,r‘") cos n0+z (Bar™tB_n,r ") sinnd,
=1 n=
" 1 (2.120)
hvor koefficienterne A4, og By, ma findes fra greensebetingelserne pa le-
deroverfladerne eller i det uendelig fjerne. Ofte vil en simpel inspektion af
symmetri, singulariteter m.v. i et forelagt problem vise, at kun ganske fa
led kan bidrage til superpositionen 2.120.

I andre tilfelde har potentialet rotationssymmetri om z-aksen. Sidanne
aksialsymmetriske felter anvendes eksempelvis inden for elektronoptiken som
elektrostatiske linser (se fig. 2.17). Over for en elektronstrale virker en elek-
trostatisk linse, som en sadvanlig linse ggr det over for lys. Vi valger cy-

Vi V2

Figur 2.17: En elektrostatisk linse opbygget af rgrformede elementer med fzlles
akse. Elementerne holdes pa hvert sit potential. Potentialet er af formen ¢(r, z).

linderkoordinater med z-aksen langs symmetriaksen. Pa grund af rotations-

symmetrien afhanger potentialet ikke af vinklen 8 og bliver altsa af formen
¢(r, z), som skal tilfredsstille Laplaceligningen i koordinaterne (r, z), dvs.
19 2 2 1 92

Vch: <r%r‘p.>+u—a‘p _% L4

822~ 9rz " ror ' 922 0. (2.121)
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Denne ligning kan ogsd separeres, men for de fleste randbetingelser, som
mgdes i praksis, er lgsningerne ikke til megen nytte. Vi skal i stedet se pa
en tilnermet lgsningsmetode, som kan anvendes pa elektrostatiske linser.

Da aksen her er ladningsfri, sml. fig. 2.17, kan der ikke vaere noget radialt
E-felt. Dvs. at ¢/0r = 0 for punkter pa aksen. Efter I’'Hopitals regel har
vi da pa aksen

18p 8%
- r_-_-r 2.122
ro07 Or  or?’ ( )
hvorefter Laplaceligningen pa aksen far formen
%  d%p
Vip=2—— 4= =0. 2.123
¥ or? * 022 ( )

Vi kan udvikle feltet i neerheden af aksen i en Taylorrsekke og finder da

r? r?
()0(7‘7 z) ~ (,D(O,Z) + _()0:',2(072) = (P(O: z) - ""Plz,?(oa z)a (2‘124)

2 4
hvor vi ved den sidste omskrivning har anvendt 2.123. Vi ser altsa, at
potentialet i naerheden af aksen kan udtrykkes alene ved feltet pd aksen,
som eksempelvis kan bestemmes eksperimentelt.

2.9.4 Laplaceligningen i sfeeriske koordinater

Mange elektrostatiske problemer egner sig til analyse i sfaeriske koordinater
(r,0,¢). Vi skal her udelukkende se pa tilfzlde, hvor potentialet ikke af-
heenger af azimuth-vinklen ¢. Dette begraenser os igen til problemer med to
parametre, men tilbage er der stadigveek mange fysisk vigtige situationer.
Lgsningerne hertil har praktiske anvendelser, men bidrager ogsa til belysning
af de elektrostatiske felters egenskaber generelt.

Vi betragter altsa potentialer af formen ¢(r,0) med den s=dvanlige be-
liggenhed af koordinatsystemet. I dette tilfeelde bliver Laplaces ligning

10 Oy 1 8 (. ,00
Vip=—-— [r?-Z — — 1 =0. .
L (T 07‘> t 250000 (““%e) 0 (2.125)

Vi lgser igen denne ligning ved separation, idet vi antager en lgsning af
formen ¢(r,8) = Z(r)P(8) og husker, at 7 og 0 i det sferiske tilfzlde har
en anden betydning end i det cylindriske tilfzelde 2.115. Ved indsztning af
denne lgsning far man

Pd [ ,dZ Z d (. ,dP
2 dr ( 5) WPy er (Sm"‘aa) =0, (2.126)

hvor de partielle afledede er erstattet med sadvanlige afledede, da bade
Z og P er funktioner af én variabel. Efter division igennem med ZP og
multiplikation med r? separerer Laplaceligningen bekvemt til

1d [ ,dZ 1 d (., .dP
Ea—; (7‘ E) = ——P Sinod—o (sm 0%) = k, (2127)

hvor k er en separationskonstant.
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Vi betragter fgrst 8-ligningen, som bliver

51—1110% (sin OE) = —kP. (2.128)
Dette er Legendres differentialligning. Den har kun fysisk acceptable Igsnin-
ger, dvs. lgsninger P(#) som forbliver endelige i hele intervallet [0, 7], nar
k=n(n+1),hvorn=0,1,2,...

De acceptable lgsninger til Legendres ligning for de forskellige veerdier af
n er polynomier i cos §. De betegnes P,(cos 8) og kaldes Legendre polynomier.
Tabel 2.1 viser Legendre polynomierne af lavest grad n.

Tabel 2.1: Legendre polynomier

n Py (cos @)

0 1

1 cos d

2 3(3cos?6 - 1)

3 1(5cos®8 — 3cosb)

4 (35 cos*d — 30 cos? 0 + 3)

5 2(63cos®d — 70 cos® 6 + 15 cos 6)

Vi kan nu behandle den radiale ligning fra 2.127

d [ ,dZ
7 (r E) =n(n +1)Z, (2.129)
hvor vi har indfgrt de for 8-ligningen acceptable veerdier k = n(n+1) af sepa-
rationskonstanten. Prgve viser, at denne ligning har to uafhezengige lgsninger
for hvert n, nemlig

Za(r) =71, Zp(r) = r~(*H), (2.130)

Den endelige lgsning til Laplaceligningen bliver herefter en superposition af
funktioner af formen @ (r,8) = Z,(r)Pn(cos ), der undertiden betegnes som
zonal harmoniske funktioner. Superpositionen bliver

N .
o(r,0) = Z (Anr" + Bnr_("“)) P, (cos8), (2.131)

n=0

hvor N angiver den hgjeste grad af polynomier, det er ngdvendigt at ind-
drage i superpositionen. Geometri og symmetri af et forelagt problem viser
ofte uden omfattende analyse, at kun nogle fa zonal harmoniske funktioner
kan bidrage. Identifikation af disse pa forhand kan spare mangen besveerlig
beregning, nar koefficienterne A, og B, skal bestemmes ud fra randbetin-
gelserne.

> Ledende kugle i homogent felt: Som eksempel pa brugen af zonal harmo-
niske funktioner ved beregning af et elektrostatisk felt skal vi se pa en uladet
metalkugle, som anbringes i et elektrisk felt, som oprindelig var homogent
med feltstyrken Ey. Vi skal se, at kuglen som forventeligt forstyrrer denne
homogenitet i sin neerhed.
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Figur 2.18: Ledende kugle i homogent
felt.
Vi leegger polaraksen (z-aksen) i det oprindelige felts retning, se fig. 2.18.
Den ledende kugle med radius a vil veere et ekvipotentielt omrade, hvis
potential vi kalder ¢o. Efter 2.131 bliver potentialet uden for kuglen
o(r,8) = (Ao+ Bor71)1
+(Ayr + Byr=?)cos b
(Aur + Bar™) (2.132)
+(Azr? + Bar73)(3cos? § — 1)
..I_ e
Konstanterne bestemmes nu pa fglgende made: Da kuglen er uladet, ma vi Konstanter

have e By = 0, sml. monopolfeltet i afsnit 2.8. I store afstande r er feltet kun
lidt forstyrret. Potentialet ma der veere af formen ¢(r,8) = —Eoz + const,
idet der da gelder -V = —kdp/dz = Epk hvor k er enhedsvektoren i
z-retningen. Men z = rcosf, hvilket efter 2.132 medfgrer ¢4, = —E,.
Koefficienterne e A; = A3 = --- = Ay = 0, da vi ellers far et voksende E-felt
i det fjerne. Pa kuglens overflade skal potentialet veere uafhaengigt af vinklen
6. Vi kan fjerne f-afhzngigheden i n = 1 leddet ved at satte koefficienten
til nul. Dvs. —Ega + Bya~? = 0 hvoraf e By = Epa®. Koefficienterne ¢ By =
B3 = .- = By = 0, da vi ellers far et vinkelafhangigt potential pa kuglen.
Det eneste yderligere led, som bidrager til potentialet, er det konstante led
Ao, hvorfor e Ay = (o.
Det samlede potential uden for kuglen bliver hermed

a

3
o(r,0) = o — Eg (r - ;2—> cos 8, (2.133)

mens potentialet inden for kuglen er ¢o. Vi kan beregne den elektriske
feltstyrke som —V ¢ i polare koordinater. Feltstyrken fir komposanterne
3 3
E, = —% = Eg (1 + 2%) cosf, Eg= ——%%‘g = -FEy (1 - %) sin 8,
(2.134)
hvor man bemaerker, at Eg korrekt forsvinder pa kuglens overflade. Lad-
ningstaetheden bliver jfr. 2.52

0(8) = €0 E,|,_, = 3egEqcos, (2.135)
hvoraf man finder kuglens totale ladning
g= a2/ o(8)27sin 0 df = 0, (2.136)
0

som altsd ikke overraskende er nul. Derimod far kuglen et elektrisk dipol-
moment, se opgave 2.24.

bestemmes

Potential og

feltstyrke om
ledende kugle

Nul ladning
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2.9.5 Konform afbildning

Den metode til Igsning af Laplaceligningen, som kommer narmest til at for-
tjene betegnelsen generel, bygger pa komplex funktionsteori. Vi skal derfor
kort beskrive denne metode, som kan skaffe en mangde Ilgsninger, omend
ikke altid til et forelagt problem. Metoden er desuden kun anvendelig pa
todimensionale tilfzelde.
Vi ser pd et potential ¢(z,y), som kun afhenger af de to cartesiske
koordinater (z,y). Laplaceligningen er her
82 9%
522 + -5:;5 = 0. (2.137)
Vi betragter nu det todimensionale rum som den komplexe z-plan, idet vi
definerer den komplexe variable
z ==z +1y. (2.138)
En komplex funktion f(z), som er entydig og differentiabel i ethvert punkt
af et omrade i z-planen, siges at vaere analytisk eller holomorf. Vi skriver en
sadan funktion

f(2) = u(z, y) + iv(z, y),

hvor u og v er reelle funktioner af (z,y). Man siger, at f(z) afbilder (z,y)-
planen pa (u,v)-planen, idet der til ethvert (z, y) svarer et (u, v) og omvendt.
Betingelsen for, at f(z) er analytisk, kan vises at veere de sakaldte Cauchy-
Riemann relationer

(2.139)

Ju 0Ov v Ou

— =, — = 2.140
dz 0Oy Oz 0y ( )
Vi differentierer den fgrste af relationerne med hensyn til ¢ og den anden
med hensyn til y og udfgrer dernzst de omvendte differentiationer og far

u 0% v 0%

;9?4__6_?/_2.: , 6_32"*_(_9?:0' (2.141)

Bédde realdelen u og komplexdelen v af en vilkarlig analytisk funktion er
saledes lgsninger til Laplaceligningen og dermed lgsninger til et elektrosta-
tisk problem. Dette er en stor styrke ved metoden. Der er yderligere den
fordel, at lader man eksempelvis u(z,y) = const repraesentere en skare af
ekvipotentialkurver, da er v(z,y) = const kurverne ortogonale herpa, og re-
prasenterer saledes feltlinierne. Ortogonaliteten bevises let ved at beregne
skalarproduktet af gradienterne, som jo er kurvesystemernes normaler, og
dernaest udnytte Cauchy-Riemann relationerne:

du Ou v Ov
_ _ (9 o 2.142
Vu <6:c’ ay) ? V'U <am! ay) ) ( 1 )
Oudv Judv OGvdv Oviv
VUV 5 ts T ayay  yds Baoy (2.143)

hvormed det gnskede er bevist.
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u© = const

v = const

Figur 2.19: Felt i pladekondensator
ved konform afbildning.

> Pladekondensator: Som et meget simpelt eksempel kan vi se pa den
analytiske funktion

f(z)=z==z+1y, (2.144)

hvor altsd u = z og v = y. Vi kan nu opfatte u; = z, og uy = T, som
lederoverflader (se fig. 2.19). Linierne u = const vil da repraesentere ekvipo-
tentalflader og linierne v = const feltlinier. Vi genkender feltet i en udstrakt
pladekondensator, men lzerer ikke noget nyt, ud over, at metoden fungerer.

> Elektrisk quadrupollinse: Der er mere kgd ps eksempelvis afbildningen
flz) = 2% = 2% — 4® + i2zy. (2.145)

Lader vi igen u = 22 — y? vare potentialet og v = 2zy veere feltet, far vi,
ved at vzlge forskellige veerdier for v og u, to ortogonale skarer af hyperbler

LW u=-2

s

—hjgrne

Figur 2.20: Feltlinier og ekvipotentiallinier i elektrisk quadrupollinse vist som et
snit i en lang linse med aksen vinkelret pa (z,y) planen. En fjerdedel af feltet kan
opfattes som feltet i et retvinklet hjgrne over for en hyperbolsk elektrode.

som illustreret pa fig. 2.20. Man kan lagge ledere med de rigtige potentialer
i potentialfladerne og fir da en sikaldt elektrisk quadrupollinse.<

Disse eksempler ma rakke til at vise, at man ved konform afbildning beregner
virkelige fysiske felter. Metodens svaghed er, at man ikke pa forhand ved,
hvilken fysisk situation en given analytisk funktion fremstiller. Man kan
sige, at mens man normalt mgder problemer, som sgger en lgsning, sa giver
den konforme afbildning lgsninger, som sgger et problem.

En gammel
kending

-og en ny type
felt
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2.9.6 Elektrostatiske billeder

Man er i stand til at lgse visse elektrostatiske problemer ved en metode, der
godt kan tage sig ud som et trick. Metoden kaldes elektrostatiske billeder
og illustreres bedst med et eksempel:

?

> Punktladning over for ledende plan: Figur 2.21 viser en punktladning +g¢
1 afstanden a fra en udstrakt ledende plan, som er jordforbundet. Punktl-
adningen vil tiltraekke frie ladninger i planen, siledes at der over for punkt-

ri
1 . ' |
\ \ ‘, - /
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~ b
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/// e //’/‘/\ \\\‘//
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/ / / A
Vs / N
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/ e ! N
/ 4 / S~
/ i 0= 0

Figur 2.21: a) En punktladning anbragt ved en ledende plan vil over for sig samle en
overfladeladning. b) Punktladningen +¢ i afstanden @ fra planen vil sammen med
sin billedladning —q i afstanden —a skabe et potential med en ekvipotentialflade,
som falder sammen med den ledende plan.

ladningen skabes en overfladetethed. Tactheden kan beskrives ved en art
klokkeformet funktion u = o(r), hvor r = (22 + 32)1/2 angiver den radiale
afstand i zy-planen fra et centrum umiddelbart over for punktladningen.

At bestemme o(r) ved direkte lgsning af Laplaceligningen ville vaere en
kompliceret opgave. I stedet lgser vi et andet, meget simplere problem,
nemlig at finde potentialet omkring to modsatte punktladninger. Den ene
er punktladningen +q i punktet (0,0,a), den anden punktladningen —q i
punktet (0,0, —a), se fig. 2.21b). Den ledende plan tzenker vi os for gjeblikket
borte, men man kan forestille sig, at ladningen —gq er opstaet ved en art
‘elektrostatisk spejling’ i (z,y)-planen. Man kalder —q for ¢’s billedladning.

Vi kan let beregne potentialet i et vilkarligt punkt i rummet som summen
af potentialerne fra de to ladninger. Da potentialet er rotationssymmetrisk
om z-aksen, kan vi bruge cylinderkoordinater (7, z) og finder da

(2.146)

1 q —4
¢(r,2) = dmeg (\/(z—a)2+'r'2 * \/(z+a)2+r2> ‘

Dette potential er en superposition af potentialer som tilfredsstiller Lapla-
celigningen og ma derfor ogsd selv ggre det. Yderligere er potentialet, som
man let ser af 2.146, konstant (= 0) i hele (z,y)-planen. Vender vi tilbage til
det oprindelige problem i fig. 2.21a) og ser pa halvrummet z > 0, s gelder
det her om potentialet 2.146 at, i) det er en lgsning til Laplaceligningen, ii)
det opfylder randbetingelsen ¢ = 0 pa den ledende plan, iii) det gar mod
nul for store afstande. Men da ma ifglge entydighedsseetningen potentialet
2.146 veere den spgte lgsning til vores problem.
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Man kan gd videre og beregne feltstyrken i rummet. Feltliniebilledet
bliver som den ene halvdel af fig. 2.5a. Endvidere kan man beregne ladning-
steetheden pa den ledende plan, som bliver

a
o(r) = eE,l,_o = ~m. : (2.147)
Dette udtryk har, som man let efterviser, integralet —g¢ hen over planen.
Det er oplagt, at den samlede negative ladning pa den ledende plan ud-
gver en tiltreekning pa punktladningen ¢. Tiltraekningskraften er den kraft,
som q pavirkes af fra sin billedladning, altsd —g?/167epa?.<
Metoden, som blev anvendt ovenfor, bygger pa, at man finder en simpel
konfiguration af ladninger, der har en ekvipotentialfiade, som falder sammen
med lederen. Der er en razkke andre problemer, som kan lgses med samme

Figur 2.22: Punktladning i to forskellige ledende hjgrner og de ekvivalente konfigu-
rationer af billedladninger.

metode. Fig. 2.22 viser saledes en punktladning i et 90° og et 60° ledende
hjerne og den konfiguration af henholdvis 4 og 6 ladninger, som giver det
ekvivalente felt.

> Punktladning over for ledende kugle: Uden bevis skal vi anfgre, at ogsa
en punktladning over for en jordforbundet ledende kugle kan behandles med
billedmetoden. Er punktladningen q anbragti afstanden d fra centrum af den
ledende kugle med radius a, skal billedladningen have stgrrelsen ¢’ = —agq/d
og anbringes mellem q og centrum i afstanden b = a?/d fra dette.«

> Linieladninger og ledende cylindre: Billedmetoden kan ogsd anvendes pa
visse problemer med linieladninger og ledende cylindre. Vi skal her se pa et
eksempel, som er af betydelig praktisk interesse (kabler).

Vi har tidligere i 2.61 fundet et udtryk for feltstyrken omkring en linie-
ladning med ladningstaethed A. Dette udtryk kan vi nu integrere, jvf. 2.35,
for at finde potentialet. Da dette bliver logaritmisk divergent i det uendelig
fjerne, giver vi arbitreert potentialet 0 til et referencepunkt i afstanden b fra
linien og finder

Al A bdr A b
E’ — —_ = —_— = 1 -. 2.14
(T) 2Teq T = ('D(T) 2meg Jr T 2meg n r ( 8)

Et mere interessant tilfeelde er to parallele linieladninger + X med afstand 2d
(fig. 2.23). Potentialet bliver her differensen af to potentialer af typen 2.148.

Billedmetodens
grundlag

Kugle og
punktladning

En og to
lange ledere
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Figur 2.23: To parallele linieladninger. Potentialfladerne er cirkulere cylindre om-
kring hver linieladning. Enhver cylinder kan erstattes af en cylindrisk leder.

Vi veelger potentialet 0 for b = d for begge linieladninger og finder

A A T2
= - 1 = —. .
o(r) 27r60[ In7y +Inry) e In - (2.149)

Vi bemsarker, at potentialet bliver konstant = 0 pa planen midt mellem
lederne, idet det her geelder, at ry = 7, saledes, at In(ra/r1) = 0. Erstattes
planen med en isoleret ledende flade, vil denne antage potentialet 0, og
intet vil @ndres. Linieladningen —X er saledes det elektrostatiske billede af
linieladningen +X over for en ledende plan.

Ekvipotentialfladerne er bestemt af r5/r; = p, hvor p er en konstant. For
midterplanen er p = 1 og i halvrummet til hgjre for denne geelder 1 < p < oo.
Ekvipotentialfladerne er cylindre, som skarer zy-planen i cirkler. Dette
fglger umiddelbart af, at det geometriske sted for de punkter, hvis afstande
til to faste punkter har et givet forhold, er en cirkel. Vi kan eftervise dette ved
regning i koordinater: Vi legger nulpunktet for et zy-system i den positive
linieladning og har da

r? =22 4y%, ri=(z+2d)?+9° (2.150)
Af disse udtryk fglger ved indsetning i v = p%r?, at
2d \? ,  4p*d?
- = 2.151
(z p2—1> ey (2.150)

som ses at fremstille en ret cylinder med centrum (zo, yo) og radius R bestemt
ved 2d 2d
(20, %) = (;,Et?o) , R= p—z—_ﬂi. (2.152)
Enhver af de cylindriske ekvipotentialflader kan erstattes med en tynd
leder, som vil antage ekvipotentialfladens potential, men hvor alt igvrigt er
wendret. Erstatter vi en potentialflade om hver linieladning med ledende
cylindre, som kan vare tynde eller massive, vil potentialet i ethvert punkt
uden for cylindrene vaere uzndret. Man er dermed i stand til at lgse mange
forskellige problemer vedrgrende ledende cylindre, planer og linieladninger,
men vi skal ikke her komme nzrmere ind derpa.<
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2.10 Capacitans

Lad os betragte et antal ladede ledere, som er anbragt i nzrheden af hinan-
den. Som det fremgar af de forrige afsnit, er det i almindelighed en meget
vanskelig opgave at beregne den ladningsfordeling, som derved induceres pa
lederne og det potential, der findes i rummet omkring dem.

I mange tilflde er man imidlertid ikke interesseret i et detailleret kend-
skab til det elektriske felt og til ladningsfordelingerne, men kun i sammen-
haengen mellem potentialerne af de enkelte ledere og deres totale ladninger.
Det er denne sammenhzng, vi skal undersgge i dette afsnit.

2.10.1 Kondensatorer

[ praksis er der stgrst interesse for konfigurationer med kun to ledere, som
gives lige store, men modsatte ladninger +@Q. Dette er ikke si sveert at
realisere, som man maske kunne tro: Forbindes den ene leder til jord og
gives den anden en spanding, bliver ladningerne lige store helt af sig selv.
Et sddant system af to ledere kaldes en capacitor i nyere terminologi og en
kondensator i xldre. Vi skal anvende begge betegnelser i fleng.

Vi tznker os de to ledere nzr hinanden og fjernt fra andre ledere og
ladninger. Der vil veere en vis potentialforskel V = ©1 — @2 mellem le-
derne. Forgges ladningen til AQ bliver potentialforskellen A\V. Potentialet
A vil jo ogsa veere lgsning til Laplaceligningen og vil pa lederfladerne give
ladningstatheder proportionale med — V. Ladningstethederne og dermed
ladningerne gges derfor ogsa med en faktor ), og randbetingelsen er opfyldt.

Denne proportionalitet mellem ladning og potential udtrykkes ved

hvor stgrrelsen C er en konstant, som kaldes systemets capacitans. Capaci-
tans males i CV™! der kaldes farad, F, efter Michael Faraday.

Vi har allerede i afsnit 2.9.2 diskuteret potentialerne i tre praktisk vig-
tige kondensatorer. Vi skal nu udlede udtryk for capacitansen af de samme
tre kondensatorer. Efter 2.153 kraever dette, at vi for hver kondensatortype
beregner sammenhgrende vaerdier af kondensatorens ladning @ og potential-
forskellen V over den. Denne type beregning forekommer ofte i elektrostati-
ken, og vi skal derfor her gennemfgre den helt fra bunden af med udnyttelse
af Gauss’ lov.

(2.153)

Gauss- Gauss-
dase 118 cylinder .~
S e A
o LE_ _
v ] _Q
a)

Figur 2.24: a) Pladekondensator. b) Cylinderkondensator. c¢) Kuglekondensator.
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> Capacitans af pladekondensator: Vi kan se bort fra de afvigende feltfor-
hold nzer pladekanterne, hvis pladeafstanden er lille i forhold til pladernes
udstraekning. Ladningerne +@Q fordeler sig da jeevnt pa pladernes indad-
vendte sider, sidan at feltet E bliver homogent og af symmetrigrunde vin-
kelret pa pladerne. Vi lzegger en Gauss-dase med toppen i den gverste plade
med potentialet V og bunden i plademellemrummet. Har dasen arealet S,
giver Gauss’ lov ES = 0S5/¢o hvoraf fladeladningsteetheden ¢ = ¢ E. Er
pladearealet A, har vi Q = 0A = egEA. Med pladeafstanden a er E = V/a
sadan, at Q = ¢gAV/a. Efter 2.153 har vi da for pladekondensatoren

c=221 4 (2.154)

> Capacitans af cylinderkondensator: Vi ser igen bort fra feltafvigelserne
neer enderne. Af symmetrigrunde ma feltet da overalt veere radialt. Lad
inderlederens radius vaere a og dens potential V og yderlederens inderradius b
og dens potential 0. Kondensatorens leengde er L. Som Gauss-flade anvender
vi en coaxial cylinderflade med leengde L og radius r, hvor a < 7 < b. Gauss’
lov giver da 2rrLE(r) = Q/¢o, hvoraf feltstyrken i mellemrummet E(r) =
@/2megLr. Inderlederens potentia.l er efter 2.35 fastlagt ved integralet

b b dr b
= [ E = 2.1
v /a (r)dr = 27l'€0L / 27reoL areL (2.155)

Efter 2.153 har vi da for cylinderkondensatoren (eller et coaXJalkabel)

27|'€0L
In(b/a)’

> Capacitans af kuglekondensator: Da den ene kugle helt omslutter den an-
den, er der her ingen randproblemer, og feltet er af symmetrigrunde overalt
radialt. Lad inderkuglens radius veere a og dens potential V og yderkug-
lens inderradius b og dens potential 0. Som Gauss-flade anvender vi en
koncentrisk kugleflade med radius r, hvor a < r < b. Gauss’ lov giver da
47r2E(r) = Q/eo, hvoraf feltstyrken i mellemrummet E(r) = Q /4meor?.
Inderlederens potential er efter 2.35 fastlagt ved integralet

b dr Q 1 1
— = — - =] 2.157
V= / 47reo a T2 dmeg (a b) (2.157)

Efter 2.153 har vi da for kuglekondensatoren

C =

< (2.156)

ab

(2.158)

C = 47reob

Bliver den yderste kugle meget stor, altsa b — oo, bliver capacitansen

(2159

der kan betragtes som capacitansen af en frit ophangt kugle. Denne er altsd
proportional med kuglens radius.<

Tabel 2.2 sammenfatter de her udledte og andre udtryk for capacitans for
tilfeelde, der ofte mgdes i praksis.
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I elektriske diagrammer angives kondensatorer ved signaturen . De for-
bindes ofte flere sammen i parallel eller serie, se fig. 2.25.

Cy
| 1
t

C,

C T e

Q
3
&
9

+Qn _Qn

Figur 2.25: Capacitanser i parallel og i serie.

I parallelforbindelse er der samme potentialforskel V' over alle konden-
satorer Cy,Ca,...,Cp, som fir ladninger @; = C1V, Q2 = CaV,..., @Qn =
C,V. Den totale ladning Q pa kondensatorerne er da bestemt ved

Q=0Q1+Q2+ - +Qn=(C1+Ca+ -+ Cp)V =CV. (2.160)

Den samlede capacitans C af n parallelforbundne capacitanser bliver altsa

[C=C1+Cat +Cal] (2.161)

I serieforbindelse kraever bevarelse af ladning, at alle kondensatorerne
fir samme ladning Q. Spzndingen over de enkelte kondensatorer bliver da
Vi=Q/C,Va=Q/Ca,...,Vo = Q/Crn. Den samlede spaending V over alle
kondensatorerne er da bestemt ved

11 1 0
VeVitVot o dVoz=[—t =4 +—]Q==. 2.162
1+ Vat- 4 (Cl+02+ +Cn>Q c (2.162)

Den samlede capacitans C af n serieforbundne capacitanser bliver altsa

1 1 1 1
= b b = 2.163
c=eteTtE (2.163)

For to serieforbundne kondensatorer benytter man med fordel udtrykket

C.1C,

C = .
Ci+Cs

(2.164)

2.10.2 Capacitanskoefficienter og potentialkoefficienter

Betragtningerne over sammenhzngen mellem ladninger og potentialer kan
udvides til at omfatte mere end to ledere. Lad 1,2,...,n vere oprindeligt
uladede ledere anbragt i vacuum og i faste positioner. Giver vi den fgrste
leder en ladning @, mens alle de andre forbliver uladede, vil der i rummet
opsta et potentialfelt ¢;(r). Pa hver lederoverflade er dette felt konstant, og
ladningstzetheden i ethvert punkt af en lederflade bestemmes ved

o= —Vipi(r). (2.165)

Capacitanser
i parallel

Capacitanser
1 serie

Mere end to
ledere
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Integrerer vi 2.165 over den farste leders overflade, fir vi Q;, mens integiziet
over alle andre ledere vil veaere nul. Tilsvarende vil en ladning Q; pa den i'te
leder alene give et potentialfelt ;(r), der bestemmer en overfladeladnings-
teethed pa samtlige ledere. Leder ¢ fir ladningen Q; og alle andre ledere
ladningen nul. P4 den mdade har vi til en raekke ladninger pa de respektive
ledere

Q17 Qza"'an (2166)

tilordnet en raekke potentialfelter i rummet:

01,92y« -3 Pr (2.167)

Vi skal nu bevise fglgende superpositionsprincip: Giver vi samtidigt le-
derne 1,2,...,nladningerne @y, @2, ..., Qn, da vil potentialet overalt i rum-
met veere bestemt ved

p(r) = 1(r) + pa(r) + - - - + n(r). (2.168)

Men dette er jo en simpel fglge af, at ¢(r) opfylder betingelserne

i) V2 = 0 i alle punkter af rummet bortset fra ledernes overflader.
ii) @ er konstant pa lederoverfladerne, og ladningen pa den i-te leder er

—60%V(p- da = Q.

iii) For r — oo vil ¢ — 0 mindst som 1/r.

Ifglge den tidligere omtalte entydighed af potentialet, hvis alle ladninger
er specificeret, vil p(r) veere potentialfunktionen, nir ledernes ladninger er
givet ved 2.166.

Vi giver nu leder j ladningen 1, mens alle andre ledere holdes uladede.
Den 2’te leder far herved et potential, som vi skal kalde pi; Giver vi j lad-
ningen g; vil ¢ fd potentialet p;;q;. Efter superpositionsprincipet 2.168 vil
en samtidig anbringelse af ladningerne ¢i, ¢, -, ¢, pa de respektive ledere
give lederne potentialer, som er bestemt ved det linesere ligningssystem

Y1 = Pug1 + P22+ -+ Pingn
Y2 = Paq1+ P2292+ -+ Pangn
. (2.169)

Pn1dh + DPn2q2 + -+ Pnndn

©n

Figur 2.26: Ladningen pa hver en-
kelt leder vil pavirke potentialerne af
samtlige ledere. Dette problem kan

behandles ved en udvidelse af capaci-
tansbegrebet.
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der kort kan skrives

Pi =) Piig;- (2.170)
J=1

Kofficienterne p;; kaldes potentialkoefficienter. De er udelukkende bestemt af
systemets geometriske forhold og afhaenger ikke af ladninger eller potentialer.
Vi skal senere vise, at matricen p;; er symmetrisk.

Lgses ligningssystemet 2.169 med hensyn til ladningerne , far vi et nyt‘

lineeert ligningssystem

@1 = cuprtcapat -+ Cingn
g2 = €211+ Ca2ip2 + -+ Conp
. mn (2.171)
Gn = Cnip1 t Cn2tp2 + -+ Canpn
eller
n
%= cijp;. (2.172)
=1

Dette er en linezr relation mellem ladning og potential pa samme made, som
2.153 er det. Koefficienterne c;; kaldes fglgelig for capacitanskoefficienter,
mens koefficienterne ¢;; kaldes influenskoefficienter. Ogsd matricen ¢;; er
symmetrisk. Capacitanskoefficienterne er alle positive, altsa c;; > 0, mens
influenskoefficienterne er negative eller nul, altsa ¢;; < 0.

I praksis vil man ofte gnske at s@tte ladningerne i relation til de po-
tentialforskelle V;; = ¢; — ¢;, som findes mellem lederne, og til ledernes
potentialforskelle Vi = ¢; — wo = ¢ til jord. Jordpotentialet ¢g = 0 er
her angivet ved index 0. Vi omformer derfor 2.172 til direkte at indeholde
potentialforskellene. For den i-te leder gzelder eksempelvis:

& = ciaprtciaprt T Cingn
= —ci(pi — 1) — cia(pi = p2) =+ - = cin(Wi — ¥n) (2.173)
+(ci1 + iz + - - + Cin )i
Dette udtryk kan skrives som

n

= lei—e5). (2.174)

3=0

Her har vi (bemaerk de store C-er) indfgrt de indbyrdes delcapacitanser
C;ij (7 # i) og delcapacitanserne til jord Cjo = C;; bestemt ved

Cij=—cij (7 #1) og Cio=)_cij. (2.175)

Jj=1
Det gelder, at C;; = Cj; og, at Cyp > 0. Vi kan anvende disse begreber pa
nogle eksempler:

> Kun én leder (1): Her optraeder kun delcapacitansen Cjg til jord, og 2.174
giver, med o = 0
@1 = Crop1. (2.176)

Capacitans-
koefficienter
defineret

Del-

capacitanser

Capacitans af
enkelt leder
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Dette er i overensstemmelse med vores hidtidige opfattelse af capacitans,
jvf. 2.153, idet jord opfattes som den anden leder. Sammenlign ogsa med
capacitansen 2.159 af en ensom kugle.«

> To ledere (1 og 2) med modsatte ladninger +@Q: Her giver 2.174

Q@ = Ciopr + Cra(p1 — ¥2)
-Q = Ci(p2— ¢1) + Caop2, (2.177)
idet C13 = Ca1. Ved addition fas for potentialerne
_ ¥1 C3o
Ciop1 + Coop2=0 = — =-=—. (2.178)
2 C1o

Af den fprste ligning i 2.177 kan vi finde forholdet mellem ladningen og
potentialforskellen for de to ledere. Dette forhold er det naturligt at opfatte
som systemets capacitans C:

Qo Co— 4 Cu, (2.179)
1 — P2 p1— P2

C =

som med udnyttelse af 2.178 kan skrives

1
1/C10+1/Ca0’

Capacitansen af de to ledere er altsd kun Cj;, hvis deres delcapacitanser
over for jord er sma i sammenligning med C;2.<

> To ledere (1 og 2), hvoraf en er jordforbundet: I dette tilfzelde giver 2.177
med ¢, = 0:

C = Clg + (2180)

C”-‘: g; =Clo+C12. (2.181)

Formlerne 2.180 og 2.181 er lette at huske, hvis vi tzenker pa formlerne 2.161
og 2.163 for sammens=tning af capacitanser. Indtegner vi nemlig (se fig.

Ciz Ci2
| e

Cio Z22 IIIT Cho R

Figur 2.27: a) I en kondensator vil der normalt veere delcapacitans til jord for
begge ledere. b) Er den ene leder jordforbundet, indgdr kun den anden leders
delcapacitans.

2.27) delcapacitanserne til jord, er der i tilfzelde a) en serieforbindelse af Co
og Cjo i parallel med Cj;, mens der i tilfelde b) er en parallelforbindelse
mellem Cyo og C12.<
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Tabel 2.2: Capacitans

Enkelt legeme langt fra jord:

1) Kugle med radius a:
C = 4mea.

2) Flad omdrejningsellipsoide med halvakser a og ¢, a > ¢:

_ 47e(a? — c"’)l/2
"~ arctg(a?/c? — 1)1/7’

3) Lang omdrejningsellipsoide med halvakser a og 4, a > &

_ 4me(a® — b?)1/2
" arctgh (1 — a2/b2)1/2°

4) To kugler med radius a i kontakt:

C = 87mealn2.

5) Cirkuler cylinder med radius a og leengde 2b:

p)\ 076
1+ 0.869 (—) J .
a

6) Flad cirkuler skive med radius a:

C = 8ea

C = 8ea.

7) Kubus med side a:
C = 8.225¢a.

To legemer med lige store modsatte ladninger fjernt fra alt:

8) To ens kugler med radius a og centerafstand D:

oo
C = 2weasinh 8 Z[cosech (2n — 1)B + cosech 2nf],

n=1
hvor cosh3 = D/2a.

9) To ens planparallele og coaxiale cirkulare plader med tykkelse ¢, radius
r og afstar: - mellem de mod hi::anden vendte flader:
rr? 167

—7r+rln

ar
C=¢;—
‘14 d

u+u@+u%mu+wq.

To legemer hvor det ene omslutter det andet:

10) Koncentriske kugler med radius a og b, a < b:

ab

cC=14
reb_a

11) Kugler med radier a og b og centerafstand ¢:

C = 4weabsinha Z[b sinhna + asinh (n — 1)a]™1,

n=0

hvor cosha = (a? + b2 — ¢?)/2ab
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12) Lille kugle med radius a midt mellem ledende planer med afstand 2d:

1 1 -t
C =4 - -1 .
7re<a an)

Capacitans per lengde af uendelig lange ledere:

13) Coaxiale cirkulere cylindre med radier a og b, a < b:

c, = 2.
In—
a
14) To cirkulere cylindre med radier a og b og centerafstand c (cylindrene
kan ligge bdde externt og internt):

2me
|7 —aZ—b?|
2ab

Ce =
arcosh

15) Cylinder med radius a og centrum i afstanden c fra en ledende plan:

2
c, = TE

—_—
arcosh —
a

Kilde: American Institute of Physics Handbook (1972).



Kapitel 3

Dielektrika

Navnet dielektrikum, flertal dielektrika, stammer fra latin og betyder en ad-
skiller af elektricitet. I praksis anvendes betegnelsen om en isolator der, som
tidligere omtalt, ideelt set, er et materiale, uden frie elektroner.

Der er intet elektrisk felt inde i en leder, fordi de frie elektroner arrangerer
sig saidan pa lederens overflade, at feltet overalt i dens indre bliver nul.
Sidan er det ikke i et dielektrikum, hvor der meget vel kan eksistere indre
felter. Disse felter er imidlertid reducerede i forhold til situationen uden
dielektrikum. Denne effekt skyldes elektronerne i dielektrikets molekyler.
Selv om disse elektroner ikke frit kan vandre rundt i materialet, forskydes
de dog en smule fra deres uforstyrrede positioner under indvirkning af feltet.
Den andring, som derved opstar i ladningsfordelingen i de enkelte molekyler,
kan addere op til en betydelig reduktion af feltet i dielektrikets indre.

I dette afsnit skal vi, udfra meget forenklede forestillinger om elektronsy-
stemets egenskaber, nd frem til en makroskopisk teori for de elektrostatiske
felter, nar der er dielektrika tilstede.

3.1 Polarisation

Et dielektrikum er opbygget af molekyler, som igen er opbygget af atomer
med positive kerner og en sky af negative elektroner. I et ydre felt skubbes
de positive partikler i feltretningen. De negative trackkes modsat feltretnin-
gen, men lgsriv: - normalt ikke. So- helhed er molekylet elektrisk neutralt
og pavirkes ikke  nogen ydre elek: :k kraft. Tyngdepunktet flyttes derfor
ikke, og de tunge atomkerner forskydes kun lidt, de lette elektroner vaesent-
ligt mere. De kreefter, som binder partikierne i molekylet sammen, kan med
tilnermelse opfattes som elastiske og sgger at bringe elektronerne tilbage.
Resultatet af kreefternes spil bliver en ny ligeveegt med elektronskyen for-
skudt en smule fra sin oprindelige position. Der sker altsa i molekylet en
delvis separation af positive og negative ladninger, som vist pa figur 3.1.
Derved fir molekylet et elektrisk dipolmoment. Man siger, at det er blevet
polariseret. Det skal navnes, at et materiale ogsd kan polariseres, hvis dets
molekyler i sig selv har et dipolmoment, som normalt er tilfeeldigt orienteret,
men som, modvirket af molekylernes termiske bevaegelser, mere eller mindre
kan ensrettes af et ydre felt. Sidanne molekyler kaldes polare.
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Med henvisning til figuren 3.1 er det ikke vanskeligt at forsts, at polari-
sationen af materialets molekyler vil pavirke det ydre felt. P& materialets
overflade vil der jo opstd ukompenserede ladninger, idet molekylerne stik-
ker den positive ladning frem i feltets retning og den negative imod feltets
retning. Dette giver en regulaer makroskopisk overfladeladning, som inde i

- F e m - - - - - - e - -

OO OO
OO0 O OO
‘IEGG@G@GE
OO0 O

Y coocoool,

Figur 3.1: a) Under indflydelse af et ydre elektrisk felt vil de enkelte molekyler i et
dielektrikum polariseres sdledes, at de far et elektrisk dipolmoment. b) Et stykke
af et polariseret dielektrisk materiale vil selv fi et dipolmoment pa grund af de
ukompenserede ladninger pa overfladen.

dielektriket skaber et felt modsat rettet af det ydre felt, som altsa svaekkes.
Vi skal siden vise, at hvis feltet i dielektriket er inhomogent, s3 vil der des-
uden opsta makroskopiske volumenladninger, som ogsd sendrer det patrykte
ydre felt.

Under indflydelse af det elektriske felt polariseres hvert enkelt molekyle.
Den totale elektriske feltstyrke er sammensat af det kendte patrykte ydre
felt Eo og feltstyrken E,, fra molekylerne. Vi kan beregne E,, , hvis vi
kender dipolmomentet p,, af det enkelte molekyle, men dette forudssetter
jo kendskab til E,,. Det er denne lgften sig selv ved haret situation vi i det
fglgende afsnit skal leere at handtere. Som en forelgbig antagelse vil vi ga ud
fra, at p,, er kendt.

Betragter vi et lille volumen Av’ af et polariseret dielektrikum, har det,
blandt andet pa grund af overfladeladningerne, et elektrisk dipolmoment
Ap. Generelt er dette dipolmoment vektorsummen af momenterne af alle

de molekylzre dipoler:
Ap = Z P, (3.1)

Av!

hvor summen udstrakkes over de molekyler, der befinder sig inden for Av'.

I det fglgende skal vi betragte det polariserede materiale som en kilde
til feltet. I overensstemmelse med vores konvention med maerkning af kilde-
punkter skal vi, til beskrivelse af materialets polarisationstilstand i punktet
r', indfgre en vektor P(r'), som er dipolmomentet per volumen pa dette sted:

Ap

P(I") = M

(3.2)

Vektoren P angiver en dipolmoment-tethed og kaldes den elektriske polari-
sation. Den har dimensionen Cm™?
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3.2 Makroskopisk teori for dielektrika

Vi betragter nu et afgreenset stykke polariseret dielektrikum uden nettolad-
ning. Dielektriket er polariseret ved et ydre felt, som eksempelvis stammer
fra ladningsfordelinger pa passende ledere i narheden. Dem ser vi i gje-

Figur 3.2: Ved beregning af det elek-
triske felt i og om et dielektrikum
er det vigtigt at skelne mellem kilde-

punkt og malepunkt.

blikket bort fra. Vi sgger saledes kun det bidrag til potentialet uden for
dielektriket, som stammer fra polarisationen. Dette bidrag kan beregnes ved
hjzelp af dipolpotentialet 2.76.

Her ma vi fgrst notere, at udtrykket 2.76 gzelder under forudseetning af,
at dipolen ligger i nulpunktet. I den situation vi nu betragter, se fig. 3.2, kan
dipolen veere placeret overalt i dielektriket, og det er vigtigt ngje at angive
kildepunkter og malepunkter . Bidraget til potentialet fra den infinitisimale
dipol Ap = P(r')Av’ skriver vi derfor efter 2.76 udfsrligt pd formen

1 P(r')-(r—1') Av’.

Ap(r) 3 (3.3)

~ are [r —r/

Det samlede potential i punktet r er integralet af bidragene fra alle dele af
dielektrikets volumen V', altsa

1 P(r')-(r — ') dv’
/V P (3.4)

r)=—
o(r) = tren
Dette udtryk angiver fysisk en superposition af dipolpotentialer i malepunk-
tet Vikanimidlertid give udtrykket en anden fortolkning, hvis det omformes
ve . ielp af veitorrelationerne i appendix A.
siertil bemaerker vi fgrst, at der efter A.40 gzlder

1 r—r'
' =+ 13, (3.5)

lr—r’l |r—r’

hvor der afledes efter de maerkede koordinater. Integranden i 3.4 kan derfor

skrives
r—r , 1

-P.V (3.6)

e — ¢/ e —r|

Dette udtryk kan omskrives yderligere ved brug af tabel A2:7 pa formen

F-Vip=V'(¢F) - oV'-F, (3.7)

Potentialet
uden for
dielektriket

Dipolpoten-
tialet udfgrligt

Sum af dipol-
potentialer
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hvor vi satter ¢ = 1/|r — r'| og F = P. Integranden bliver da

. !
M_ r. P 1 Vv'.P. (3.8)

e—e® O r—r] e

Hermed bliver det endelige udtryk for potentialet 3.4

o(r) 1}{P-nda'+ 1 /“/(—V’-P)d'v’. (3.9)

= dreo Js [r—r/|  4we [r — r/|

Vi har her brugt divergensteoremet til at omforme volumenintegralet af V'-
(P/|r — r'|) til et integral over dielektrikets overflade S med den udad rettede
normal n.

Det er nu lykkedes at omskrive et enkelt volumenintegral 3.4 til en sum
3.9, som omfatter bade et overfladeintetegral og et volumenintegral. Det ser
ikke ud som en forenkling og kan synes at vare et slgjt resultat af anstren-
gelserne. Sagen er dog, at udtrykket 3.9 direkte kan fortolkes fysisk. Ved
sammenligning med 2.33 ser man nemlig, at det helt svarer til potentialet
fra en overfladeladningstathed P - n og en volumenladningstethed — V' - P.
Disse skalare stgrrelser bestemmes af polarisationen P(r’) og ses let at have
de rigtige dimensioner Cm™2 og Cm™3.

Man kan understrege ladningsaspektet ved at indfgre betegnelserne

op=P-n, pp=-V'.P. (3.10)

Sterrelserne op og pp kaldes polarisations-ladningstetheder. Vi kan umid-
delbart forbinde op med de ukompenserede ladninger pa figur 3.1. Det
forekommer ogsa plausibelt, at der ved inhomogen polarisation kan optraede
en volumenladningstaethed pp.

Polarisationsladningerne er reelle fysiske ladninger. De adskiller sig fra
de frie ladninger pa en leder ved at vaere knyttet til bestemte molekyler.
Polarisationsladninger omtales derfor ofte som bundne ladninger. En isolator
kan dog godt, udover polarisationsladning, have en ‘fri’ nettoladning, som
ikke er sarlig bevaegelig.

Den totale polarisationsladning @ p af et dielektrikum er nul. Dette er
selvindlysende ud fra det molekylere billede, men fglger ogsa af

Qp:f;P-nda'—/“/V"Pd'v', (3.11)

idet volumenintegralet med divergensteoremet omskrives til et overfladein-
tegral, som netop kancellerer det forste.

Det samlede potential i punktet r uden for dielektriket er summen af bi-
dragene fra polarisationsladningerne op(r’) og pp(r’') og bidragene fra kendte
ydre ladningsfordelinger o(r’) og p(r’) (idet vi overser, at det kan vare et
problem, hvorfra disse er ‘kendte’). Vi finder altsa

1 ot+op ., 1 / pt+pp
= d dv’. 3.12
e(r) 4meg %s Ir —r'| @t 4meg Jv |r — 1’| Y (3.12)

Overfladeintegralet kan her ga over alle flader og volumenintegralet over hele
rummet. Der kommer jo intet bidrag, hvor ladningstzethederne er nul.
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Tilsvarende kan vi beregne den samlede feltstyrke i r i analogi med 2.17:

E(r) = — fs(wrap)(rl; ) da’+47rleofv(p+p”)(r_rl) dv'. (3.13)

 4me r — o' e — v

Udtrykkene 3.12 for ¢ og 3.13 for 'E har indtil nu kun veeret gyldige i
punkter uden for dielektriket. Sgger vi feltet inde i dielektriket, kommer vi i
vanskeligheder. P4 grund af stoffets molekylzaere struktur vil feltet veere vold-
somt fluktuerende, hgjt i nerheden af atomkernerne, lavt ude i atomernes
elektronskyer. For elektrostatik i makroskopisk skala har disse fluktuationer
ingen interesse, og vi definerer derfor feltstyrken E, inde i dielektriket som
en middelverd: taget over makroskopiske dimensioner.

For at omsztte denne definition til praksis, hefter vi os ved, at det sta-
tiske elektriske felt i dielektriket m& veere konservativt, som det var det i
vacuum. Dette udtrykkes ved, at cirkulationen af E er nul

fE .df =0, (3.14)

Vi forestiller os nu et homogent polariseret, isotropt dielektrikum. I et
sddant, se afsnit 3.4, er feltstyrken E4 parallel med polarisationen. I die-
lektriket udskeerer vi et langt, tyndt rer i polarisationens retning (fig. 3.3).
Et punkt inde i rgret ligger uden for dielektriket, og feltstyrken E, (v for

Figur 3.3: Det elektriske feltstyrke
inde i et polariseret isotropt dielektri-
kum er identisk med feltstyrken inde

i et tyndt rgr udskaret i polarisatio-
nens retning.

vacuum) i punktet kan fglgelig beregnes af 3.13. Hvis rgret er langt, kan vi se
bort fra polarisationsladningerne pa endefladerne, og E, bliver overalt den
samme og pa grund af symmetrien om rgrets akse parallel med denne. Vi
udnytter nu cirkulationsbetingelsen 3.14 pa den i fig. 3.3 viste rektangulaere
vej, hvis langsider er +£ og hvor kortsiderne ikke bidrager til cirkulationen.
Ude i dielektriket fluktuerer feltstyrken som sagt voldsomt, men bidrager i
middel til cirkulationen med E, - £. For hele cirkulationen finder vi

Ey-£-E, £=(E;—-E,) £=0, (3.15)
som, da £ || E er ensbetydende med, at
Eg = E,. (3.16)

Hermed har vi vist, at middelfeltstyrken i materialet er identisk med den
feltstyrke, vi ville beregne med 3.13, og som vi derfor kan anse for at vare
gyldig bade uden for og inden i et dielektrikum.

Den samlede
feltstyrke

Feltet inde 1
dielektriket

Feltet stadig
konservativt

Middelfeltet

mdles 1 et
tyndt ror

Beregning af
middelfeltet
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3.3 Gauss lov 1 et dielektrikum

Som allerede navnt er det en vanskelighed ved formalismen i forrige afsnit,
at beregning af det elektriske felt ved 3.12 eller 3.13 forudsetter, at pola-
risationen P(r’) er kendt. Dette er normalt ikke tilfaeldet, da polarisationen
afhzenger af det samlede elektriske felt, altsd inklusive feltet fra dielektriket,
som vi netop behgver for at beregne P osv. Vi skal i dette afsnit anvise en .
metode til at komme uden om dette problem.

Hertil vender vi tilbage til Gauss’ lov 2.45, som anvendt i vacuum og ps
ledere gav veerdifulde oplysninger om den elektriske feltstyrke. Vi kan ogsa

b)

Figur 3.4: a) I et dielektrikum er der indesluttet ledere, som hver berer fri ladning.
En Gaussflade S er lagt helt uden for dielektriket. b) Samme situation, men med
Gaussfladen lagt helt inden for dielektriket.

anvende Gauss’ lov, nar der er dielektrika tilstede, hvis blot vi medregner
polarisationsladningerne i den totale ladning inden for en Gaussflade.

Vi betragter fgrst situationen vist i fig. 3.4, hvor der i et dielektrikum er
indesluttet frie ladninger ¢y, gz, . . ., som vi kan antage sidder pa overfladerne
S1, S2,... af visse ledere. Vi legger nu en Gaussflade S, se fig. 3.4a, som
helt omgiver dielektriket. Lad Q = ¢q; + g3 + ... vaere den totale indesluttede
frie ladning og Qp tilsvarende polarisationsladningen. Gauss’ lov giver da

fSE.dazwﬁzg, (3.17)

€0 (0]

idet den samlede polarisationsladning Qp pa dielektriket efter 3.11 er nul.
Det kan godt teenkes, at dielektriket har pavirket feltstyrken i rummet, men
det er sket pa en sadan made, at overfladeintegralet i 3.17 bliver, som det
ville veere uden dielektrikum tilstede.

Det er anderledes i situationen fig. 3.4b, hvor Gaussfladen ligger inde i
dielektriket, men hvor alt ellers er som fgr. Vi finder igen

fSE-da:Q“L—QP, (3.18)

(0]

men nu kreaever det en sarlig overvejelse at bestemme polarisationsladningen.
Vi kan uden skade undlade at marke kildepunkterne og 3.11 giver:

QP:}.{ P-nda—/ V .Pdv. (3.19)
S1+S2+... v
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Gaussfladen S er en matematisk flade. Der er saledes ikke nogen fysisk over-
flade med polarisationsladning ved S, som derfor ikke bidrager til integralet
over overfladeladningstathederne.

Volumenintegralet i 3.19 gar over dielektriket inden for Gaussfladen. Vi
kan vi rent matematisk transformere til et overfladeintegral af P - n over de
flader som begranser V. Dvs. S;, S2,... 09 S. Det er oplagt, at integralerne
over S1, Sz, ... vil kancellere de tilsvarende i det fgrste integral. Men tilbage
bliver integralet over S saledes, at

Qp:-]ép-nda. (3.20)

S

Indfgres denne polarisationsladning i 3.18, finder vi efter rearrangement
j[(eoE+P).nda:Q. (3.21)
S

Vektoren ¢ E + P i integranden er en betydningsfuld ny feltvektor, som
kaldes den elektriske flurtethed og betegnes med symbolet D. Altsa

|D =E +P.| (3.22)

Enheden for elektrisk fluxteethed D er den samme som enheden for polari-
sation P, altsd Cm™2. Ligningen 3.21 kan nu skrives

}4 D.da=Q, (3.23)
S

som er den endelige formulering af Gauss’ lov pa integral form. Den er
generelt gyldig og altsa ikke begraenset til situationer som dem, der er vist
pa fig. 3.4

Man betegner strgmmen af D gennem en flade S som den elektriske fluz
med symbolet ¥, altsa

¥ = /SD-da. (3.24)

Udtrykt i ord siger Gauss’ lov da, at den samlede elektriske fluz gennem en
lukket flade, er lig den frie ladning, som er indesluttet af fladen.
Betragter vi en rumladningstaethed p(r) kan Gauss’ lov skrives

jéD-da:/vp(r)dv. (3.25)

I lighed med den omskrivning vi foretog i afsnit 2.5, kan vi heraf med diver-
gensteoremet udlede den differentielle form af Gauss’ lov:

V -D(r) = p(r), (3.26)

som er den 1. Maxwell ligning i sin endelige form.

Fordelen ved at indfgre vektoren D i Gauss’ lov 3.23, 3.25 eller 3.26, er
helt klart, at kun den frie ladning () eller den frie ladningstathed p optraeder
1 disse ligninger. Feltet D afhanger siledes kun af de frie ladninger, mens
E og P afhanger af bade frie ladninger og polarisationsladninger.

I praksis forekommer mange situationer, hvor fordelingerne af fri ladning
er kendt. Den elektriske fluxteethed D kan da ofte bestemmes ved brug af
ovenneevnte ligninger. Hvordan man derefter finder ogsa felterne E og P
fremgar af naste afsnit.

En ny felt-
vektor D

Gauss’ lov pa
endelig form
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3.4 Dielektriske materialer

Et dielektrikum polariseres, nar det udsaettes for et elektrisk felt. Hvormeget
og hvordan afhzenger af feltstyrken, men ogsa af det dielektriske materiales
egenskaber. Fundamentalt er det selviglgelig materialets opbygning og dets
molekyler, der bestemmer egenskaberne, men til makroskopiske formal er det
tilstreekkeligt at kende nogle fa relationer mellem feltstgrrelserne, sikaldte
materialeligninger, som kan bestemmes eksperimentelt.

Der findes stoffer, som kan bevare en elektrisk polarisation efter at det
ydre felt, som frembragte den, er fjernet. Et sidant stof kaldes et elektret
i analogi med en magnet. Men sadvanligvis forsvinder polarisationen, nar
det elektriske felt fjernes, idet der for mange stoffer er tale om en simpel
proportionalitet mellem P og E uanset retningen. Egenskaberne af sidanne
lineere, isotrope dielektrika kan vi udtrykke ved materialeligningen

@21

hvor den dimensionslgse konstant x kaldes den elektriske susceptibilitet. Lig-
ning 3.22 giver os da en materialeligning, som forbinder D og E:

D = ¢E + xe0E = €(1 + x)E. (3.28)

Denne overordentlig vigtige relation skrives oftest pd formen

(329

€= eo(l+ x) (3.30)

kaldes materialets permittivitet. Permittivitet har samme enhed som ¢,
altsd Fm~!. Af bekvemmelighedsgrunde anvender man hyppigt den relative
permittivitet €,, som er dimensionslgs og defineret ved

hvor konstanten

e,::f-:l—l—x, (3.31)
€0

der ogsa kaldes stoffets dielektricitetskonstant. Nar x og € her omtales som
konstanter menes, at de ikke athanger af E-feltets stgrrelse. Kun for de
allerhgjeste feltstyrker kan der optraede en slags matning sddan, at parame-
trene ma opfattes som funktioner x(E) eller ¢(E) af feltets storrelse. For
hgje feltstyrker, for gode isolatorer typisk omkring 107 Vm™?!, kan det ogsa
ske, at elektroner helt lgsrives fra molekylerne, og stoffet bliver ledende, hvil-
ket ytrer sig ved et elektrisk gennemslag. Desuden skal det understreges, at
de dielektriske parametre kan afhznge af temperatur og tryk. For hgjfre-
kvente elektriske svingninger kan de dielektriske parametere desuden variere
betydeligt med frekvensen, hvilket spiller en stor rolle for mange optiske fze-
nomener. Tabel 3.1 giver den relative permittivitet for nogle fa materialer.

I denne bog megder vi fortrinsvis isotrope, linezre dielektrika. Det skal
dog n=vnes, at der findes mange stoffer, fortrinsvis krystaller, hvis elektriske
egenskaber afhaenger af retningen, altsa anisotrope stoffer. For dem gzelder
der imidlertid ofte andre linezre sammenhzenge, idet

P = ¢xE, D =€E. (3.32)
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Her er x og € nu tensorer

X111 Xi2 Xi3 €11 €12 €13
X = 4¢ X21 X22 X23 ¢, €= €1 €3 €3 7. (3.33)

X31 X32 X33 €31 €32 €33

Disse tensorer, der kan vises at veere symmetriske, er forbundet ved ligningen

€=¢o(1+x) (3.34)

hvor 1 er enhedstensoren. Tensorerne x og € kaldes henholdsvis susceptibi-
litetstensoren og permittivitetstensoren.

Tabel 3.1: Relative permittiviteter

Materiale e, Materiale €
Gasser, 0°, 10° Pa: Plastic:
Luft 1.00059 Nylon 3.33
Carbondioxid 1.00099 Polyethylen 2.35
Methan 1.00094 Polyvinylchlorid 3.3
Teflon 2.2
Vaesker: Faste stoffer:
CClyq 2.4 Kvarts 4.3
Ethanol 24.3 Glas 4.7
Methanol 32.6 Porcelleen - 6-8
Vand, 20° 80.2 Calcium carbonat 6.2
Vand, 100° 55.7

Kilde: Handbook of Chemistry and Physics (1980).

3.5 Feltet 1 dielektrika

Dette afsnit viser nogle eksempler, hvor den formelle teori for dielektrika
anvendes i situationer, som ofte mgdes i praksis. Vi begraenser os her til
materialer, som er linezre og isotrope.

> Punktladning: Det er instruktivt at se pa felterne omkring en punktlad-
ning g, som er anbragt i et udstrakt dielektrikum med permittivitet € = €, €.
Af symmetrigrunde er feltet radialt og en Gauss-kugle med radius r og cen-

trum i ¢ giver umiddelbart
q

472’

(3.35)

hvoraf

D q q gler — 1)

E= & dmer? 4megenr?’ P=xeol= C4me,r? (3-36)
Som det ses er E-feltet reduceret en factor ¢, i forhold til vacuumtilfeeldet.
Denne svakkelse kan vi anskueligggre ved fglgende argument: Der er ikke
nogen volumenladningsteethed da V- P = 0 undtagen i centrum, hvor feltet
divergerer. Omkring punktladningen udskzarer vi derfor et lille kugleformet
hulrum med radius ». Pa kuglefladen opstar der da en overfladetaethed o =
—P -n = —P hvor n er den bort fra centrum rettede normal. Kuglefladens

€ 0g X som
tensorer

E-felt

reduceres
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samlede ladning bliver —g(e, — 1)/¢, og den samlede ladning som meerkes

udefra er da )
€ — q
d=q-¢q ==, (3.37)
€r [
Argumentet viser altsd, at den samlede ladning (fri + polarisationsladning)

reduceres med faktoren 1/e, i overenstemmelse med E-feltets reduktion efter
3.36.<

> Pladekondensatoren: Vi ser dernaest pa en pladekondensator, hvor pla-
demellemrummet helt er udfyldt med dielektrikum med permittivitet e.
Kondensatoren er udstrakt med pladearealet A og pladeafstanden d er lille
sddan, at der kan ses bort fra randeffekter. Pladerne har ladninger +q. Vi
gnsker at bestemme felterne D, E og P overalt i dielektriket.

Af symmetrigrunde ma felterne vaere vinkelrette pa pladerne. Vi angi-
ver denne retning med en enhedsvektor k, se fig. 3.5. Nedenstiende be-
tragtninger geelder dielektrikets gverste flade, men kan, med de ngdvendige
fortegnseendringer, gennemfgres analogt for den nederste.

AS
AR A E A AR L, +q

Tl Yol S sl e e A A e = 5 -—q
ny

Figur 3.5: Kondensator med dielektrikum.

Vi bestemmer fgrst D, idet vi leegger en Gauss-dise med laget i den
pverste metalplade og bunden i dielektriket. Er arealet af top og bund AS
giver Gauss’ lov 3.23:

-4 -9y -
DAS = 2AS = D=2k =ok, (3.38)

hvor ¢ = ¢q/A angiver overfladetatheden af fri ladning p& metalpladen. Vi
bemazerker, at disen kan ggres hgj eller lav < d uden at pavirke dette resultat.
D er sdledes uafheengig af, hvor mellem pladerne den bestemmes, hvilket var
venteligt, da feltet er homogent.

Feltstyrken E kan nu bestemmes af 3.29, alts3

-9,
E= Lk="k (3.39)

hvor man bemarker, at E er en faktor 1/¢, mindre end hvis der, med samme
ladning ¢, var vacuum mellem pladerne.
Feltet P bestemmes af eksempelvis 3.22

P:D~eOE:E(e-eo):%k<l—£9>‘ (3.40)
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Da feltet er homogent, er der ikke nogen volumentaethed af polarisationslad- Polarisations-
ning. Derimod opstar der pa dielektrikets overflade en fladeteethed P - n af  ladning pa
polarisationsladning. Her er n rettet ud af dielektriket, dvs. n = —k pa den overfladen
gverste flade. Heraf fglger
-9 €0
Pn=-P-k=-=1{1-—]). 41
n A ( e) (3.41)

Polarisationsladningen er negativ, som den skal vaere. Den ligger fysisk
umiddelbart op ad metalpladens ladning, men der er selvfglgelig ikke tale
om, at fri og bunden ladning forenes og neutraliserer hinanden. De forbliver E-felt fra

pa deres respektive materialer. Men beregner man E-feltet fra den samlede
ladning, jvf. 3.18, finder man

E=

a+apk:a—a(1—eo/e)k:gk (3.42)

€0 €0 €
i overensstemmelse med 3.39.

Da E-feltet er reduceret en faktor ¢, i forhold til vacuumtilfzeldet, re-
duceres ogsa kondensatorens spaending V for samme ladning @ med denne
faktor. Efter 2.153 bliver capacitansen da

_Q Q

SV T Ve

= ¢ Cy, (3.43)

hvor index v refererer til vacuumvzeerdierne. Indskydning af et dielektrikum
i en kondensator forgger altsa capacitansen med faktoren ¢,, et forhold som
har stor praktisk betydning.«

D> Feltet i hulrum: Vi har tidligere n=evnt, at det makroskopiske elektriske
felt inde i et dielektrikum er middelvaerdien af det fluktuerende mikroskopi-
ske felt og, at det kan bestemmes ved at benytte udtrykket 3.13 i et tyndt
rgr udskaret i polarisationens retning.

For yderligere at belyse begrebet feltstyrke inde i et dielektrikum, skal
vi undersgge, hvad der sker, nar vi udskaerer et vilkarligt formet hulrum
omkring punktet r, og derefter lader hulrummets volumen g& mod nul. Vi
forenkler problemet ved at antage, at dielektriket er homogent polariseret.
Inde i hulrummet kan vi beregne feltstyrken E. ved hjzlp af 3.13. Men da vi
har udskaret et stykke af dielektriket, er dettes overflade forgget med inder-
fladen S af hulrummet. Feltstyrken i hulrummet ma fglgelig sammenszttes
af et bidrag E, fra de frie externe ladninger, et bidrag E4 fra polarisati-
onsladninger pa dielektrikets ydre overflade og endelig et bidrag P - n fra
hulrummets inderflade, idet normalen n peger ind i dette:

E.=E;, +Eg +
4Teg

ol

]{ P n—r——% da'. (3.44)
5 Ir - r'|

Nar fladen S trakker sig sammen om punktet r, vil integralet i almindelighed

ikke forsvinde, og E, vil derfor afhzenge af hulrummets form.<

> Cylindriske hulrum: Som allerede omtalt i afsnit 3.2 forsvinder det sidste
led i 3.44, nar hulrummet er et sn=vert rgr lagt i polarisationens retning.
Bidragene fra de krumme flader forsvinder, fordi P - n = 0, og bidragene fra

samlet ladning

Capacitansen
forages

Felt 1 vilkdr-
ligt hulrum

Felt 7 tyndt
regr
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Figur 3.6: Feltet i cylindriske hulrum i dielektrika. Med de viste orienteringer
gzlder: a) I et langt tyndt rer er feltstyrken lig feltstyrken i dielektriket. b) I en
flad dase, er feltstyrken €. gange feltstyrken i dielektriket.

endefladerne kan ggres vilkarligt sma ved at ggre roret langt og sneevert. Af
3.44 fglger da
E.=E,+ E; = E, (3.45)

hvor E betegner det makroskopiske felt i dielektriket i overensstemmelse med
3.16.

Har hulrummet i stedet form som en flad dase, med endefladerne vinkel-
rette pa P (se fig. 3.6b), vil polarisationsladningerne P - n give et vasentligt
bidrag. Inde i ddsen kan man opfatte polarisationsladningerne som et elek-
trisk dobbeltlag (sml. p. 24) og efter 3.44 finder man

P P D
Ec=E,+Esj+—=E+— == = SE=¢E. (3.46)
€0 €0 €0 €0
Polarisationsladningerne forstzerker altsa i dette tilfzelde feltet i hulrummet
med faktoren ¢,.<

&> Kugleformet hulrum: Her m3 man direkte udregne fladeintegralet i 3.44.
Af hensyn til en senere anvendelse (se afsnit 3.8) skal vi gennemfgre denne
beregning for det tilfzlde, hvor polarisationen i dielektriket kan betragtes
som fastfrosset, dvs. upavirket af hulrummets tilstedeveerelse. Vi laegger
nulpunktet i kuglens centrum sidan, at integralet bliver

!
E, = — ij.nLda': (3.47)
S

T 4rmeg 7’3

Ladningsfordelingen er rotationssymmetrisk omkring en akse i P’s retning,
og kun feltkomposanten i denne retning bidrager til integralet. Med P - n =

Figur 3.7: Beregning af feltet i et sfze-
risk hulrum.
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—Pcosf, projektionsfaktoren cosf og arealelementet da’ = 27r'2sin 6 dé

bliver
1

4 €

P/ 27 cos? Osin 0.df = (3.48)
() 3eo

E, =

Det samlede felt i kuglens centrum bliver da efter 3.44

P P
E.=E,+Ej+— =E+ —. 3.49
MR P P (3.49)
I afsnit 3.7 skal vi beregne feltet i det sfeeriske hulrum, nar polarisationen
er pavirket af dettes tilstedevaerelse.

3.6 Gransebetingelser for det elektriske felt

Man mgder, eksempelvis inden for elektrotekniken eller optiken, ofte proble-
mer, hvor man mé vide, hvordan feltvektorerne E og D zendrer sig, nir man
passerer en graenseflade mellem to medier. Disse kan veere to dielektrika med
forskellig permittivitet eller en leder og et dielektrikum. Det ene medium er
ofte vacuum, der kan betragtes som et dielektrikum med permittivitet eo.

€2 > €
D,

Figur 3.8: a) En Gauss-dase pa gransen mellem to dielektrika. b) En lukket vej pa
grensen mellem to dielektrika.

Graensefladen mellem de to medier behgver ikke at vare plan. Vi vil dog
gd ud fra, at tilstraekkelig sma stykker af graensefladen kan betragtes som
plane. Gransebetingelserne for D og E udledes af henholdsvis den farste og
tredie Maxwell ligning pa integral form, altsd udtrykkene 3.23 og 3.14

st-dazQ, ]{Ew:o. (3.50)

For at finde graensebetingelsen for D ser vi pa et lille stykke af skillefladen
mellem de to dielektrika, 1 og 2. Vi vil antage, at der pa graensefladen kan
forekomme en fladetathed o af fri ladning. I overfladen lagger vi en meget
flad Gauss-dése (se fig. 3.8a) sadan, at toppen er i medium 2 og bunden i
medium 1. Top og bund har begge areal AS og normalvektorer n, = n og
n; = —n, hvor n er gransefladens normal rettet fra 1 mod 2.

En eventuel fri volumenladning i medierne inden for disen kan ggres
vilkarlig lille ved at gore dasen tilstraekkelig tynd. Tilbage kan der imidlertid
veere en fri ladning 0AS fra overfladen. Gauss’ lov giver da

Dz'l’lgAS+D1 i ¢ 51 ASIO'AS, (351)

Felt 1 kugle

Grenseflader
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der ogsd kan skrives

(Dg—D1)~n:a. (352)

Ligning 3.52 udtrykker, at springet i normalkomposanten af D, nar vi beva-
ger os fra medium 1 til medium 2, er tetheden af fri ladning pa graensefladen.
Er der, som det ofte vil veere tilfldet, ingen fri overfladeladning, er normal-
komposanten af D uandret ved passage af overfladen.

Greensebetingelsen for E findes tilsvarende ved at benytte, at feltets cir-
kulation er nul. Vi indleegger en rektanguler vej, der krydser graensefladen
som vist pa fig. 3.8b. Rektanglets lange sider med langden df er paral-
lele med graensefladen og har en retning, som vi kan angive med en (en-
heds)tangentvektor t. Bidragene til cirkulationen fra rektanglets korte sider
kan vi ggre forsvindende ved at ggre rektanglet smalt med den supplerende,
fysisk rimelige antagelse, at feltet ikke bliver uendeligt pa graensefladen. Vi
kan derfor skrive cirkulationen langs den rektangulzere vej som

E; tdl+E;-(—t)df =0, (3.53)

eller

[(E;—E;)-t =0. (3.54)

Ligning 3.54 udtrykker, at tangentialkomposanten af E er ueendret, nar vi
bevaeger os fra det ene medium til det andet. Udtrykket skal geelde for
ethvert rektangel, og derfor ogsa for enhver tangentvektor til greensefladen.
Differensen (E;—~ E;) ma derfor veere vinkelret pd greensefladen, dvs. parallel
med dennes normalvektor n. Graensebetingelsen 3.54 kan derfor ogsa skrives

(E2 - El) Xxn=0. (355)

Vi har tidligere fundet, at den elektriske feltstyrke inde i en leder er nul,
og at den lige uden for lederen er vinkelret pa dennes overflade. Hvis det ene
af de to dielektriske medier betragtet her, eksempelvis medium 1, erstattes
med en leder, har vi allerede i afsnit 2.6 konkluderet, at E-feltet her er nul.
Graensebetingelsen 3.55 siger da, at E; X n = 0, altsd at E-feltet er vinkelret
pé lederens overflade, i overenstemmelse med diskussionen i afsnit 2.6. Om
D-feltet i lederen kan vi ikke umiddelbart udtale os, men vi vil antage, at det
er proportionalt med E-feltet og derfor nul. Graensebetingelsen 3.52 giver
da D;-n = o, hvilket for et isotropt materiale er ensbetydende med D, = o.

Det elektriske potential ¢ ma vaere kontinuert gennem en graenseflade.
Var dette ikke tilfzeldet ville E = — V¢ betyde uendelig hgj feltstyrke ved
grensefladen, hvilket er ufysisk. Ved graensefladen geelder altsa

(3.56)

Vi har tidligere ved 3.24 defineret elektrisk flux som strgmmen af D
gennem en flade. Vi skal nu illustrere, at elektrisk flux er bevaret i omrader
af rummet, hvor der ikke er nogen fri ladning. Hertil tegner vi feltlinier for
D-feltet med en passende hgj tzethed, sidan at vi med dem som frembringere
kan afgrense et fluzliniergr (se fig. 3.9). Af rgret udskaeres et stykke, idet
det afsluttes med endefladerne S; og S5. Af Gauss’ lov 3.23 fglger da

D -njda+ [ D-nyda=0. (3.57)
Sy Sa
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Figur 3.9: Et fluxliniergr. Den elek-
triske flux ind i rgret er lig fluxen ud
af rgret.

Integralet omfatter kun endefladerne, idet der ikke er fluxlinier, som krydser
rgrets sider. Dets vaerdi er nul, fordi den af rgret indesluttede frie ladning
efter forudsaetningen er nul. I 3.57 angiver n; og n, de ud af rgret rettede
normaler til endefladerne. Vi kan erstatte n; med den indad rettede normal
n}{ = —n; og finder da

D njda= | D-nyda, (3.58)
51 52
dvs. at den elektriske flux ind i rgret er den samme som den elektriske flux
ud af rgret.

Er der fri nettoladning tilstede, vil fluxen ind veere forskellig fra fluxen ud.
D-linierne kan saledes ende og begynde pa frie ladninger, men eksempelvis
ikke i et ladningsfrit dielektrikum. Dette til forskel fra E-linierne, som kan
ende og begynde pa bade frie ladninger og pa polarisationsladninger.

> Dielektrikum mellem kondensatorplader: Forskellen mellem E-liniernes og
D-liniernes opfarsel ved en granseflade kan studeres pa fig. 3.10, som viser
en pladekondensator delvis fyldt med dielektrikum. I tilfzelde a) er felterne
vinkelrette pd graensefladen, og D-linierne passerer i uzndret antal. Antallet
af E-linier i dielektriket er ¢, gange mindre end i vacuum, da E = D/e,. I
tilfelde b) er felterne parallele med graensefladen og efter 3.54 er E-feltet det
samme pa begge sider af graensefladen. Her Igber D-linierne i dielektriket e,
gange txttere end i vacuum.<

a) | b)

Figur 3.10: E-linier og D-linier ved graenseflader.

D-linier og
E-linter
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3.7 Laplaces ligning med dielektrika

Med den teori, som er fremstillet i det foregdende afsnit, kan man i princi-
pet behandle meget almene elektrostatiske problemer, hvor der pa én gang
forekommer frie ladninger, ledere og isolatorer. For en fastlagt geometri
kraves af yderligere oplysninger kun materialeligningerne D = ¢E for hvert
dielektrikum.

De grundligninger, som bestemmer det elektrostatiske felt, er den 1. og
den 3. Maxwell ligning. I mange tilfzelde med en passende symmetri og
simpel geometri med planer, cylindre eller kugler anvendes ligningerne med
fordel pa integral form. Altsd

/SD-da:Q, ]fCE.dezo. (3.59)

Sammen med materialeligningerne

D(r) = eE(r) vacuum
D(r) = ¢(r)E(r) dielektrika (3.60)
E(r) = 0 ledere

bestemmer disse ligninger fuldstzendigt det elektriske felt.
I andre tilfeelde er det mere hensigtsmaessigt at anvende Maxwell lignin-
gerne pa differentiel form, altsd

V - D(r) = p(r), V x E(r) =0, (3.61)

men disse ligninger ma suppleres med deres overfladeformer 3.52 og 3.55,
altsa

D-n=o¢
Exn=0

(Dz—Dl)'DZO

} lederoverflader (Eg—E;)xn=0

} isolatoroverflader.

(3.62)
Man kan vise, at det her praesenterede problem kun har én Igsning, i
lighed med det simplere problem uden dielektrika, som blev behandlet i
afsnit 2.9. Dette har stor betydning, da man ofte er henvist til at geette og
prove sig frem til denne eneste lgsning.
I mange tilfelde har man den simplifikation, at € er en skalar, som er
konstant i hvert dielektrikum. Med D = ¢E har man

v.E=" (3.63)
€
og, da E er rotationsfri,
E = —V(p. (364)
Disse ligninger medfgrer, at
vip = -2 (3.65)
€

Dette er Poissons ligning 2.101, hvor blot € til forskel fra vacuumtilfaeldet
er erstattet med e¢. Det understreges igen, at p er tzetheden af fri ladning.
I de fleste tilfaelde er der ikke nogen fri ladning i et dielektrikum, sidan at
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p = 0. Der kan vere fri ladning i form af isolerede punktladninger eller pa
overfladen af ledere, men inde i dielektriket gaelder overalt Laplaceligningen

V2o =0. (3.66)

Ved Igsningen af denne type af elektrostatiske problemer kan man da i
hvert dielektrikum sgge lgsninger til Laplaceligningen, som s& sammenfgjes
pd grensefladerne ved hjazlp af graensebetingelserne fra forrige afsnit. Vi
skal nedenfor se et eksempel pa anvendelsen af denne metode.

> Dielektrisk kugle i homogent felt: En dielektrisk kugle med radius a er
fremstillet af et homogent, isotropt og linezert materiale 2 med permittivitet
€2. Kuglen er anbragt i et andet, udstrakt dielektrisk medium 1, eksempelvis
vacuum eller olie, med permittivitet €;. I dette medium var der fgr kuglens
anbringelse et ydre elektrisk felt, som oprindelig var homogent med feltstyrke
Eo. Kuglen har ingen nettoladning. Vi gnsker at bestemme potentialet i og
omkring kuglen.

Hertil anvender vi sfeeriske koordinater (r, 8, ¢) med origo i kuglens cen-
trum og med z-aksen i den oprindelige feltretning. Inspireret af behandlin-
gen af den ledende kugle i et homogent felt, som vi gennemfgrte i afsnit 2.9,
getter vi pa, at potentialet kan udtrykkes som en sum af funktioner af typen

on(r,0) = Apr"Po(cos8) og wn(r,0) = Cnr‘("“)Pn(cos 8), (3.67)

idet rotationssymmetrien omkring z-aksen medfsrer, at potentialet ikke af-
hanger af azimuth-vinklen ¢. Disse funktioner er fadte lgsninger til La-
placeligningen, og problemet er Igst, hvis vi kan finde en linearkombination
af funktionerne 3.67, som opfylder problemets randbetingelser. Vi geetter
yderligere pd, at dette kan ggres ved blot at anvende funktionerne af lavest
mulig orden, dvs. n = 1. Funktionerne med n = 0 bidrager kun med et uin-
teressant konstant potential eller med et potential ~ 7=, som ville medfgre,
at kuglen var ladet.
Vi antager altsd en lgsning af formen

pe(r,8) Aircos@ + Cir~2cos 8 uden for kugle,
wi(r,0) = Azrcosf+ Cyr—2cosd inden i kugle.

Figur 3.11: Et oprindelig homogent elektrisk felt forstyrres af en dielektrisk kugle.
I det viste tilfelde har kuglen hgjere permittivitet end omgivelserne. Bemeerk, at
kuglen ”suger” feltet til sig. a) Fluxlinier, som fortsatter i uandret antal. b)
Krafttlinier, som udtyndes i kuglen.

Laplace
genfundet!

Et godt gt
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For at bestemme de fire konstanter A4;, A3, C1 og C, benytter vi tre graen-
sebetingelser, nemlig, at feltet i store afstande skal vare det oprindeligt
homogene felt Eg, at potentialet skal variere kontinuert gennem kuglens
overflade og at normalkomposanten D, = —e(8p/8r) skal vaere kontinuert
ved overfladen. Som fjerde betingelse skal vi antage, at potentialet overalt
i kuglen forbliver endeligt. Et uendeligt potential ville ganske ufysisk med-
fgre uendelig feltstyrke i dielektriket. Bestemmelsen af konstanterne sker da

sdledes:
T =00 = @Y, — —FEgz=—Fyrcosf = H

r— 0 = ¢; - oo medmindre

ve(a) = pi(a) = —Epa+ Cra™? = Aza
Dnl(a) = Dnz(a) = €1Eo + 26101(1_3 = —€2A2

Lgses de to sidste ligninger sammen for A; og C; findes

3e €2 — €1 3
Ay =~ E C = E,. 3.69
2 €2 + 2¢; 0 ! €2+2€1a 0 ( )
Heraf findes altsa potentialerne
(13 €3 — €1
Pe(r,0) = —Eor|1-— T cosf@  uden for kugle
e Tia (3.70)
wi(r,8) = —Epr (62 n 261) cos 8 inden i kugle.

Af udtrykkene 3.70 kan der drages flere interessante konklusioner. Potentia-
let inde i kuglen er sdledes proportionalt med r cos @ = z. Dvs. at feltstyrken
her er homogen med stgrrelsen

a(p 361
E" = — - =
0z e+ 2¢

Eo. (3.71)

Hvis €2 > €; (eksempelvis en dielektrisk kugle i vacuum) sker der altsa en
reduktion af feltstyrken i forhold til det oprindelige felt. Denne depolari-
sation skyldes oplagt polarisationsladningerne pa skillefladen mellem de to
dielektrika.

Vi kan ogsa bruge 3.71 til at beregne feltstyrken i et sfeerisk hulrum. Vi
skal blot seette €2 = €y og finder

3er

Ec = 1+ 2,

Eo. (3.72)

Dette felt er forskelligt fra feltet 3.78 som, efter indsettelse af P = xeoE,
giver
2
E, = f’; Eo. (3.73)

Forskellen pa de to udtryk skyldes, at 3.72 tager hensyn til hulrummets
deformation af feltet, mens 3.73 er beregnet under forudsztning af fastfrosset
polarisation. For €, = 1 er der igvrigt ikke stor forskel pa udtrykkene.«
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3.8 Molekylser teori for dielektrika

Alle isolatorer, hvad enten de er faste stoffer, vaesker eller gasser, viser di-
elektriske egenskaber. I dette afsnit skal vi som eksempel se pa et fast,
krystallinsk stof med et kubisk krystalgitter. Her kan vi pad simpel made
beregne den mikroskopiske feltstyrke, som virker pa et atom i gitteret. Vi

skal dernzest vise, hvordan en steerkt forenklet model af atomet fgrer til, at

polarisationen er proportional med den makroskopiske feltstyrke i dielektri-
ket. I dette tilfzelde kan vi altsa begrunde den linearitet, som blev omtalt i
afsnit 3.4, og vi kan beregne et teoretisk udtryk for susceptibiliteten.

Vi teenker os, at dielektriket har en homogen polarisation, eksempelvis
opnaet ved, at det er placeret mellem et par kondensatorplader. I materialet
findes da det homogene makroskopiske felt E og polarisationen P = x&E,
som vi indledningsvis forudsatter bekendt. For at finde den mikroskopiske
feltstyrke E,,, som pavirker et atom i et gitterpunkt, omgiver vi dette med
en lille teenkt kugle (se fig. 3.12) med centrum i gitterpunktet. Materialet
uden for kuglen vil vi betragte som kontinuert. Det bidrager, sammen med
de frie ladninger uden for dielektriket, til det makroskopiske felt. Feltet i
kuglens centrum kan da opfattes som sammensat af dette makroskopiske felt
E, af et bidrag E, fra polarisationsladninger P - n pa kuglens inderflade og
endelig feltet E’ fra de gvrige atomer i det kubiske gitter inden for kuglen.
Altsa

E,.=E+E, +E. (3.74)

Feltet E antages bekendt. Da der ikke er noget fysisk hulrum, er feltet
i dielektriket uendret. Overfladens bidrag kan derfor beregnes efter 3.48,
som netop tager hgjde for denne situation og giver E, = P/3¢;. Om det
atomare bidrag E’ skal vi nu vise, at det er nul.

Vi gar ud fra, at alle atomerne har samme dipolmoment p. Det re-
sulterende dipolfelt i kuglens centrum beregnes ved summation over alle
atomer inden for kuglen af udtrykket 2.78. Vi laegger et koordinatsystem
med begyndelsespunkt i gitterpunktet og akserne langs kubernes kanter. De
individuelle atomers stedvektorer betegnes r; = (z;,¥i, ). Vi finder da

1 3(p-ri)ri—rp
E = > ( )5 : (3.75)

L

4meg

Figur 3.12: Det mikroskopiske felt, som virker pa et atom i et gitterpunkt, er
sammensat af det makroskopiske felt, et bidrag fra polarisationsladningen pa en
teenkt kugleflade omkring gitterpunktet og et bidrag fra de gvrige atomer i kuglen.

Felt 1 kubisk
gitter

Tre bidrag til
feltet
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Vi betragter nu atomer, som alle har samme afstand r fra centrum. Pa
grund af krystallens symmetri finder man fglgende summer:

Zﬁ:Zy?:Zz?:%Zr? (3.76)

og

Zz,-y,— = Z:L’,‘Z,’ = Zyizi =0. (3.77)

Udskrives tzlleren i 3.75 i koordinater, ser man, for hver koordinat, at de
led som ikke er 0, netop ophaver hinanden, hvormed pastanden E’ = 0 er
bevist.

Hermed bliver den mikroskopiske feltstyrke, som pavirker et atom i et

gitterpunkt efter 3.75

P
E,.,=E+ —. e
+ 3o (3.78)

Det er dette felt, som polariserer atomet sadan, at det fir et dipolmoment.
Lad os antage, at dette dipolmoment p er proportionalt med den mikro-
skopiske feltstyrke og skrive

P = aeEnm (379)

hvor « er en for atomet karakteristisk konstant, med enheden m3, som kaldes
polarisabiliteten. Ved hjeelp af 3.78 kan vi finde det oprindelig ubestemte P.
Er der n atomer per volumen gzlder der jo

P = np = nagEn, (3.80)

som anvendes til at eliminere E,, fra 3.78. Lgses for P findes

noeg

p= %0 _
1-na/3

E = x¢E, (3.81)
hvor det sidste lighedstegn skyldes relationen 3.27. Derved har vi etableret
forbindelsen mellem den mikroskopiske polarisabilitet o og den makroskopi-

ske susceptibilitet x,
na

= —. .82
X= 12 no/3 (3.82)
Tilsvarende kan vi finde det mikroskopiske felt, som efter 3.80 og 3.81 bliver
En=—1' E (3.83)
™ 1-na/37 ‘

En realistisk beregning af det inducerede dipolmoment p udfra atomare
egenskaber ma veere kvantemekanisk. En sadan vil her fgre for vidt, men
vi kan fa veesentlige trek frem ved at anvende en klassisk model af atomet,
hvor elektronerne anses for bundet til kernen med elastiske kraefter. For at
fa et indtryk af susceptibilitetens frekvensathaengighed, betragter vi situa-
tionen dynamisk, idet vi antager, at det ydre felt varierer harmonisk med
tiden. Efter 3.83 gelder det da ogsd det mikroskopiske felt. Da alle felter
er parallele, kan vi droppe vektorangivelserne, og antage, at alle felter er i
z-aksens retning.
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Lad os se pa en enkelt elektron i et atom med kernen ved z = 0. Den
elastiske kraft pa elektronen, nar den er forskudt stykket z i forhold til
kernen, vil vi angive som —kz. Elektronens uforstyrrede bevagelse er da en
harmonisk svingning med egenfrekvensen wy bestemt ved k = m.w?2, hvor m,
er elektronmassen. Som det oscillerende mikroskopisk felt med frekvensen
w tager vi E = Egexpiwt. Under indflydelse heraf udfgrer elektronen en
udampet, tvungen svingning efter bevaegelsesligningen
d’z :

Me—y = —kz — eEge™?, (3.84)
hvor det sidste led er kraften pa elektronen fra det oscillerende felt. Vi kan
antage en lgsning af formen z = aexpiwt, som indsat i 3.84 bestemmer
amplituden til a = —eEy/me(w3 — w?). Losningen for z bliver derfor

eEoeiwt

S O Je &

(3.85)

Den oscillerende elektron giver et oscillerende elektrisk dipolmoment

e 2 Eoeiwt

me(“’cz) - “’2).

p=—ez = (3.86)

Sammenholder vi dette med 3.79, kan vi tale om en ‘dynamisk’ polarisabilitet

af atomet, som bliver

e?

a =

e = o) 50
Indsattes dette i 3.82 finder man den dynamiske susceptibilitet.

I et statisk felt (w = 0) svinger elektronen med sin egenfrekvens omkring
et forskudt ligevaegtspunkt. Hertil svarer den statiske polarisabilitet

e?

Qg =

(3.88)

€oMew?

I et virkeligt atom vil der ikke vare en enkelt egenfrekvens, men et helt
szt af frekvenser wy,ws,ws, . .. som svarer til frekvenserne af den elektromag-
netiske straling, som atomet kan udsende eller absorbere. I kvantemekaniken
finder man et udtryk for den dynamiske polarisabilitet, som steaerkt minder
om det ovenfor udledte 3.87:

_é fi
a= ;(wZ ) (3.89)

€M, :

hvor summationen udstraekkes over alle frekvenser som bidrager til emission
eller absorbtion. Stgrrelserne f; kaldes oscillatorstyrker og udtrykker de
vagte hvormed de enkelte frekvenser bidrager til dipolmomentet. Der gaelder

0<fi<log)fi=1

Oscillerende
elektron

Tvungen
svingning

Dipolmoment

Polarisabilitet
beregnet

Kvanteteort
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Figur 3.13: Permittiviteten afheenger af frekvensen af det elektriske felt.

Vi bemerker, at polarisabiliteten divergerer nar w = w;. Dette skyldes, at
der er set bort fra den dempning, som er forbundet med stralingsudsendelse
fra elektronerne. Beregner man den relative permittivitet som funktion af
frekvensen udfra udtrykkene for a og x, finder man den stiplede kurve pa
fig. 3.13, hvor det ufysiske forlg naer egenfrekvenserne tydeligt traeder frem.
Tages deempningen i betragtning udjeevnes kurven, men der tilbagestar tyde-
lige anomalier omkring egenfrekvenserne. Disse forhold er af stor betydning
for de elektriske og optiske egenskaber (dispersion) af et materiale og under-
streger, at ‘dielektricitetskonstanten’i det dynamiske omrdde pd ingen made
er en konstant.

> Numerisk overslag: Af 3.82 og 3.87 ser man, at den statiske susceptibiliet
er af stgrrelsesordenen

2 1
X~ ——— = 3.183x10° n—;. (3.90)
€oMeWq ;

1

For de fleste faste dielektrika er n omkring 5x 1028 m~3. Betragter vi egen-
frekvenser i det optiske omrade er w ~ 5x10'%rads™!. Formel 3.90 giver
da x ~ 6, hvilket stemmer meget godt med de i tabel 3.1 opgivne relative
permittiviteter (e, = 1 + x). For gasser er tilsvarende n ~ 3x10%° hvilket,
igen for egenfrekvenser i det optiske omrade, giver x =~ 3x 1073, som er af
den rigtige stgrrelsesorden.«
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Elektrostatisk energi

Energi er et fundamentalt begreb i fysiken, og det er ikke overraskende, at
den elektromagnetiske teori pa mange omrader ggr udstrakt brug af ener-
gibetragtninger. Da teorien er en feltteori, er der her behov for at udvide
energibegrebet saledes, at det pa konsistent made kan beskrive energi og
energitransport, nar der er tale om elektromagnetiske felter. Ved en sddan
udvidelse er det naturligt at tage udgangspunkt i det mekaniske energibe-
greb og derfra gradvis sgge frem til definitioner og metoder, som egner sig
til anvendelse pa felter. Ved videregaende undersggelser, isser dem som ved-
rgrer materialernes elektromagnetiske egenskaber, far man dog brug for det
fulde thermodynamiske energibegreb.

Som et fgrste skridt mod at indfgre energibegreber i den elektromagneti-
ske teori skal vi i dette afsnit diskutere energi inden for elektrostatiken. Til
dette formal raekker det mekaniske energibegreb, som omfatter potentiel og
kinetisk energi. Men i elektrostatiken er alle ladninger og materialer i hvile,
og en udvidelse af energibegrebet forenkles derfor ved, at vi kan se bort fra
kinetiske bidrag til energien. I elektrostatiken er al energi potentiel.

4.1 Energi af et system af punktladninger

I afsnit 2.4 diskuterede vi den potentielle energi af en punktladning i et ydre
elektrisk felt. Udgangspunktet var en beregning, jvf. 2.36, af det arbejde W
vi ma udfgre mod feltkraften for at flytte punktladningen fra et reference-
punkt med potentialet 0 til positionen r med potentialet ¢(r):

W:/ F(r)-dr = —q/ E(r)-dr:q/ ch(r)-dr:q/ do = qp(r).
ref ref ref ref

(4.1)
Bemaerk, at her er ¢(r) det ydre potential pa det sted, hvor punktladningen
anbringes. Potentialet omfatter siledes ikke potentialet skabt af punktlad-
ningen selv, som jo divergerer pa ladningens position.
Det udfgrte arbejde W er efter mekaniken punktladningens tilvaekst i
potentiel energi i det ydre felt. Satter vi den potentielle energi U til 0 i
referencepunktet har vi altsa

U=Ww. (4.2)

Energi i den
elektromag-
netiske teor:

Punktladning
1 ydre felt

Potentiel
energ:
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Figur 4.1: Vekselvirkning mellem n
0] punktladninger.

Denne lighed bruger vi til at definere elektrostatisk energi for flere punkt-
ladninger: Den elektrostatiske energi af et system af punktladninger i et op-
rindelig feltfrit rum er lig det arbejde, som skal udfgres mod det tilhgrende
felts kreefter for at bringe punktladningerne sammen fra det uendelig fjerne.

Lad n punktladninger vaere placeret langt borte fra hinanden i det uen-
delig fjerne. Malet er at placere de n punktladninger i bestemte positioner r;
i rummet, hvori =1, 2, ..., n angiver de enkelte punktladninger ¢;. Efter
4.1 kan vi beregne arbejdet ved at bringe ladningerne pa plads, én efter én:

Det gar nemt med at bringe ¢; pa plads, da den er helt alene pa scenen,
og derfor ikke fgler nogen kraft fra de andre ladninger. Vi har siledes udfgrt
arbejdet

Wy =0.

Den anden ladning ¢g; ma bringes pa plads under pavirkning af den fgrste.
Idet vi benytter udtrykket 2.30 for potentialet fra en punktladning, bliver
det udfgrte arbejde

_ 1 qa
2 47('60 T21 ’
hvor vi har benyttet betegnelsen ry; = |r; — r1]. For den tredie ladning
finder vi tilsvarende )
W = [Q3CI1 + <I3<12] '
dmeg | T31 T32

Arbejdet med at bringe ladning 7 ind, mens der allerede sidder j = ¢ — 1
ladninger og venter, bliver analogt

1 . . % A
W; = Hh o &% RS (4.3)
dmeg | Ti1 Ta2 Ti(i-1)
Vi indfgrer betegnelsen
1 %y
Y 4reg Tij

for arbejdet med at bringe den i-te ladning i position over for den j-te.
Udtrykket 4.3 kan dermed skrives
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og det samlede arbejde med at bringe alle n ladninger pa plads bliver

U:ZW,»:ZZW,,. (4.4)

Denne sum er lidt besvaerlig pa grund af betingelsen j < i—1. Opgives denne
betingelse, saledes at alle mulige par ij tages med, vil alle vekselvirkninger
Wi (= Wj;) telles dobbelt og desuden medtages W;; som divergerer. Denne
vanskelighed omgas dog let ved at benytte fplgende udtryk med bibetingelsen

1#£ 7 o
V=3 XX W (£3) (45)

Faktoren % sikrer, at vekselvirkningen mellem et par af partikler kun med-
regnes én gang, og bibetingelsen udelukker de divergente led W;;. Den po-
tentielle energi af systemet af punktladninger kan da skrives

PSS (igj) (46)

Pa dette sted kan vi tage et fgrste forsigtigt skridt hen mod en feltteori
for elektrostatisk energi. Vi noterer nemlig, at udtrykket 4.6 kan skrives

_ 10 n 4 ‘ .
5; ;47%0:5’ (i #3). #.1)

Men den inderste sum er jo ikke andet end potentialet pa den i-te ladnings
plads hidrgrende fra de gvrige ladninger i systemet, altsa

p= =B (i 4)). (48)

Hermed bliver den samlede elektrostatiske energi af systemet

1 n
=352 % (4.9)
=1

hvor vi nu har faet indfgrt feltstgrrelsen ¢; i et udtryk for energien.

Til slut skal det bemzrkes, at var de n punktladninger placeret i et ho-
mogent og linezert dielektrikum med permittivitet ¢, sa kunne de tilsvarende
regninger gennemfgres helt som her. I 4.6 og 4.8 erstattes blot ¢y med e,
mens 4.9 af form er uzndret. Den elektrostatiske energi i et dielektrikum re-
duceres altsa med faktoren 1/¢, i forhold til energien af samme konfiguration
af ladninger i vacuum.

Samlet arbejde

Elektrostatisk
energt af n
punktladninger

Hen mod en
feltteor:

Energi ¢
dielektrikum
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4.2 Energi af en kontinuert ladningsfordeling

Det er ikke vanskeligt at gaette, hvordan udtrykket 4.9 kan almindeligggres
til at gaelde for den elektrostatiske energi af en kontinuert ladningsforde-
ling. For en volumenladningstaethed p(r’) erstattes punktladningerne med
differentielle ladninger d¢’ = p dv’ og summationen med en integration. De
markede stgrrelser skal, jvf. afsnit 2.1, minde om, at ladningsteetheden selv
er kilde til feltet. Vi forventer altsd fplgende udtryk for den elektrostatiske
energi:

U= [ P, (4.10)
idet potentialet ¢(r) skal tages i det punkt r’, hvor volumenelementet dv’ er
placeret. Dette udtryk skal vi nu na frem til pa en lidt anden made, som
illustrerer, hvorledes ladningsfordeling og felt bygges op samtidigt.

Vi ser pa en vilkarlig, begraenset ladningsfordeling med ladningstaethed
p(r’). Der kan vare overfladeladninger tilstede, men dem tzenker vi os ind-
ledningsvis smurt en smule ud, sddan at hele fordelingen kan beskrives ved
en volumentaethed. Er der dielektrika i systemet, antager vi, at de er line-
®re. Ellers kan vi ikke veere sikre pa, at arbejdet, der kraeves for at nd en
given sluttilstand af ladningen, er uafheengigt af den made, den nds pa.

Ladningsfordelingen teenkes nu opbygget pa ligedannet made fra en op-
rindeligt uladet tilstand til sluttilstanden. Dette skal forstas sddan, at vi til
ethvert tidspunkt har en ladningsfordeling ap(r’), hvor a er et tal mellem 0
og 1. Det tilsvarende potential vil da veere ap(r). Ved at bringe ladning ind
fra referencepotentialet 0 forgges ladningsteetheden nu med da p(r’). Her-
ved forgges energien af volumenelementet dv’ med do p(r') dv'ap(r’) jvi. 4.1.
Integreret over ladningsfordelingen bliver den tilsvarende energitilvaekst

dU = | adap(r)e(r')dv'. (4.11)
VI

Heraf fglger, at fordelingens totale elektrostatiske energi, nar opbygningen
er feerdig, er

U= /olada/,p(r')cp(r') dv'. (4.12)

Altsa, i overenstemmelse med vores oprindelige forventning 4.10

U=y /V p(e)e(r) dv’ (4.13)

Det volumen V’, der integreres over i 4.13, er hele det volumen, hvor der
findes ladninger. Da vi har forudsat, at ladningsfordelingen er begreenset,
sadan at p(r’) forsvinder uden for et vist omrade, kan vi roligt lade integralet
ga over hele rummet. De ladningsfrie omrader bidrager jo ikke.

I mange tilfzelde, specielt nar der er ledere tilstede, kan det vere hen-
sigtsmeessigt at synliggere overfladebidragene til energien. Med et argument
helt analogt til det, som fgrte frem til 4.13, finder man

U= —/,p(r')cp(r') dv'+% : o(r)p(r') da'. (4.14)
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Overfladeintegralet her gar over alle flader S/, der har en ladningstaethed o.
Potentialet ¢(r’), som indgar i 4.14, er et potential, som skabes af ladnings-
fordelingen selv. Det ma bestemmes ved anvendelse af de metoder, som er
beskrevet i kapitel 2 og kapitel 3. Er ladningsfordelingen givet, anvender
man 2.33.

I mange situationer mgder man ledere indesluttet i et enkelt, homogent
dielektrikum med permittivitet e. Udtrykket for potentialet bliver da af
formen

o(r) = 1 p(r)dv’ 1 /;a(r’)da’ (4.15)

TdmeJy r—rt| amelds, r—1'|°
hvor vi specifikt har inkluderet bidraget fra overfladen S; af lederne. Her
optraeder der imidlertid en simplifikation ved beregningen af den elektrosta-
tiske energi, fordi lederoverfladerne er ekvipotentialflader. Er S; en siddan
lederoverflade med potential ¢;, finder vi af 4.14, at den bidrager til den
elektrostatiske energi med

U; = l}{ opda = lcp,-}{ oda = lQ,~<,o,~, (4.16)
2 Js; 2 S; 2

hvor Q; er lederens samlede ladning. Det endelige udtryk for den elektro-

statiske energi bliver da af formen

1 1 1
=1 v’ ~}§ da' + = 57 Qipi.
U 2/VP<P (R AL a+2§chpt

Af de tre led i 4.17 giver det fgrste den elektrostatiske energi fra volume-
net mellem lederne, det andet led bidraget fra eventuelle frie ladninger pa
isolatoroverflader Sy, mens det sidste led er bidraget fra alle ledere. Det
understreges, at p og ¢ her refererer til frie ladninger. Virkningen af et
eventuelt tilstedevaerende dielektrikum er indeholdt i potentialet ¢ jvf. 4.15.

(4.17)

4.3 Energi af ladede ledere

I praksis vil der ofte forekomme systemer, hvor al fri ladning sidder pa ledere.
Udtrykket 4.17 for energien bliver da szrlig simpelt idet

U=13%:Q:p,

hvor Q; er ladningen pa den enkelte leder og ; dens potential.

(4.18)

4.3.1 Energi i en kondensator

I en kondensator har man to ledere med ladninger +@ og potentialer ¢, og
2. Efter 4.18 bliver energien da

U=13Qp1 - 3Qv2=1Q(p1 — ¢2), (4.19)
eller, udtrykt ved speendingsforskellen V = ¢; — ¢,
2
U=1Qv=1icvi= Yok (4.20)

Ladninger 1
feelles poten-
tial

Ledere 1 dielek-
trikum

Lederbidrag
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Al fri ladning
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Elementert,
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> Forenklet beregning af energi i kondensator: Vi har fundet udtrykkene i
4.20 ud fra den generelle teori. Det kan veere nyttigt at notere, at de ogsa kan
udledes helt enkelt ved at beregne arbejdet ved at oplade kondensatoren: Pa
et vist tidspunkt under opladningen er ladningen g og spzndingen v, hvor
g = Cwv. Vi forgger nu ladningen ved at flytte dq fra den negative leder til
den positive. Dertil krzeves arbejdet dUU = vdq. Det samlede arbejde ved
opladningen bliver

Q v
U:/ vdq:C/ vdv = 1CV2,
0 0

i overensstemmelse med 4.20.<«

Er kondensatoren udfyldt med et dielektrikum med permittivitet ¢, sendres
energien 1 forhold til vacuumtilfzeldet. For fastholdt @ bliver spandingen
og dermed ogsd energien en faktor ¢, mindre. Er det i stedet spaendingen,
der holdes konstant, forgges ladningen og dermed energien med faktoren e,.
Dette stemmer med 4.20 og en tidligere diskussion (sml. 3.43), hvor vi fandt,
at dielektriket forggede capacitansen med en faktor e,.

4.3.2 Energi af et system af ladede ledere

Vi har i afsnit 2.10.2 indfgrt capacitans- og influenskoefficienterne ¢,;, 4,7 =
1,2,..., n og potentialkoefficienterne p,; for et system af n ledere. Ved
hjeelp af disse koefficienter kan den potentielle energi af lederne udtrykkes
pa simpel made. Efter 4.18 gaelder jo

1
U=3 > g,
hvor g; er den i-te leders ladning og ¢; dens potential. Men efter 2.170 er
n
©i= ) Ppijg;,
i=1

sadan, at

1 n n
U= 5 Z Z q:Pijq; - (4.21)
i=1j5=1

Alternativt kan vi udtrykke ledernes ladninger ved deres potentialer, idet
der efter 2.172 gzelder:
n
%= cijP;,
1=1

som indsat i 4.18 giver

1 n n .
U=353 2 ¢icii; (4.22)
1=1 5=1

Energien er siledes en kvadratisk form i g’erne eller ¢’erne.
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Vi vil nu vise, at matricen p;; er symmetrisk: Som det ses af 4.21 er %qip,'jqj
den j’te leders bidrag til den potentielle energi af den ¢’te. Dette bidrag kan
vi ogsd beregne direkte, idet

) 0. da: o,da; 0;da;
o1 e jdej _ // TifhiZi%% (423
qiP:59; A7€g /-;'i i 4a, [5j |r,‘ - rjl 4meg : I‘]] ( )

Vi kunne i stedet have beregnet i’s bidrag til j’s potentielle energi. Det"

bliver

1 o; da; o;da;o; da;
g = —— .d / i // DT (4,24
UPi% 4d7eq /;;J. 7544 s; |rj — r,~| 4d7eq -y ( )

Men da integrationsordenen er ligegyldig fglger heraf

Dij = Pji- (4.25)

Det vil sige, at matricen af potentialkoefficienter er symmetrisk. Da matricen
ci; er den reciprokke af matricen c;; er ogsa denne symmetrisk, altsa

(426)

Ved at saette forskellige potentialer eller ladninger lig 0 eller 1 kan man
uden stgrre besvaer vise en raekke udsagn om disse koeflicienters fortegn og
indbyrdes stgrrelsesforhold. Vi skal her blot sammenfatte de vigtigste:

Tabel 4.1: Egenskaber af potential- og capacitanskoefficienter

Potential- Capacitans- Delkapacitanser
koeflicienter koefficienter
Pij = Pji cij = Cji Cij =Cj
pi; >0 ¢y >0 C,'j>0
pi 2pij (1 #£7)  ci; S0(i#7)
Ei Cij > 0

4.4 Energi i det elektrostatiske felt

I forrige afsnit udtrykte vi energien af en fordeling af ladninger ved ladnings-
teetheder og potentialer. Her skal vi nu foretage en matematisk omskrivning
af udtrykket 4.14 sadan, at energien af en ladningsfordeling helt bliver ud-
trykt ved feltstgrrelserne E og D.

Vi ser igen pa en begranset ladningsfordeling. Fordelingen kan rumme li-
nezre dielektrika med volumenladningstaethed p og ledere med fladeladnings-
teethed 0. Eventuelle fladeladninger pa dielektrika taenker vi os smurt lidt ud
ogindeholdt i p. Ladningstethederne er knyttet til den elektriske luxtaethed
idet

V-D =p (dielektrika), D -n=o0 (ledere). (4.27)

Vi kan da skrive 4.14 som

Energibetragt-
ning giver

symmetr: af
Diy 09 &y

Felterne ind-
fores

Situationen

-Matematik
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Figur 4.2: En begranset ladningsfor-
deling indesluttet 1 en kugleflade S’
med radius R og udadrettet normal
n’. Der kan vare volumenladning p i

dielektriket og overfladeladning o pa
lederne.

U:l/ <pV~Dd'v'+l/<pD‘nda'. (4.28)
2 Jyr 2Js

Volumenintegralet gar her over det omrade V', hvor der er volumenladninger
0, dvs. rummet uden for lederne, men vi kan ggre V' sa stor, som vi gnsker,
da der jo ikke kommer noget bidrag, hvor V. D = 0. Overfladeintegralet
gar over ledernes samlede overflade S.
Vi omskriver nu integranden i volumenintegralet ved hjelp af Tabel A.2:7
pa formen:
eV -D=V.(¢D)-D V. (4.29)

Hermed bliver energien:

1

U=-
2 Jyv

(V- (¢D) - D Vo) dv' + ; /S oD - ndd'. (4.30)
Det forste led i volumenintegralet kan vi omforme til et overfladeintegral ved
hjzlp af divergensteoremet. Som overflade ma vi for det fgrste inkludere alle
flader S ind mod lederne. For det andet en flade S’ som afgraenser V' udadtil.
Vi kan ggre S’ sa stor, som vi gnsker, nar blot den indeholder al ladning.
I det andet led i volumenintegralet kan vi indfgre E = —V . Dermed kan
4.30 skrives

=1 <pD~n'da'+l/ E-de’+l/<pD-nda'. (4.31)
2 Js4st 2 Jyr 2Js
Vi er nasten fremme. I det fgrste fladeintegral over lederne S er n' rettet
ud af V', dvs. ind i lederne. I det andet fladeintegral over S er n rettet
ud af lederne. Disse to integraler vil derfor kancellere. Fladeintegralet over
den store flade S’ vil ogsa forsvinde. Velger vi S’ som en kugleflade med
radius R — oo vil potentialet (sml. 2.67) jo forsvinde som mindst 1/R og det
afledede felt D som mindst 1/R?. Der er altsa ingen vanskelighed: integralet
forsvinder pa kuglefladen hvis areal =~ R2.
Tilbage af 4.31 er nu det bemarkelsesvaerdige udtryk

U:}/E-de, | (4.32)
2Jv

hvor vi har udeladt alle maerker som overflgdige. Meningen er, at der skal
integreres over hele rummet.
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Udtrykket 4.32 kom til verden efter en lang raekke matematiske manipulati-
oner. Det interessante er nu, hvordan det kan fortolkes fysisk. Vi begyndte
dette kapitel med at beregne energien af et system af punktladninger. Ud-
trykket 4.6 nedstammer direkte fra Coulombs lov og knytter energien til de
enkelte ladninger. Dernzst beregnede vi energien af en kontinuert ladnings-
fordeling givet ved 4.13. Her optraeder en feltstgrrelse, nemlig ¢, men den
indgar rigtignok kun der, hvor ladningstatheden forekommer. Med den nu
udledte 4.32 har vi helt taget skridtet ud i rummet, med et udtryk som
lokaliserer energien overalt, hvor der findes et felt.

Erfaringen har vist, at det er en meget frugtbar tanke, at energien ligger
i det elektriske felt. Det er derfor en naturlig fortolkning af 4.32, at der i det
elektrostatiske felt er en energitethed u med enheden Jm™3 hvor

uw=1E.D. (4.33)

Det indgik i forudsatningerne for 4.13, og dermed for 4.14, at alle dielektrika
var linezre. Denne relation anvendte vi ved udledningen af ligning 4.32, som
derfor ogsa kun er gyldig for lineere dielektrika. For disse er permittiviteten
en proportionalitetskonstant, som forbinder D og E (se 3.29). Vi kan derfor
udtrykke energitzetheden i feltet ved hvert af disse felter alene:

1D?
2 €
> Pladekondensatoren: Lad os anvende denne nye formalisme pa vor hardt
prgvede pladekondensator. Vi antager, at kondensatoren er fyldt med di-
elektrikum og har ladningen Q. De elektriske felter bliver D = @Q/A og
E = D/e = Q/(Ae). Heraf findes energiteetheden u og hele kondensatorens
energiindhold U:

1Q2 1Q% 1Q°?
=1ED=-2_, U=glAu=-2"=-=2_
| v 2 A% T4 T2
i overenstemmelse med det tidligere udledte udtryk i afsnit 4.3.1.«
> Kraft pa leders overflade: Vi kan benytte udtrykket 4.33 til at beregne
kraften pa en leders overflade ved anvendelse af virtuelle arbejders princip.

Vi forskyder virtuelt (dvs. indbildt) fladeelementet AS stykket dz i norma-
lens retning. Fra feltet forsvinder der da energien

u=1eE? = (4.34)

dU = 1eE2AS dz.

Figur 4.3: Virtuel forskydning af et
element af en leders overflade.
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Konstant ¢

Kraftmoment

Dette skal veere det af kraften F, pa AS udfgrte arbejde, som er dU = F, dz
hvoraf
o2
F, = %eoEzAS = —AS,
260
idet E = o/ey ved lederens overflade. Dette resultat er tidligere fundet pa
anden made, sml. 2.55.«

4.5 Kreefter og momenter i elektrostatiken

I et elektrostatisk system sammensat af enkeltdele som ledere, isolatorer og
punktladninger vil der virke kraefter mellem delene. Disse kraefter kan meget
bekvemt beregnes ud fra systemets potentielle energi U, som vi vil ga ud fra,
at vi kender som funktion af enkeltdelenes position og orientering i rummet.

Vi ser fgrst pa et system, hvor delene er isoleret fra hinanden og fra
omgivelserne. Den samlede ladning pa hver del er derfor konstant. Vi lader
en enkelt del af systemet underga en forskydning dr under pavirkning af de
elektriske kreefter F, som virker pa den. Det arbejde, som herved udfgres af
systemet pa delen, er

dW = F -dr = Fpdz + Fydy + F,dz. (4.35)

Da systemet er isoleret, sker arbejdet pa bekostning af dets elektrostatiske
energi U sadan, at

dW = —-dU, (4.36)
som sammen med 4.35 giver
~dU =F -dr = Fydz + Fydy + F.dz. (4.37)

Opfatter vi U som en funktion U(r) af positionen r af den betragtede en-
keltdel, har vi pa sedvanlig made differentialet

9u , 8V, U

= —— —— . 4.
aUu 52 dz + 3y dy + 5 dz (4.38)
Ved sammenligning med 4.37 finder man straks kraften
oU oU oU
_ —_ (%Y oYU oY 4.
F (FI’F!I’FZ) (a:Z:’ay)az)’ ( 39)
altsa
F=-VU, q konstant. (4.40)

De elektriske kraefter pavirker ogsa systemets dele med kraftmomenter,
der kan beregnes pa lignende made. Hvis en enkelt del af systemet er bundet
til rotation om en akse, og kender man systemets energi U(#) som funktion
af drejningsvinklen @ om aksen, bliver kraftmomentet 7 om denne

T = —aa—g, g konstant. (4.41)
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Figur 4.4: Et elektrostatisk system,
hvis ledere holdes p& faste potentia-
ler. Kraften pa en enkeltdel af syste-
met kan findes som plus gradienten af

feltenergien.

Vi ser nu pa en anden situation, hvor der i systemet indgar en rakke ledere,
som holdes pa bestemte potentialer ved hjelp af ydre energikilder, for eksem-
pel (accumulator)batterier. Vi lader en af systemets dele fiytte sig dr under
indflydelse af de elektriske kraefter og finder igen arbejdet som kraft gange
vej givet ved 4.35. Men i dette tilfeelde arbejdes der ikke blot pa bekostning
af systemets elektrostatiske energi. Der er et tilskud fra batterierne, siledes
at vii stedet for 4.36 har

dW = —dU + dW,, (4.42)

hvor dW, er det af batterierne udfgrte arbejde.
De to bidrag til arbejdet pa hgjre side af 4.42 kan vi sztte i relation til
hinanden. Vi ser fgrst pa dU, som kan beregnes af 4.18:

U=3Tivig => dU =}, pidg;, (4.43)

idet potentialerne jo holdes konstante.
Det er batterierne, som ma slabe i det for at fastholde potentialerne,
nar en del af systemet forskydes. Batterierne leverer under forskydningen

(se fig. 4.4) ladningerne dg; fra jordpotential til potentialerne ;. Men efter
4.1 kreever dette arbejdet

dWe = pidg;. (4.44)

Efter 4.42 bliver det samlede arbejde af system og batterier

AW = ~dU +dWy = -1 ¥, 0idai + T, pidg; = 1Y pidg = +dU. (4.45)
Sammen med 4.35 giver dette

ou ou ou

= F, 2 = = — —_ —az. .
aw dz + Fydy + F,dz = dU 5o dz + 3y dy + 52 dz (4.46)
hvoraf oU U oU
F= Fz:F sLz) =\ 3 s 3+ %7 | 4
( v ) (61: Oy 6z) (4.47)

altsa

¢ konstant. (4.48)

2. situation:
Konstant ¢

Batterierne
arbejder med
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Pladekonden-
sator sluger
dielektrikum

Fast ¢ og
fast q giver
samme kraft

I denne situation arbejder systemet altsd, pa grund af tilskud fra batterierne,
under forggelse af sin elektrostatiske energi.
Analogt til 4.41 finder man i dette tilfzelde for kraftmomentet om en akse

ou

T = +50—, @ konstant. (4.49)

> Dielektrikum i pladekondensator: Som eksempel pa anvendelsen af oven-
stdende kan vi se pd en pladekondensator, hvori der delvist er indskudt en
dielektrisk klods med permittivitet e. Klodsen passer netop ind mellem kon-
densatorpladerne, som har afstanden d og holdes fast pa en potentialforskel
V. Pa grund af inhomogeniteter i felterne ved kanterne af pladerne og die-
lektriket vil der veere en kraft pa klodsen, men en direkte beregning af denne
vil vaere meget kompliceret. Derimod lgses problemet let ved en energibe-
tragtning.

Feltstyrken i mellemrummet bliver overalt E = V/d, mens energitaetheden

v

0
Figur 4.5: Kraft pa dielektrisk klods i pladekondensator

bliver JeE? i den indskudte del af klodsen og 3€0E? i plademellemrummet
uden for klodsen. Vi giver nu klodsen virtuel forskydning Az ind i konden-
satoren. Har klodsen tvaersnitsarealet A, vil et volumen AAz zndres fra at
rumme vacuum til at rumme dielektrikum. Den hertil svarende energizen-
dring af systemet er

AU = 1E%(e — o) AAz. (4.50)

Da potentialerne holdes fast, skal kraften pa dielektriket beregnes efter 4.48,
som giver

oU
Fo= 5 = 1B%(e = «)A. (4.51)

Kraften er positiv, dvs. den gér i retning af z, se figuren. Klodsen vil altsa
traekkes ind i plademellemrummet. Det samme vil selvfglgelig veere tilfeel-
det, dersom pladerne holdes med konstant ladning, selv om kraften her skal
beregnes efter 4.40. Se opgave 4.17.«



Kapitel 5

Elektrisk strom

De foregdende kapitler har udelukkende drejet sig om elektrisk ladning i
hvile. Her skal vi nu behandle elektrisk ladning i bevaegelse.

De frie elektroner i en metallisk leder er i tilfzeldig bevaegelse ligesom mo-
lekylerne i en gas. De har saledes ikke nogen foretrukken bevaegelsesretning.
Lagger vi en plan flade et vilkarligt sted i en sadan leder, er der ikke nogen
nettostrgm af elektroner gennem den.

Anderledes vil det veere, dersom der er et elektrisk felt i lederen. I elek-
trostatiken har vi set, at det elektriske felt i en leder er nul. Men dette er
slutsituationen, som indtrader, efter at de frie ladninger under pavirkning
af hinanden eller af et ydre felt har bevaeget sig til ligevaegtspositioner, og
hele lederen er blevet et ekvipotentielt omrade. Ligeveaegt nas normalt meget
hurtigt, inden for 1 ns eller mindre, og stremmen ophgrer. Elektrostatiske
kreefter kan ikke alene opretholde varige elektriske strgmme.

Der findes imidlertid i naturen processer og inden for tekniken apparater,
som kan vedligeholde en elektrisk potentialforskel mellem punkter af en leder
og dermed ogsa opretholde et felt i lederen. Vi kalder en sidan mekanisme
en elektromotorisk kraft. Forbindes en elektromotorisk kraft til punkter af
en leder, vil ladningsbaererne, som regel elektroner, sattes i bevaegelse, og
der opstar en varig elektrisk strgm.

Det hgrer med til dette forenklede billede, at mens elektronernes til-
feeldige bevaegelse sker med hastigheder pd omkring 108 ms™!, sa er den
hastighed, de kan vinde i det elektriske felt, meget ringe. I en almindelig
husholdningsledning omkring 103 ms~!, se opgave 5.1. Det elektriske felt,
som virker pa elektronerne, giver dem ikke nogen netto acceleration (mod-
sat feltretningen), fordi de ustandselig kolliderer med og afgiver energi til
de atomer, som opbygger lederens krystalgitter. Men mellem to kollisioner
accelereres en elektron en smule modsat feltretningen og far derfor en eks-
tra hastighed i denne retning oven i den tilfzeldige hastighed. Resultatet
er en langsom drift af elektronerne med en hastighed, som er halvdelen af
den ekstra hastighed, en elektron i middel opnar mellem to kollisioner. Man
kan sammenligne med en marmorkugle, som hopper ned ad en lang trappe.
Hver gang kuglen rammer et trin, mister den det meste af sin erhvervede
hastighed ved (uelastiske) stgd mod trinnet og ma begynde accelerationen
forfra. Dens middelhastighed vil veere konstant og langt mindre end den,
som opnas af en frit faldende kugle over samme faldhgjde.
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5.1 Elektrisk strom og stromtasthed

I praksis Igber elektrisk strgm ofte i en ledning, dvs. en leder, hvis tveersnits-
dimensioner er sma i forhold til dens lengde. Elektronernes drift sker da i
ledningens retning, modsat det elektriske felt. Vi kan forestille os en sta-
tionzr tilstand, hvor der tilfsres elektroner i det ene endepunkt og fjernes
lige sa mange i det andet. De elektrostatiske kraefter forhindrer, at der op- .
bygges ladningsansamlinger eller ladningsunderskud noget sted i ledningen,
der forbliver elektrisk neutral. I denne situation vil der per tid transporteres
samme ladning gennem alle tvaersnit af ledningen.

Den elektriske strgm i ledningen defineres som

d@
I==
dt

1= A, (5.1)

hvor d@Q er den ladning, som i tidsrummet dt har passeret et vilkarligt led-
ningstveersnit. Elektrisk strgm er en skalar og males i ampere, der som
tidligere naevnt er den fundamentale elektriske SI-enhed, hvoraf alle andre
elektriske enheder er afledt. Vi skal i naeste kapitel give den galdende defi-
nition af ampere.

Hvis vi har en elektrisk strgm i en udstrakt del af rummet, beskrives den
ved hjzlp at strgmtetheden J(r). Strgmteetheden er en vektor, som peger
1 de positive ladningsbaereres bevaegelsesretning. Er der per volumen N
ladningsbzerere af en bestemt type hver med ladning ¢ (regnet med fortegn)
og drifthastighed v, defineres strgmtaetheden som

E = Ngv = pTl [J] = Am~?, (5.2)

hvor p = Ng er volumenladningstatheden for den betragtede type ladnings-
beerer. Er der flere typer ladningsbzrere erstattes 5.2 med

J = ZN,'qiv,- = Zpivi, (5.3)

hvor index ¢ angiver de enkelte typer ladningsbzrere (elektroner, positive
og negative ioner eller positive "huller” i halvledere). Ogsa en negativ lad-
ningsbzrer giver et J i feltets retning, da bide g og v skifter fortegn.

Vi ser nu pa et lille fladeelement da placeret i en leder ps et sted, hvor
stromtaetheden er J (fig. 5.1). Den ladning dQ, som inden for tidsrummet
dt stremmer gennem fladeelementet da = nda, rummes i en cylinder med
grundflade da og frembringere vdt. Denne cylinder har volumen v - n da dt
og rummer ladningen dQ = pv -ndadt = J - dadt. Strgmmen gennem

da J
C VS

vdt dQ = pNvdt - da

=J-dadt Figur 5.1: Forbindelsen mellem strgm
/D dl =dQ/dt=J -da og strgmtathed.
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fladeelementet er derfor dI = d@/dt = J - da. Heraf finder vi for strgmmen
gennem en vilkarlig flade S

I= /SJ-da. (5.4)

Ser vi pa et lukket omrade af rummet, kan vi med 5.4 beregne strgmmen
ud af dette. Men den ladning, som netto stremmer ud, ma modsvares af
tabet i total ladning inden for fladen. Ladning er jo en bevaret stgrrelse,
som hverken kan skabes eller destrueres, den kan kun flyttes.

Strgmmen ud af fladen S, som indeslutter volumenet V', kan vi skrive

I:fJ-da=/v.Jdu, (5.5)
S v

hvor der atter er gjort brug af Gauss’ nyttige szetning A.23. Men I skal jo
veere den ladning, der per tid forsvinder fra volumenet, altsa

__dQ _ _d __ [ %
1=-%%= dt/Vpd'u_ /Vatdu, (5.6)

idet vi i fuld almindelighed antager, at p = p(r,t), mens volumenet V an-
ses for fast. Differentiationen efter tid har derfor kunnet flyttes ind under
integraltegnet.

[ 5.5 og 5.6 har vi nu to forskellige udtryk for stremmen I ud af volume-
net. Vi satter hgjresiderne lig hinanden og finder

/V(%+V~J> dv = 0. (5.7)

Integralet 5.7 skal veaere nul for ethvert volumen, ogsé et vilkarligt lille.
Dette sker kun, hvis integranden er identisk nul i alle punkter af omradet.
For ethvert strgmfelt geelder altsa

L iv.y=0. (5.8)

Ligning 5.8 kaldes kontinuitetsligningen og er et lokalt udtryk for den funda-
mentale egenskab ved universet, at elektrisk ladning er bevaret. Kontinui-
tetsligningen er ikke en Maxwell ligning. Man kan imidlertid let vise, at den
er indeholdt i den 1. og den 4. Maxwell ligning tilsammen.

Vi udledte kontinuitetsligningen for det generelle tilfzelde, hvor ladnings-
teetheden p afhang af bade sted og tid. Begraenser vi os til det stationere
tilfelde er p konstant, og kontinuitetsligningen reducerer til

(5.9)

Kontinuitetsligningen 5.8 svarer helt til en tilsvarende i teorien for vee-
skers beveegelse, som udtrykker massens bevarelse. For veesker angiver p
massefylden og J = pv vaskestrgmtztheden. Ligningen 5.9 beskriver da
bevaegelsen af en usammentrykkelig vaeske.

Streom ud =
tabt ladning

Kontinustets-
ligningen

Stationer
strgm er
divergensfri
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5.2 Resistans

Det er det elektriske felt i en leder, som giver anledning til den elektriske
strom. Strgmmens stgrrelse er ikke noget, vi kan beregne teoretisk, idet
den foruden af feltet afhaenger af den pageldende leders egenskaber. Vi har
derfor brug for en materialeligning, som forbinder strgmtaethed og feltstyrke.

5.2.1 Ohms lov

Empirisk har det vist sig, at der for en meget stor gruppe materialer i sta-
tioneere tilfeelde er tale om en simpel proportionalitet mellem strgmteathed

og feltstyrke idet )
(510

For et givet materiale og en given temperatur er v en konstant, som kaldes
konduktiviteten. Materialer, som fglger relationen 5.10, kaldes ohm’ske og
selve relationen kaldes Ohm’s lov.

Vi kan give Ohms lov en maske mere velkendt form ved at anvende den
pa et ledningstykke med konstant tveersnit A og leengde £. Vi antager, at det

v 14 0

14
I:JA:'yEA:'y7A
Figur 5.2: Ohms lov for et leder-
stykke.

ledende materiale er homogent med konduktivitet v og, at der opretholdes
en spandingsforskel V' mellem ledningens endepunkter. Se fig. 5.2.
Efter 5.4 far vi nu for ethvert tveersnit af ledningen

I:/J~da:—y/E-da. (5.11)
A A

Da ledningen er homogen, vil potentialet aftage jeevnt langs lederen sadan,
at feltstyrken £ = V/I. Af symmetrigrunde ma E vaere parallel med lederen
og konstant over ethvert tveersnit af denne. Heraf fglger efter 5.11, at I =
YAE = yAV/Leller V = {I/yA. Vi kan skrive denne sammenhzng som

L
-

V=1IR,| idet |R (5.12)

som er Ohms lov pa konventionel form. Her kaldes R den pdgeeldende led-
nings resistans eller modstand, som males i ohm med symbolet Q. Der gaelder
[R] = Q = VA™! = JA~%5-1. Konduktiviteten y males i Q~1m~1. Ofte an-
gives den reciprokke konduktivitet for et materiale. Denne stgrrelse kaldes
resistiviteten og méles i dm med symbolet p (ikke at forveksle med ladning-
staethed). Udtrykt ved resistiviteten bliver 5.12:

R=F. (5.13)
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5.2.2 Konduktivitet og resistivitet
Konduktivitet 4 eller resistivitet p er materialeegenskaber, som kun man- Materiale-
gelfuldt kan beregnes og derfor ma fastleegges ved maling. Tabel 5.1 giver  egenskaber
resistiviteten for en rakke almindelige materialer ved rumtemperatur. Ta-
bellen illustrerer det store interval, som resistiviteten spander over, fra sglv
som den bedste leder til typiske isolatorer som kvarts eller plastic.
Tabel 5.1: Resistivitet og temperaturkoefﬁciént af materialer
Materiale Resistivitet Temperatur—
293K koefficient
Qm K-!

Rene metaller :

Selv 1.59x108 3.8x1073

Kobber 1.72x10°8 3.9x1073

Aluminium 2.82x1078 3.9x10°3

Wolfram 5.6x1078 4.5x1073

Jern 10x10-8 5.0x1073

Platin 10x10-8 3.9x103

Kviksglv 95.8x 1078 0.9x1073

Grafit 1.4x10°5

Legeringer :

Stal 10-18x 1078 4.0x1073

Messing 7.0x10°8 2.0x1073

Constantan (Cu60, Ni40) 49x10-8 ~ 10-€

Elektrolyter :

NaCl-oplgsning, meettet 0.044 —5x10~3

Havvand 0.25

Destilleret vand 5x10%

Halvledere :

Silicium, ren 2x103 negativ

Germanium, ren 0.46 ~48x10~3

Isolatorer :

Tree 108-1011

Glas 1010-10%4

Svovl ~ 1015

Kvarts, smeltet > 1016

Plastic 1010-1018

Kilde: Handbook of Chemistry and Physics (1980).
I almindelighed stiger resistiviteten med stigende temperatur. Dette ud- Temperaturens

trykkes ved temperatur-koefficienten . Nar rumtemperatur Ty er indflydelse

p = po(1+ (T - To)),

hvor T er temperaturen. Det skal bemerkes, at temperaturkoefficienten
a for mange rene metaller ligger neer 1/273 (sml. tabel 5.1), som er rum-
udvidelseskoefficienten for en ideal gas. Dette er ikke tilfzeldigt, men kan
begrundes ud fra metallernes elektronteori.

Relationen 5.14 gzelder ikke ved meget lave temperaturer, idet resistivi-
teten for mange metaller dér brat falder til nul. Metallet er da superledende,
et feenomen som i 1911 blev opdaget af Kamerlingh Onnes (1853-1926)0.

(5.14)
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5.2.3 Resistorer

I praksis fremstilles resistanser ved bevikling af keramiske kerner med mod-
standstrad eller ved beleegning med tynde lag eller spiraler af kul. En sadan
resistans omtales som en modstand eller en resistor. Den sidste betegnelse
er indfgrt for at skelne komponenten en resistor fra dens egenskab resistans.
Tidligere har vi omtalt en kondensator som en capacitor med egenskaben
capacitans. Vi skal siden under induktion mgde komponenten en induktor
med egenskaben induktans.

I elektriske diagrammer betegnes resistorer R med symboler som {1,
—~WWV — og ~[Z)— for en variabel resistor. Resistorer forbindes ofte flere
sammen i serie eller parallel, se fig. 5.3.

R,

Ri R, Rs R, ! |

Figur 5.3: Resistanser i serie og parallel.

I serieforbindelse af resistorerne Ri, R, ..., Ry, lgber der samme strgm
I gennem dem alle. Spzndingen over hver resistor bliver V7, = RyI, V5 =
RyI,...,V, = R,I. Den totale speending V over alle resistorerne er da
bestemt ved

V=WVi+Ve+ - - +Va=(Ri+Ry+ -+ Rp)I = RI (5.15)

Den ekvivalente resistans R af n serieforbundne resistorer bliver altsa

|R=Ri+Ry+ - +Rn| (5.16)

I parallelforbindelse er der samme spaending V over alle resistorer. Gen-
nem resistorerne lgber strommene I) = V/Ry,I, = V/R,,...,I, = V/R,.
Den samlede strgm I gennem alle resistorerne er da bestemt ved

1 1 1 Vv
I=h+L+ - +Lh=|—+—++—})V == 5.17
1ttt + (R1+R2+ +Rn) R (5.17)
Den ekvivalent= resistans R af n parallelforbundne resistanser bliver altsa
1 1 1 1
==+ =+ -+ =. 5.18
R R R TR (5.18)

For kun to parallelforbundne resistorer benytter man oftest med fordel ud-
trykket
R= R, R,

= e, 5.19
Ri+ R, ( )
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5.3 ‘Stationzer strom 1 et udstrakt medium

Man er ofte interesseret i at kende den stationzre strgmfordeling i et ud-
strakt ledende medium, hvor en ydre elektromotorisk kraft opretholder en
fast potentialforskel mellem to punkter eller omrader inden for mediet. Man
kan illustrere strgmforholdene med strgmlinier i analogi med de feltlinier, vi
tidligere har anvendt til at anskueligggre det elektriske felt (fig. 5.4).

Vi ser fprst pa et udstrakt, homogent ledende medium. Her er der
helt normalt et potentialfelt ¢, selv om dette opretholdes udefra med den
elektromotoriske kraft. Det elektriske felt er rotationsfrit med feltstyrken
E=-Vy. Af 5.9 og 5.10 folger da

V-J=qV.E=0= V-E=0 = V- (-Vg)=0. (5.20)

Altsa igen Laplaceligningen

V2yp = 0. (5.21)

Laplaceligningen ma nu lgses med de relevante graensebetingelser, som kan
fastlaegge o eller J pa greensefladerne af det ledende medium. At fastlegge J
er det samme som at fastlaegge E, da de to vektorer er forbundet ved Ohms
lov.

Vi betragter dernaest en granseflade mellem to ledende medier, 1 og 2,
med konduktiviteter v; og 2. I det stationere tilfeelde er V - J = 0 som
udtryk for, at der ikke ophobes en voksende ladning pa graensefladen. Ser vi
pa et lille element nda af denne, giver et Gauss-dise argument

Jy-nda—J;-nda=0. (5.22)

Altsa

((J2—-31) n=0] (5.23)
eller, ved brug af Ohms lov 5.10,

(72E2 - 1E;)-n=0. (5.24)

Ligning 5.23 udtrykker, at normalkomposanten af J er uzndret ved passage
af greensefladen.

Lad os endelig se pa et udstrakt, moderat ledende medium, hvori der er
indfaeldet en god leder, som med en ledning er forbundet til en elektromo-
torisk kraft. En sadan leder kaldes en elektrode, og vil typisk veere af metal
med meget stgrre ledningsevne end mediet.

I det stationzere tilfaelde gaelder kontinuitetsligningen 5.9, som pa integral
form bliver

j{ J.da=0, (5.25)
S

hvor § er en lukket flade inden for det ledende medium. Omslutter den
lukkede flade en elektrode, gelder 5.25 stadig, men vi ma veere omhyggelige
med at inkludere tilledningen. Vi kan forestille os, at der i mediet er boret en

snaever kanal med tvarsnitsareal S’ til tilledningen med strgmmen I. Efter
5.25 har vi da

j{J-da:/J-da-{— J.da=0. (5.26)
S ! 5-5/

Strgmfelter og
strgmlinier

Laplace igen!

Stationert:
strom ind
= strgm ud

Tilledningen
skal med
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I
Figur 5.4: Strgmbilledet omkring en
elektrode med tilledning.
Strommens Da strgmtaetheden i tilledningen vil vaere meget stgrre end i mediet, kan vi
kilde med god tilnaermelse i det sidste integral erstatte S — S’ med hele fladen

S. Idet da er rettet ud af S og S’, bliver det fgrste integral —I, hvor I er
strommen ind gennem tilledningen. Vi har da

fJ-da:’y?(E-da:I. (5.27)
S S

Denne ligning er helt af samme form som Gauss’ lov i et dielektrikum 3.23
der kan skrives som

’

fD-da:ewaia:Q. (5.28)
s s
De ekvivalente stgrrelser ses at vaere
D=J, Q=1, e=+, (5.29)
Analogi hvor I optraeder som strgmmens kilde. I det hele taget er der en vidtgiende
strgmfelt- analogi mellem det stationzere strgmfelt omkring elektroder i et ikke for godt
fluzfelt ledende medium og det elektriske fluxfelt omkring ledere i et dielektrikum.

Denne analogi ggr, som vi skal se, at lgsninger fra elektrostatiken uden videre
kan overfgres til problemer vedrgrende strgmme.

Pa figur 5.5 viser a) et dielektrikum med permittivitet ¢, hvori der findes
| to ledere med potentialforskellen V. Dette arrangement har vi tidligere
| kaldt en kondensator. Tilsvarende viser b) et strgmfgrende, moderat ledende
medium med konduktivitet v, for eksempel en elektrolyt, hvori der findes to
elektroder med samme geometri som lederne i a). Elektroderne holdes fast
pa potentialforskellen V' ved hjzlp af en ydre elektromotorisk kraft. I det
dielektriske tilfelde a) ved vi, at lederne er ekvipotentielle omrider med
potentialer, som vi kan saette til henholdsvis 0 og V. Kondensatoren har en
capacitans C og en ladning @ séledes, at Q = CV.

I ledertilfeeldet b) er der mellem elektroderne en resistans R og en strem
| I siledes, at I = V/R. Da hver elektrode har meget hgj konduktivitet,
a er der kun et ringe spaendingsfald fra tilledningen til elektrodens overflade.

§

To problemer, Elektroderne bliver derfor nzsten ekvipotentielle omrdder med samme po-
samme poten- tentialer som ved dielektriket. Potentialfunktionen ¢ tilfredstiller derfor i
tial begge tilfaelde Laplaceligningen med samme randbetingelser. Det medfgrer

at potentialfunktionerne i de to tilfeelde er identiske. For de to tilfzelde har
vi da i parallele skridt
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a b)

Figur 5.5: a) Elektrisk fluxfelt omkring ledere i et dielektrikum. b) Stationert
strgmfelt omkring elektroder i et moderat ledende medium.

Dielektrikum Leder

D = ¢E J = 4E

Q = §D-da I = §J.-da (5.30)
Q = CV I = V/R

Ud fra disse relationer finder man umiddelbart

Q:e}{E-da:CV og I:yjfE-daz-l-V, (5.31)
s s R

hvorefter division af udtrykket for @ med udtrykket for V giver

£ =RC. (5.32)
v
Denne relation er meget nyttig ved anvendelsen af resistans-capacitans ana-
logien, som det illustreres med de folgende eksempler. Stgrrelserne RC og
€/7 har dimension af tid. Vi skal mgde dem flere gange senere.

> Pladeleder og pladekondensator: Vi har blandt andet i afsnit 2.10 be-
regnet capacitansen af en pladekondensator. Er kondensatoren fyldt med et
dielektrikum med permittivitet ¢ geelder efter 3.43

€A
C-——E—.

Vi erstatter nu dielektriket med et moderat ledende medium med kondukti-
vitet v. Ved udnyttelse af 5.32 finder vi da resistansen mellem elektroderne

_le d

T Cy Ay
i overensstemmelse med udtrykket 5.12 for resistansen af en ledning. Ud-
trykket afhaenger altsa ikke af, om lederen er tyk eller tynd. Ved at negligere
randfeltet i kondensatoren har vi faet et feltliniebillede i dielektriket, som
helt korrekt svarer til strgmliniebilledet i lederen. Det faktiske feltliniebil-
lede i en kondensator med stor pladeafstand ligner pa grund af randfeltet
slet ikke strgmliniebilledet i en lang leder. Analogiens begraensning ligger i,
at selv en darlig leder har meget stgrre ledningsevne (o) end et omgivende
vacuum. For et dielektrikum er permittiviteten kun nogle fi gange stgrre
end vacuumpermittiviteten.<

Resistans-
capacitans
relation

Analogiens
begrensning
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B> Elektrolytisk kar: Med komplicerede udformninger af lederne i en konden-
sator er det vanskeligt at beregne feltet mellem dem og dermed kapacitansen.
Nedsznkes elektroderne eller modeller derafi en tank fyldt med en elektro-
lyt, er det imidlertid simpelt at méle resistansen mellem dem. Er denne R
i en elektrolyt med konduktivitet v, bliver kapacitansen af elektroderne i et
dielektrikum med permittivitet ¢ efter 5.32

R

=25
> Feltlinier gjort synlige: Det elektrolytiske kar kan ogsd bruges til at
kortlegge elektriske felter. Eksempelvis kan man med en passende lille
malesonde fglge ekvipotentialfladerne, hvor spaendingen jo skal veere kon-
stant. En todimensional variant af det elektrolytiske kar er et stykke fil-
trerpapir fugtet med en passende elektrolyt. Trykkes metalelektroder mod
apiret vil strgmliniern llem dem svare til strgmlinierne mellem parallele

Figur 5.6: Strgmlinier om to rektan-
guleere elektroder.

rette cylindre med samme tveersnit som elektroderne. Strgmlinierne kan syn-
ligggres ved at drysse korn af kaliumpermanganat pa papiret. De stzerkt far-
vede negative permanganationer vil da beveege sig imod strgmliniens retning
og derved ggre denne synlig. Fig. 5.6 viser feltlinier omkring to rektangu-
lzere elektroder opnéet pa en noget anden made, hvor man benytter, at sma
kulstoffibre i en oliesuspension, retter sig ind efter feltet.<

5.4 Effekt afsat 1 en leder

Den elektriske strgm fgrer ladning fra et hgjere potential til et lavere. Derved
tabes potentiel elektrisk energi. Som eksempel viser fig. 5.7 en elektromoto-
risk kraft i form af et batteri, som via ledninger er forbundet til en forbruger
antydet ved en "sort kasse”, hvis indhold vi for gjeblikket ikke behgver at
redeggre for. Alt vi ved er, at der lgber en strgm I gennem tilledningerne,
og at batteriet opretholder et potential V over kassen. I tidsintervallet dt
transporteres der da en ladning dg = I dt fra potentialet V til potentialet 0.
Tabet i potentiel energi er derfor

—dU =V dg=VIdt, (5.33)

mens effekten bliver P = —dU/dt, som overfgres til kassen:

[P]=W (5.34)
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I
__-V
--0
-1 Figur 5.7: Effekt ved ladningstrans-

port gennem sort kasse.

Energien, Pdt som tilfgres kassen, ma efter loven om energiens bevarelse,
vere at finde et andet sted. Hvor og i hvilken form afhaznger af kassens
indhold. Rummer den en elektromotor, som udfgrer et mekanisk arbejde,
optraeder (en veesentlig del af) energien som arbejde. Rummer kassen en
elektrolysecelle findes pd samme made (en veaesentlig del af) energien som
kemisk energi i elektrolyseprodukterne.

Her er vi iseer interesseret i den effekt, der afsaettes, nir kassen rummer en
resistans. Efter det primitive billede vi har dannet os af den elektriske strgm,
bevaeger elektronerne sig gennem resistansen med en konstant drifthastighed.
De vinder altsd ikke nogen kinetisk energi. Hele den potentielle energi, de
har tabt, er ved kollisioner overfgrt til metalgitterets termiske svingninger.
Dette er en termodynamisk set irreversibel proces, der altsd viser sig som
varme i resistansen. Feenomenet kaldes Joule-varme.

Den til Joule-varmen hgrende effekt i en resistans R, kan efter 5.34 og
Ohms lov 5.12 skrives pa flere mader:

V2

P=IV=RP=—, [PI=W. (5.35)

Lad os nu betragte effektforholdene i et kontinuert medium. Vi begreen-
ser os til det stationzere tilfaelde, men af hensyn til senere anvendelser antager
vi helt generelt en strgmtaethed J og en feltstyrke E, som ikke ngdvendigvis
er proportionale og dermed parallele. Vi laegger et lille strgmliniergr (fig.
5.8) med kantlengde d€ parallel med J og endeflader dS vinkelrette pa E.
Vinklen mellem J og E kaldes §. Strgm og spanding bliver

I=J.-dS=JdScosé, V=E-dl =FEdlcosb. (5.36)

Effekten dP inden for den betragtede del af strgmliniergret bliver da efter
5.34:

dP =1V = JE cos0dédS cosf = J - E dv, (5.37)
E J
s L
de I=1J-4d8
V=E-df
770 dP =J-Edv Figur 5.8: Beregning af effekt for et

strgmliniergr.

Mange mulig-
heder
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Joule-varme

Effekt i ud-

strakt medium
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hvor dv = d€dS cosd er det af rgret indesluttede volumen. I mediet er der
altsd i hvert punkt en effektiethed (Wm~3) af Joule-varme

P _

— =1E (5.38)

Hvis mediet er ohmsk, kan vi skrive effekttaetheden som

P . J?
— =B =

(5.39)

5.5 Hen mod elektrostatisk ligeveegt

I elektrostatisk ligevaegt sidder al elektrisk ladning pa en leders overflade. Vi
skal nu undersgge, hvor hurtigt en sddan ligevaegt opnds. Hertil ser vi pa et
oprindelig feltfrit, homogent medium med konduktivitet v og permittivitet
€. Pd en eller anden made etablerer vi til tiden ¢ = 0 en volumenladnings-
taethed po(r) i mediets indre. Dette er klart ikke nogen ligevaegtssituation,
og elektronerne vil straks saettes i bevaegelse. Efter kontinuitetsligningen 5.7
har vi

9p
=4+ V-J=0. 4
a1 + J=0 (5.40)
Men efter Ohms lov er J = yE, som indsat i 5.40 giver
9p
- V-E =0. 41
T, +7 0 (5.41)

Det elektriske felt skyldes ladningerne i mediet. Efter den 1. Maxwell ligning
3.26 i et dielektrikum er V-D = peller V-E = p/e. Det indsaetter vii 5.41
og finder differentialligningen

Op 7
£, 42
5 T P=0 (5.42)
som har fglgende lgsning for ladningstatheden:
p(r,t) = po(r) e~ 7e, (5.43)

Ladningstaetheden vil altsd exponentielt g& mod nul pd ligedannet made.
Afladningens tidsforlgb bestemmes af tiden

€
= =¢p, (5.44)
v

som kaldes mediets tidskonstant eller relazationstid. Ud fra permittiviterne
1 tabel 3.1 og resistiviteterne i tabel 5.1 kan relaxationstiden beregnes for
moderat ledende medier. Se tabel 5.2.

For metaller kan der veere tvivl om, hvilken permittivitet der skal anven-
des. Med skgnnet € ~ €g bliver 7, af stgrrelsesordenen 101! x10-8 = 10195,
Dette skgn imidlertid ikke en realistisk verdi, blandt andet fordi den er min-
dre end den gennemsnitlige tid mellem to kollisioner af en elektron med me-
talgitteret, som er af stgrrelsesordenen 10~14s. For tider kortere end dette
kan vi ikke give mening til relationen J = yE.
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Vi bemaerker ogsa, at den beregnede relaxationstid er uafhzengig af stgrrelsen
af den klump stof, vi betragter. Har denne en dimension pa blot 1 mm,
betyder det naevnte skgn, at den hastighed, ladningsjusteringen udbreder sig
med, bliver 10'® ms~!, altsd langt over lyshastigheden. I mikroskopisk skala
viser det sig, at den reelle relaxationstid er den nzvnte middelkollisionstid pa
10~!%s. I makroskopisk skala er tiderne laengere, nemlig udbredelsestiden,
som er materialets lineaere udstraeekning divideret med lyshastigheden. Altsa
omkring 3 x 1071% for en 10cm klump.

Tabel 5.2: Relaxationstid for forskellige materialetyper

Materiale Konduktivitet Permittivitet Relaxationstid
Q-im-1 s

Metal ~ 6x107 €o (10-19), 10~10.10-1
Halvleder = 100 o 10-13
Isolator ~ 1016 €o 105

5.6 Elektromotorisk kraft

For at opretholde en stationaer strgm i en leder er det ngdvendigt at rade over
en elektromotorisk kraft. I de foregdende afsnit har vi da ogsa forudsat, at
dette var tilfeeldet. Den elektromotoriske kraft blev imidlertid blot beskrevet
ved sin evne til at opretholde en spanding over en leder.

Her skal vi nu neaermere beskrive elektromotoriske krafter og deres rolle i
lukkede elektriske kredslgb. Kun dér kan man have en varig, stationzer strgm.
Som et konkret eksempel kan vi se pa kredsen i fig. 5.9, hvor et batters holder
en potentialforskel V mellem polerne A og B. For bekvemmelighed giver vi
A potentialet V' og B potentialet 0.

Gennem den ydre resistans R, vil der da lgbe strgmmen I = V/R fra
A mod B. Den samme strgm ma passere batteriet fra B til A, idet der
ellers, i modstrid med al erfaring, ville ophobes ladning pa batteriets poler.
I batteriet sker der altsa en ladningstransport mod det elektrostatiske felt,
som jo ogsd i batteriet er rettet fra polen A med det hgje potential mod
polen B med det lave potential.

At denne ladningstransport mod feltet er mulig skyldes, at der i bat-
teriet virker andre krzefter end de rent elektrostatiske. Vi venter lidt med
at beskrive disse kraefters natur, da den er uvasentlig for den principielle
diskussion. Det er her tilstreekkeligt at sige, at der i batteriet virker kreefter

Figur 5.9: Simpelt elektrisk kredslgb
med elektromotorisk kraft og indre og

o)
P |

ydre resistans.

Teoriens
begrensning

Kun varig
strgm 1
lukket kreds

Andre krefter
pd ladning
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af ikke-elektrostatisk art, som bevirker en transport af ladninger. Lad nu
E vere den elektriske feltstyrke og lad E’ betegne summen af alle andre
kraefter, som pavirker en enhedsladning. Bade E og E’ har enheden Vm™!.
Det arbejde £, disse felter udfgrer pa en enhedsladning, som i strgmmens
retning fgres en gang rundt i kredsen fra A til A, bliver

5:%Ewﬂ+%E“d. (5.45)

Men da E er et elektrostatisk felt, er dets cirkulation 0. Vi har derfor

sszha, (5.46)

som kaldes kredsens elektromotoriske kraft. I det betragtede tilfelde er den
lokaliseret i batteriet, men vi skal senere se eksempler, hvor elektromotorisk
kraft er fordelt langs hele kredsen. Elektromotorisk kraft males i volt og er
altsa ikke en kraft, men et arbejde per ladning. Navnet er sdledes misvisende,
men det har historisk haevd i mange sprog og skal derfor ogsa anvendes her.
Vi skal undertiden benytte forkortelsen emk for elektromotorisk kraft.

Nar et ladningselement dq fgres én gang rundt i kredsen med strgmmen
I’s retning, udfgrer den elektromotoriske kraft arbejdet £dq. Det afsaettes i
kredsen som Joule-varme. I den ydre kreds afseettes energien V dg = R, I dg.
Desuden viser erfaringen, at det for de fleste elektromotoriske kraefter er
ngdvendigt at tage hensyn til en vis indre resistans, som vi skal betegne med
R;. 1 denne afszttes der da energien R;I dg. Loven om energiens bevarelse
giver da, efter division med dg:

£ =R,I+ R;l. (5.47)

Efter Ohms lov er R,J] = V, hvor V er spandingsfaldet over den ydre resi-
stans. Vi kan derfor skrive polspendingen V' som

V =¢€- Ril. (5.48)

For forsvindende indre resistans er den spezending, som opretholdes over den
ydre kreds, saledes £, men for reelle elektromotoriske kraefter geelder det
ellers, at den spanding de leverer afhzenger af belastningsstrgemmen. I prak-
sis kan den elektromotoriske kraft males med et voltmeter, som kun bruger
ringe strgm (har stor indre modstand).

Betegner R = R, + R, kredsens samlede resistans, kan 5.47 skrives

549

som kaldes Ohms lov for en enkelt strgmkreds. Den siger, at i en enkelt lukket
strgmkreds er den totale elektromotoriske kraft produktet af strgmmen i
kredsen og dennes samlede resistans. v

I elektriske diagrammer angives en konstant elektromotorisk kraft med
batterisignaturen —||- eller —||I[I|—, ndr det skal veere serlig flot. Den
lange pind angiver altid den positive pol, den korte den negative. Den indre
resistans angives ved en resistor i serie med den elektromotoriske kraft.
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5.6.1 Eksempler p3 elektromotoriske krzfter

Erfaringen viser, at det ofte volder problemer at f3 hold pa begrebet elek-
tromotorisk kraft. Dette kan skyldes, at der som sagt ikke er tale om en
kraft, men om et arbejde per ladning. Elektromotorisk kraft males desuden
i volt, pd samme made som spznding. Men dog er der ikke tale om en
spznding, selv om spzending undertiden er lig emk. Det kan yderligere virke
forvirrende, at de elektromotoriske krefter, man mgder ved anvendelserne,
er af mange og meget forskellige typer. Vi skal i dette afsnit se pa nogle af
dem.

En arbejdende elektromotorisk kraft omdanner altid energi i en eller an-
den form til elektrisk energi. I en dynamo omsettes mekanisk energi til
elektrisk energi, i et batteri omsattes kemisk energi, i et termoelement om-

settes varme, i en fotocelle lys osv. De fglgende eksempler illustrerer alle
dette.

& Elektrostatisk generator: En elektrostatisk generator kan besta af en iso-
leret ophzengt metalkugle med en &bning i bunden. Ved hjzlp af en korona-

med en passende gas ved hgjt tryk

POSITIV  HOJSP - - TRYKLUFT - "
ELEKTRODE (1- 6 MV )~ TANK
(10-16ATM)
CORONA - -
STABILISATOR = —IONKILDE
A
B 14
=
B
LADNINGS- — —POSITIVE
TRANSPORTBANO——}——— IONER
:r_~=f i VACUUM-
@ PUMPE
HJE L PESPA.NDINGS - l Figur 5.10: Elektrostatisk generator
ANLA G 33;,50 5 (van de Graaff generator). Isoleret
[+]

kan denne type generator bygges til
spzndinger pad over 20 MV.

udladning belaegges et transportband af gummi med ladning ved punktet A.
Nar ladningen kommer op til og ind i kuglen, befinder den sig i det indre
af en leder, og vil derfor sgge ud til overfiaden af denne, idet den aftappes
ved en ny koronaudladning ved B. Kuglen kan pa den made opna et meget
hgjt potential. Med en modstand R kan man tappe strgm fra kuglen. Den
stationzre tilstand nas ved en spaending V', hvor der strgmmer lige s& megen
ladning ned gennem R, som der fgres op med bandet. Den elektromotoriske

kraft er her det arbejde, som udfgres ved at fgre en enhedsladning op til
kuglen, altsa V.«

> Elektrokemisk celle (batteri): Nar to metalliske elektroder anbringes i en
elektrolyt, vil der opstd en emk imellem dem. En sidan kombination kaldes
en elektrokemisk celle og kan bruges til at drive strgm rundt i en ydre kreds.
Energien kommer her fra kemiske omdannelser i cellen, hvis slutprodukter
har lavere energi end udgangsmaterialerne.

Hvad emk er
og tkke er

Altid energi-
omdannelse

Van de Graaff

generator

Batter:
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Man far et godt overblik over de elektromotoriske kraefter, der kan opnas i
en sadan celle, ud fra de elektrokemiske normalpotentialer, hvoraf nogle er
samlet i tabel 5.3. Normalpotentialet af en elektrode er dens potential i for-

Tabel 5.3: Elektrokemiske normalpotentialer

Elektrodereaktion Potential
1%
Li = Lit +e” -3.05
K = KTt +e~ —-2.92
Na = Nat +e” -2.71
Mg = Mgtt 42 -2.38
Zn = Zntt +2e™ -0.76
Fe = Fett  42e- ~0.44
Cd = Cd*t 42 —0.40
Co = Cott +2e~ -0.29
Ni = Nitt +2e~ —-0.23
Sn = Sntt  42e- —0.14
Pb = Pb*t 42e- —-0.13
Fe = Fettt L3e~ -0.04
H, = 2H* 42  0.00
Cutt 4 2e~ = Cu +0.34
I; + 2e~ = 2I° +0.54
Agt +e” = Ag +0.80
iHgit +e- = Hg +0.80
Brs + 2e- = 2Br~ +1.07
Clg + 2e~ = 2CI~ +1.36
Auttt £ 3¢~ = Au +1.42
Fy + 2e- = 2F~ +1.87

Kilde: Handbook of Chemistry and Physics (1980).

hold til en sakaldt hydrogenelektrode, nar begge elektroder er anbragt i en
1 normal oplgsning af deres egne ioner. En celles elektromotoriske kraft er
med tilnzrmelse differensen mellem normalpotentialerne af dens elektroder.

Som eksempel pa en sddan celle kan vi tage den klassiske Danzell celle,
se fig. 5.11. Den bestar af en Zn-elektrode i en oplgsning af ZnSO4 og
en Cu-elektrode i en oplgsning af CuSOy4. De to oplgsninger er i ledende
forbindelse. For eksempel kan elektroderne vaere anbragt i hver sin gren af
et U-rgr adskilt med en porgs prop, som forhindrer, at oplgsningerne blander
sig. Af Tabel 5.3 ses, at denne celle har en emk pa 0.34 — (-0.76) = 1.10V.

De processer, som foregar i cellen, kan lgst beskrives sadan: Atomerne i
Zn-elektrodens overflade har en vis tendens til at g& i oplgsning som Zn*+-
ioner, idet de efterlader to elektroner i Zn-elektroden, som herved bliver
negativ i forhold til elektrolyten:

Zn — ZnTt + 2¢”. (5.50)
Ved Cu-elektroden er der omvendt en tendens til processen

Cut* +2¢” — Cu, (5.51)
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Figur 5.11: Daniell celle med tilhgrende potentialforlgb nar cellen er belastet.

hvorved Cu-elektroden bliver positiv i forhold til elektrolyten. Der indstiller
sig en ligevaegt, idet de opstdede potentialer modvirker processerne. Nar
imidlertid de to elektroder forbindes gennem en ydre kreds, vil elektroner
fra Zn-elektroden strgmme mod Cu-elektroden (dvs. en elektrisk strgm fra
Cu til Zn), hvorved bade 5.50 og 5.51 fremmes. Det vil sige, at Zn oplgses
og Cu udfeldes. Den samlede proces kan kort skrives

Zn + Cu™t — Znt+ 4+ Cu. (5.52)

Forskellen i de to elektroders oplgsningstendens giver saledes anledning til
processer, hvor positiv ladning fra Zn-elektroden bevaeger sig gennem vaesken
til Cu-elektroden, selv om dennes potential er hgjere. Vi kan forsta dette
ved at se pa potentialforlgbet, som skematisk er vist pa fig. 5.11. De elek-
tromotoriske kraefter virker i greenselaget metal-elektrolyt. Man kan i over-
enstemmelse med figuren sige, at vi har delt cellen op i to halv-celler med
elektromotoriske kreefter £¢, og £z,. Cellens indre modstand R; ligger i
elektrolyten. For "polspeendingen” V har vi, i overensstemmelse med 5.48,

V =E8cu+Ezn— R, (5.53)

hvor I er den af elementet leverede strgm. Vi ser, at der er et speendingsfald
fra Zn mod Cu i overensstemmelse med ladningernes bevegelsesretning i
elektrolyten. Det er kun i greenselagene, hvis tykkelse svarer til nogle fa
atomlag, at strommen gar mod det elektriske felts retning.<

5.7 Elektriske kredslgb

Ved anvendelserne mgder man oftest elektrisk strgm i elektriske kredslgb,
hvor der indgar forskellige komponenter. Disse kan vere aktive, dvs. kil-
der til stremme og speaendinger i kredslgbet. Komponenterne kan ogsa veere
passive, dvs. at de ikke kan frembringe, men nok modificere en strgm i kreds-
lgbet. T dette kapitel skal vi af aktive komponenter kun betragte konstante
elektromotoriske kreefter og af passive komponenter kun resistanser. Tids-
varierende elektromotoriske kreefter og andre typer af passive komponenter
behandles i kapitlet om vekselstrgm.

Vi har tidligere diskuteret kredsen fig. 5.9, som rummer en enkelt re-
sistans R og en enkelt elektromotorisk kraft £. Her skal vi se pa mere

Samlet proces

Potentialforlgb
1 celle

Aktive
0g passive
komponenter

Netverk
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sammensatte elektriske kredslgb med mange mulige strgmveje. Sadanne
multi-kredslgb kaldes elektriske netverk. Nar komponenterne alene er re-
sistanser og konstante elektromotoriske kreefter, kan der i netveerket kun
forekomme stationzre stremme. Pa dansk kaldt jevnstromme, pa engelsk
direct currentseller DC. Selv om der i praksis ofte er tale om rumligt fordelte
egenskaber, anses netveerkets komponenter for at vaere lokaliserede og for-
bundet med resistansfri ledninger. Fig. 5.12 viser et eksempel pa et sadant
netvaerk.

I nogle tilfzelde kan et forelagt netveerk deles op i kombinationer af simple
serie- eller parallelforbindelser af resistanser og et antal elektromotoriske
kreefter. I andre tilfzelde er en opdeling enten ikke mulig, eller kredslgbet er
sa kompliceret, at fremgangsmaden bliver uoverskuelig. Man behgver da en
kraftigere og mere generel metode, som den der nu skal praesenteres.

Hertil far vi brug for nogle betegnelser, som vi skal indfgre med hen-
visning til fig. 5.12: Et stykke af netveerket, sammensat af resistanser og
elektromotoriske kreefter i serie uden afgreninger, kaldes en gren. For ek-
sempel CD pa figuren. Punkter, hvor tre eller flere grene mgdes, kaldes
knudepunkter. For eksempel B pa figuren. Endelig kaldes en mulig lukket
strgmvej, for eksempel ABC D A pa figuren, for en maske. Ved analysen for-
synes hver gren med et nummer j = 1,2,...,9, hvor g er antallet af grene.
Den samlede resistans i gren j kaldes R; og den samlede elektromotoriske
kraft £;. Hver gren gives desuden en strpmretning, markeret ved en pil.
Strgmretningerne kan veelges helt vilkarligt. Tilsvarende forsynes hver ma-
ske med en vilkarlig omlgbsretning, f.eks. med uret. En grenstrgm I; regnes
da positiv, hvis ‘en (dvs. pilen) gar i retning af den foreskrevne omlgbs-
retning for en § 2 maske. De elektromotoriske krafters retning markeres
med signaturen i— for et batteri, med den positive pol angivet ved en lang
streg. En elektromotorisk kraft regnes positiv, hvis den ladt alene ville give
en strgm (fra den positive pol ud i grenen) i den foreskrevne omlgbsretning.
Bemaerk, at det er omlgbsretningen for masken, som bestemmer fortegnene.
En strgm, som i én maske er positiv, kan meget vel vaere negativ i en anden.

Den opgave, som skal lgses, vil typisk veere af typen: Alle resistanser
og elektromotoriske kraefter er givne. Bestem de g ubekendte grenstrgmme.
Metoden til opgavens lgsning bygger pa fglgende to Kirchhoffs love, som
forst blev formuleret af G.R. Kirchhoff (1824-1887)0 i 1845:

mlln o == T
&TT C\ jT f) ﬁ? O
9 ~—— 7T

L ——

Figur 5.12: Elektrisk jeevnstrgmskredslgb med nummererede grene, strgmretninger
og omlgbsretninger for masker.
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1. Summen af alle strgmme, som lgber mod en knude, er nul, altsd

> I; =0, (5.54)

knude

hvor j antager veerdierne for de grene, som mgdes i knuden.

2. Summen af de elektromotoriske kraefter i enhver maske er lig summen
af RI-spendingsfaldene i masken, altsa

> &= RI; (5.55)

maske maske

hvor j antager veerdierne for de grene, som indgar i masken.

Den fgrste lov udtrykker, at stationaere strgmme ikke kan ophobe ladning i
et knudepunkt. Den er siledes netvarksformen af kontinuitetsligningen 5.9
for stationeer strgm .

Tilsvarende udtrykker den anden lov, at cirkulationen af det elektrosta-
tiske felt er nul. Det er ekvivalent med, at summen af potentialzendringerne
i en lukket kreds er nul. Gennem en elektromotorisk kraft vokser potentialet
med &, over en resistans falder det med RI. Efter cirkulationsbetingelsen er
summen af tilveeksterne lig summen af faldene, hvilket er Kirchhoffs 2. lov.
Som det ses, falder Kirchhoffs love helt inden for den almindelige elektriske
teori, idet de for et netveerk udtrykker de grundlaeggende love 5.9 og 2.25:

(5.56)

Holder man sig strikt til de givne fortegnsregler, vil Kirchhoffs ligninger
give den rigtige lgsning for grenstrgmmene. Vender en strgmpil modsat den
faktiske strgm, bliver lgsningen for denne negativ. Ud fra grenstrgmmene
kan man sa beregne spaendingsfald over individuelle resistanser, effekt m.m.

> En enkelt maske: Vi kan se pa en vilkarlig maske ABC DA med grenene
1,2,3,4, som er en del af et stgrre netveerk (fig. 5.13a). Eventuelle indre re-
sistanser i de elektromotoriske kraefter taenkes lagt ud i kredsen. Vi starter
vilkarligt i punktet A, som vi kan forestille os jordet, dvs. at A har poten-
tialet 0. Derfra bevaeger vi os mod uret rundt i kredsen. Ved passage af den
fgrste elektromotoriske kraft, stiger potentialet med £;. Strgmmen i R, gari
omlgbsretningen, sa her falder potentialet og potentialzendringen er — R, I,.
For den neeste resistans R, er strpmretningen modsat omlgbsretningen, sa
her zendres potentialet med +RyJ;. I gren 3 bliver potentialeendringen over
resistansen — R3I3, mens den elektromotoriske kraft vender modsat omlgbs-
retningen, hvilket giver potentialeendringen —&3. Endelig er der i gren 4 et
potentialfald, altsd en sendring — R4l4, hvorpa vi er tilbage i A med poten-
tial 0. Potentialforlgbet er illustreret pa fig. 5.13a. Summation af de fundne
potentialaendringer giver

&1 — Rily 4+ Raly — R3I3 — €3 — Ryl =0
eller, efter omordning af leddene,

- & = RiI; — Ryl + R3l3 + Ruly.

Kirchhoffs
love

En lps maske
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Figur 5.13: a) En maske af et stgrre netverk med pafgrte strgmretninger. b)
Potentialforlgbet i masken for de faktiske strgmretninger.

Dette udtryk ses, med anvendelse af fortegnskonventionerne, at veere i fuld
overensstemmelse med Kirchhoffs 2. lov 5.55 for den betragtede maske.<

Ved lgsningen af et netvearksproblem med g grene vil der typisk veere
g ubekendte, nemlig grenstrgmmene. De krzever g uafhaengige ligninger til
deres bestemmelse. Som det fremgar af 5.54 og 5.55 er der tale om linezre
ligninger. Har netvearket k& knudepunkter, giver dette efter 5.54 k ligninger.
Disse er imidlertid ikke linezert uafhzengige. En gren forbinder jo to knuder,
og en grenstrgm vil derfor optraede netop to gange i de k& ligninger, én gang
med positivt fortegn, én gang med negativt. Kaldes fgrstegradspolynomierne
pa venstre side af 5.54 for Ly, Lo, ..., L er deres sum Ly + Lo + -+ - + Lg
derfor identisk 0. Enhver af ligningerne kan saledes udledes af de k—1 andre,
som er linezrt uathangige.

Det antal uafhzengige maskeligninger, som derefter behgves, bliver da

m=g—k+1, (5.57)

altsa, det ngdvendige antal masker er antallet af grene minus antallet af
knuder plus 1. I systemet af maskeligninger kan der ogsd vzre linezr af-
hengighed, men man kan som regel uden stgrre besvaer finde det ngdven-
dige antal linesert uathaengige ligninger. Fremgangsmaden ved lgsning af et
netveaerksproblem kan derfor sammenfattes i:

e Szt nummer pa hver gren.

e Set retning pa hver grenstrgm.

Opstil £ — 1 knudeligninger.

e Bemserk retningen af hver elektromotorisk kraft.

e Opstil m = g — k + 1 uafheengige maskeligninger.

o Lgs ligningerne med en af de dertil egnede metoder.

Det sidste punkt gar selviglgelig sarlig let, dersom resistanser og elektromo-
toriske kreefter er givet som talvaerdier. Algebraiske lgsninger med bogstav-
symboler har tendens til at blive besverlige, s snart der er tale om mere
end to eller tre masker.
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D> To masker: Som et overkommeligt eksempel skal vi algebraisk lgse dob-
beltkredsen vist pa fig. 5.14. Her er ¢ = 3 grene og k = 2 knuder. Der

4———81 82—-)

[ II
P h

Ri| LI C\' R3 113/> R, |11,

Figur 5.14: Kredslgb med to masker.

er k — 1 = 1 uafheengig knudeligning og, efter 557, m = g -k +1 = 2
uafheengige maskeligninger. Med de viste retninger bliver ligningerne

+1I -1 +13 = 0
-1 Ry +R3 = -& (5.58)
+I,Ry, +I3R3 —&,.

Lgses dette system, f.eks. med determinantmetoden, finder man

_ &(Ra+ Ra) - &Rs

"~ RiR2+ RyR3 + R1R3’

&R~ &(Ri + Ra)

B = AR TRt Bk (5.59)
—& 1Ry — &Ry

RiRy 4+ R3R3+ R1R3’

I, =

Bemerk, at strgmmen I3 altid bliver negativ. Det er da ogsa oplagt, at I3-
pilen pa figuren vender ‘forkert’. Derimod kan man ikke komme med noget
forhdandsudsagn om I; og Iz, som vil afhzenge af komponenternes verdier.
Man kan prgve lgsningen i specielle tilfzlde, og kontrollere, at den giver
rigtige svar. Er eksempelvis R3 = oo bliver I} = I, = (&; - &)/(R1 + R»)
og .[3 = 0.4

> Maskestrgmme: Det er ofte fordelagtigt at anvende Kirchhoffs ligninger
pa en lidt anden made, idet man efter Maxwell indfgrer maskestrgmme.
For hver maske er maskestrgmmen en lukket cirkulerende strgm. Fordelen

4—-—81 82—-)

R1l llh @ Ra' 'lfs@ Ra| 11,
Figur 5.15: Indfgrelse af maskestrgm-
me.

herved er, at knudeligningerne automatisk er opfyldt.

Metoden illustreres enklest med et eksempel. Vi benytter kredslgbet fig.
5.15, som er identisk med 5.14, men hvor maskestrgmmene i, og i, specifikt
er angivet. Man ser, at grenstrgmmene herved er bestemt som I; = —ig,
I, = 1, og I3 = iq + ip. Knudeligningen I} — Iy 4+ I3 = —tg — iy + iq + 1 = 0

To masker

Maskestragm
—en anden
metode
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er saledes altid opfyldt. De to ubekendte maskestrgmme bestemmes da af
ligningerne

1ol + (ia + ib)R;; = =&

Ry + (ia + ib)R3 = =-&. (5.60)

der har lgsningerne

—€1(R24 R3) + &2R;
RiR; + R;R3 + RiR3’

la

E1R3 — E3(R1 + R3)
RiR, + RyR3 + R1R3’

i (5.61)

som umidddelbart ses at give grenstrgmmene 5.59. <



Kapitel 6

Det magnetiske felt

6.1 Krafter mellem strgmme

Elektrisk strgm har nogle karakteristiske ydre virkninger, hvorpa den kan
kendes. Vi har allerede omtalt udviklingen af varme i en strgmfgrende leder.
En anden helt afggrende ydre virkning er det magnetiske felt, som findes i
og omkring en elektrisk strgm.

Elektrisk strgm og magnetisme blev fgrst forbundet gennem @rsteds op-
dagelse i 1820. Straks efter blev den kvantitative analyse af de elektromagne-
tiske feenomener taget op i Frankrig. Flere fremstdende fysikere og matemati-
kere bidrog, men fgrst og fremmest var Ampéres indsats afggrende. Ampere
viste, at der er en magnetisk kraftvirkning mellem to strgmme. Heraf drog
han den visionaere slutning, at al magnetisme, ogsa den fra naturlige magne-
ter, skyldes elektriske stremme. I drene 1820-25 gennemfgrte han en raekke
snedigt udtenkte eksperimenter, hvis resultater kan sammenfattes i fslgende
love for den magnetiske kraft mellem to strgmfgrende ledninger:

e Den kraft, hvormed én strgmfgrende ledning pavirkes af en anden, er
vinkelret pa ledningen.

o Kraften aftager med kvadratet pa afstanden mellem ledningerne.
e Kraften er proportional med hver af strgmmene i de to ledninger.
o Vendes en strgm, skifter kraften retning.

Ampere arbejdede med lukkede strgmkredse, men hans resultater gaelder
ogsd kraften pa lederelementer. Ampéres observationer er siledes i overens-
stemmelse med fglgende udtryk i nutidig vektornotation:

deé x [d€' x (r —r')]
? .

dF = k,II' (6.1)

v — 1/
Her er dF den kraft (sml. fig. 6.1), hvormed lederelementet d¢ med strgmmen
I pavirkes af lederelementet d¢’ med strgmmen I’. Strgmmene regnes med
fortegn efter lederelementernes retning. Vektorerne r og r’ angiver positionen
af elementerne d€ og d¢' og |r — r'| deres indbyrdes afstand. Faktoren k,, er
en konstant, som fastleegger enheden for elektrisk strgm.

LW aYal

Ydre virkning
af strgm

Ampéres
tagttagelser

Magnetisk
kraft mellem
strgmme
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Lighed med
Coulombs lov

Lo defineret

€0 09 Ho
forbundet

Kraftlov

Figur 6.1: Kraftvirkning mellem to

strgmme.

Formuleringen og nomenklaturen i 6.1 minder meget om den, vi anvendte
1 forbindelse med Coulombs lov i afsnit 2.2. Der er da ogsd tydelige fzl-
les treek mellem den magnetiske kraftlov 6.1 og Coulombs lov 2.3. Loven
for den magnetiske kraft er dog langt mere kompliceret end Coulombs lov.
Det skyldes, at strgmmene har retning, som gennem df og df€’ indgar i et
tripelprodukt sammen med afstandsvektoren r — r'.

I den magnetiske kraftlov optreeder konstanten k,,. I SI-systemet szettes
den per definition til 10~ NA~2. Man skriver

Ko -7 -2
by =— =1 . 2
o= 0""NA (6.2)

Konstanten ug optraeder overalt i teorien, hvor man har med magnetisme at
gore og kaldes vacuum permeabiliteten. Der gzelder

po = 47 x 1077 = 1.257x 107  NA~2 = 1.257x10" Hm™!. (6.3)

Enheden H anvendt i 6.3 hedder henry og vil blive indfgrt under induktion.
Det skal indskydes, at vacuum permeabiliteten uo og vacuum permitti-
viteten €y er forbundet med hinanden, idet

1
v/ €olo

Her er ¢ = 2.9979%x10® ms~! lysets hastighed i vacuum, som i dag er fastsat
ved definition. Dette forklarer den tidligere i 2.7 givne veerdi af ¢, som altsa
daekker over

=c. (6.4)

€0 = ——1-3 = 8.8542x107 2 Fm™!. (6.5)
KocC

Med disse vedtaegter kan vi da skrive den magnetiske kraftlov

] _
dF:&“_,dﬁx[de X(l; r)]
4r [r—r'|

(6.6)

> Kraft mellem parallele strgmme: Med 6.6 kan vi beregne den kraft, hvor-
med to parallele ledninger med samme strgm I pavirker hinanden (fig. 6.2).
Vektoren d€’ X (r —r') mi her vare vinkelret pd ledernes fzlles plan, og
kraften pa elementet d€ ligger derfor i denne plan.
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|~

de ©dl' x (r—r')

|~

i r’ 0o

Figur 6.2: Kraften mellem to parallele strgmme.

P4 figuren er § vinklen mellem r — r’ og d€’. Der gelder da 7’ = —acot 4,
dl' = dr' = adf/sin?6 og |r — r'| = a/sin 6. Kraften pad df bliver:
p,o 9 adf a Lo zdl/ pol?
I e 6 = —I‘— nfdf = —d¢.
dF = _/ (a/ sm0)3 sm205m sin@ 47 a Jo sin 2Ta
(6.7)

Man overbeviser sig let om, at strgmme i samme retning tiltreekker hinan-
den, mens modsat rettede strgmme frastgder hinanden.«

D> Amperens definition: Med ug = 47 x10"7 NA~2 ser man af 6.7, at to = Ampere
uendelig lange strgmme I i en afstand pa 1m vil pavirke hinanden med en defineret
kraft pd 2x1077 I? N per m leder. Dette er grundlaget for definitionen af
den fundamentale SI-enhed ampere, som lyder: En ampere er den konstante
elektriske strgm som, hvis den opretholdes i to rette, parallele ledere med
uendelig lzengde og forsvindende cirkulzert tvaersnit og placeret 1 m fra hin-
anden i vacuum, ville skabe en kraft mellem disse ledere lig med 2x10-7 N
per m leengde.
Eksperimentelt fastlaegges 1 A med en strgmvegt, hvor man med lodder
udbalancerer kraften mellem to ledere (i praksis spoler) med tyngdekraf-
ten. Da denne enhed ikke kan leegges i en kasse, anvendes den definerede
strgm til at bestemme mere distribuerbare standarder for spznding og re-
sistans, som sa ved Ohms lov bestemmer strgmmen. Siden 1990 defineres
volt-standarden ved den s3kaldte vekselstrgms Josephson-effekt og ohm ved
den sdkaldte kvante Hall-effekt. Amperen er dog vedblivende den fundamen-
tale SI-enhed.«

6.2 Magnetfeltet fra en strgm

Ud fra det eksperimentelt underbyggede udtryk 6.6 for den kraft, hvormed Feltteor:
én leder pavirker en anden, skal vi her udvikle forestillingen om et magnetisk sgges
felt. Vi kan hertil skrive udtrykket som

1 ap! o
dF = 20140 x :’—flLrar). (6.8)
ar Ir — r'|
Dette kan nu tolkes pa den made, at kilde-elementet I'd¢’ bidrager til et felt
B(r), idet
1 1p! )
dB(r) = o I'de’ x (r r)‘

6.9
it r-rof (6.9)

Det er da dette felt, som virker pa strgmelementet Id¢. I praksis forekommer
stationzere strgmme altid i lukkede kredse, som vist pa fig. 6.3.
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Biot & Savart

En ny felt-
vektor B

Felt fra
strgmfordeling

Figur 6.3: Magnetisk vekselvirkning mellem lukkede strgmkredse.

Det samlede felt fra kredsen I’ i et vilkarligt punkt af rummet uden for
ledningen ma derfor skrives

B(r) = £° }f——————fldel x(r—r) (6.10)

T ar lr—-r'[3

hvor integralet gar over hele den lukkede kildekreds. Dette udtryk skal vi
kalde Biot og Savarts lov.

Hermed har vi indfgrt et nyt vektorfelt B, som kaldes den magnetiske
fluctethed. Magnetisk fluxtaethed har sin egen enhed, som kaldes tesla idet
[B]=T = Vsm™2.

Stammer magnetfeltet fra en kontinuert strgmfordeling med strgmtaethed
J(r'), ma 6.10 omskrives. Hertil benytter vi den ofte nyttige transformation

[r'de’ = 3'av', (6.11)

som bringer os fra ledningstilfeeldet til det kontinuerte tilfeelde. Vi kan
begrunde transformationen ved at opdele den kontinuerte strgmfordeling i
strgmliniergr (se fig. 6.4).

da J

de Id€ = (J - da)de
= J(da - de)
=Jdv Figur 6.4: Opdeling af strgmfelt i
strgmliniergr.

Den kontinuerte strgmfordeling teenkes nu opdelt i lukkede strgmliniergr,
som helt opfylder lederens volumen. Linieintegralet i 6.10 erstattes da med
volumenintegralet

B(r) = %/Mdv', ©(6.12)

et udtryk, der spiller samme centrale rolle i teorien for det magnetiske felt,
som udtrykket 2.16 ggr i teorien for det elektriske felt.
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6.3 Kreefter mellem bevegede ladninger

Udtrykket 6.6 geelder den magnetiske vekselvirkning mellem to strgmelemen-
ter. Den elektriske strgm bestar imidlertid af ladede partikler i bevzaegelse,
og det er naturligt at se kraftvirkningen som resultatet af krzefter mellem de
ladede partikler. :

For at opna generelle udtryk antager vi, at hver ledning har sin type
ladningsbzerer med ladningerne g og ¢’. Ledningerne ma have en vis tykkelse.
Ladningsbaererne har da volumentatheder N og N’ og drifthastigheder, som
i middel er v og v'. Efter 5.3 er strgmtaethedernedaJ = NgvogJ’' = N'¢'v'.
Inds=ttes dette i 6.6 bliver udtrykket, efter substitutionerne Id€ = Jdv,

IAT? ool ! o
dF.—_@quvvxquvvX(3r r)'
4r Ir — |

(6.13)

Men N'dv’ er antallet af partikler i kildeelementet og Ndv tilsvarende i
maleelementet. Vi kan derfor fortolke 6.13 sadan, at hver partikel i elementet
dv' pavirker en partikel i elementet dv med en magnetisk kraft

Ko ¢v/ x (r—r)
m=— 7 6.14
ar X Ir — r’|3 ( )
I lighed med opsplitningen af 6.8 kan vi opfatte
1t ot
B(r) = Lo OV x (r—r) (6.15)

CAr -

som et magnetfelt i rummet, skabt af den beveegede ladning ¢’. Kraften pa
ladningen ¢ med hastigheden v kan derfor skrives

Fm = ¢qv x B. (6.16)

Er der desuden et elektrisk felt E tilstede, bliver den samlede kraft pd q:

F = ¢(E + v x B). (6.17)

Dette overordentlig vigtige udtryk kaldes Lorentzkraften efter H.A. Lorentz
(1853-1928)1. Pa trods af sin fundamentale karakter er Lorentzkraften ikke
blandt Maxwell ligningerne og kan heller ikke udledes deraf. Grunden er, at
udtrykket 6.17 kan siges at definere felterne. Dette er meget klart, nar vi
teenker pa, hvordan E-feltet med 2.13 blev defineret som kraft per ladning.
Tilsvarende fortzller 6.16, omend pa en lidt mere besvaerlig made, hvordan
B-feltet bestemmes af kraften per ladning og ladningens bevagelse.

Efter 6.14 afhaenger den magnetiske kraft mellem to bevaegede partikler
af begge partiklers hastighed. Gar vi til et referencesystem, som fglger den
ene partikel, bliver den magnetiske kraft altsa nul. Det forekommer dog
urimeligt, at man {. eks. ved at anstille experimenter i et referencesystem,
som fglger ledningselektronernes langsomme drift, skulle finde drastisk an-
derledes resultater. Sadanne urimeligheder forsvinder, nar man inddrager
relativitetsteorien i beskrivelsen af de elektromagnetiske felter.

Kraft mellem
beveegede
partikler

Lorentzkraften
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Det er, som papeget i afsnit 2.2, ofte af betydning at skelne mellem kilde-
ladninger og maleladninger eller som her mellem kildestremme og male-
strpmme. Nar denne skelnen er gennemfprt i dette afsnit, er det af hensyn
til senere anvendelser. I de betragtede tilfeelde er det uden betydning, da
de to strgmme er ligestillede. Vi kan derfor med 6.8 ogsa beregne kraften
dF’ pa et element i kildekredsen fra et element i malekredsen. Ligeledes kan
vi med 6.14 beregne kraften F!, pa en kildepartikel fra en malepartikel. Vi
skal blot bytte om pa merkede og umarkede stgrrelser. Men medmindre
lederelementerne eller partikelhastighederne netop er parallele, er F # —F"’.
Loven om aktion og reaktion gelder saledes tilsyneladende tkke for den mag-
netiske kraft mellem strgmme eller beveegede partikler.

Hertil skal fgrst bemzrkes, at vi ikke mgder dette problem for lukkede
strgmkredse. Den kraft, hvormed kildekredsen pavirker hele malekredsen,
kan beregnes ved at integrere 6.6 over de lukkede kredse C' og C’, hvilket

giver
/ ol
g‘ g dé x [d€ x (r r)] (6.18)

Ir - r'f?

Dette udtryk kan vises at veere antisymmetrisk over for en ombytning af
markede og umarkede stgrrelser (se opgave 6.15).

For strgmelementer eller partikler i bevaegelse er problemet lidt anderle-
des. Viskalikapitel 15 om relativitetsteorien se, at magnetfeltet som udtrykt
ved 6.15 er en konsekvens af Coulombs lov og af relativitetsprincipet. Det
er altsa ungdvendigt, som det her er gjort, at benytte nye antagelser eller
observationer for at indfgre magnetfeltet. Ligning 6.15 er saledes (naesten)
relativistisk korrekt.

Alligevel mangler der abenbart noget. Loven om aktion og reaktion med-
fgrer bevarelse af impuls, impulsmoment og energi for et isoleret partikelsy-
stem. Sadanne lovmassigheder opgiver man selvsagt ikke uden ngje over-
vejelse. Det viser sig da ogsa, at der ved bevaegelsen af de ladede partikler
overfgres impuls, impulsmoment og energi til det elektromagnetiske felt, som
sikrer gyldigheden af bevarelseslovene.

> Magnetfeltet om en ladning i bevaegelse: Efter udtrykket 6.15 er B-feltet
om en bevaget ladning altid vinkelret pa ladningens hastighed v’ og pa vek-
toren r — r’. Feltlinierne er cirkler omkring retningen af v/, som vist pa fig.
6.5. Med relationen 6.5 kan B-feltet skrives

1 1 ¢vix(r—r')

B(r) = —

c? 47['60 |r—r’|3

(6.19)

Figur 6.5: Det elektriske og magneti-
ske felt omkring en ladning i urelati-
vistisk bevaegelse.
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Her indgar udtrykket 2.14 for feltstyrken E af en punktladning som faktor

sadan, at
!
E
B(r) = -2 5 (r), (6.20)
c
som understreger den nere forbindelse, der er mellem det elektriske og det
magnetiske felt fra en ladning i bevaegelse.<

> Elektriske og magnetiske kreaefter sammenlignet: Det er interessant at
sammenligne stgrrelsen af de elektriske og de magnetiske kraefter, der virker
mellem to ladninger, som begge bevager sig. Den elektriske del af Loren-
tzkraften er F, = qE, mens den magnetiske del efter 6.20 bliver af stgr-
relsesordenen F,,, ~ quv'E/c?. Har de to partikler tilnsermelsesvis samme
hastighed v geelder altsa

Frn _0?

F
For de hastigheder, som f.eks. ledningselektroner har, er dette forhold saerde-
les lille, af stgrrelsesordenen 10~22. Det betyder dog ikke, at de magnetiske
kreefter altid forsvinder i sammenligning med de elektriske. I en leder er
situationen jo den, at positive og negative ladninger praktisk talt fuldsteen-
digt neutraliserer hinanden. Det elektriske felt uden for lederen kommer
derfor kun fra nogle fa ladninger. Det magnetiske felt derimod skyldes alle
ladningsbaererne, hvis antal eksempelvis er af stgrrelsesordenen 1023. Under
disse forhold er det de magnetiske krafter, som traeder frem.<

(6.21)

6.4 Kraft og moment pa stremkreds

Med Lorentzkraften 6.17 kan vi beregne den magnetiske kraft dF pa et ele-
ment d£ af en leder, som barer strgmmen I og befinder sig i et ydre magnet-
felt B. Strgmmens retning er lederelementets retning, og d€ er derfor parallel
med hastigheden v af ladningsbeererne i lederen. Er der N ladningsbeerere
per volumen af lederen, bliver kraften pa elementet d¢:

dF = N Adlgv x B, (6.22)

hvor A er tversnitsarealet af lederen og ¢ ladningen af hver barer. Er der
flere typer barere, ma 6.22 erstattes af en sum over disse. Da v og df er
parallele, kan vi bytte om pa vektorkarakteren og skrive

dF = N Aqudf x B. (6.23)

Men N Ag|v| er netop strgmmen I for en enkelt type ladningsbeerer. Derfor
kan vi skrive 6.23 som

dF = Id¢ x B, (6.24)

som i sig selv er et overordentlig nyttigt udtryk til beregning af kraften pa
et lederstykke. Udtrykket kan ogsa integreres og derved give kraften pa et
udstrakt kredslgb. Hvis kredslgbet danner en lukket kurve C, finder vi

F:jffdeszfjfdexB. (6.25)
C C

Mengden
gor det

Situationen

Kraft pa leder-
stykke
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Er der flere vindinger n langs kurven (en tynd spole), skal der multipliceres
med n for at finde kraften. Er B specielt et homogent felt, kan det szettes
uden for integralet og kraften skrives

F=1I {fc de} x B. (6.26)

Integralet § d€ gar langs en lukket kurve og er derfor nul. Der er altsa ikke
nogen kraft pa en lukket, stremfgrende kreds i et homogent magnetfelt:

F = f Id¢ x B = I]{ df x B=0, (B homogen). (6.27)
c c

Vi skal nu beregne kraftmomentet 7 pd en lukket strgmkreds i et ydre
felt. Fra det infinitisimale kraftbidrag 6.24 finder vi bidraget til momentet

dT =rx dF = Ir x (d¢ x B), (6.28)

hvoraf man finder momentet pa den fuldstzendige kreds
T = I]{ r X (d€ x B). (6.29)
c

Hvis B igen er homogen, kan vi omskrive dette udtryk for 7 pa en nyttig og
interessant made. Kurveelementet df kan lige sa godt skrives dr. Fra 6.29
og A.7 far vi da

T:I]irx(drxB):Iﬁ'dr(r'B)—I]iB(r-dr). (6.30)

Her forsvinder det sidste integral. Feltet B er jo konstant og kan szettes
uden for integraltegnet. Integranden bliver da r - dr = 3d(r?), der er et
totalt differential, som integrerer til nul langs en lukket kurve.

For at beregne det andet integral ser vi pa differentialerne

dir(r-B)] = dr(r-B)+ r(dr- B) (6.31)
(rxdr)xB = dr(r-B) - r(dr-B). (6.32)

Lagges disse to udtryk sammen, far vi
dr(r-B) = % {(r x dr) x B + d[r(r - B)]} . (6.33)

Indfgres dette i 6.30, finder vi endelig

TIIfdP(P-B)=I<lfI‘XdI‘)XB, (6.34)
c 2Jc
da det sidste led i (6.33) igen er et totalt differential, som integrerer til nul.

Hvis den lukkede kreds, vi ser pa, er plan, er integralet i 6.34 simpelthen
vektorarealet a, som er indesluttet af kredsen:

a:lf r X dr. (6.35)
2Jc
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m=Ja

Figur 6.6: Det magnetiske moment af
en flad strgmkreds er strgmmen I i
kredsen multipliceret med dens vek-

torareal a.

Kraftmomentet pa kredsen kan da skrives

(630

Vektoren Ja optraeder meget hyppigt i teorien for magnetisme og kaldes
kredsens magnetiske moment, som her skal betegnes m. Der gelder altsa

m = Ja, (6.37)

med a defineret ved 6.35. For en plan kreds er det magnetiske moment
saledes strgmmen i kredsen multipliceret med kredsens vektorareal.

Den definition af a, som er givet ved 6.35, er imidlertid helt generel og
altsa ikke begraenset til plane kredse. Helt generelt definerer man derfor det
magnetiske dipolmoment af en strgmkreds som

m = I]{ r x df. (6.38)
2 Jc

I et ydre felt virker der pa en magnetisk dipol et kraftmoment

(039

Findes kredsstrgmmen udbredt i et medium i stedet for i en snaever
ledning, kan vi anvende transformationen Idf — Jdv (6.11), hvorefter det
magnetiske moment bliver udtrykt ved et volumenintegral

m = l]{ r X Jdv. (6.40)
2Jv

Den potentielle energi U af af en magnetisk dipol i et homogent ydre felt
afhaenger af dens stilling i feltet. Drejes momentet en vinkel § om en akse
vinkelret pa feltet har vi efter 6.39, at dU/d§ = 7 = mBsind. Integration
giver U = —mBcosf, nar U = 0 for § = 7/2. Pa vektorform kan vi skrive
udtrykket for den potentielle energi

(6.41

Dette udtryk svarer til 2.82 og er nyttigt blandt andet ved behandling af
stoffernes magnetiske egenskaber.

> Galvanometerspole: Som eksempel kan vi se pd en flad, rektanguleer
spole, der kan dreje om en akse gennem spolens midtpunkt og vinkelret

pa en side. Spolen er anbragt i et homogent magnetfelt B vinkelret pa
omdrejningsaksen, se fig. 6.7. Spoler af denne type anvendes i forskellige

Magnetisk
moment =
strgmx areal

Magnetisk
moment
defineret

Kraftmoment

Moment af
fordelt strgm

Potentiel
energi

Drejespole
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Generel meto-
de med fa
lgsninger

T T
o R
e Em
s =
6/ "
-F —_— Figur 6.7: En flad spole anbragt i et
Il I, m —_— homogent magnetfelt siddan, at den
- kan dreje sig om en akse vinkelret pa
- feltet.

elektriske viserinstrumenter. Spolen har n vindinger og dimensionen L; x L.
Er strgmmen i ledningen I, bliver det magnetiske moment efter 6.37 m =
nlL,L,, rettet efter spoleplanens normal n. Er spolen drejet vinklen 8,
bliver kraftmomentet om spoleaksen efter 6.39 1 = nIL,;LyBsin§, som i et
maleinstrument balanceres med en torsionsfjeder.

I dette tilfelde kan kraftmomentet ogsa beregnes direkte. P& de n ledere
parallele med L, virker efter 6.24 kraefterne +nBIL,. P& siderne L, virker
der kraefter, som ikke har noget moment om aksen. I den drejede stilling er
krzefternes arm %Lz sin §. Kraftmomentet om aksen bliver da

T = 2nBIL1%L2 sinf = nlL,LyBsind

i overenstemmelse med resultatet beregnet fra det magnetiske moment.<

6.5 Magnetfelter beregnet med Biot-Savarts lov

Med Biot og Savarts lov 6.10 eller 6.12 kan man i principet beregne magnet-
feltet fra en vilkarlig stremfordeling. Det minder om situationen for elektri-
ske felter fra kendte ladningsfordelinger, som kan beregnes med udtrykket
2.16. I begge tilfeelde vil det dog oftest vise sig vanskeligt eller umuligt
at gennemfgre de ngdvendige integrationer analytisk. Det skal ogsa tages
i betragtning, at ligesom elektriske felter i elementzere tilfzelde med fordel
kan bestemmes ved hjelp af Gauss’ lov, s3 har man for magnetfelter i den
sakaldte Ampéres lov (se afsnit 6.8) et lignende simpelt varktgj.

I dette afsnit skal vi se pa nogle af de fa eksempler, hvor en analytisk be-
regning med Biot-Savarts lov er mulig. Disse eksempler er bade instruktive
og dekker tilfeelde, som ofte mgdes i praksis.

Figur 6.8: Magnetfeltet om lang, lige ledning.
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> Lang, lige ledning: Fig. 6.8 viser en 'uendelig’ lang retlinet leder, som
baerer strgmmen I. Vi gnsker at beregne B-feltet i et punkt P i afstanden r
fra ledningen.

Efter 6.10 er feltet vinkelret pa bade r og pd lederelementet d#’, som
her altid har samme retning. Da der er rotationssymmetri om ledningen, vil
B = |B| kun afhzenge af r = |r|, med B-vektorerne liggende pa tangenter
til cirkler med centrum pd ledningen, se fig. 6.8. Feltlinierne er siledes
koncentriske cirkler omkring ledningen. Deres omlgbsretning bestemmes ved
en szdvanlig hgjrehandsregel.

Vi benytter de pa figuren viste betegnelser og legger origo i projektionen
af P pd ledningen. Der gealder da v = r tg8, d¢! = dr' = rdf/ cos?9 og
|r —r'| = v/ cosd. Vinklen mellem dr’ og (r — r') bliver 8 + 7/2. Stgrrelsen
B(r) kan da beregnes af 6.10 med 6 som integrationsvariabel:

Y 1 rdd  pol /”/2
B(r) = 4r /_,,/2 (r/ cos )2 cos 0 cos20  4rnr /2 cos § df.

Integralet har vaerdien 2, sa vi finder

pol
B = —— 6.42
(r) = Lo, (6.42)

for magnetfeltet omkring en lang, lige leder.<

> Cirkuleer leder: Som et andet eksempel skal vi beregne feltet pd aksen
af en cirkulaer leder med radius a og strgm I, se fig. 6.9. Bidraget fra

Figur 6.9: Magnetfeltet pd aksen af
en cirkuler leder kan beregnes med

Biot-Savarts lov.

lederelementet d€’ til B pa aksen har bide en aksial og en radial komposant.
P& grund af aksialsymmetrien integrerer de radiale komposanter dog til 0
sddan, at B-feltet pa aksen ligger i dennes retning. Med figurens betegnelser
bliver d¢/ = adyp, |r —r'| = (2% + a?)'/? og projektionsfaktoren for B pa
aksen sind = a/(2? + a2)1/2. Integrationen gar over ¢, med 2z konstant:

pol (2 1 a pol a?
B,(z) = ¥o2 Y e R
(2) ar Jo 22+ a? (22 + a2)1/2 ady 4m (22 + a"’)3/2

27,

2
B,(z)=tl__ @

> (6.43)

for magnetfeltet pad aksen af en cirkulaer leder. Vi bemaerker specielt, at
feltet i lederens centrum bliver B,(0) = pol/2a.4

Lige leder

Felthinier er
cirkler om
lederen

Vagtagt!

Cirkuler leder

Vigtigt!
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Lang spole

> Helmholtz spoler: Med 6.43 kan vi beregne det aksiale felt af enhver
konfiguration af coaxiale, cirkuleere strgmme. Som eksempel skal vi se pa et
arrangement med to spoler, som kaldes Helmholtz-spoler (fig. 6.10).

2 B, (2)
‘ 100
I 99 +
98 +
97 |
96-',
o5 - z
e o by vyl
0

1
0.5a 1.0a

Figur 6.10: To coaxiale spoler med samme radius a og strgm I. Hvis spoleafstanden
er lig spoleradius, bliver feltet midt mellem spolerne szrlig homogent.

Vi leegger origo i centrum af den ene spole og beregner efter 6.43 feltet i
et vilkarligt punkt P pd aksen:

B,(z)

2
_ HolNa 1 1 ] , (6.44)

2 (22 + a2)3/2 + ((z — b)? + a2)3/2

idet vi har antaget, at der er N vindinger pa hver spole.

Vi ser nu pd feltet i naerheden af midtpunktet z = /2 mellem spolerne.
P& grund af symmetrien er B,(z) en lige funktion omkring midtpunktet.
Alle ulige afledede af B, er derfor nul i dette punkt. Ved differentiation af
6.44 viser man let, at ogsd B! er nul i midtpunktet, dersom spoleafstanden
veelges lig spoleradius, altsd b = a. Under disse betingelser bliver feltet i
midtpunktet efter 6.44
ol N

= “OINS—;E = 0716 50— (6.45)

B.(a/2)

Da de tre fgrste afledede forsvinder, viser en Taylorudvikling af feltet om-
kring midtpunktet, at dette afviger fra verdien efter 6.45 med et led pro-
portionalt med (z — a/2)*/a*. Feltet bliver derfor saerdeles homogent i et
omrade omkring midtpunktet. Se kurven pa fig. 6.10.<

> Solenoide: En solenoide er en langstrakt spole med N vindinger vik-
let jeevnt pa en cylindrisk form, se fig. 6.11. Med god tilneermelse kan vi
betragte solenoiden som opdelt i cirkuleere kredse. Feltbidraget pa aksen
for hver kreds kan igen beregnes efter 6.43. Vi valger nulpunktet for z-
aksen i spolens ene endepunkt. Positionen af en delspole angives ved dens
z-koordinat, som vi vil betegne med (. Derved friholdes koordinaten z til at
angive positionen af malepunktet P.

Hver delspole har bredden d{. Har solenoiden ialt N vindinger og leeng-
den L, bidrager delspolen med (N/L)d( vindinger. Efter fig. 6.11 og 6.43
bliver feltet i P:

_ ,U()NI L azd(
B.(z)= 2L Jo (((-2)2+ az)s/z‘
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T N vindinger — e d(

Figur 6.11: Det aksiale magnetfelt i en solenoide kan beregnes ved at opdele solen-
oiden i et antal smalle cirkulaere kredse.

Efter figuren gelder nu ({—2) = acot §, hvoraf d{ = —ad/sin? §. Endvidere
er (¢ — 2)? 4+ a?)1/2 = a/sinf. Med disse substitutioner bliver integralet

sin 0d6.

B.(2) = poIN [ a?(—adf)  poIN /"‘2
YT 2L Ja, (afsin@)3sin?6 2L

@

Integrationsgraenserne a; og a; er som vist de vinkler, hvorunder spoleen-
dernes radier ses fra malepunktet. Aksefeltet i solenoiden kan derfor skrives

B,(z) = #;]"LN(COS Q) — cos ay). (6.46)

Ved benyttelsen af 6.46 er det vigtigt at holde samme omlgbsretning for
de to vinkler a; og a;. I midten af en meget lang solenoide bliver feltet
uoNI/L og i enderne uoNI/2L, altsa det halve. Uden for spolen har de
to cos-led samme fortegn og vil kancellere i store afstande. @nskes feltet
udtrykt explicit ved z, kan man eliminere a-vinklerne, idet

-z L-2z
e — cosay = :
V22 + a? ' VL —z)? + a?

Afsnit 6.8 giver en anden behandling af det i praksis vigtige solenoidefelt.<

cosagy =

6.6 Gauss’ lov for det magnetiske felt

Gauss’ lov spillede en central rolle ved behandlingen af elektriske felter. Vi
skal nu vise, at der ogsd for magnetfelter geelder en Gauss lov. Der er dog
en vasentlig fysisk forskel pa de to typer felter. Kilderne til det elektrosta-
tiske felt er ladningsfordelinger. Derfor optreeder ladningstetheden p i den
1. Maxwell ligning pa formen 2.50. Kilderne til magnetfelter, derimod, er
strgmfordelinger sadan, at felterne altid kan udtrykkes ved 6.12, altsa ved

_ o [ ) x(r—-1)
B(r) = o / ' —T_T dv’, (6.47)

med et passende J(r'). Dette er Ampéres intuitive antagelse, hvis holdbarhed
understgttes af, at man aldrig har iagttaget noget, som kunne fortolkes som
magnetisk ladning og af, at de mest forskelligartede magnetiske feenomener
har ladet sig forklare ved 6.47.

En nyttig
formel

En anden
Gauss’ lov

Ingen magne-
tisk ladning
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Fraveret af magnetisk ladning og magnetisk ladningstaethed finder sit mate-
matiske udtryk i, at det magnetiske felt, defineret ved 6.47, har divergensen
0. Dette skal vi nu bevise. Hertil beregner vi V - B :

_ _ ko A x(r=-r)
v B(r)=£2 fwv mranlid (6.48)

hvor differentiationen er flyttet under integraltegnet, da den vedrgrer de
umarkede stgrrelser, mens integrationen gar over de markede. Dette ud-
tryk omskrives nu ved hjzlp af differentiationsreglen tabel A.2:8, som for to
vilkarlige vektorer, F og G, siger

V. (FxG)=G-VxF-F-VxG.

Benyttes dette pa 6.48, idet det noteres, at J kun afhznger af de maerkede
koordinater og derfor har rotationen nul, finder man

r—r

5 dv'. (6.49)

V-B(r)z—%f‘nJ(r')-vX

v —r'|
Men her er, som vi allerede gentagne gange har benyttet (se f.eks. 2.28),

r—r 1
—_—s=-V— 6.50
Ir__rll3 [l‘—l‘ll ( )
I 6.49 optreeder altsd operatoren V x V, som er identisk 0 sidan, at hele
hgjre side bliver 0. Vi har dermed vist den meget fundamentale ligning

V - B(r) = 0. (6.51)

Ligning 6.51 er den 2. Maxwell ligning pa differentiel form. Den kaldes ogsd
Gauss’ lov for det magnetiske felt og kan ved hjelp af Gauss’ s®tning A.23
skrives pd integral form:

]§SB .da =0, (6.52)

hvor S er en vilkarlig lukket flade i rummet.
Stgrrelsen

= f B - da, (6.53)
S

kaldes den magnetiske fluz gennem fladen §. Er fladen lukket, er fluxen
gennem den 0, som det fremgar af 6.52. Magnetisk flux madles i weber
[#] = Wb = Vs = Tm? og er analog til elektrisk flux, som blev indfgrt i
kapitel 3 (se 3.24). Magnetisk flux har dog langt stgrre betydning, da den,
som vi skal se, er naert knyttet til induktionsfeenomenerne. I lighed med
overvejelserne omkring den elektriske flux, kan man tegne magnetiske fluxli-
nier og fluxliniergr, se fig. 3.9. Da der ikke findes magnetiske ladninger, er
den magnetiske flux ind i rgret altid lig den magnetiske flux ud af rgret. De
magnetiske B-linier ma danne lukkede kurver eller forlgbe i det uendelige.
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6.7 Det magnetiske vektorpotential

Ved behandlingen af elektrostatiske felter havde vi megen nytte af det elek-
triske skalarpotential. Dette potential kunne indfgres, fordi det elektriske
felt er rotationsfrit og dermed et gradientfelt. Rotationen af det magnetiske
felt er i almindelighed forskellig fra nul, og dette felt kan derfor ikke skri-
ves som gradienten af et skalarfelt. Det magnetiske felt har imidlertid, som
vi har set, altid divergensen nul. Matematiken fortzller, at magnetfeltet
B(r) da kan udtrykkes som rotationen af et andet vektorfelt, som kaldes det
magnetiske vektorpotential og betegnes A(r), altsd

B=VxA. (6.54)

Opgaven er nu at finde et vektorfelt A siddan, at relationen 6.54 er op-
fyldt. Hertil omskriver vi med 6.50 integranden i 6.47 til

o
3) % Tl = A Vi

II.—__?—"' (6-55)

Dette udtryk kan nu omformes ved hjzlp af vektoridentiteten tabel A.2:9,
som for ethvert skalarfelt ¢ og vektorfelt F kan skrives

~F X Vyp=V x (¢F) - ¢V x F.
Med F = J(r') og v = |r — 1’| ™" og da J(r') ikke afheenger af r fglger heraf

'
L =V X J(r')

_.J(r')xvlr_r,l-— I_r——_—l—"—l

(6.56)

Hele udtrykket 6.47 for B kan da skrives

- /
B(r)—y—q/‘;l.}(r’)x : r3dv'—&/‘;le J(r') dv’, (6.57)

N 4T Ir—-r'l - 47 ll'—'l',l
altsa 3
Mo r '
=V x . .
B(r) X4w/:h-rﬂm} (6.58)

Her har vi igen flyttet operatoren Vx uden for integralet, da den virker
pa r-koordinaten, som ikke pavirkes af integrationen. Integralet gar over
volumet V') som omslutter alle strgmme.

Ligning (6.58) viser, at det er lykkedes at udtrykke feltet B som rotati-
onen af et andet vektorfelt A, altsd

(859

AM—ﬂ/;qu. (6.60)

dm Sy r -]

hvor

Feltet A(r) kaldes som nzevnt vektorpotentialet. Det er en tredimensional
sleegtning til vor gamle kending skalarpotentialet.

En anden type
potential

Vektorpotential
findes

A udtrykt
ved kilderne
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Det skalarpotential som findes af 2.32, er ikke det eneste mulige, idet der
altid kan adderes et arbitraert konstant potential. Pa samme made er vek-
torpotentialet A givet ved 6.60 ikke det eneste mulige. Da rotationen af
ethvert gradientfelt er nul, kan vi jo til et muligt vektorpotential altid leegge
gradienten V¢ af en arbitreer skalar funktion £(r). Derved er B, som be-
stemmes ved 6.59, updvirket. Denne frihed tillader os at laegge endnu en
betingelse pa A. For stationere felter veelger man hyppigt betingelsen

@81

som kaldes Coulombbetingelsen. At denne altid kan opfyldes indses sadan:
Lad A’ vaere et muligt vektorpotential. Hertil adderer vi gradienten af en
skalar funktion £ for at fa et nyt A, altsa

A=A"+V¢ (6.62)
Vi forlanger nu V- A = 0:
V-A=V-A'+V-VE=0, (6.63)
som fgrer til
Vi=-V- A (6.64)

Lgsning af denne differentialligning for £ med —V - A’ som kildeled, (sml.
Poissons ligning), ggr det muligt at udvelge et vektorpotential med V-A =
0. Dette kaldes at veelge en ‘gauge’.

For en begrenset strgmfordeling er Coulombbetingelsen allerede opfyldt
for det specielle vektorpotential 6.60. For at vise dette beregner vi divergen-
sen af A med benyttelse af, at V ikke virker pa de maerkede koordinater og
med anvendelse af tabel A.2:7

Hao 1 ’ Ko / ' '
V-A=— N Ve——dv' = —= n.Vv . (6.65
4r _/VIJ(r) |r—r’|dv 4r VIJ(r) |r——r'|dv (6.65)
Men efter tabel A.2:7 (igen) geelder for integranden
1 J(r") 1 J(r')
J(r') -V’ =V - v.Jr)=v" 6.66
(') |r — r/| r—r| |r-1'| (') v —r'|’ (6.66)

idet V' - J(r') = 0 ifglge kontinuitetsligningen for et stationzert felt. Vi kan
derfor skrive 6.65 som

’ J(r') -
V.A:_ﬂ/ v . 3() dv':_f‘_o}{ ) miw—o,  (6.67)
ar Jy Ir — r'| a7 Jor |r -1/

hvor der er transformeret til et overfladeintegral over den lukkede flade S’,
som helt indeholder den begrznsede strgmfordeling. Dette integral er 0, da
der ikke er nogen normalkomposant af J noget sted pa fladen.
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6.8 Amperes lov

Eksistensen af vektorpotentialet fgrer til en vigtig differentialligning for det Mazwell
magnetiske felt, nemlig den 4. Maxwell ligning, som vi nu skal udlede. Vi ligning sgges
benytter, at vektorpotentialet for en given strgmfordeling er bestemt ved

6.60 (e
A(r) — &/ (I‘) dvl,
4r Jyi |r — 1]
som er analog til ligning 2.32 for skalarpotentialet af en ladningsfordeling

o(r) = ! / p(r) dv'.

" dmey Jvr [r =]

I det elektrostatiske tilfzelde er dette en lgsning til Poisson’s ligning 2.101:

vip=_~,

¥ oy

I analogi hermed slutter vi da, at komponenterne af A m3 opfylde de (tre)
ligninger

V2IA = —pol. (6.68)

Vi vender nu tilbage til den definerende ligning 6.59, hvor vi tager rotationen
pa begge sider:

VXB=VXVxA=V(V-A)- VA = -V24, (6.69)

hvor vi har brugt tabel A.2:4 og Coulombbetingelsen V - A = 0. Sammen-
holdt med 6.68 fglger heraf

V x B = pod. (6.70)
Ligning 6.70 er den Maxwell ligning, vi sgger. I den her anvendte num- 4. Mazwell
merering nummer 4. Den forbinder feltet B med dets kilde, nemlig strgm- ligning =

teetheden J. Ligningen kaldes ogsa Ampeére’s lov, og den er her givet i sin

differentielle form. Det skal noteres, at 6.70 endnu ikke er helt feerdig. Som

skrevet er den kun gyldig for stationere strgmfordelinger. For tidsafhzen-

gige strgmme ma den modificeres, ligesom tilstedevaerelsen af magnetiske

materialer giver en andring af loven.

Amperes lov pa formen 6.70 er en lokal lov. Den forbinder V x B i Ampeéres lov

et bestemt punkt af rummet til strgmteetheden i dette punkt. Loven kan

imidlertid omskrives pa en integral form, som ofte er sardeles nyttig ved

beregning af magnetiske felter. Hertil anvender vi Stokes’s szetning A.27 pa

V x B, hvilket er ren matematik:

/VxB-dasz-dz, (6.71)
S C

hvor S er et fladestykke med den lukkede rand C. Men V x B er ved Ampéres
lov 6.70 fysisk knyttet til strgmtaetheden sadan, at

/VxB-da:/p.oJ-da:p.OI. (6.72)
s s
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Af 6.71 og 6.72 fglger da

j{ B . de = pol, (6.73)
C

hvor I er den totale strgm gennem enhver flade, der har C' som rand. Ligning
6.73 er den integrale form af Ampeéres lov.

Ved behandlingen af magnetiske materialer skal vi siden indfgre endnu
en feltvektor, den magnetiske feltstyrke, som betegnes med H. Definitionen
af H behgver vi ikke at kere os om her, men det kan vaere bekvemt at notere,
at ¢ vacuum er B = poH. Indfgres dette i 6.70 bliver den differentielle form

af Ampeéres lov
011

mens den integrale form bliver

}{ H.de=1. (6.75)
C

Disse ligninger er derved i overenstemmelse med deres endelige udseende,
selv om indfgrelsen af H kun gzelder for vacuum. Udtrykt i ord siger Amperes
lov 6.75 pa integral form, at cirkulationen af den magnetiske feltstyrke langs
en lukket kurve er lig den samlede elektriske strom gennem enhver flade, der
har kurven som rand.

> Lang, lige ledning: Ampeéres lov er lige sa nyttig ved beregning af mag-
netiske felter med passende symmetri, som Gauss’ lov er ved beregning af
elektriske felter. Vi kan illustrere dette ved et meget simpelt problem, som
vi tidligere har lgst med Biot-Savarts lov, nemlig feltet om en lang, lige le-
der. Feltet ma vaere vinkelret pa enhver plan, som indeholder lederen (se
fig. 6.8) og afheenger pa grund af symmetrien udelukkende af afstanden r
fra ledningen. Som omtalt i et tidligere eksempel, er feltet da tangentialt
til enhver koncentrisk cirkel omkring ledningen. Vi integrerer 6.75 langs en
sadan cirkel med radius r og finder

j{H -dl=2rrH(r)=1, (6.76)
hvor I er strgmmen i lederen. Felterne om en lige leder er altsa

H(r):é—;, eller B(r):‘z% (6.77)

i overensstemmelse med det tidligere resultat 6.42.<

> Elementzr udledning af Ampéres lov: Vi har her udledt 6.75 med fuld
vektormusik. Dette var selvsagt ikke Ampeéres metode, som dog ikke skal
beskrives her. Vi kan imidlertid let se, at det foregdende eksempel kan
regnes baglaens sadan, at man starter med 6.77, som fglger af Biot-Savarts
lov, og ender med 6.76. Dette resultat kan generaliseres pa forskellig made,
men ikke med almen gyldighed, som ved den vektoranalytiske metode.<
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> Lang solenoide: Vi har tidligere beregnet feltet langs aksen i en solenoide
ved hjelp af Biot-Savarts lov. Er solenoiden lang i forhold til sin tveerdi-
mension, kan feltet ogsa beregnes ved hj=lp af Ampéres lov.

Figur 6.12: Magnetfeltet i en lang solenoide kan beregnes med Ampeéres lov.

Vi betragter (fig. 6.12) et stykke af en (uendelig) lang solenoide med n tzet-
liggende vindinger per lengde og strgmmen I. Af symmetrigrunde ma feltet
overalt ga i z-retningen. Vi lzegger en Amperevej ABC D som vist og bereg-
ner efter 6.75 cirkulationen langs denne. De lodrette stykker bidrager ikke.
Uden for spolen ma feltet veere 0, sadan at heller ikke C D bidrager. Var
der nemlig et felt langs C' D, matte samme felt findes langs ethvert stykke
af typen C'D’, for at give cirkulationen 0 langs enhver vej CDD'C’. Hele
rummet ville da fyldes med felt fra en nok sa slank spole, hvilket forekom-
mer urimeligt. Tilbage bliver kun bidraget fra feltet H pa stykket AB med
leengden {. Det antal "ampere-vindinger”, som krydser fladen ABCD er
nél, hvorpad Ampéres lov giver H{ = nfl, altsa

_ poNI
==

H =nl, B (6.78)
for feltet overalt i en lang solenoide med langde L og samlet vindingstal
N = nL. Dette stemmer med det fra 6.46 bestemte felt pa aksen.«

6.9 Magnetiske multipolfelter

Det er ofte fordelagtigt at anvende en multipoludvikling af det magnetiske
felt i store afstande fra en begranset strgmfordeling (fig. 6.12). Metoden
er meget neer den samme, som i afsnit 2.8 blev anvendt for en begreenset
ladningsfordeling.

Vi laegger nulpunktet O inden for strgmfordelingen med volumenet V'’
sadan, at r’' er lille i forhold til r. Ved beregning af feltet viser det sig

Figur 6.13: Magnetfeltet langt fra en begranset strgmfordeling kan approximeres
med en multipoludvikling.

Et standard
eksempel
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fordelagtigt fgrst at udvikle vektorpotentialet 6.60:

A(r) = &/I I g (6.79)

4w Jyr e - 1)

For at forenkle regningerne skal vi antage, at strgmfordelingen er et luk-
ket kredslgb, med samme strgm I gennem hvert tveersnit (eksempelvis en
opkrgllet ledning). I 6.79 kan vi da udfgre substitutionen (jvf. 6.11):

Jdv' — Idr'. (6.80)

For et kredslgb, hvis dimensioner er sma i forhold til r, kan vi da udvikle
neevneren i integranden pa samme made som i 2.66

1

Ir— /|7t = (r? - 2r-r’+r’2)"% == [1+ .
r

. r’

Tt ] , (6.81)
hvor vi har begraenset os til fgrste orden i 7//r, altsd til og med dipolfeltet.
Indszettes dette i vektorpotentialet 6.79 finder vi

A() =21 E}{dr' + 3 Fare e+ ] . (6.82)

Det fgrste integral forsvinder, fordi kredsen er lukket. Integranden i det
andet integral kender vi igen i udviklingen

(r' xdr') x r = dr'(r - r') - ¢'(r - dr'), (6.83)
og i fglgende differential efter r':
d'[r'(r-r')] = dr'(r - ') + /(¢ - dr'). (6.84)
Disse to ligninger kan adderes med resultatet
dr'(r-r') = 3(r' x dr') x r + 1d'[r'(r - 1)) (6.85)

Nar vi indfgrer dette i 6.82 bidrager det sidste (totale) differential ikke, og
udviklingen af vektorpotentialet bliver da

_ Ho I / r
A(I‘) = H [5 fr' X dr] X ﬁ (686)
Ved sammenligning med 6.38 ser vi, at udtrykket i den kantede parentes
netop er det magnetiske moment (mere preecist: dipolmomentet) m af kred-
sen. Vi kan derfor skrive vektorpotentialet for et magnetisk dipolfelt som

A(r)_@mxr

4r 73

. (6.87)

Det skal understreges, at dette udtryk kun er gyldigt, nar nulpunktet ligger
i eller naer kredsen, sml. fig. 6.13.

Det nzeste skridt bliver nu, at beregne den magnetiske fluxteethed B,
hvilket efter 6.59 indebaerer, at vi beregner V x A. Her bemeerker vi fgrst,
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at r/r® = —V(1/7) og at m er en konstant vektor. Med vektoridentiteten
tabel A.2:9 kan vi da omskrive vektorpotentialet:

A(r) = % (v%) X m = %v x —? (6.88)

som derpa giver
m

B:VxA:vaXvX (6.89)
m

T

Her optrader operatoren V x Vx, som kan udvikles efter tabel A.2:4 med
resultatet

VxVxE:—Vz—IEJrV(V-—IE). (6.90)
T 7 T

Da m er en konstant vektor og da V2 kun virker pd 1/r og giver nul (jvf.
potentialet for en punktladning) for » # 0 far vi

T 4r T

B=2vy (V : 5‘) . (6.91)

Operationen V- udfgres efter tabel A.2:7 med udnyttelse af V(1/7) = —r/r3.
Vi kan derfor skrive m-r
B=-fv

47 73

hvor vi kan notere, at det er lykkedes, at udtrykke feltet som minus gradien-
ten af et skalarfelt. (I parentes bemarket er dette muligt, fordi vi befinder
os i en del af rummet uden strgmme, sadan, at V x B = 0 efter 6.70).

Vi kan udfgre V operationen ved at opfatte operanden som produktet af
skalarerne m - r og 1/73. Med tabel A.2:5 og A.39 finder vi da endelig den
magnetiske fluxtaethed:

, (6.92)

B(r) = £ [3(—“‘1)3 - —19] . (6.93)

T 4rx 75 73

Bortset fra den konstante faktor, er dette udtryk identisk med udtrykket
2.78 for feltstyrken af en elektrisk dipol. Pa trods af den helt forskellige
fysiske natur af en elektrisk dipol (f. eks. to nere, modsatte punktladninger)
og en magnetisk dipol (f. eks. en lille strgmkreds), ser feltet pa store afstande
fuldsteendig ens ud for dem begge.

B-feltet fundet

Dipolfelt er
dipolfelt




Kapitel 7

Induktion

7.1 Induktionsloven

I forrige afsnit behandlede vi det magnetiske felt skabt af en elektrisk strgm.
Det oprindelige eksperimentelle grundlag var @rsteds, Ampéres og andres
iagttagelser i arene 1820-25.

I samme periode blev der gjort mange forsgg pa at finde en omvendt
effekt, altsa en elektrisk strgm skabt af et magnetfelt. Disse anstrengelser
var dog forgaeves, fordi man sggte efter en stationer strgm. I 1831 opdagede
imidlertid Faraday og, samtidigt, Joseph Henry (1797-1878) 0, at der for-
bigdende optraeder en strgm i en lukket elektrisk kreds, nar den magnetiske
flux gennem kredsen @ndres. Fluxen kan endres pa forskellig made. For
eksempel ved at slutte eller afbryde stremmen gennem en spole. I en anden,
nartligggende spole kan der da iagttages et strgmstpd. Tilsvarende kan der
fremkaldes en strgm i en spole ved at bevaege permanente magneter i dens
nzrhed. Der fremkaldes ogsa en strgm, nar en spole bevaeges eller roteres i
et ydre magnetfelt. Denne type strpmme kaldes inducerede og feenomenerne
under ét kaldes elektromagnetisk induktion.

Faradays, Henrys og andres iagttagelser kan sammenfattes i fplgende
love:

e Nar den magnetiske flux gennem en lukket elektrisk kreds zendrer sig,
vil der, uanset arsagen til sendringen, induceres en elektromotorisk
kraft i kredsen.

o Stgrrelsen af den inducerede elektromotoriske kraft er proportional
med fluxens sndringshastighed.

o Den inducerede elektromotoriske kraft har en sadan retning, at den
modvirker den fluxeendring, som fremkalder den (Lenz’ lov).

Disse love kan matematisk sammenfattes i ligningen

d®
e
Her er £ den inducerede elektromotoriske kraft i kredsen og & = ®(¢) den
pgjeblikkelige flux gennem kredsen. Fortegnet udtrykker Lenz’ lov, idet den
positive retning for £ er fastlagt efter den s=edvanlige omlgbsregel i forhold
til B-feltet, som illustreret ved retningen af d¢ pa fig. 7.1.

£=—k (7.1)

401

Induktions-
fenomenet

Faradays
og Henrys
1agttagelser
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Figur 7.1: En lukket strgmkreds, som
bevages med jeevn hastighed i et (in-
homogent) magnetfelt. Som fglge af
fluxens endring gennem kredsen op-
star der en elektromotorisk kraft i

denne.

I 7.1 er k; en konstant. Da dimensionen af magnetisk flux er Vs (se
diskussionen i forbindelse med 6.53), og da elektromotorisk kraft males i v,
bliver konstanten dimensionslgs. Der geelder faktisk &; = 1. Det kan ses af
fplgende argument:

Vi betragter en lukket, stiv strgmkreds i et ydre magnetfelt B(r), fig.
7.1. Kredsen bevager sig med jeevn hastighed v. Dens ledningselektroner
bevager sig da ogsd, og da beveagelsen foregar i et magnetfelt, vil de efter
6.17 veere pavirket af Lorentzkraften ev x B, hvor e er elektronens ladning.
Hvor denne kraft har en komposant i lederens retning, giver den anledning
til en strgm. Vikan udtrykke Lorentzkraften ved en kontinuert fordelt (ikke-
elektrostatisk) feltstyrke E' = v x B i lederen. Efter 5.46 finder vi da den
elektromotoriske kraft £ i den lukkede kreds som

S:}{E’-dZ:}{dl-(va). (7.2)

Her indfgrer vi nu v = dr/dt, hvor dr angiver forskyd’ningen af lederelemen-
tet d€. Desuden ombyttes - og x i 7.2, hvorefter

s:}{de-(%xB) :%}{(dlxdr)-B:——%}{(drxdl)-B. (7.3)

Men, som vist pa fig. 7.1 er (dr x d€) - B netop fluxen d® gennem et lille
fladeelement dr x d¢, idet omlgbsretningen for d# er fastlagt sidan, at en
strgm i omlgbsretningen giver et magnetfelt i B's retning. Integralet i 7.3
langs hele kredsen giver da den totale fluxendring gennem denne, jvf. de
tonede omrader pa fig. 7.1. Efter 7.3 kan vi derfor skrive 7.1 som

dd
= ——. 4
£ 7 (7.4)

Dette er induktionsloven. Den er her vist for et specielt tilfzlde, nemlig en
beveeget kreds i et inhomogent magnetfelt, hvor vi kan knytte den induce-
rede elektromotoriske kraft til Lorentzkraften. Vi skal imidlertid, stgttet af
erfaringen, antage, at 7.4 er generelt gyldig sidan, at den ogsa geelder, nar
kredsen ligger stille, men hvor fluxen gennem den zndrer sig med tiden, f.
eks. som fglge af tidsvarierende strgmme andre steder i rummet. Vi kan ga
videre endnu og helt undlade en lederkreds og postulere, at der langs enhver
lukket kurve vil veere en elektromotorisk kraft, dvs. et arbejde per ladning,
givet ved 7.4.
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Vi kan udtrykke det sadan, at et tidsvarierende magnetfelt B(r,t) giver
anledning til et elektrisk felt E(r,t) i rummet oog finde en differentialligning
for dette felt ud fra induktionsloven ved hjelp af Stokes s=tning A.27:

E:fE-dl:/VxE-da:——d—/B~da:/<~~6-]§>-da, (7.5)
c s dt Js s ot

hvor § er et fladestykke, der har den lukkede kurve C som rand. I 7.5 ud-
trykker det andet lighedstegn Stokes stning, som er et matematisk udsagn.
Det nzste lighedstegn har et fysisk indhold, idet det udtrykker induktions-
loven 7.4. Endelig er der i det sidste integral anvendt partielle afledede, da
B-feltet afhanger af bade tid og sted. Efter 7.5 gelder altsa

/SVXE-da:/S<—%—]?> . da. (7.6)

Da 7.6 skal gzlde for ethvert fladestykke S, ogsa et vilkarligt lille, er

0B

VXE=——.
X 5t

(7.7)

Dette er den differentielle form af induktionsloven eller Faraday-Henrys lov,
som er identisk med den 3. Maxwell ligning pa endelig form. For stationzre
felter reducerer den til 2.25. Dens integrale form 7.4 kan skrives som

d
£ = ~E/SB~da. (7.8)

Dette udtryk reducerer for stationare felter til 2.26.

> Bevaeget, lige leder: Vi kan se pa arrangementet fig. 7.2. Lederstykket
AB bevages med hastigheden v vinkelret pa det ydre magnetfelt B. Hver
af lederstykkets ledningselektroner pavirkes af kraften ev x B. Dette er
ekvivalent med, at der i lederen findes en feltstyrke v x B. Der er ingen
kreefter fra magnetfeltet pa elektronerne i resten af kredsen, som er stationzer.
Dav L B erfeltstyrken E = vB i lederen rettet modsat den ved B fastlagte
omlgbsretning. Det svarer til en emk over lederstykket pa

£ = —{vB

som, da der ikke er elektromotoriske krefter andre steder, er den elektro-
motoriske kraft i kredsen. Denne elektromotoriske kraft giver pa szdvanlig

z 14

®
tn
i ®®
=
=
i
< <
X
=
®
[N

—BévT

c| s

Figur 7.2: Nar lederstykket AB beveaeges med slebekontakt til den harnileformede
bgjle, opstar der en induceret emk i kredsen.
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made anledning til en strgm I, hvis stgrrelse efter Ohms lov 5.49 bliver
I =¢&/R, hvor R er kredsens samlede resistans.

Alternativt kan vi se pd den af lederstykket afgreensede lukkede kreds
ABCD med lengden ¢ og arealet {z. Fluxen gennem kredsen er Blz. Af
7.4 finder vi da for den inducerede emk

d®  d(Blz) dz

—d‘t— = dt = —BZ‘EZ = —BZ’U

£ =

som stemmer med resultatet ovenfor. Minustegnet angiver, at den elektrom-
otoriske kraft er rettet modsat z, hvis retning igen er bestemt af B ved den
szdvanlige omlgbsregel. Retningen af z er derfor modsat i de to grene af
harnalen, hvilket giver et fortegn pa £ i overensstemmelse med Lenz’ lov.«

> Induktion og relativitetsprincipet: Lad os igen betragte et retlinet le-
derstykke, der som pa fig. 7.2 bevaeger sig vinkelret pa et magnetfelt. Set
fra laboratoriet opstar der, som vi sd i forrige eksempel, mellem lederens
endepunkter en emk £ = —B{v, som vi tilskriver induktion. Set fra et
referencesystem, som fglger med lederen, er dennes ladninger imidlertid sta-
tioneere og fgler derfor ikke nogen Lorentz-kraft af typen ev x B. Naturligt
nok venter vi ogsa i denne situation en elektromotorisk kraft, og en sadan
iagttages da ogsd. Forklaringen herpa skal vi give i kapitel 15. Den eri korte
traek, at der som fglge af den relativistiske transformation af B-feltet til det
bevaegede system opstar et elektrisk felt E = v x B, altsa som fgr.«

> Roterende spole: En flad, rektanguleer lukket spole med » vindinger
roterer med vinkelfrekvens w i et homogent magnetfelt B. Se fig. 7.3. Rota-
tionsaksen er vinkelret pa feltet. Til tiden ¢ = 0 antages spoleplanens normal
n at pege i feltretningen. Til tiden ¢ danner normalen da vinklen 6 = wt
med feltet. Fluxen gennem spolen afheenger af tiden som

®(t) =B -nA = BAcosf = BAcoswt.

Efter 7.4 finder vi ved differentiation efter tiden den inducerede elektromo-
toriske kraft £ = BAw sinwt i hver vinding og altsd

£ = BnAwsinwt

i de n vindinger ialt. Den inducerede emk bestemmes af nA, der omtales
som spolens samlede vindingsareal. Bemeerk, at til ¢ = 0 er fluxen gennem
spolen aftagende, og den elektromotoriske kraft positiv. I overensstemmelse
med Lenz’ lov modvirker den inducerede strgm altsd fluxens aftagen.

rw
C —_—
r -
[
A n
- Figur 7.3: Roterende spole 1 homo-
n vindinger - gent magnetfelt.
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Den inducerede emk giver anledning til en harmonisk varierende strgm i
spolen. Gennem slebekontakter kan denne forbindes til en ydre belastning
og fungerer da som en simpel vekselstrgmsgenerator.<

D> Hvirvelstrgmme: Nar et magnetfelt i en udstrakt leder endrer sig, vil
der opsta huvirvelstrgmme. Da modstanden er lille, kan strgmmene blive
meget store og give betydelige energitab i elektriske maskiner. En metalplade
som falder i et inhomogent magnetfelt bevaeger sig meget langsomt, fordi de
inducerede strgemme modvirker bevaegelsen. Af den 3. og 4. Maxwell fglger,
at udbredelsen af hvirvelstrgmme styres af differentialligningen

0J
v =
YHoO R ETR

som er identisk med varmeledningsligningen.d

> Betatronen: At der opstar et virkeligt elektrisk felt ved tidslig sendring
af et magnetfelt illustreres af principet i en betatron. En betatron er et

il |

."lllllkk vacuum- /
o |

7 //// U \:ﬁtfzm-a)

Figur 7.4: a) Snit i betatronmagnet med vacuumkammer. b) Cirkelbane for elek-

tronbeveegelsen i en betatron.

apparat, som bruges til at accelerere elektroner til meget hgje hastigheder.
Den bestar af en rotationssymmetrisk elektromagnet, se fig. 7.4, med polsko,
som frembringer et radialt aftagende magnetfelt. Mellem polskoene ligger
et ringformet, evakueret kammer. Elektroner, der befinder sig i kammeret,
vil pa grund af magnetfeltet bevaege sig i cirkler. Er elektronhastigheden
i midterplanen v, er Lorentzkraften pa en elektron evB. Elektronen har
impuls p = mgyv, hvor mg er elektronens hvilemasse og v = (1 —v?/c?)~1/2,
Relativistisk folger elektronen en cirkelbane med radius r dersom

PP - evB => p = eBr. (7.9)
T

Er nu magnetfeltet voksende, induceres der en tangentiel feltstyrke E, som
vil accelerere elektronerne i cirkelbanen efter bevagelsesligningen
dp e d®

E——eE:—Q—'z—r—r—E{’ (710)

hvor vi har brugt induktionsloven 7.4 til at udtrykke feltstyrken. Denne

ligning kan integreres til
=3 (7.11)
P 2rr '

idet elektronen starter med impuls 0 pa et tidspunkt, hvor & = 0. Af 7.9 og
7.10 far man da betingelsen for stabilt omlgb i en bane med radius »
® _ (B

Ahidl (7.12)

B. = =
T o2 2

Huirvelstrgm

En elektron-
centrifuge

Relativistisk
bevegelse
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Ligningen udtrykker, at feltet B, ved elektronbanens radius skal vaere halv-
delen af middelveerdien (B) af magnetfeltet inden for banen. Dette opnas
ved at give polskoene en serlig profil, se fig. 7.4. Den kinetiske energi, en
elektron opnar ved accelerationen til det maximale magnetfelt By, bliver

Ek,ma.z = Cy/ m2c? + e2Bc2)7.2 - mocz, (713)

hvor vi i udtrykket for den relativistiske kinetiske energi efter 7.9 har indfsrt
impulsen p = eByr.d

7.2 Induktans

Lad os betragte et antal strgmkredse, som er anbragt i neerheden af hinanden.
Indtil videre kan vi tanke os kredsene opbygget af tynde ledninger. En
strgm i én kreds vil give en magnetisk flux bade gennem kredsen selv og
gennem de gvrige kredse. Varierer strgmmen med tiden, vil der induceres
elektromotoriske kraefter i alle kredsene. Situationen minder om den, vi
mgdte i elektrostatiken, hvor ladning pa én leder i et system af flere pavirkede
potentialet og ladningsfordelingen pd dem alle. I afsnit 2.10 hdndterede
vi denne situation ved at indfgre capacitans- og influenskoefficienter, som
var geometrisk bestemte stgrrelser. Vi skal nu se, at man for et system
af stremkredse kan indfgre induktanskoefficienter til at beskrive kredsenes
indbyrdes pavirkninger.

7.2.1 Selvinduktans

Vi vil fprst se pa en enkeltstiv strgmkreds langt fra alle andre kredse. Fluxen
gennem kredsen stammer da udelukkende fra strgmmen i kredsen selv. Efter
Biot og Savarts lov 6.10 er magnetfelt og strem overalt proportionale sddan,

at vi kan skrive
(7.14)

Proportionalitetsfaktoren L kaldes kredsens selvinduktans. Selvinduktans
males i VsA™!, der kaldes henry (H) efter Joseph Henry.

Af 7.14 kan vi finde den elektromotoriske kraft, som en strgmzendring
inducerer i kredsen selv:

dI
&=-L pre ‘ (7.15)
som ofte anvendes i det fplgende. Minustegnet i 7.15 stammer fra Lenz’
lov og udtrykker, at den selvinducerede elektromotoriske kraft modvirker
strommens sndring i kredsen. Hvis eksempelvis strgmmen vokser, er dI/dt
positiv, og det inducerede & bliver negativt. Den inducerede strgm bliver da
ogsa negativ, altsa modsat den eksisterende, voksende strgm.

Vi har her forudsat, at kredsen var stiv sadan, at L er konstant. Hvis
kredsens form endrer sig, er dette ikke tilfeldet, og vi ma i stedet for 7.15
skrive & = —d(L[I)/dt. Ofte mpder man kredse, som indeholder magnetiske
materialer. Der er da ikke ngdvendigvis proportionalitet mellem strgm og
flux, og efter 7.14 ma man i stedet for L = &/ skrive L = d®/dI, som kaldes
den differentielle selvinduktans. Den afhenger af strgmmens stgrrelse.
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> Ringformet solencide: Efter 7.14 er L = &/I. For at bestemme selv-
induktans ma vi derfor beregne flux for en given strgm. Dette kan kun
gennemfgres i fa, simple tilfelde. Her skal vi betragte den pa fig. 7.5 viste
spole, som er viklet pa en ring (torus) af et umagnetisk materiale. Som defi-
neret er selvinduktans en egenskab ved en lukket kreds. Vi taznker os derfor
spolens tilledninger forbundet til en ydre strgmkilde. Lgber tilledningerne
taet og parallelt, eller er de snoet om hinanden, giver de praktisk talt intet
ydre magnetfelt, og strgmkilden kan placeres si fjernt, at heller ikke den
bidrager til feltet i spolen.

Feltet kan enkelt beregnes ved Ampéres lov. Hertil betragter vi forhol-
dene i ringens centrale plan. Af symmetrigrunde m3 feltet altid veere tangen-
tielt til koncentriske cirkler om ringens centrum og have konstant stgrrelse

Figur 7.5: Ringformet solenoide.

for enhver sidan cirkel, som da bekvemt anvendes som " Ampéreve;j”.
(i) Ligger denne inden for ringen, krydses det omsluttede stykke af midter-
fladen ikke af nogen strgm. Cirkulationen af H og dermed H selv ma da
efter 6.75 veere 0.
(ii) Ligger vejen tilsvarende uden for ringen, krydses fladen ganske vist af
vindingerne, men nettostrgmmen gennem den indesluttede flade er stadig
nul, hvorfor H ogsa her er 0.
(iii) Ligger vejen imidlertid inde i ringen, krydses fladen kun af vindinger,
hvori strgmmen har samme retning. Er strgmmen I, og er der N vindinger,
far vi da af Ampéres lov

NI

H=— 7.16
2rr’ ( )

for feltet i den ringformede solenoide. Er dennes radius stor i forhold til dens
tvaersnit, kan vi med god tilnzermelse erstatte 27r med ringens middelom-
kreds £. Da spolen er viklet pd et umagnetisk materiale gzelder B = poH
sdledes, at fluxen gennem 1 vinding bliver

_ ,LLoNIA

$
1 / ’

(7.17)

hvor A er ringens tvarsnitsareal, se figuren.

Man ma nu huske, at fluxen 7.17 passerer alle N vindinger, sidan at
den inducerede elektromotoriske kraft i spolen bliver N gange den, som
induceres i en enkelt vinding. Det er derfor fluxen gennem alle ~indinger
("hele vindingsarealet”), som bestemmer induktansen. Denne flux bliver

Beregning af
induktans

Typisk metode

Obs!
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Metoden igen

altsa )
N<AI
By = @7— (7.18)
Heraf finder man da selvinduktansen af den ringformede solenoide
dny  woNZ24
L=—= .
7 7 (7.19)

hvor den ene faktor N altsa skyldes, at der er N vindinger til at frembringe
feltet, den anden, at der er N vindinger til at samle det op.

Formlen 7.19 geelder igvrigt ogsa for en lang solenoide, der kan betragtes
som fremkommet ved dbning og udretning af en ringformet. Se ogsa diskus-
sionen i forbindelse med 6.46 og 6.77.«

> Coaxialkabel: Kabler af forskellig type har ogsa selvinduktans. Som
eksempel skal vi se pa et coaxialkabel, hvor inderlederen har radius a og
yderlederen inderradius . For at opna en lukket kreds kortslutter vi de
to ledere i den ene ende af et kabelstykke med lzngden £ og indskyder en
strgmkilde i den anden ende. Den ene leder fungerer da som returvej for
strgmmen i den anden, se fig. 7.6.

- VA SRR TR
Vo,
—

A
i
o]

| =~ —
I
I

Figur 7.6: Selvinduktans af coaxial-
kabel.

Feltet mellem lederne kan bestemmes fra Ampéres lov pa samme made,
som vi gjorde det for en lang, lige leder. Se 6.77. Det er tangentialt til cirkler
koncentrisk om inderlederen og har efter 6.77 stgrrelsen

pol
B(r) = —.
(7) 27r
Den totale flux, som omsluttes af strgmmen, findes ved integration over
arealet PQRS i striber af bredde dr, altsa
If b d L b
= Bolt /AT Holt 2. (7.20)

27 Ja T 27 a

¢

Selvinduktansen per laengde af coaxialkablet bliver saledes

Ko , b
=~ Iln-—. 21
L, o In - (7.21)

Vi har her set bort fra feltet inde i cylindrene og fra de afvigende feltforhold
nzer enderne.d
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7.2.2 Induktanskoefficienter

Vi skal nu behandle den generelle situation, hvor flere kredse sender flux
gennem hinanden. Man siger, at sadanne kredse er magnetisk koblede.

Lad os antage, at vi har n stive kredse. Fluxen gennem den i'te kreds
kan skrives

Qi = Qil + ©i2 +---+ @ -+ @rn Z @t], (722)

hvor ®;; er den magnetiske flux, som kreds j sender gennem kreds z. I
vacuum og i lineasere magnetiske materialer, som vi siden skal behandle, er
der proportionalitet mellem disse fluxbidrag og stremmene, som fremkalder
dem. Kredse, hvor dette gzelder, kaldes lineere, og proportionaliteten skrives

som .
& = M;;1;, (7.23)

hvor M;; for i # j kaldes den gensidige induktans eller induktanskoefficienten
mellem kreds ¢ og kreds 7. Vi skal siden vise, at koefficientmatricen M;; er
symmetrisk, altsa M;; = Mj;. For i = j er koeflicienten identisk med den
i 7.14 indfgrte selvinduktans for kreds i, som vi, nar der er flere kredse
tilstede, efter behag kan betegne med L; eller M;;. I det linezre tilfelde
er bdde M-erne og L-erne rent geometrisk bestemte stgrrelser, som males i
henry.

Med disse definitioner kan vi da skrive den samlede flux gennem kreds
som en superposition

= Z ®;; = Z M;;1;. (7.24)
7=1 j=1

Ud fra induktionsloven kan vi med 7.24 udtrykke den elektromotoriske kraft,
som induceres i kreds 7, nar strgmmene sndres:

d®d; b dl;
i=m—r =) M2 .
£ - ,; o (7.25)
eller alternativt
dl; n di; .,
g, = —L,d—t - J—; M,JE, 1 96 7 (726)

_ : Figur 7.7: Magnetisk koblede kredse.
B ;‘ Strgmmen 1 hver kreds sender flux
: ' gennem alle.

Flere kredse

Linearitet

Induktans
generaliseret

Induceret emk
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Det understreges, at mens L, altid er positiv, sd afhaenger fortegnet pd M,;
af strgmmenes retninger. Udtrykket 7.26 kan betragtes som en almindelig-
gorelse af 7.15.«q

> Koblede solenoider: Som eksempel pd gensidig induktans kan vi se pa
den tidligere behandlede ringformede solenoide, hvis bevikling, spole 1, er

S
"—'—""'—‘Nz @? g\%
taanny

Figur 7.8: To spoler, som er viklede
pa samme ringform, er et eksempel pa
fast koblede magnetiske kredse.

suppleret med endnu en bevikling, spole 2, uden pa den fgrste. Lad vin-
dingstallene for de to spoler vaere Ny og N;. En strgm I, i spole 1 giver efter

7.16 et felt i ringen pa
poN1 I,

l b
hvor £ er ringens middelomkreds. Har ringen tveersnitsarealet A bliver
fluxene gennem hele vindingsarealet af henholdsvis spole 1 og spole 2

B =

poNZAL
b= —— L hbil S it
11 ] ) /
Heraf genfinder vi det tidligere resultat 7.19 for L, og det analoge for Lj:

N2 N2
L, = Mol L, = He FA

- = .27
£’ L’ (7.27)

mens den gensidige induktans bliver
anﬂﬂ%ﬁé, (7.28)

Man indser let, at My, = Mj; og, at der for dette tilfzelde geelder, at

M12 = L1L2. (729)

Denne relation er et grensetilfelde for den magnetiske kobling mellem to
kredse, som generelt udtrykkes ved

My = kv/I1L,, -1<k<]1. (7.30)

Den dimensionslgse konstant k kaldes kredsenes koblingskoefficient. 1 tilfeel-
det her er k = 1, hvilket svarer til, at al flux fra den ene kreds gar gennem
den anden. Dette er et eksempel pa fast kobling. Sma verdier af k giver
tilsvarende lgs kobling.«
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7.2.3 Neumanns formel

Ved hjeelp af vektorpotentialet kan vi finde et elegant og ofte nyttigt udtryk
for den gensidige induktans af to kredse.

Til dette formal noterer vi fgrst, at fluxen gennem en kreds C, som
indeslutter fladestykket S ved brug af 6.54, kan skrives som

<I>:/B~da:/V><A-da‘ (7.31)
S S

Dernzest omskrives det sidste fladeintegral med Stokes s=tning A.27 til et
kurveintegral langs den lukkede kurve C. Vi far da

&= fCA-de. (7.32)

Dette er et generelt udtryk, som forbinder magnetisk flux og vektorpotential.

Figur 7.9: Gensidig induktans mellem

to kredse efter Neumann.

Vi ser nu pa to tynde kredse, 1 og 2. Vektorpotentialet fra strgmmen I
pd kreds 2’s plads finder vi af 6.60. Vi lader kreds 1 svare til den mzerkede
koordinat og kreds 2 til den umarkede. Efter substitutionen Jdv' = I,d¢;
(se 6.11) finder vi

Ho dé,
Alry) = Ho1 ]’{ ¢ 7.33
(r2) ar "t Jo, Ira — 1) (7.33)
som indsat i 7.32 giver fluxen gennem kreds 2:
By = &II]{ dL’Z'}{ _dh (7.34)
47 C, fol jrz — r1|
Division med I, giver da ifglge 7.23 den gensidige induktans
dé, - d
My = “"j{ ]’{ B Y (7.35)
c: JCy !rz ~ 1]

idet symmetrien af udtrykket straks viser, at Myy = Ms;. Dette udtryk
kaldes Neumanns formel og illustrerer klart, at induktans er en geometrisk
bestemt stgrrelse. Formlen er nyttig ved teoretiske betragtninger (se afsnit
7.2.5) og kan anvendes til beregning af den gensidige induktans mellem to
tynde kredse med simpel geometri. Desuden kan formlen, som omtalt i afsnit
7.2.5, ogsa benyttes til beregning af selvinduktans.

Fluz og vektor-
potential

Koblede kredse

Symmetri og
geometry
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7.2.4 Induktorer

Selvinduktanser optraeder ofte i elektriske kredslgb som komponenter. 1
lighed med den sprogbrug vi har indfgrt med betegnelserne capacitor og res-
istor, skal vi kalde en sddan komponent for en induktor. Det skal indskydes,
at enhver strgmfgrende, lukket elektrisk kreds vil have en magnetisk flux
igennem sig, og derfor selv optraeder som en induktor uanset hvilke kom-
ponenter, den er opbygget af. En induktor i et kredslgb angives ved et
spoleagtigt symbol, som TII9.

Induktorer har stgrst betydning i forbindelse med harmonisk varierende
vekselstrgmme, som vi skal behandle i kapitel 11. Her skal vi indskreenke os
til nogle f3 bemeerkninger om induktorer forbundet i serie og parallel.

I praksis fremstilles induktorer ved at vikle en elektrisk ledning op som
en spole omkring en kerne af et passende, ofte magnetisk, materiale. En
sadan spole ma ngdvendigvis have en vis resistans.

a) Den simpleste kreds, hvori der indgar en induktor, ma derfor realistisk
afbildes som pa fig. 7.10a, hvor en induktor L med indre resistans R er
forbundet i serie med en tidsvarierende elektromotorisk kraft £. Vi opfatter

R L Ry Ly L, R, L,
e T
—— } M
M ]
L,

Figur 7.10: a) Seriekreds med en enkelt induktans L med indre resistans R (vist
separat som en serieresistans) og en tidsvarierende elektromotorisk kraft £(t).

b) To serieforbundne induktanser L, og Lz med indre resistanser R; og R; og
gensidig induktans M.

¢) To parallelforbundne induktanser L; og L, med gensidig induktans M.

induktansen som en elektromotorisk kraft —L(dI/dt), kort skrevet —LI.
Efter Kirchhoffs 2. lov 5.55 skal der da til ethvert tidspunkt geelde

£ - LI=RI, (7.36)

hvor begge de elektromotoriske kraefter i kredsen er opfgrt pd ligningens
venstre side. Lgsningerne til differentialligningen 7.36 for forskellige £(t)
diskuteres i kapitel 11.
b) I kredslgbet fig. 7.10b er der to induktanser L, og Lj i serie, som yderligere
er koblet med den gensidige induktans M. Efter Kirchhoffs 2. lov geelder
her

E— L] —MJI — Lyl — MI = RyI+ Ry, (7.37)

hvor det er benyttet, at strgmmen gennem alle tvaersnit af kredsen er den
samme. Det gzlder for strgmme, som varierer sa langsomt, at alle dele af
kredsen praktisk talt gjeblikkeligt fplger enhver zendring. Bemaerk, at den
gensidige induktans inducerer en emk i hver af de to induktorer.
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Ved omflytning af leddene kan man skrive 7.37 pa formen
E—(L1+Ly+2M)I = (R, + Ry)I, (7.38)

som ved sammenligning med 7.36 viser, at to induktanser i serie er ekvivalent
med en enkelt induktans

L: Ll +L2+2M = L1 +L2+2k\/L1L2. (739)

Vi har her, i overensstemmelse med 7.30, indfgrt kredsenes koblingskoeffici-
ent k, idet

M =kVLiL,, -1<k<1. (7.40)

Positive veerdier for & svarer til, at en strgm I; giver en flux i kreds 2 i
samme retning som den fra kredsens egen strgm I, og vice versa.

c) Parallelkredslgbet fig. 7.10c behandles mest hensigtsmaessigt som en egent-
lig vekselstromskreds. Her skal vi kun betragte det tilfzelde, hvor indukto-
rernes indre resistanser er forsvindende. Vi kan anvende Kirchhoffs 2. lov pa
de to masker, som hver indeholder én af induktanserne:

S—Lljl—sz = 0,
£ - LI, - M, = o0. (7.41)

Lgses de to ligninger sammen for I, og I, og adderes lgsningerne, findes den
afledede I = I + I, af hele strgmmen i kredsen

Ly—- M

Li-M Lt Lp—2M
LL, — M?’ -

L=¢€ et it B el
1 LiL, — M?’ LiL, - M?

ILL=¢€ (7.42)

eller
L,L, — M? _
Li+ Ly —-2M~
Heraf ser man, at den ekvivalente serieinduktans af de to parallelforbundne,
resistansfrie induktanser er

£ 0. (7.43)

L_2
o Dila-M

= 7.44
Li+L,-2M ( )

7.2.5 Beregning af induktans

I det foregdende er der givet nogle fa eksempler pa beregning af selvinduktans
og gensidig induktans af simple kredse ud fra den omsluttede flux. Man kan
maske undre sig over, at andre, tilsyneladende lige s simple kredse, ikke er
medtaget. For eksempel selvinduktansen af en tynd trad bgjet til en cirkuleer
eller rektanguleer, plan kreds.

Sadanne er imidlertid slet ikke simple. For det fprste bliver selvindukt-
ansen af en kreds med en uendelig tynd leder uendelig. Vi kan indse dette
ud fra feltet 6.42 fra en lang lige leder. Dette er et 1/r-felt, og den magne-
tiske flux i et omrade neer lederen vil veere bestemt af et integral af typen
Jdr/r,som divergerer i integrationsgraensen r — 0. Det er altsa ngdvendigt

Induktanser
1 serte

Induktanser
1 parallel

Komplicerede
simple kredse




144

Kapitel 7. Induktion

Ydre og indre
selvinduktans

Ydre selv-_
induktans

Indre selv-
induktans

at antage, at de tynde ledere, vi har betragtet i det foregdende, har en en-
delig tykkelse. Fluxen inde i ledermaterialet vil da bidrage med en ‘indre’
selvinduktans, som ma medregnes. Se et eksempel i opgave 7.13 og 10.6.

For at beregne fluxen er det ngdvendigt at beregne magnetfeltet i et-
hvert punkt inden for en lukket kreds, hvilket er matematisk besvzerligt eller
umuligt. Med 6.43 kan vi beregne feltet i centrum af en cirkulaer leder, men
ikke i andre punkter. I dette tilfzelde kan beregningen dog gennemfgres for
et vilkarligt punkt med anvendelse af elliptiske integraler, men de analytiske
udtryk er ganske komplicerede. Det samme gelder, ndr Neumanns formel
anvendes, se opgave 7.18.

Da induktans har meget stor praktisk betydning i forbindelse med elek-
triske kredslgb, afsluttes der her med nogle yderligere bemaerkninger, som
belyser begrebet og dets anvendelse.

I\* Figur 7.11: Selvinduktans kan bereg-

nes med Neumanns formel.

Neumann’s formel 7.35 giver den gensidige induktans mellem to lukkede
strgmkredse Cy og C. Vi kan imidlertid ogsa anvende den til beregning af
selvinduktans af en lukket kreds (fig. 7.11). Denne selvinduktans kan opdeles
i en ydre eller eztern selvinduktans L.g¢, som kommer fra den del af fluxen,
som ikke passerer ledermaterialet. Tilsvarende er der en indre eller intern
selvinduktans fra den del af fluxen, som faktisk passerer ledermaterialet.
Betragter vi en stor strgmkreds (fig. 7.11) med kun svagt buede leder-
stykker, vil det ydre felt efter Ampéres lov veere identisk med det felt,
som frembringes, dersom lederstrgmmen I var koncentreret i lederens akse
(strgmkreds Cy pa figuren.) Den gensidige induktans mellem C; og den ‘mi-
nimale’ kreds C; pa lederens overflade, vil veere fluxen gennem C divideret
med I. Men dette vil ogsa vaere den ydre selvinduktans af hele kredsen, som
derfor kan beregnes af Neumann’s formel for gensidig induktans, altsa

déy - de
Lezt M21 - #0 f f 2 L (745)
Ca vCy

Irz = |’
med den pa figuren angivne betydmng af kredsene C; og C,. Fordelen ved
denne betragtning er, at et generelt udtryk for gensidig induktans kan an-
vendes til beregning af selvinduktans.
Den indre selvinduktans L, beregnes lettest ud fra et udtryk for in-
duktorens indre energi, som vi skal udlede i kapitel 10. Vi angiver her blot
resultatet

LLineI® = 3/ B Hdv, (7.46)
2 Jv

hvor integralet med felterne gar over lederens volumen. Ligning 7.46 udtryk-
ker, at energien, som svarer til kredsens indre selvinduktans, ogsa skal vaere
energien af feltet inden for lederen.
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Definitionerne 7.14 af selvinduktans og 7.23 af gensidig induktans, kan kun
anvendes pa lukkede kredse. I praksis taler man ofte om induktansen af et Induktans af
lederelement, eksempelvis et stykke retlinet leder eller en spole. Til klargg- lederstykker
relse heraf, kan vi teenke pa den gensidige induktans af to kredse C; og C,,
som er opdelt i stykker Cy1, Ci2, ...,C1m 0g Cy1, C2, ...,C1n. Vi har da

efter Neumann’s formel:
dé, - d
/ by - dts (7.47)
C24

Ho
Mz = ZZ/ 11‘1 —1‘2]

T p=14=17C1»

Selv om induktans kun har en direkte fysisk betydning for de lukkede kredse,
1 og 2, kan vi formelt indfgre den gensidige induktans M, for de to leder-
stykker Cy, og Cayq ved

o e, - de,
M, - _./ / 7.48
Pq 4T Cip /Caq 11‘1 - I‘2| ( )

Den samlede gensidige induktans M;; mellem de lukkede kredse, 1 og 2, fés

da ved summation
My, = Z Z : (7.49)

p=1lg=1
Tilsvarende kan man med henvisning til 7.45 og 7.46 tale om selvinduktansen
af et lederstykke.
Tabel 7.1 giver nogle udtryk for induktans af lederstykker og kredse, som
daekker tilfzelde, der ofte mpdes i praksis.

Tabel 7.1: Induktans

Rette enkeltledere:

1) Rund trdd med radius r og leengde £:

2) Rektanguler stang med dimensioner a x b, perimeter p = 2(a + b) o
leengde £:

ar 2

Y R PRATL P

3) Stang med elliptisk tversnit med halvakser a og b:

L= 1n 2% 05685 20
47 a+b

4) Rer med indre radius a, ydre radius b og leengde £:

4 2 _gp2
L:@[l 20 1 a b Ta Sb]ze

@ |7 it e ety
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Rette dobbeltledere:

Strgmmen gar ud gennem den ene leder og returnerer gennem den
anden. Homogen strgmteethed i lederne i tilfzelde 5) og 6):

5) To parallele cirkulzre cylindre med radier a og b, akseafstand d og

leengde £:
) d? 1

6) Coaxialledning hvor centerlederen har radius a, yderlederen indre ra-
dius b og ydre radius ¢ og ledernes langde er £

b 1 ct ¢ 3c? —b?
=22 2y s & mi- 0 o
47r[na+4+(c2—bz)2lnb 4(c3—b2)]2

7) Coaxialledning som den forrige, men hvor strsmmen Igber i ledernes

mod hinanden vendende yderste lag (gelder for hgjfrekvens):

L‘—eﬂlné.

2 a

Lukkede kredse:

8) Enkelt trdd med tversnitsradius r bgjet til cirkuleer kreds med radius

r? 8a r? 7
9) Tyndt band med bredde b bgjet til cirkuleer kreds med radius a:

8 1
L:uoa[lnf—i].

Gensidig induktans:

10) To tynde, cirkulere og coaxiale kredse med radier @ og b i afstanden d:

Moy = povVab [(% - k> K (k) — %E(k)] ,

hvor k? = 4ab/[(a + b)? + d?] og K(k) og E(k) er de fuldstendige
elliptiske integraler defineret ved

/2 d(p /2
K(k):/ —— E(k):/ \/1— k2?sin? pdep.
0 V1-k?sin?p 0

11) Lang, lige leder og en tynd, cirkuler kreds med radius a. Lederen
passerer kredsens plan i afstanden c fra centrum under en vinkel a:

M = pg [cseca ~ (c*sec’a — a2)1/2] , ¢>a,

M = pptg(n/4—a/2), c<a.

Kilde: American Institute of Physics Handbook (1972).
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Magnetika

Hidtil har vi kun betragtet magnetfelter i vacuum. Vi skal nu undersgge den
virkning, som materialer af forskellig art har pa magnetfelter. Faraday var
den fgrste, som iagttog, at alle materialer har en vis virkning, selv om den
i mange tilfeelde er svag. I analogi med betegnelsen dielektrika fra kapitel 3
skal vi anvende betegnelsen magnetika for magnetiske materialer under ét.

Stoffernes magnetiske virkninger skyldes deres atomare opbygning. Elek-
tronernes bevaegelse i atomerne svarer til tilstande med bestemte baneim-
pulsmomenter og giver anledning til mikroskopiske kredsstrgmme inden for
hvert atom. En siddan kredsstrgm har et magnetisk moment, som vi sa det
i afsnit 6.4. Ligeledes er der et magnetisk moment knyttet til elektronernes
spin. Alle momenterne adderer til et permanent magnetisk moment for ato-
met. Pa grund af indre symmetrier bliver dette moment dog nul for mange
atomer og de fleste molekyler. Selv i disse tilfalde er der dog magnetiske
virkninger, som stammer fra inducerede kredsstrgmme.

Pa baggrund af sadanne mikroskopiske billeder kan man skelne mellem,
og teoretisk redeggre for, forskellige former for magnetisk virkning af mate-
rialer pd et ydre magnetfelt:

1. Diamagnetisme: Nar et materiale patrykkes et ydre magnetfelt, pa-
virkes elektronerne i dets atomer af en ekstra kraft fra magnetfeltet.
Elektronbevagelsen perturberes derved pa en made, som kun kan be-
skrives praecist med kvantemekaniske metoder. Kvalitativt kan vi op-
fatte situationen sadan, at det patrykte magnetfelt inducerer en eks-
tra strgm, og dermed et induceret magnetisk moment, i atomet. Efter
Lenz’ lov giver induktionen et magnetfelt rettet mod det patrykte felt
og vil altsa sveekke dette. Effekten kaldes diamagnetisme og er en
svag effekt. I faste stoffer er reduktionen af stgrrelsesordenen 1075.
Diamagnetisme optreaeder i principet for alle stoffer, men kan helt over-
skygges af de staerkere effekter, som omtales i de naeste punkter. Dia-
magnetismen er nzesten vatheengig af temperaturen.

2. Paramagnetisme: Som omtalt kan atomer eller molekyler have et per-
manent magnetisk dipolmoment, som er knyttet til elektronernes im-
pulsmoment. I den feltfri tilstand er disse magnetiske momenter nor-
malt tilfzeldigt orienteret. Et ydre magnetfelt pavirker imidlertid ato-
merne med et kraftmoment, som sgger at rette de magnetiske dipoler
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parallelt med det ydre felt, da dette giver den laveste energi. De ens-
rettede dipoler giver et felt, som gger det ydre felt. Effekten kaldes
paramagnetisme og er ogsd en svag effekt, om end sterkere end di-
amagnetismen. I faste stoffer er feltets forggelse af stgrrelsesordenen
10~%. Ensretningen af de permanente magnetiske momenter modvirkes
af de termiske bevaegelser af stoffets bestandele, og den paramagnetiske
virkning pa feltet aftager derfor med stigende temperatur.

3. Ferromagnetisme: Ferromagnetisme kan opfattes som en szrlig form
for paramagnetisme, som optrader i stoffer, hvor der er en naturlig
tendens til, at de permanente dipolmomenter spontant ensrettes un-
der atomernes eller molekylernes gensidige vekselvirkning. For jern,
kobolt, nikkel og gadolinium er denne tendens serlig udpraget og
optraeder ved normal omgivelsestemperatur. Ferromagnetiske stoffer
pdvirker ydre felter meget kraftigt. En given magnetisk pavirkning
kan saledes i et ferromagnetisk materiale give B-felter, som er 103-10°
gange stgrre end for den samme pavirkning i vacuum. Ferromagneti-
smen forsvinder ved temperaturer over den sakaldte Curie temperatur
T..

Denne kvalitative, mikroskopiske beskrivelse af magnetismen udbygges i af-
snit 8.6. Her skal vi, i analogi til behandlingen af dielektrika, formulere en
makroskopisk teori for felterne i narvarelse af magnetika.

8.1 Magnetisering

I det fglgende opfatter vi et materiale som opbygget af atomer eller molekyler
hver med et (permanent eller induceret) magnetisk moment m. Er materialet
magnetiseret, vil dipolerne vere delvis eller helt ensrettede. Et lille volumen
Av' af materialet har da et netto magnetisk moment

Am=) m;, (8.1)

Av!

hvor vektorsummen udstraekkes over de molekyler 7, der befinder sig inden
for Av'. Til at beskrive materialets magnetiseringstilstand i kildepunktet r’
indfgrer vi en ny makroskopisk feltstgrrelse M(r’), som er graenseveerdien af
det magnetiske dipolmoment per volumen, altsa

M(r') = lim oM (8.2)

T av=0 Av'

Vektoren M angiver en dipolmoment-tethed og kaldes magnetiseringen. Den
har enheden Am~? (sml. 3.2).

Magnetiseringen afhanger af stgrrelsen af det magnetiserende ydre felt
Pa en mdde, som vi tager op i afsnit 8.4. Her skal vi blot antage, at M(r’)
er en kendt funktion.

> Magnetiseret cylinder: Allerede nu kan vi danne os et billede, som illu-
strerer ét vigtigt fysisk aspekt af magnetiseringen, nemlig fremkomsten af en
overfladestrgm pd materialet. Fig. 8.1 viser et stykke materiale i form af en
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Figur 8.1: Magnetiseringsstrgm pa
overfladen af en magnetiseret cylin-

der.

cylinder med laengde £ og tveersnit S. Materialet har en homogen magneti-
sering M i cylinderaksens retning. Det magnetiske moment af cylinderen er
ifglge definitionen 8.2

m = M{LS. (8.3)

Magnetiseringen skyldes de atomare kredsstrgmme, hvoraf figuren anty-
der nogle fa. I det indre af materialet og pa endefladerne vil kredsstrgmmene
ophave hinandens ydre virkninger, fordi der for ethvert strgmelement findes
et modsat rettet i et naboatom. Pa cylinderens krumme overflade sker der
imidlertid ikke en sddan ophavelse med det resultat, at der pa overfladen
tilsyneladende er en kredsende strgm med en fladestrgmtaethed, som vi kal-
der ju (enhed Am™'). Den samlede strgm, som krydser en frembringer i
cylinderen er ipr = jm{f og det magnetiske moment af denne kredsstrgm,
som omslutter arealet S, bliver jvf. 6.37:

m = (jud)S. (8.4)

Med 8.3 og 8.4 har vi nu to udtryk for m som, da m, M og S er parallele,
kan skrives skalart

m = (jpml)S = M(LS) = jy =M. (8.5)

Vi kan fa rigtig retning pa overflade-strgmtatheden ved at indfgre normal-
vektoren n i et vilkarligt punkt pa cylinderfladen, idet

M =M x n, (8.6)

jvi. fig. 8.1. Denne relation er generelt gyldig, selv om den her er knyttet
til et specielt tilfeelde. I det fplgende afsnit skal vi udlede relationen ved en
korrekt vektoranalytisk metode og desuden vise, at nar M er inhomogen,
kan der desuden vere en strgmtaethed i det indre volumen.<

Vi har dermed sandsynliggjort, at der i forbindelse med magnetiserede mate-
rialer er to typer makroskopiske stromme, som bidrager til magnetfeltet: For
det fgrste saedvanlige strgmme, eksempelvis i ledere, hvor der sker transport
af ladning, og som vi derfor kan kalde transportstrgmme (eller man kan tale
om fri strgm i analogi med fri ladning). For det andet stremme pa overflader
og i voluminer af magnetiseret materiale. Denne type stremme skyldes ogsd
bevaegede ladninger, men disse er bundet til de individuelle atomer eller mo-
lekyler og giver ikke nogen netto transport af ladning. Vi kan kalde sidanne
strgmme for magnetiserings-strgmme (eller man kan tale om bunden strgm).

Fra mikro- til
makroskopisk
strgm

Fri og bunden
strgm




150

Kapitel 8. Magnetika

Vektorpotential
beregnes

Start med
én dipol

Vektorregning

!

8.2 Makroskopisk teori for magnetika

Nér magnetiseringen M(r') er kendt, kan man finde materialets bidrag til
magnetfeltet i et malepunkt r i rummet ved integration af udtrykket 6.93
hen over det magnetiske materiales volumen.

Vi skal her beregne feltet med en lidt anden metode, idet vi forst beregner
vektorpotentialet A(r) og dernzst finder magnetfeltet som B = V x A.
Metoden er parallel med den, vi anvendtei afsnit 3.2 for et dielektrikum, hvor
vi forst beregnede det skalare potential og dernast den elektriske feltstyrke.

Figur 8.2: Beregning af magnetfeltet

om et magnetiseret materiale.

Vi antager fgrst, at malepunktet med stedvektor r ligger uden for mate-
rialet og overvejer siden situationen inde i materialet, hvor felterne kan vaere
voldsomt fluktuerende, fuldsteendig som i det dielektriske tilfzelde.

Vektorpotentialet fra en enkelt dipol m er givet ved 6.87. For den infini-
tisimale magnetiske dipol Am = M(r')Av’ skriver vi udfprligt dens bidrag
til vektorpotentialet i r pa formen

r—r
AA@):%%M@qxI:r;FAw. (8.7)

Vi har almindeliggjort ﬁdtrykket til at geelde for et vilkarligt nulpunkt O
ved at indfgre r — r/ (se fig. 8.2).

Det samlede vektorpotential i punktet r er integralet af bidragene fra
alle dele af det magnetiserede materiales volumen V', altsa

Am—@AMWMl;%W. (8.8)

C4r r —r/

Fysisk udtrykker 8.8 vektorpotentialet i malepunktet som en superposition
af dipolpotentialer. Vi kan imidlertid na frem til en alternativ fortolkning
ved, som sa ofte fgr, at omskrive med appendix A.40:

r—r _ o 1
!3

p—~ — (8.9)

hvorved integralet bliver

Ko ! 1 !
(r) 47!' /Vl (r ) X ll‘ - I‘II v ( )
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P3 integranden anvender vi nu tabel A2:9 pa formen
FxVip=-V'x(¢F)+¢V'xF, M=F, ‘pE]I‘—I"], (8.11)
med resultatet
Ko b, M) .U'O/ VIx M(r) -,
A(r)= —— V' x d — " dy’, 8.12
(r) 4r Sy Ir —r/| v +47r vi  r—r| v (8.12)
Det fgrste volumenintegral kan omskrives til et overfladeintegral ved hjeelp T
af den sjeldent benyttede integralseetning tabel A3:3, som giver Vektorregning
po [ M(r')xm ., o / VI xM(r')
Ar)=— [ ———d — —d 8.13
(r) 47r/f Ir — r'| a+47r ) B v (8.13)
hvor S’ er den fysiske overflade af det magnetiserede materiale.
Hermed er vi naet frem til et udtryk som umiddelbart lader sig fortolke Magnetise-
fysisk. Sammenligning med 6.60 viser nemlig, at det sidste integral kan ringsstrgmme
opfattes som vektorpotentialet af en volumen-strgmtaethed Jps(r’) inden for bestemt

det magnetiserede materiale. Tilsvarende ma det farste integral fortolkes,
som vektorpotentialet fra en overflade-strgmtathed jas(r’) pa materialet.
Altsa

iM=Mxn, Jy=V xM. (8.14)

Denne fortolkning er helt i overensstemmelse med den mere kvalitative ind-
fgrelse af magnetiseringsstrgmme i forrige afsnit.

Det samlede vektorpotential bliver summen af bidrag fra bundne og frie
strgmme. Tenker vi os frie strgmme beskrevet ved volumenstrgmteethe-
der J(r') og eventuelt overfladestrgmtaetheder j(r') (kan kun forekomme i
perfekte ledere), bliver det samlede vektorpotential

Ko j+jM ! ,U'O/ J+JIpm /
A(r) = &= = R A
(r) 4r /sl Ir — r'| da’ + 4 Jyr Jr — 1/ av’, (8.15)

hvor integralerne nu udstrakkes over alle magnetiserede materialer og alle
ledere.

Man kan finde B-feltet ved at foretage operationen VX efter de umaeer-
kede koordinater og ved brug af tabel A2:9 pa 8.15. Alternativt kan man
anvende Biot-Savarts lov pa formen 6.12 og den tilsvarende for overflade-
strgmme. I begge tilfeelde bliver resultatet:

/ /

B(r) = f;o/s,(jﬂM) x |T”_r—r|3 da'+ 42 [ (3+3u0) x Irr——fﬁ dv'. (8.16)
Udtrykkene 8.15 og 8.16 gelder strengt taget kun for punkter uden for ma-
terialerne. @nsker man at beregne felterne i interne punkter, er det forste
spergsmal: Konvergerer integralerne i det singuleere punkt r = r'? Integran-
derne i volumenintegralerne splitter op i tre komposanter, der er af samme
type, som vi m@dte ved beregning af feltstyrke og potential i elektrostatiken
(sml. 2.17 og 2.43), og som vi fandt var integrable. Tilsvarende overbeviser
man sig om, at A-feltet er defineret og kontinuert ved overfladen. Derimod
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er B-feltet diskontinuert ved overfladen, hvilket vi senere skal vende tilbage
til.

Det andet spgrgsmal er: Hvilken fysisk betydning har de felter, man
efter 8.15 og 8.16 beregner i interne punkter af materialet? P& mikrosko-
pisk skala varierer felterne i materialerne voldsomt, men med argumenter af
samme art, som vi anvendte i afsnit 3.2, kan man vise, at de her beregnede
udtryk for felterne inde i materialerne netop bestemmer middelveerdierne af
de fluktuerende felter. Udtrykkene kan siledes anvendes savel indenfor som
udenfor materialerne.

8.3 Gauss’ og Amperes love i magnetika

Da B = V X A er det klart, at der ogsa i magnetiske materialer galder

V.B=0, fB-da:O. (8.17)
)

Gauss’ lov har altsd helt samme form som i vacuum, jvi. 6.51 og 6.52.

I Ampeéres lov 6.70 pa formen V X B = upJ ma vi imidlertid medtage
magnetiseringsstrgmmen. Forestiller vi os, at overfladestrgmmen er fordelt
over et tyndt, men endelig tykt overfladelag, kan vi matematisk inkludere
den iJpr = V x M. Amperes lov bliver da:

V x B(r) = po(J(r) + Ip(r)). (8.18)

Dette er en lokal lov, hvor distinktionen mellem r og r’ bortfalder. Indfgrer
vi her Jpr = V X M bliver

V x B = po(J + V x M). (8.19)
Vi kan altsa skrive )
Vx(—B—M):l (8.20)
Ko
H

Vi har her indfgrt en ny feltvektor, den magnetiske feltstyrke H, defineret
ved

H=_LB-M. (8.21)
Ho

Enheden er [H] = [M] = Am~!. Alternativt kan 8.21 skrives

B = uo(H + M). (8.22)

Betydningen af H-feltet ligger selvsagt i, at det alene er bestemt af de frie
strgmme. Det er i den henseende analogt med D-feltet, der alene bestemmes
af de frie ladninger, som vi sa det i afsnit 3.3. Anvendelse af H-feltet giver en
vasentlig forenkling ved lgsning af problemer vedrgrende felter i og omkring
magnetika.
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Med den magnetiske feltstyrke kan Ampéres lov skrives pa den enkle form

(8.23)

Dette udtryk er den almene statiske form af den 4. Maxwell ligning, som vi
allerede tidligere har formuleret for vacuumtilfeeldet, sml. 6.74. Den tilsva-
rende integrale form af Ampeéres lov findes ved at anvende Stokes sztning

pa 8.23, altsa
/VxH:fH-dZ:/J‘da (8.24)
S C S

f H.-de =1, (8.25)
C

eller

hvor I er den frie strgm, som passerer en flade S, der har kurven C som
rand. Ogsa dette udtryk stemmer helt overens med den tidligere version
6.75 for vacuum, men har nu fiet et meget stgrre gyldighedsomrade.

8.4 Magnetiske materialer

Vi skal nu nzermere undersgge den magnetisering, som optraeder, nar et mag-
netikum udszettes for et ydre magnetfelt. Denne undersggelse har formelt
mange fzlles treek med den tilsvarende for dielektrika i afsnit 3.4. I praksis
kan der dog veere betydelige forskelle, fordi man i de ferromagnetiske stoffer
har en gruppe materialer med meget udpreegede magnetiske virkninger, som
ikke har nogen analogi blandt de dielektriske stoffer.

Som nzevnt i indledningen er det materialets mikroskopiske opbygning
af atomer og molekyler, der bestemmer dets magnetiske egenskaber. Til
makroskopiske formal er det imidlertid, som for dielektrika, ofte tilstraekke-
ligt at kende nogle fa empiriske relationer mellem feltstgrrelserne i form af
materialeligninger.

For en stor gruppe materialer, herunder alle de diamagnetiske og de pa-
ramagnetiske ved ikke for lave temperaturer, er der proportionalitet mellem
magnetiseringen og den magnetiske feltstyrke H. For disse lineere (og tso-
trope) materialer kan man skrive

M = xmH, (8.26)
M = XmH,

hvor den dimensionslgse konstant x.,, kaldes den magnetiske susceptibilitet.
Man bemazerker ligheden med (og forskellen fra) definitionsligningen 3.27 for
den elektriske susceptibilitet. Mens elektriske susceptibiliteter altid er po-
sitive, kan magnetiske veere bade negative og positive. For faste stoffer er
diamagnetiske susceptibiliteter i sagens natur negative af stgrrelsesordenen
—1075, mens paramagnetiske er positive af stgrrelsesordenen 10~*. Ferro-
magnetiske stoffer kan have meget store positive susceptibiliteter af stgrrel-
sesordenen 103-105, men disse stoffer er som regel ikke linezre sddan, at X,
ikke er en konstant.
Ligningerne 8.22 og 8.26 giver os en materialeligning, som forbinder B
og H:
B = [.Lo(H + M) = [.LQ(]. + Xm)H- (827)
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Denne meget vigtige relation skrives oftest pa formen

(52

1= po(1+ Xm) | (8:29)

kaldes materialets permeabilitet. Permeabilitet har samme enhed som g,
altsd [u] = Hm™!. Man anfgrer ofte den dimensionslgse relative permeabili-
tet, som er defineret ved

hvor konstanten

pr = — =14 xm. (8.30)
Ho

I tabel 8:1 er der samlet nogle vaerdier for den magnetiske susceptibilitet af
diamagnetiske og paramagnetiske materialer.

Tabel 8.1: Magnetiske susceptibiliteter ved rumtemperatur

Diamagnetiske Xm Paramagnetiske Xm

Hydrogen (NTP) —2.1x107° Oxygen (NTP) 2.1x 1078
Nitrogen (NTP) —-5.0x10"° Magnesium 1.2x1073
Natrium ~2.4x107% Aluminium 2.3x1075
Kobber —1.0x10~5 Wolfram 6.8x1075
Vismuth —1.7x10~% Titanium 7.1x1075
Kviksglv —3.2x10~% Platin 3.0x107*
Diamant —2.2x1075 Gadoliniumklorid (GdCl3) 2.8x1073

Kilde: Handbook of Chemistry and Physics (1980).

Hvis et magnetisk materiale er anisotropt, bliver susceptibilitet og perme-
abilitet erstattet af symmetriske tensorer i lighed med, hvad vi fandt for
dielektrika i afsnit 3.4. Udtrykkene 8.26 og 8.28 er da fortsat gyldige, men
vektorerne B, H og M vil i almindelighed ikke have samme retning.

Ved sammenligning af udtrykkene i dette afsnit for magnetika med ud-
trykkene i afsnit 3.4 for dielektrika, ser man, at der er en vis usymmetri i
definitionerne. Stillet op i parallele ligninger har man sdledes

M = xH, P = xeE (8.31)

B = poH + poM, D =¢FE +P. (8.32)

Denne usymmetri haenger sammen med den made, felterne oprindelig er defi-
neret pa og har siledes en historisk baggrund. Usymmetrien kan fjernes ved
at indfgre den magnetiske polarisation defineret som J = puoM. Der galder
da J = xmpoH og B = poH + J, som er analoge til de dielektriske udtryk.
Den magnetiske polarisation er imidlertid ikke magnetisk dipolmoment per
volumen, og usymmetrien dukker alligevel op i andre formler. Der er derfor
naeppe nogen gevinst ved at anvende J i stedet for, som her, M.
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8.4.1 Ferromagnetika

I praksis spiller ferromagnetiske stoffer en afggrende rolle pa grund af deres
store permeabilitet. Denne medfgrer efter 8.28 en meget hgj fluxteethed B
for en given magnetisk pavirkning H, eksempelvis frembragt med en spole,
som vist pa fig. 6.12. Sammenhzngen mellem H og B (eller mellem H og
M) er imidlertid kompliceret, da den ikke blot afhznger af stgrrelsen af den
magnetiske feltstyrke, men ogsa af materialets magnetiske forhistorie. Man
afbilder oftest disse sammenhange pa en kurve, som vist pa fig. 8.3. Kurven
kaldes det pdgzldende materiales magnetiseringskurve eller hysteresekurve
(efter graesk hysteresis, at vaere bagefter).

t> Bestemmelse af hysteresekurve: Forlgbet af hysteresekurven for et ma-
teriale kan i principet bestemmes med den pa fig. 8.3b viste opstilling. Af
materialet er tildannet en ringkerne med middelomkreds £ og tveersnitsareal

ﬁ@?ﬁmc
i

| E—

Figur 8.3: a) Hysteresekurve for et ferromagnetisk materiale. b) Princip til ekspe-
rimentel bestemmelse af hysteresekurve.

A. Denne kerne er beviklet med en spole 1 med N; vindinger og variabel
strgm ;. Om kernen ligger desuden en sekundeer spole 2 med N, vindinger.
De to spoler passeres da af den samme flux & = BA.

Lad os antage at kernen oprindelig er umagnetiseret og altsa magnetisk
befinder sig i punktet (H, B) = (0,0) pa fig. 8.3a. Bringes strgmmen op til
veerdien I;, kan den magnetiske feltstyrke i ringen, som jo alene bestemmes
af den frie strgm i spole 1, bestemmes af Ampéres lov:

1
fH.delezl N H:Nzl. (8.31)
Idet kernen magnetiseres, induceres en elektromotorisk kraft £, = —d®/dt

i hver vinding af spole 2. Spolen indgar i et lukket kredslgb med resistans
R,. Strgmmen i dette kredslgb bestemmes, med passende valgt fortegn, af
1 dd
R, 2 dt’
hvor R, antages sa stor, at strgmmen I, ikke virker tilbage pa magnetise-
ringen. Den ladning @, som passerer kreds 2, nar strgmmen i kreds 1 gges

I = (8.32)
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fra 0 til I, bliver

¢ N2 NzA R2Q2
= [ Lat= Y25 - M2dp p = Q2 3
Qs /o i N VoA (8.33)

Ladningen @3 er helt uafhengig af den made, stremmen I; nis p3, og kan
lgbende registreres med en sikaldt stremintegrator indskudt i kreds 2 (se
fig. 8.3). Af de indrammede udtryk i 8.31 og 8.33 ses, at (H, B)-kurven kan
beregnes ud fra sammenhgrende verdier (11, Q3).<

Forlgbet af hysteresekurven pa fig. 8.3 er typisk for haerdet stal. Fra begyn-
delsespunktet (0,0) vokser B-feltet langs kurve 1, fgrst langsomt og siden
hurtigere med voksende H. Kurven har en vendetangent og neermer sig til
slut asymptotisk en linie parallel med B = poH. Man siger, at materialet
metter, hvilket fysisk betyder, at alle magnetiske dipoler er si ensrettede,
som de kan blive. Det indledende kurveforlgb 1 kaldes jomfrukurven. Nar
H igen reduceres, fglger B en anden kurve 2 og bliver ikke nul for H = 0,
idet materialet beholder en vis remanent magnetisering B,. Pavirkes mate-
rialet derefter med en voksende, modsat rettet feltstyrke, forsvinder B-feltet
efterhanden og bliver 0 for en vis veerdi af H = —H., som kaldes koercitiv-
kraften. Forgges den modsat rettede feltstyrke fortsat, fglger kurve 2 negative
B-verdier indtil meetning. Vendes H igen fglges kurve 3, og man nar det
modsat rettede remanente felt B, for H = 0 og dernast den afmagnetiserede
tilstand B = 0 for den modsat rettede koercitivkraft H.. Yderligere forggelse
og reduktion af A til maetning giver nye gennemlgb af hysteresekurven.

Punkterne pd kurverne 1, 2 og 3 angiver dog ikke de eneste mulige mag-
netiseringstilstande (H,B). Ethvert punkt inden for arealet begraenset af kur-
verne 2 og 3 er tilladt. Har man saledes ndet punkt a pa kurve 1, vil aftagende
H give et B pd en kurve, som ligger mellem kurverne 3 og 2. Vendes mag-
netiseringen fgr kurve 2 er naet, pabegyndes en ny, mindre hysteresekurve,
som helt ligger inden for den oprindelige, som illustreret pa fig. 8.4. Pa
denne made kan materialet afmagnetiseres, idet det anbringes i et kraftigt
magnetisk vekselfelt, hvis amplitude gradvis reduceres.

Ofte tegner man i stedet for (H, B)- kurven en (H, M)-kurve, idet mag-
netiseringen M bestemmes af 8.27. Da H for det meste er vaesentlig mindre
end B/uo, ligner disse kurver den pa fig. 8.3, hvilket understreger, at der er
tale om en kompliceret og bestemt ikke linezer sammenhang mellem H og B
eller mellem H og M. Alligevel kan det veere bekvemt at tale om materialets

B

Figur 8.4: Hysteresekurver ved delvis
magnetisering.
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eller mellem H og M. Alligevel kan det vaere bekvemt at tale om materialets
permeabilitet. Den kan defineres som u = B/H for punkter pa jomfrukur-
ven og bliver en funktion af feltet H, som vist pa fig. 8.5. Ved brug af et
passende u kan blgde, ferromagnetiske materialer, inden for et begranset
magnetiseringsomrade, tilnzermet behandles som lineaere. For sma aendrin-
ger anvendes den differentielle permeabilitet defineret som uq = dB/dH for
punkter pa jomfrukurven. Den er en funktion af H, som ligner fig. 8.5.

I kapitel 10 skal vi vende tilbage til hysteresekurven for ferromagnetiske
materialer og vise, at det areal som indesluttes af hysteresekurven er et
udtryk for et irreversibelt energitab for et fuldt gennemlgb af kurven.

Ferromagnetiske materialer spiller en stor rolle i elektrotekniken, hvor de
anvendes i transformatorer, motorer, releer, laboratoriemagneter m.v. Ved
legering af forskellige metaller og ved anvendelse af sintrede pulvere af oxyder
har man fremstillet magnetiske materialer med meget forskellige magnetiske
egenskaber, som illustreret pa fig. 8.6.

Rent jern eller udglgdet (blgdt) jern har en smal og stejl hysterese kurve.
Det giver hgje fluxtzetheder B for sma feltstyrker H, dvs. ved anvendelse af
fa amperevindinger NI i en magnetiseringsvikling. Heerdet stal har en me-
get bredere hysteresekurve og specielle magnetstal en endnu bredere. Disse
materialer er velegnede til fremstilling af permanente magneter (se afsnit
9.5.2), da de har en stor koercitivkraft og derfor ikke let mister den rema-
nente magnetisering i et modfelt. Tabel 8.2 sammenfatter nogle egenskaber

Figur 8.6: Magnetiseringskurver for
blgdt jern (s), haerdet stal (h) og et
permanent magnetstal (m).

Permeabilitet
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materialer

Typer af
magnetstdl
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Tabel 8.2: Egenskaber af nogle ferromagnetika ved

rumtemperatur
Materiale Sammensatning Meetning Koercitiv- Permea-
(veegt) kraft bilitet
toMmaz H, Hr, maz
% T Am™! x 103
Grundstoffer:
Jern 100 Fe 2.16 x 280
Cobolt 100 Co 1.79 ~ 150 0.15
Nikkel 100 Ni 0.61 ~ 20 1.12
Magnetisk blgde legeringer:
Jern, udglgdet 99.8 Fe 2.16 80 5
Siliciumjern 97 Fe 3 Si 2.02 56 8
Permalloy 55 Fe 45 Ni 1.60 5.6 50
Mumetal 14 Fe 5Cu 4 Mo T7 Ni 0.73 1.1 175
Supermalloy 16 Fe 5 Mo 79 Ni 0.79 0.3 1000
Permanent magnet legeringer: B,
Kulstofstal 99 Fel C 0.90 4.1x103
Cobolt stal 53Fe 36Co4W6Cr1C 0.98 19x 103
Alnico 5 8 Al 14Ni 24Co 3Cu 1.25 49x103
Sm-Cobolt SmCos 0.87 670x 103

Kilde: American Institute of Physics Handbook (1972).

hos ferromagnetiske materialer. Bemark, at for blgde materialer er maet-
ningsmagnetiseringen opgivet som poM. Den tilhgrende maximale fluxtaet-
hed kan beregnes af 8.22, men leddet uoH vil oftest vaere forsvindende. For
permanent magnet legeringer angives den remanente magnetisering B,. En
fuldstzendig karakterisering af ferromagnetiske materialer kraever dog ve-
sentlig flere oplysninger end dem, der er indeholdt i tabel 8.2.

8.4.2 Induktans med magnetikum

I kapitel 7 og specielt i tabel 7.1 har vi angivet udtryk for induktansen af
forskellige konfigurationer af ledere i luft eller vacuum. Disse udtryk kan
som regel umiddelbart anvendes, nar der er dia- eller paramagnetiske stoffer
tilstede, langt fra meetning. Man erstatter da blot uo med wu, hvilket dog
kun har meget beskeden virkning pa induktansen da p =~ po.

For blgde ferromagnetiske stoffer der kan betragtets som tilnaermet line-
zre langt fra metning kan samme metode anvendes, men her sker der en
voldsom forggelse af induktansen pa grund af den meget hgje permeabilitet
af ferromagnetika. For stoffer med bred hystereseslgjfe er forholdene mere
komplicerede, idet der her langtfra er proportionalitet mellem den ydre mag-
netiseringsstrgm og den magnetiske lux. Se ogsa afsnit 10.6 for en diskussion
af energiforholdene ved ommagnetisering.
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8.5 Mikroskopisk teori for magnetika

8.5.1 Diamagnetisme

Diamagnetismen i et materiale skyldes, at det ydre magnetfelt perturberer
elektronbeveegelsen i materialets atomer eller molekyler. Denne perturba-
tion kan kun behandles fuldt korrekt ved kvantemekaniske metoder. Man
kan dog fa veesentlige traek frem, herunder et rigtigt udtryk for den diamag-
netiske susceptibilitet, ved at fglge en metode, som fgrst blev benyttet af
Paul Langevin (1872-1946)0 allerede i 1905, og en simpel model af et atom.

Vi betragter atomet som en kerne, hvorom der bevaeger sig et antal elek-
troner i lukkede baner. Vi kan antage, at atomet har et lige antal elektroner,
som i den umagnetiserede tilstand fylder banerne pa en sidan made, at det
resulterende impulsmoment fra elektronernes banebevaegelser og spin bliver

e
Figur 8.7: Diamagnetisme: En elek-
trons baneimpulsmoment preecesserer
omkring retningen af et ydre magnet-
uwxB

felt, hvilket giver et resulterende mag-

netisk moment rettet mod feltet.

nul. Der er, som vi straks skal se, en linesr relation mellem impulsmomentet
og det magnetiske moment, som da ogsd bliver nul. Da atomerne saledes
ikke har permanente magnetiske momenter, bliver materialet diamagnetisk.

Det magnetiske moment! u fra banebevagelsen af en enkelt elektron kan
vi finde af 6.38

I
b= j{r x de, (8.36)
hvor der integreres langs banen. Kredsstrgmmen I er den ladning, som
per tid passerer et bestemt punkt i banen, dvs. I = —e/T, hvor —e er

elektronladningen og T omlgbstiden, og hvor elektronens bevaegelse angiver
den positive omlgbsretning. Det magnetiske moment bliver da

e e [T df e [T
7 57 P T X 2T/0 r X dtdt 2T/0 r X vdt, (8.37)

hvor v er elektronhastigheden. Betegner vi elektronmassen med m,, bliver
elektronens baneimpulsmoment L = m.r X v, som er konstant, da der er
tale om en centralbevaegelse. Heraf finder vi det bane-magnetiske moment

e L (T e
= ——— dt = — L =+L .
=g | 7oL =1L, (8.38)
hvor v = —e/2m, kaldes elektronens gyromagnetiske koefficient. Da v er

negativ, peger elektronens magnetiske moment modsat dens impulsmoment.

' Trods risiko for forveksling med permeabilitet anvendes i dette afsnit, efter internati-
onal standard, symbolet u til at betegne partiklers magnetiske momenter.

Simpel model

Magnetisk mo-
ment

Gyromagnetisk

koefficient
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Selv om vi ikke direkte udnytter det her, kan man erindre, at impulsmo-
mentet efter kvantemekaniken er kvantiseret i enheder af . Det magnetiske
moment er da ogsd kvantiseret i enheder, som bliver

_ eh
HB = 2m,e

(8.39)

Denne enhed kaldes 1 Bohr magneton og har i SI-systemet den numeriske
vaerdi 9.273x10724 Am?.

Vi teenker os nu, at atomet befinder sig i et ydre magnetfelt B. Efter
kvantemekaniken kan L ikke rette sig helt ind efter B-feltets retning, men
vil danne en vinkel § med denne. Banen vil derfor vaere pavirket af et
kraftmoment 7 = u X B, som altid er vinkelret pa L. Kraftmomentet far L
til at preecessere omkring retningen af B efter bevagelsesligningen

Vinkelhastigheden w i praecessionen bestemmes af

wLlsin@dt = uBsinfdt = —yLBsinfdt, (8.41)

som, med den gyromagnetiske koefficient indsat, giver

eB
w =

= —. 8.42
py— (8.42)

Dette fenomen kaldes Larmorprecession, og frekvensen 8.41 betegnes som
systemets Larmorfrekvens. Betragtet som vektor er vinkelhastigheden w
ensrettet med feltet B og den samme for alle elektronbaner.

Larmorpraecessionen giver hver elektron, og dermed atomet, et ekstra
impulsmoment Fw i feltretningen, idet F er atomets inertimoment om denne
retning. Kernens inertimoment er i denne sammenhzang forsvindende, men
hver elektron bidrager med et inertimoment, som ma bestemmes ved at
midle over elektronens position i banen. Lagger vi en z-akse i feltretningen,
bliver middelbidraget for den j’te elektron me((z%) +(y?)). Atomets samlede
inertimoment fas ved at summere over alle dets elektroner:

F= 3 mol(ed) + () (8.43)

Da elektronbanerne er tilfeeldigt orienterede i rummet, er de tre koordinater
ligeberettigede. Ligger origo i kernen, og betegner r; elektronens radius
vektor, gelder det for middelvaerdierne over et stort antal atomer

1
(3) = () = () = 5(r2). (8.44)
Atomets middel-inertimoment om feltretningen bliver derfor efter 8.43
2m.

3 =
3
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og tilsvarende bliver atomets samlede impulsmoment fra praecessionen

eB
J
Dette impulsmoment giver som fgr, jvf. 8.38, et magnetisk moment, som vi
kalder u,, da der nu er tale om et induceret magnetisk moment:

2
p; =vFo = —H = H So(rd). (8.47)
J

6m, J

Vi har her erstattet B med uoH, hvilket er tilladeligt, da de diamagnetiske
effekter er sma sadan, at u ~ po.

Magnetiseringen M kan nu bestemmes som magnetisk moment per vo-
lumen. Er der per volumen n atomer, bliver

M=nu,; = (— n;;ﬂo Z(rf)) H. (8.48)

Ifplge definitionen 8.26 bliver den diamagnetiske susceptibilitet derfor efter
denne simple model:

Xm = _meho > (r?). (8.49)

6m, -
€

Dette treeffer sig at veere det samme resultat, som opnas fra kvantemekani-
ken. Man bemarker, at den diamagnetiske susceptibilitet altid er negativ,
og at Plancks konstant ikke indgar. Kvantemekaniken er dog afggrende for
preecessionens optraeden og muligggr beregning af afstandskvadratets mid-
delveerdi for de enkelte elektrontilstande.

> Xenon atomets middelradius: £delgasserne giver sarlig rene eksempler pa
diamagnetisme. Den diamagnetiske susceptibilitet for Xe er siledes bestemt
til Xm = —24.6x107% (NTP). I en idealgas er atomtatheden 2.69x 1025 m~3
(NTP). Formel 8.49 giver da 3>(r?) = 1.55x10"'°m?. Atomet har Z = 54
elektroner. Kaldes dets middelkvadratradius r2 og s=ttes ZrZ = 1.55x10-1°
findes ro = 0.536x107'%m, altsé neer Bohr-radius ap = 0.529%10~1m og i
god overensstemmelse med resultatet af kvantemekaniske beregninger.<

8.5.2 Paramagnetisme

Paramagnetisme optraeder, nar stoffets atomer har et permanent magnetisk
moment. For eksempel vil atomer med et ulige antal elektroner have et
sadant moment, fordi den ulige elektron i det mindste med sit spin bidrager
til impulsmomentet og dermed til det magnetiske moment. En gas af frie
natriumatomer er derfor paramagnetisk. Indgar atomer, som i fri tilstand
har et magnetisk moment, imidlertid i en kemisk forbindelse og danner et
molekyle, vil valenselektronerne som regel koble deres spin og baneimpuls-
momenter sadan, at det samlede impulsmoment, og dermed det magnetiske
moment, bliver nul. Dette er grunden til, at de fleste molekyler ikke har
permanente magnetiske momenter. Kun enkelte gasser som NO eller NO,,

Impulsmoment

Induceret mag-
netisk moment

Korrekt
susceptibilitet

Radius af et
rzenon atom

Hvorndr para-
magnetisme?
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der har en ulige elektron, er paramagnetiske. Ellers optraeder permanente
magnetiske momenter i sammensatte stoffer som regel kun, nar disse indehol-
der atomer eller ioner med ufyldte indre elektronskaller, som ikke i samme
grad pavirkes af omgivelserne. Sadanne ufyldte skaller optreeder for over-
gangselementer i det periodiske system, dvs. for grundstoffer omkring jern,
palladium og platin. Ogsd de sjeldne jordarters atomer har ufyldte indre
elektronskaller og giver derfor permanente magnetiske momenter.

Lad os nu se pa et stof, det kan vere en gas, en veeske eller et fast stof,
opbygget af atomer med permanente magnetiske momenter. Vi vil betragte
atomerne som frie. Er der ikke noget ydre magnetfelt, vil de termiske be-
veegelser bevirke, at der bliver en helt tilfeldig orientering af de magnetiske
momenter p sddan, at materialet optreeder umagnetisk. Men er et ydre
felt B tilstede, vil dipolerne imidlertid rette sig ind efter feltet, fordi den
potentielle energi U = —u-B er lavest for parallel orientering. Ensretnin-
gen modvirkes dog stadigt af de termiske beveegelser. Ved den absolutte
temperatur T er de termiske energier af stgrrelsesordenen kT, hvor k er Bol-
tzmanns konstant. Det svarer ved rumtemperatur til omkring 0.025eV. Den
magnetiske energi uB derimod er, ved et felt pa 1T og et typisk magnetisk
moment pa 1 Bohr-magneton, kun 6x 1075 eV. Forholdet uB/kT er altsd kun
omkring 0.002 séledes, at der er rigelig termisk energi til, at vekselvirkninger
af forskellig art kan forstyrre den magnetiske ensretning.

Der vil dog stadig veere en vis overveegt af ensrettede momenter. Den sta-
tistiske mekanik forteeller, at i termisk ligeveegt ved temperaturen T er sand-
synligheden for at finde et atom med energien E proportional med e E/kT,
Energien E er total energi, altsd summen af kinetisk og potentiel energi, men
da den kinetiske (termiske) energi i middel er den samme for alle atomerne,
er det tilstreekkeligt at medtage den potentielle energi U. De statistiske
sandsynligheder bliver da proportionale med e"U/kT og er altsd stgrst, nar
U er mest negativ, dvs. nar det magnetiske moment peger i feltretningen.

Vi kan fgrst behandle situationen efter den klassiske fysik, som det blev
gjort af P. Langevin i 1905. Et atomart magnetisk moment u, som dan-
ner vinklen § med feltretningen, har en potentiel energi U = —puBcosé.
Indsx=ttes dette i den statistiske fordelingslov, fir man et udtryk for den
relative sandsynlighed for, at momentet peger i f-retningen. For antallet dn
af atomer per volumen med moment i denne retning kan vi skrive

dn = Ce*Bos8/kTor 5in g df, (8.50)

hvor 27 sin @ d@ er rumvinkelelementet og C en normeringskonstant, som er

N

o

S
Il

—%

| Figur 8.8: Magnetisk dipol i ydre felt.
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bestemt ved, at integration af 8.50 over alle vinkler skal give antallet n af
atomer per volumen. Indfgrer vi betegnelsen y = uB/kT giver integrationen

n = 27!'0/ eycosesinede — _27!'_0 [_eycosa]"" _ 2n C
0

Y 0 Y

[e¥ —e7¥], (8.51)

hvoraf vi finder C: )
ny
C=—=——. 8.52
2w e¥ — ey ( )
Vi kan nu beregne det samlede magnetiske moment af de n atomer, dvs.
magnetiseringen M. Det er kun komposanterne pcos8 i feltretningen, som
bidrager, da komposanterne vinkelret herpa midler ud, se fig. 8.8. Med brug

af 8.50 kan vi altsa skrive

M :/ pcose%de = 27rpC'/ cos fe¥<°*¥sin § dg. (8.53)
0 0

Ved udfgrelse af integrationen og inds=ztning af C efter 8.52 fir man

Yy -y
e IJ , (8.54)

M:np,[—_——

e¥y —e Y Y

som mere kompakt kan skrives

M =nu [cothy - l] . (8.55)
Y

Funktionen L(y) = cothy — 1/y kaldes Langevins funktion. Dens udseende
fremgar af fig. 8.9, som tydeligt viser matningen ved store vardier af y.

Som tidligere sagt er forholdet y = uB/kT ved s=dvanlige temperaturer
og felter en meget lille stgrrelse. Det krazver derfor meget lave temperaturer
og (eller) meget hgje felter at observere maetningen. Under de fleste forhold
er det nok at betragte den fprste del af kurven, som svarer til y < 1. Vi kan
da rzkkeudvikle Langevin-funktionen ved at benytte cothy = 1/y + y/3 —
y3/45 + ..., hvilket til laveste orden i y og med y indsat giver

1 nu® nu? o
M=z = B = H
3"V T 3k ” T kT
hvor vi har benyttet B = poH. Den eksperimentelt fundne linearitet 8.26
mellem magnetisering og patrykt felt er her altsi teoretisk bekraftet.

(8.56)

L(y)

1.0
0.8} ‘ -
0.6
sk Figur 8.9: Langevins funktion L(y)

) viser den paramagnetiske magnetise-
0.2 ring som funktion af parameteren y,
0.0 \ | ) | | Ly som er proportional med det magne-

0 1 2 3 4 5 6 tiserende felt.
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Ved brug af definitionen 8.26 finder vi den paramagnetiske susceptibilitet

2
_ U o
Xm = 3kT

(8.57)

hvor i som sagt er det magnetiske moment af hvert atom og n antallet
af atomer per volumen. Den her beregnede teoretiske susceptibilitet afta-
ger omvendt proportionalt med den absolutte temperatur i overenstemmelse
med en lov, som eksperimentelt blev fundet af P. Curte.

De fleste traek af den klassiske behandling af paramagnetismen genfindes
i kvantemekaniken. Der er dog den afggrende forskel, at impulsmomentet
klassisk kan antage en hvilken som helst vaerdi, mens det i kvantemekaniken
er kvantiseret. Desuden har elektronen et spin, som er et indre impulsmo-
ment med et dertil knyttet magnetisk moment, som ikke har nogen klassisk
analogi. Vi skal her kort se pa nogle konsekvenser af disse forskelle.

Efter kvantemekaniken har (elektronsystemet i) et atom et totalt impuls-
moment J. I mange tilfeelde er det en fysisk god approximation at skrive
J =L+ S, hvor L er summen af elektronernes bane-impulsmomenter og
S summen af deres spin-impulsmomenter. Kun elektroner i ufyldte skaller
bidrager til disse summer, da det totale impulsmoment for en lukket skal er
nul. Stgrrelsen af bane-impulsmomentet er bestemt ved L? = A2L(L + 1),
hvor kvantetallet L afheenger af atomets kvantetilstand og har en af de mu-
lige veerdier L = 0,1,2,... For spin-impulsmomentet er tilsvarende S? =
R?S(S + 1), hvor spinkvantetallet S har heltallige eller halvtallige veerdier
afhengigt af, om elektronantallet er lige eller ulige. Det totale impulsmo-
ments stgrrelse er bestemt ved J2 = A2J(J + 1). Kvantetallet J for totalt
impulsmoment kaldes ofte, lidt lgst, for atomets ‘spin’. Det karakteriserer
det pageldende atoms kvantetilstand og har en af de heltallige eller halvtal-
lige veerdier J = L+S,L+S-1,...,|L-S|. Impulsmomentets projektion J,
ind pa en vilkarlig z-akse er ogsa kvantiseret og har en af de 2J + 1 veerdier
J. = -Jh,(=J 4+ h,...,(J = 1)k, Jh.

Til det totale impulsmoment J er der knyttet et magnetisk moment g,
som er middelverdien (p;) = (ur + png). I lighed med 8.38 finder man, at
der er proportionalitet mellem impulsmomentet J det magnetiske moment,
som derfor bliver kvantiseret. Man skriver

e
2m,

p=9=-g J, (8.58)
hvor den gyromagnetiske koefficient 4y nu indeholder den dimensionslgse g-
faktor. 1 fuld overensstemmelse med det klassiske resultat 8.38 er ¢ = 1 for
en ren banebevaegelse, dvs. for spinlgse elektroner. For en ren spinbevaegelse
er g = 2.0023, der i denne sammenheng kan tages som g = 2. For den sam-
mensatte bevaegelse af elektronerne i et atom ligger ¢ mellem disse veerdier
og kan skrives som

JJ+1)+S(S+1)= L(L+1)
2J(J +1)

gr=1+ . (859)

Dette udtryk kaldes Landé-faktoren.
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Efter dette sammendrag af vigtige resultater fra kvantemekaniken kan vi g
videre med kvantiseringen af magnetisk moment. Vi velger igen 2-aksen i
retningen af det ydre felt B. Da projektionen J, af J er kvantiseret, bliver
ogsa det magnetiske moments projektion u, kvantiseret. Efter 8.58 har vi

e

—J,. 8.6
et (8.60)

Mz = =471
Her kan man indfgre det magnetiske kvantetal M; som har en af de 2J + 1
verdier M; = —-J,(-J +1),...,(J = 1),J sidan, at J, = M h. Yderligere
kan vi indfgre Bohr-magnetonen pg = eh/2m, og skrive

‘,uz = —MJgJIU.B.! (8.61)

Figur 8.10 illustrerer kvantiseringen af J, og u, i en vektormodel for atomet.

]
z

J.=M;h J

wll Figur 8.10: Kvantisering af impuls-
moment og magnetisk moment efter

vektormodellen.

Vi er nu klar til at beregne den magnetiske dipols potentielle energi i
det ydre felt. Energien afheenger af dipolens orientering, det vil sige af
kvantetallet M, og kan skrives

Uy =-pB=—p,B=MgupB.| (8.62)

Energien har en af de 2J + 1 forskellige veerdier, som svarer vaerdierne af M
og er proportional med fluxtzetheden B.

Hermed har vi dannet os et billede af atomets potentielle energi i det ydre
magnetfelt. Er det ydre felt nul, er den potentielle energi ogsa nul, og de
2J + 1 energitilstande er i kvantemekanikens sprog udartede. Under indfly-
delse af feltet spalter den udartede tilstand op i magnetiske undertilstande.
Tilstandene med negativt M; (‘spin ned’) har den laveste energi, da det
magnetiske moment her er mest rettet ind efter feltet. Effekten kaldes Zee-
mann effekt og er illustreret pa fig. 8.11 for tilfeelde med J = 1/2, 1 og 3/2.
Opsplitningen er proportional med B, men den viste sammenhaeng gelder
kun for felter, som ikke er starke nok til at forstyrre elektronernes bevagelse
1 atomet og dermed sndre dets oprindelige magnetiske moment.

Som i det klassiske tilfelde vil de tilstande, hvor det magnetiske moment
peger i feltretningen, veere energetisk foretrukne, og der vil derfor vere en
tendens til magnetisk ensretning. Denne tendens modvirkes af de termi-
ske bevagelser, men dog siledes, at der befinder sig flere atomer i tilstande
med spin ned end i tilstande med spin op. Vi kan igen inddrage den stati-
stiske fordelingsfunktion e~U/¥T og beregne populationen af de magnetiske
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undertilstande
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Figur 8.11: Et atom i et ydre magnetfelt B har 2J + 1 mulige veerdier for den
potentielle energi. Energiopsplitningen er for sma felter proportional med B.

undertilstande og derefter magnetiseringen som det resulterende magnetiske
moment i feltretningen for n atomer. For et vilkarligt J bliver de ngdvendige
summationer over tilstandene lidt besverlige, men vi kan fd de vaesentlige
traek frem ved at se pa kun to magnetiske undertilstande.

Som et konkret eksempel tager vi et atom med en enkelt elektron uden
for en lukket skal, hvor den befinder sig i en tilstand med L = 0, se fgrste
diagram pa fig. 8.11. I dette tilfzlde er J = S og det magnetiske moment
skyldes alene elektronen. Vi har da g; = ¢gs = 2 og kun to magnetiske
undertilstande med Mj; = +1/2. Vi kan merke spin op tilstanden med +
og spin ned tilstanden med —. Komposanterne af det magnetiske moment
efter z bliver da efter 8.61:

By = —UB, K- = LB, (8.63)
mens de potentielle energier efter 8.62 bliver

U+:%'2/J'BB:/1'BBa U_.=~-3-2ugB = —ugB. (864)

o=

Den statistiske sandsynlighed for, at et atom befinder sig i de to tilstande
er proportional med e¥#8B/kT Indfgrer vi betegnelsen y = upB/kT, kan vi
skrive antallet af atomer per volumen i de to tilstande som

ny =Ce™Y, n_ = CeY, (8.65)
hvor konstanten C er bestemt ved, at der ialt skal veere n atomer per volu-

men, altsa

n
— = Y v C = ———. 8.66
n=ny+n_=Ce?+e¥) = perp— (8.66)
Med populationerne af undertilstandene bestemt, kan vi beregne middelveer-
dien af det magnetiske moment i feltretningen, som bliver

THBM T HBT - (8.67)
n

(Be) =
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Vi er interesserede i at beregne magnetiseringen, som er det magnetiske
moment per volumen af materialet og bliver M = n{u,). Efter indsatning
af 8.65 og 8.66 finder vi

M = _— 8.68
nUB eV + v’ ( )
som mere kompakt, og med y indsat, kan skrives
_ -2
M = nupg tgh T (8.69)

Dette er et korrekt kvantemekanisk udtryk for den paramagnetiske magne-
tisering af uvathangige atomer med J = 1/2.

Ser man tilbage pa det klassiske resultat 8.55, tager udtrykkene sig umid-
delbart forskellige ud. Forskellen er dog i virkeligheden ikke stor. I det klas-
siske udtryk betyder u? kvadratet pa stgrrelsen af det magnetiske moment.
Efter 8.58 kan vi i kvantemekaniken skrive

p? =232 = g%u%J(J + 1). (8.70)

Vi kan indszette dette i udtrykket 8.57 for den klassiske suceptibilitet, som
ved denne ‘efter-kvantisering’ bliver

_ npogipJ(J + 1)

= 71
3kT (8.71)

Dette er faktisk det korrekte kvantemekaniske udtryk for susceptibiliteten
langt fra meetning, dvs. y = pB/kT < 1, og for vilkarligt J. Vi kan kon-
trollere i eksemplet med to tilstande, hvor J = 1/2. Til lavest orden kan
tghy erstattes med y sddan, at magnetiseringen efter 8.69 bliver

nujB _ nphuoH

M= 5= = 2EBD (8.72)
Hertil svarer den kvantemekaniske susceptiblitet
nig po
Xm = T (8.73)

hvilket netop er resultatet fra 8.71 med g; = 2 og J = 1/2. Det kan yder-
ligere bemarkes, at det klassiske Langevin-udtryk for store y konvergerer
mod tghy i overenstemmelse med 8.69. Derimod giver en efterkvantisering
af 8.55 ikke den rigtige magnetisering ved metning. En fuldt gennemfprt
kvantemekanisk beregning giver, i overensstemmelse med de experimentelle

resultater, en matningsmagnetisering pa gyupJ og ikke gyup\/J(J + 1).
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8.5.3 Ferromagnetisme

Diamagnetisme og paramagnetisme er svage effekter med fa anvendelser. I
sammenligning hermed er ferromagnetismen et dramatisk fenomen, som har
den allerstgrste praktiske betydning, da den elektriske teknologi er steerkt
betinget af, at der findes et billigt og let tilgengeligt metal med denne szerlige
egenskab. Fra et teoretisk synspunkt har ferromagnetismen imidlertid voldt
mange vanskeligheder, og det er fgrst i de seneste artier, at man har nzaermet
sig en kvantitativ forstaelse af faenomenet.

Ved diskussionen af paramagnetismen antog vi, at vekselvirkninger mel-
lem naboatomer kunne negligeres. Men ferromagnetismen er netop betinget
af sadanne vekselvirkninger, som er af to typer: 1) Den magnetiske veksel-
virkning mellem to dipoler og 2) En szrlig kvantemekanisk udvekslingskraft
mellem elektroner i forskellige paramagnetiske atomer. Denne vekselvirkning
er beslzgtet med dem, som giver anledning til kemisk binding.

Vekselvirkninger af typen 1) er svage. Det er de langt staerkere veksel-
virkninger af typen 2), som giver anledning til ferromagnetismen der saledes,
som de andre former for magnetisme, er en kvanteeffekt. Vi kan ikke her
gennemfgre en egentlig kvantemekanisk behandling, som selv i bedste til-
fxlde er en kompliceret sag, men blot omtale nogle vigtige elementer, som
indgar.

Vi skal forst beskrive den kvantemekaniske effekt, der, med en ikke helt
heldig betegnelse, kaldes udvekslingskraften og som farst blev foreslaet af W.
Heisenberg i 1928. Vi betragter indledningsvis to elektroner 1 og 2 i samme
atom og ser bort fra elektronernes spin og deres indbyrdes elektrostatiske
frastédning. Elektronerne er da uafhangige. Elektron 1, som befinder sig
i kvantetilstand a, beskrives ved en bglgefunktion u,(ri) og elektron 2 i
kvantetilstand b ved en bglgefunktion us(rz).

Nu er de to elektroner identiske og kan kvantemekanisk ikke skelnes fra
hinanden. I formalismen sikres dette ved, at det samlede system af de to
elektroner beskrives ved en bglgefunktion ¥(ry, rz), som er enten symmetrisk
eller antisymmetrisk over for en ombytning af de to elektroners rumlige
koordinater. Det vil sige

Y(r1,r2) = £Y(rz,r1). (8.74)

Absolutkvadratet pa denne bglgefunktion giver sandsynligheden for at finde
elektron 1i ry og elektron 2 i ry og ses at veaere uzndret ved ombytning af
de to elektroners koordinater. For de to uathangige elektroner bliver bglge-
funktionen af simpel produkttype, nemlig den symmetriske kombination

$lr1,2)s = slualra)us(ez) + us(r)va(r2) (8.75)
og den antisymmetriske kombination
$(r,ra)a = s [ua(r)ua(rs) = wa(rJua(ra)) (8.76)

I disse udtryk sikrer faktoren 1/4/2, at 9 er normeret, dersom u, og up er
normerede og ortogonale. Man bemarker dog, at nar de to tilstande a og
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b er identiske, forsvinder den antisymmetriske kombination sdledes, at kun
den symmetriske kombination, som bliver u,(r;)uq(rs), er mulig.

De to elektroner er fermioner, som fglger Pauliprincipet og som efter Pauliprincipet

kvantemekaniken ma beskrives ved en total bglgefunktion, som er antisym-
metrisk. Bglgefunktionen forsvinder da, hvis de to enkelt-elektrontilstande
er identiske: Der kan ikke veere mere end én elektron i hver kvantetilstand.

Den totale bglgefunktion er et produkt af en (symmetrisk eller antisym-
metrisk) rumlig bglgefunktion af typen 8.75 eller 8.76 og en spinbalgefunk-
tion. Spinbglgefunktionens naermere struktur behgver vi ikke at inddrage
her, men kan blot notere, at den er symmetrisk ved partikelombytning, nar
de to elektroners spin er parallele (17, triplet tilstand S = 1). Tilsvarende
er spinbglgefunktionen antisymmetrisk for antiparallele spin (T, singlet til-
stand § = 0).

Da den totale bglgefunktion skal veere antisymmetrisk, ma der til singlet
tilstanden S = 0 svare en symmetrisk rumlig bglgefunktion. Tilsvarende har
triplet tilstande S = 1 en antisymmetrisk rumlig bglgefunktion. Betegner vi
spinbglgefunktionerene med x4 og xs, kan vi altsa skrive

wtot = wSXA (Tl) S= 0), (877)
¢tot = T/JAXS (TTa S= l) (878)

Hermed er der etableret en korrelation mellem spinnenes indbyrdes oriente-
ring og bglgefunktionens rumlige symmetriegenskaber. Dette har betydning
for atomets energi. Atomet bestar af et antal elektroner i lukkede skaller,
som vi i denne sammenhang kan se bort fra, da de ikke bidrager til atomets
impulsmoment eller magnetiske moment. Det afggrende er de delvis fyldte
skaller. For grundstofferne i jerngruppen drejer det sig om den sikaldte 3d-
skal, hvor elektronerne har baneimpulsmoment | = 2, og som ialt kan rumme
10 elektroner. I jern rummer 3d-skallen 6 elektroner.

For at f4 det principielle frem indskrzenker vi os til blot to elektroner
i en ufyldt skal. Elektronernes binding (negativ energi) skyldes det steerke
centralfelt fra kernen, men bindingen nedszttes pa grund af elektronernes
indbyrdes frastgdning, som giver et positivt bidrag til energien.

Lad os fgrst se pa parallele spin, altsa situationen 8.78. Den antisym-
metriske bglgefunktion ¢4 udelukker da, at de to elektroner befinder sig i
samme rumlige punkt (se 8.76), og vil veere nasten 0 nar elektronerne er
ner hinanden. Funktionen 1, beskriver saledes en situation, hvor elektro-
nerne fortrinsvis er langt fra hinanden. Deres indbyrdes frastgdning bliver
derfor lille, og det tilsvarende bidrag til energien, som er proportionalt med
e?/|rz — rq|, bliver derfor ogsa lille. Er omvendt spinnene antiparallele, har
vi situationen 8.77. Den symmetriske rumlige bglgefunktion udelukker ikke,
at elektronerne kommer hinanden ner, og energibidraget fra frastgdningen
bliver stort.

Resultatet af disse overvejelser er saledes, at parallele spin, 11 S = 1, gi-
ver en mindre energi end antiparallele spin, 1| S = 0. Tilstanden med lavest
energi bliver atomets grundtilstand og svarer altsa til parallele spin med et
dertil knyttet magnetisk moment. Dette er en klar paramagnetisk situation,
og stemmer med den empiriske Hund’s regel, som siger, at grundtilstanden
har det stgrst mulige S, som er foreneligt med udelukkelsesprincipet.

Spin indfores

Total
bplgefunktion

Elektronernes
vekselvirkning

M
grundtilstand
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Man kan fortolke situationen sidan, at der mellem to elektroner virker en
kraft med et kraftmoment, som sgger at ensrette spinnene og derved ned-
sette energien. Ved den videre matematiske behandling kan man derfor
formelt indfgre en vekselvirkningsenergi W, mellem et par af elektroner
med spin s; og sz som

W12 = —-2.751 + 83, (879)

hvor J kaldes udvekslingsenergien. Hvis J er positiv, tager det sig ud, som
om der er en ‘tiltreekkende’ vekselvirkning mellem parallele spin. Som vi har
set, er vekselvirkningen dog en konsekvens af bglgefunktionens rumlige sym-
metriforhold, som for parallele spin reducerer den elektrostatiske frast¢dning
mellem elektronerne. Bglgefunktionen er fremkommet ved ombytning af par-
tikelkoordinater, hvilket forklarer, at man taler om ‘udvekslingskraefter’, selv
om der ikke er tale om, at partiklerne bytter plads.

De foregiende betragtninger forklarer paramagnetismen af de enkelte
atomer. Men ferromagnetismen er et kollektivt feenomen, som kun forekom-
mer, nar atomerne vekselvirker med hinanden i faste stoffer. En gas af
jernatomer er ikke ferromagnetisk, men paramagnetisk, da de ngdvendige
vekselvirkninger mellem atomerne ikke er tilstede.

For at forstd ferromagnetismen ma man forklare den spontane ensret-
ning (dvs. uden ydre felt) af praktisk talt alle atomernes spin, og dermed
deres magnetiske momenter. Hertil indrager man udvekslingskrafter mellem
naboatomer. Disse kreefter fremkommer pa samme made, som beskrevet
ovenfor for et par af elektroner og resulterer i en vekselvirkningsenergi mel-
lem atomerne, som matematisk kan repreesenteres ved et udtryk af formen
8.79. Er J negativ far tilstanden med parallelle spin lavere energi end anti-
parallel tilstanden og vil derfor vaere energetisk favoriseret. Der er dog ogsa
kinetiske effekter, da den kinetiske energi vokser, nar elektronerne adskilles.
S3 selv om udvekslingsenergien er af elektrostatisk natur, sa pavirkes den
af den kinetiske energi. Den samlede energi bliver derfor meget fglsom for
detailler i elektronernes rumlige fordeling og dermed vanskelig at beregne.
Det kan tilmed forekomme, at udvekslingsenergien bliver positiv. Den ener-
getisk favoriserede tilstand er da antiparallele spin, hvilket giver anledning
til feenomenerne antiferromagnetisme og ferrimagnetisme. Se fig. 8.12. Stof-
fer som MnO og FeO er antiferromagneter mens ferrimagneter (ferriter) er
stoffer af typen MOFe;03 hvor M er divalent Mn, Fe, Co, Ni, Cu og andre.

Fuldsteendig ensretning nds ved det absolutte nulpunkt, hvor den forstyr-
rende termiske pavirkning forsvinder. Qges temperaturen derfra forekommer
der bglgeagtige forstyrrelser, som kaldes spinbglger. Ved Curietemperaturen
er al orden forsvundet og magnetiseringen bliver nul. Se fig. 8.13.
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Figur 8.12: I en ferromagnet er alle
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Figur 8.13: Spontan magnetisering

1 I | ! T/T. (H = 0) af en ferromagnetisk krystal

02 04 06 08 1.0 som funktion af temperaturen.

Da den ovenfor beskrevne magnetisering er spontan, kan man undre sig
over, at ikke alle stykker jern er permanente magneter. Forklaringen er,
at under Curietemperaturen er det magnetiske materiale opdelt i en raekke
sma omrader, typisk med volumener pd 10~8-10'?2m? som rummer 10%!-
1017 atomer. Disse omrader kaldes domener. Forestillingen om domaner
kan feres tilbage til Pierre Weiss (1907). Domaenerne er virkelige og kan
synligggres ved en speciel teknik, hvor der udspredes en suspension af et
meget fint jernpulver p3 den polerede magnetisk prgve. Pulveret vil samle
sig langs domanernes skillelinier, som da kan iagtages i mikroskop.

Indenfor hvert domzne er magnetiseringen homogen og har maetnings-
verdien M,, men magnetiseringens retning skifter fra domaene til domeene,
og den makroskopiske magnetisering bliver mindre end M, og eventuelt nul.
Magnetiseringen gges, nar der patrykkes et ydre felt H, men det felt som
kraeves for at opna fuldstzendig maetning er staerkt afhaengigt af materialet,
sml. fig. 8.6.

Forekomsten af domaner hanger sammen med, at en opdeling af ma-
terialet er energetisk favorabel. Udvekslingskrafterne alene ville give total
ensretning, men de har kun kort reekkevidde. Derfor kommer de svagere
dipolkreefter (af typen 1) til at spille en rolle. Dipolkrafterne sgger at stille
atomspinnene modsat (sml. to opheangte stangmagneter) og arrangerer di-
polerne i lukkede kaeder, hvorved energien i det ydre felt minimaliseres. Do-
manerne pavirkes yderligere af den anisotropi, som forekommer i mange
krystaller. Krystallens egenskaber er da retningsafhangige og det vil veere
lettere at magnetisere den i nogle retninger end i andre. Tages den samlede
virkning af udvekslingskraft, dipolkraft og anisotropi i betragtning, far man

Y

Figur 8.14: Skematisk billede af domeener (trekanterne) i et ferromagnetisk mate-
riale. a) Umagnetiseret. b) Magnetisering ved forskydning af domenevagge. c)
Magnetisering ved &ndring af domenernes orientering.
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en opbrydning i domaener, som fortrinsvis er magnetiseret i en af de ‘nemme’
retninger. Gar man fra et domene til det naeste sker der en voldsom zn-
dring i magnetiseringens retning indenfor et atomart set snavert omrade,
som kaldes domanevaeggen.

Forlgbet af magnetiseringsprocessens fgrste fase (jomfrukurven pa fig.
8.3a), kan nu beskrives mikroskopisk ved hjalp af det forenklede billede pa
fig. 8.14. I den umagnetiserede tilstand er den ydre energi minimal, idet do-
manernes magnetiske momenter ‘holder hinanden i halen’ sadan, at prgvens
ydre magnetiske moment bliver nul. Ved pavirkning af et svagt magnetfelt
forskyder domenevaggen sig sadan, at de domaener, som er magnetiseret pa-
rallelt med det ydre felt vokser, mens de andre domaner formindskes. Ved
pavirkning med steerkere felter forskydes domanevaggen helt ud af prgven,
hvorpa det dannede enkelte domene retter sig ind efter det ydre felt. Dette
er en vanskeligt forlgbende proces, fordi en reekke forhold som mekaniske
speendinger, urenheder i materialet og hvirvelstrgmme modsatter sig
de ovenfor beskrevne zndringer, som bliver irreversible. Prgven naermer sig
kun derfor kun langsomt meetning.

Nar dernzest det ydre felt reduceres gendannes domanerne, men iszer
dem, som er magnetiseret i en retning nzer retningen af det ydre felt. Ogsa
disse processer er vanskelige og irreversible og magnetiseringen endrer sig
kun lidt. Selv nar det ydre felt er helt borte, er der en magnetisering vist
som den remanente magnetisering B, pa fig. 8.3.

Denher givne kvalitative beskrivelse af de mikroskopiske forhold i en fer-
romagnet er langtfra udtgmmende, f. eks. er ledningselektronernes mulige
betydning ikke nzvnt. Der findes omfattende teorier, som inddrager disse
og andre forhold. Der synes dog stadig at vere et stykke vej igen, fgr ferro-
magnetismen, som har veeret kendt i flere tusinde ar, kan siges at veere fuldt
forstaet.
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Magnetostatik

Magnetostatik omhandler magnetfelter, som er konstante i tiden eller som
i det mindste =ndrer sig ‘meget’ langsomt. (Vi skal senere se, hvad dette
betyder). Man kan tenke pa magnetfelter fra stationzere strgmme eller fra
permanente magneter i hvile. Magnetostatik har mange falles trek med
elektrostatik, og ofte kan lgsninger fra det ene omrade overfgres til det andet.
Denne ekvivalens er dog af helt formel natur, da der i magnetostatiken ikke
forekommer nogen stgrrelse, som svarer til fri elektrisk ladning.

9.1 Det magnetostatiske felt

Vi kender allerede de to fundamentale love for magnetfelter, som er udgangs-
punktet ved lgsning af magnetostatiske problemer. For det fgrste Gauss’ lov
eller 2. Maxwell ligning 8.17 skrevet pa differentiel eller integral form

V.B =0, fB-dazo. (9.1)
S

For det andet Ampeéres lov eller 4. Maxwell ligning for stationzre felter, 8.23
og 8.25

VxH-=1J, fH-dezL (9.2)
C

Til disse ligninger kan man fgje kontinuitetsligningen, som i det statiske

tilfeelde blot bliver
9

hvilket ogsa umiddelbart indses ved at tage divergensen af 9.2. Denne betin-
gelse betyder, at i det stationzre tilfzelde er J divergensfri sidan, at strgm-
linierne ma danne lukkede kurver eller forlgbe i det uendelige.

I magnetostatiske problemer forekommer der ofte forskellige materialer.
For at udnytte ligningerne 9.1-9.2 til beregning af felterne ma man for hvert
materiale kende relationen mellem den magnetiske fluxtethed B, den mag-
netiske feltstyrke H og magnetiseringen M. Per definition (se 8.22) er

B = uo(H + M), (9.4)
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hvor M ma opfattes som materialets respons pa den ydre magnetiske pavirk-
ning H saddan, at M = M(H). For et linezert materiale er susceptibiliteten
xm Og permeabiliteten u konstanter, og man skriver efter 8.26 og 8.28

M=xmH, = B =po(l+xm)H=uH (9.5)

Blgde ferromagnetiske materialer kan med tilneermelse betragtes som linezere
med et passende valgt u, men ellers ma man for ferromagnetiske materialer
kende hele magnetiseringskurven.

Af 9.2 fglger, at V x H # 0, hvor der er fri strgm. I almindelighed er
H-feltet saledes ikke et gradientfelt, og vi kan derfor ikke benytte et skalart
potential . I afsnit 6.7 sa vi imidlertid, at betingelsen V-B =0 medigrte,
at vi i stedet kunne opfatte B-feltet som rotationen af vektorpotentialet A,
som for en given strgmfordeling kunne beregnes af 6.60. Er der magnetiske
materialer tilstede, omfatter strgmfordelingen dog bade fri og bunden strgm,
hvilket kendeligt komplicerer sagen. Feltberegninger ved hjlp af vektorpo-
tentialet er diskuteret i afsnit 8.2. Det er dog veaesentligt enklere at arbejde
med et skalart potential. I de fglgende afsnit 9.3 og 9.4 skal vi derfor isolere
nogle praktisk betydningsfulde situationer, hvor man kan finde et magnetisk
skalarpotential.

9.2 Gransebetingelser for det magnetiske felt

I praksis kommer man ofte ud for at beregne magnetfelter i situationer,
hvor der optraeder materialer med forskellige magnetiske egenskaber. Vi ma
derfor undersgge, hvordan feltvektorerne B og H zendrer sig ved passage af
en graenseflade mellem to medier. Vi behandlede det tilsvarende dielektriske
problem i afsnit 3.6.

Figur 9.la viser et lille stykke af graensefladen mellem medierne 1 og 2
med normalen n rettet fra 1 mod 2. For at finde graensebetingelsen for B
indlaegger vi, pa sedvanlig made, en Gauss-dase med areal AS, halvt i hver
af de to medier. Bidraget til overfladeintegralet fra den cylindriske flade kan
gores vilkarligt lille ved at ggre dasen flad. Gauss’ lov for B-feltet giver da

B, ny AS +B;-ny AS =0, (96)

Figur 9.1: a) En Gauss-ddse pd greensen mellem to magnetika. b) En Ampérevej
pa greensen mellem to magnetika.
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hvor n; = n og nz = —n er normalerne til dasens top og bund. Heraf fglger
greensebetingelsen

[(B2-By1) n=0,] (9.7)

som udtrykker, at normalkomposanten af B er usndret, nar vi krydser greaen-
sefladen.

For at finde gransebetingelsen for H indlegger vi en snaver, rektangu-
ler Ampérevej, halvt i hvert medium (fig. 9.1b). Rektanglet har langsiden
df, som er rettet efter en tangentvektor t til overfladen. Ved anvendelsen af
Amperes lov, ma vi holde muligheden &ben for, at der er en overfladetzethed
af fri strgm, som vi vil kalde j med enheden Am~!. En sddan strgm kan gan-
ske vist kun forekomme pa perfekte ledere, men i flere tilfzelde, eksempelvis
inden for hgjfrekvensteknik, er det tilladeligt at antage egentlige overflade-
stremme ogsa for reelle ledere. Vektoren nx t er normal til rektanglets flade,
og vi kan skrive den strgm, der passerer den lukkede Ampérevej (uanset hvor
- snaever vi ggr den), som

Jr(nxt)dl=(jxn)- tdf. (9.8)
Vi er nu parat til at opskrive Ampéres lov for rektanglet, som bliver
Hy tdi+H, (-t)dl=(Hy;-Hy) tdl =(jxn)- tde. (9.9)
Da den sidste lighed skal vaere opfyldt for et vilkarligt t, finder vi heraf
H, -H, =) xn. (9.10)

Vi kan bringe dette pa en mere bekvem form ved at udfgre operationen nx
pa begge sider. Da j ligger i overfladen, er tripelproduktet n x (j x n) = j
efter A.7. Den endelige greensebetingelse for H bliver derfor

HX(HZ——Hl):j. (911)

Er den fri overfladestrgm nul, hvilket er det sadvanlige, er tangentialkom-
posanten af H uzendret ved passage af greensefladen.
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Figur 9.2: H-linier og B-linier ved granseflader.

B, normalkom-
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H, tangential-
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> Magnetikum i solenoide: Fig. 9.2 illustrerer forskellen mellem B-liniernes
og H-liniernes opfgrsel ved en granseflade. En lang solenoide er delvis
fyldt med et linezert magnetikum med permeabilitet p. I tilfzelde a) er der
udskdret en spalte i materialet. Felterne er vinkelrette pa greensefladerne,
som B-linierne passerer i uzndret antal. Da H = B/u er tztheden af H-
linier i materialet u, gange mindre end i spalten. I tilfelde b) er felterne
parallele med gransefladen. Her er H tangentiel og efter 9.11 den samme
pa begge sider af greensefladen, mens taetheden af B-linierne er en faktor .,
stgrre 1 materialet end i den tomme del af solenoiden.

9.3 Det magnetiske skalarpotential

Et typisk magnetostatisk problem er fglgende: Et homogent og isotropt
legeme befinder sig i et tidskonstant magnetfelt frembragt af faste stremme
og permanente magneter. Der er ikke nogen fri strgm i legemet og i et
omrade omkring legemet. Opgaven er at finde det resulterende felt bade i
legemet og i det strgmfri omrade omkring det.

Overalt hvor strgmtaetheden J = 0 gaelder efter 9.2, at

VxH=0, (9.12)

hvilket ggr det muligt at aflede H-feltet af et skalarpotential. For at undga
forveksling med det elektriske skalarpotential skal vi betegne dette magnet:-
ske skalarpotential med ¢* og skrive

H=-Vo (9.13)

I det fglgende skal vi flere gange udnytte, at der er en formel analogi
mellem det her betragtede magnetikum uden fri strgm og et dielektrikum
uden fri ladning. Ved sammenligning med afsnit 3.7 ser man jo, at det i
parallele ligninger galder, at

Magnetikum, J = 0 Dielektrikum, p = 0
VxH = 0 VXE = 0
H = -V E = -Vy (9.14)
vV-B =0 vV.-D =0
B = ,u.o(H+M) D = 60(E+P/€0)

De analoge stgrrelser (i dette tilfzelde) er siledes E = H, D = B og, med
den szdvanlige lille usymmetri, P/eg = M.

Legemets magnetisering M afhanger af H, som vi gnsker at bestemme.
Denne komplikation mgdte vi tilsvarende ved behandlingen af dielektrika i
kapitel 3. Lad os her antage, at M(r) er en kendt funktion af stedet. Vi
udtrykker derefter B ved skalarpotentialet som

B = ,u.o(H + M) = —po V* + ugM, , (915)
hvorpa vi benytter, at B altid er divergensfri

V- -B=-uVig*+ 5V -M=0. (9.16)
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Der gealder altsd en Poisson ligning
Vipr =V M= -p", (9.17)

hvor der er indfgrt en stgrrelse

p* = -V .M. (9.18)

Benytter man ekvivalensen P/eg = M og sammenligner med Poissons lig-
ning 2.101 ser man, at p* geesteoptraeder i rollen som en magnetisk volumen-
ladningsteethed.

Vi kan ogsd finde en magnetisk fladeladningstzthed. Ved magnetikets
overflade gaelder jo graensebetingelsen 9.7 for B. Er det omgivende medium
2 vacuum, kan vi finde graensebetingelsen for normalkomposanten af H

n- (/Jon — /JoHl — /JoM) =0 = n-: (Hz - H1) =n- M. (919)

Gennemfgrer vi den tilsvarende beregning for normalkomposanten af E ved
overfladen af et dielektrikum, idet vi starter med graensebetingelsen 3.52 for
D, finder vi

n'(éoEz—éoEl——P):O = n-(E2~E1)=n-P/eO. (920)

For dielektriket er cp = n - P overfladetaetheden af polarisationsladning, sa
efter udtrykkene 9.19-9.20 tager det sig ud, som var der pa magnetiket en
overfladetaethed o* af magnetisk ladning. Tatheden af magnetisk overflade-

ladning bliver altsa
(9.21)

Matematisk set kan vi derfor, nar der ikke er frie strgmme tilstede, be-
regne H-feltet i og omkring et magnetikum pa samme made, som vi be-
regnede E-feltet om et dielektrikum, nar der ikke er frie ladninger tilstede.
Specielt kan vi direkte overtage udtrykket 3.9 for potentialet, idet vi erstatter
P/eg med M:

1 M- nda’ 1 -V’ - Mdv
o*(r) f{s fv Y Ve (9.22)

T ar

|r — r'| 4r [r —r'|

Nar det magnetiske skalarpotential kan anvendes, letter det mange be-
regninger af magnetfelter i og omkring magnetika. Dets indfgrelse her skal
dog ledsages af to advarende bemaerkninger:

e Magnetiseringen M er magnetisk dipolmoment per volumen og svarer til
polarisationen P for et dielektrikum, som er elektrisk dipolmoment per vo-
lumen. I dielektriket er volumenladningsteetheden af polarisationsladning
pp = —V P (se 3.10), som matematisk helt svarer til 9.18. Men, mens pola-
risationsladning er reel fysisk ladning, sa findes der ingen magnetisk ladning
i den virkelige verden. Al magnetisme i materialer skyldes atomare kreds-
stremme, og vi kan ikke forbinde noget fysisk med udtrykket “magnetisk
ladningsteethed”, som tilmed males i Am~2. Dette skal dog ikke forhindre
os i1 at benytte analogien til det elektrostatiske felt saledes, at lgsninger der-
fra kan genbruges i magnetostatiken.

Poisson

Magnetisk
ladning??

QOverflade-
ladning?

Potential
fundet!

Matematisk
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T A Figur 9.3: Det magnetiske potential i
S punktet P i forhold til referencepunk-
o tet O afheenger af den valgte vej.

e Det magnetiske skalarpotential kan vare flertydigt. Som eksempel kan vi
se p& situationen pa fig. 9.3, hvor en enkelt strgmkreds skaber et H-felt i
rummet. Uden for selve strgmkredsen (ledningen) er strgmtatheden overalt
nul siledes, at der findes et magnetisk skalarpotential. Potentialet e*(P) i
punktet P i forhold til referencepunktet O med potentialet bliver

p p

e*(P) = / ~V*-de = H.d¢, (9.23)
O,a O,a

hvor index a angiver, at der er integreret langs vejen a. Vi kunne ogsd

beregne ¢*( P) ved integration langs vejen b. Det giver samme resultat, da

P 0,b
0" (P) — o*(P) = / H.-de+ [ H-de= fH de=0, (9.24)
O,a P

hvor vi har benyttet Ampéres sztning og, at der ikke passerer nogen strgm
gennem en flade udspaendt af a og b. Velger vi imidlertid vejen ¢ ved
beregning af ¢*(P), bliver

P O,c

o (P)- o' (P)= [ H ~d£+/ H.de = fH.de =1, (9.25)
O,a P

idet strgmmen I nu passerer enhver flade udspeendt af a og c. Potentialet

afheenger siledes af den valgte vej og er altsa flertydigt. Ja, lader vi vejen ¢

tage n ture rundt om strgmkredsen, ndrer det beregnede potential sig med

nl og er dermed helt ubestemt.

Man skal derfor vaere papasselig ved brugen af det magnetiske skalarpo-
tential, nar der er strgmkredse til stede. Roden til vanskelighederne er, at
omradet uden for strgmkredsen nok er strgmfrit, men ikke enkeltsammen-
hengende: Vejen ¢ kan ikke ved kontinuerte deformationer zndres til vejen
a uden at passere strgmkredsen, som er forbudt omrdde. Man kan ggre det
strpmfri omride enkeltsammenhangende ved at indfgre en spaerring tveers
over strgmkredsen i form af en udspeendt flade. Integrationsvejene ma ikke
passere sparringen, og potentialet bliver entydigt. Til gengaeld sendrer det
sig diskontinuert med I fra den ene til den anden side af speerringen.

> Skalarpotential for lang, lige leder: Det foregdende illustreres af H-feltet
om en lang, lige leder, som vi tidligere har fundet med Amperes lov, se 6.77.
I cylinderkoordinater bliver feltet H = egl/2x7, som kan afledes af skalar-
potentialet ¢* = —I/27. Dette potential er kun entydigt, hvis 0 < 6 < 2=.
Indlzgges halvplanen § = 0 som sperring, er ¢* = 0 lige over halvplanen,
men ¢* = —I lige under.«
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9.4 Lgsninger til magnetostatiske problemer

I dette afsnit skal vi se eksempler pd enkle magnetostatiske problemer, som
iszer kan lgses ved hjezlp af det magnetiske skalarpotential. Nogle blot ved
henvisning til et tilsvarende elektrostatiske problem. Andre, som vedrg-
rer permanent magnetisering, behandles mest naturligt som specielt magne-
tostatiske problemer.

> Magnetisk dipol: Vi har tidligere i afsnit 6.9 behandlet feltet fra en mag-
netisk dipol i form af en begrenset strgmkreds. Uden for strgmkredsen er

Figur 9.4: Feltlinier omkring en

magnetisk dipol og feltets oplgs-
ning i komposanter efter r og m.

betingelsen J = 0 opfyldt, og der findes derfor et magnetisk skalarpotential.
Dette har vi allerede beregnet, idet H = B/uq efter 6.92 er minus gradienten
af skalarfeltet

lm-r
* = . 2
14 47 3 (9.26)

Heraf beregnes H = —V¢* med resultatet

4r 75 r3

H (9.27)

1 [3(m-r)r m] ,

som svarer til udtrykket 6.93 for B. Bortset fra den sadvanlige usymmetri,
hvor m = p/eg, svarer 9.26 og 9.27 helt til udtrykkene 2.76 og 2.78. Fig.
9.4 viser feltlinierne omkring en magnetisk dipol og H-feltets oplgsning i
komposanter efter retningerne af r og m, som er givet ved 9.27.«

Der er to typer magnetostatiske problemer med materialer, hvor Poissons
ligning 9.17 reducerer til Laplaces ligning:
1) Den fgrste type omfatter lineere magnetiske materialer, herunder med
tilneermelse blgde ferromagnetika, hvor det gelder, at

B=pyH = V.B=0=uV-H = V.-H=0. (9.28)

Men da H = —V¢* fglger heraf Laplaces ligning

Vip* =0, (9.29)

som, under hensyn til B = uH, ma lgses med gransebetingelserne 9.7 og
9.11 med j = 0.

2) Den anden type problem drejer sig om materialer, som har en konstant,
homogen magnetisering M. Lgsningerne giver i idealiseret form et indtryk
af felterne i og omkring permanente magneter.

Dipolen igen

Potential

og felt

Lineere
materialer

Homogent M
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Et materiale med konstant magnetisering er selviglgelig langtfra linesert, da
der en en fluxtaethed B = poM for H = 0. Der gzlder imidlertid

B=u(H+M) = V-B=0=u(V-H+V-M) = V-H=0, (9.30)

idet V- M = 0, nar M er homogen. Heraf fglger igen Laplaceligningen

Vip* =0, (9.31)

som nu ma lgses under hensyn til B = po(H + M) og grensebetingelserne.

©> Magnetiserbar kugle 1 homogent felt: Som eksempel pa et magnetostatisk
problem af type 1) kan vi se pa en linezrt magnetiserbar kugle med radius
a og permeabilitet u;. Kuglen er anbragt i udstrakt linesert og homogent
medium med permeabilitet 4; og et oprindelig homogent magnetisk felt Hg.
Vi laegger en z-akse i retning af Hy og benytter sfariske koordinater (r,0)
omkring kuglens centrum.

Problemet er fuldsteendig analogt med det tilsvarende problem med en
dielektrisk kugle, som vi lgste i afsnit 3.7. Med de oplagte substitutioner ¢ —
¢* og E —» H og ¢ — u finder vi efter 3.70 det magnetiske skalarpotential

3 —
@%(r,0) = —Hor 1—%“) cos 8, uden for kugle
™ p2 + 2 (9.32)
3p1 ) . .
*(r,0) = —Hor (— cos , inden i kugle.
w*i( ) 0 o + 2 g

Af udtrykkene 9.32 kan feltstyrkerne beregnes. Potentialet inde i kuglen er
saledes proportionalt med rcos@ = z. Dvs. at feltstyrken her er homogen

med stgrrelsen

LA TR (9.33)
0z p2+2m

Hvis gy > p1 (eksempelvis en magnetisk blgd kugle i vacuum) sker der
altsa en reduktion af feltstyrken H; i forhold til det oprindelige felt. Denne
demagnetisering skyldes oplagt magnetiseringsstrgmmen jpr (jvi. 8.14) pa
skillefladen mellem de to magnetika. Feltstyrken i et vilkarligt punkt pd
eller uden for kuglen findes ved at beregne H = —V ¢* i sfriske koordinater
efter tabel A.4, hvilket giver

a pa — .
e(r,0) = — ————— | (2e, cos § 6), 9.34
H.(r,6) = Ho + Hp (7‘3 T 2 (2e, cos 8 + egsinb) (9.34)

nar det oprindelige felt i z-aksens retning skilles ud.<

©> Permanent magnetiseret kugle: Som eksempel pa et problem af type 2)
betragter vi en homogent magnetiseret kugle, se fig. 9.5, med radius a og
permanent magnetisering M i z-aksens retning. Vi anvender igen sfaeriske
koordinater (r,6) om kuglens centrum.

Her har vi ikke 1gst det tilsvarende dielektriske problem og ma principielt
starte fra bunden af med den fuldsteendige lgsning til Laplaceligningen, som
er af typen 2.131, og sd gd i gang med at bestemme koefficienter ved hjzlp
af greensebetingelserne. ‘
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H-—felt B-felt

—_— —_—

M M

Figur 9.5: Den magnetiske feltstyrke H og den magnetiske fluxtaethed B i og om-
kring en permanent magnetiseret kugle. Feltet er homogent inde i kuglen og et
dipolfelt uden for kuglen.

Man kommer dog noget lettere igennem ved nogle fa begrundede gaetterier
om potentialets form: Inde i kuglen er magnetiseringen homogen. Det er da
rimeligt at antage, at ogsd H-feltet er homogent og peger i z-retningen. Et
sadant felt kan afledes af et internt potential af formen

p*(r,8) = Arcosé. (9.35)
Uden for kuglen er feltet i store afstande et magnetisk dipolfelt
. ~1lm-r
¥ e(lr’a) - 47 73

Kuglens dipolmoment kender vi. Det er m = 4ra®M/3, da M er magnetisk
moment per volumen. Det externe potential i store afstande bliver sdledes

(9.36)

1 mcos@  a®Mcosf

¥ e(r’a) = 4_7r r2 - 3r2

Potentialerne ¢*, og ¢* har samme vinkelafhengighed. Vi forsgger derfor
med potentialet 9.37 i hele omradet uden for kuglen. Potentialerne ma vere
kontinuerte pa kuglens overflade, da de afledte felter ellers bliver uendelige.
Sxttes 7 = a i begge potentialer bliver de identiske, dersom A = M/3.
Hermed har vi gattet fglgende potentialer inden i og uden for kuglen:

(9.37)

M Ma3
o= Tr cos @, o, = 3—:; cosf. (9.38)

Disse potentialer stemmer overens pa kuglens overflade og er, indenfor deres
respektive omrdder, fgdte lgsninger til Laplaceligningen. Tilbage star kun
at sikre, at de deraf afledte felter opfylder graensebetingelserne for B og H.
Hertil beregner vi H-felterne som —V¢*

1. .a®

1
H, =--M, e = M —; r i , .
3 H 3M,,‘B(2e cosf + egsinf) (9.39)

og B-felterne som po(H + M) inde i kuglen og som poH uden for kuglen:

2 3
B; = %M, B, = %QM%@e, cosf + egsinf). (9.40)
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Metode 1

Ved projektion af disse felter ind pa henholdsvis §-retningen og r-retningen
ser man, at savel greensebetingelsen 9.11 for H som gransebetingelsen 9.7
for B er opfyldt.

Af 9.39-9.40 og pa fig. 9.5 fremgar det, at H-feltet inde i kuglen er
modsat rettet af M og af B. Man siger, at H-feltet er et demagnetiserende
felt. Faktoren a = 1/3 = H/M i 9.39 kaldes demagnetiseringsfaktoren,
som afhanger af legemets geometriske form. For homogent magnetiserede
omdrejningsellipsoider bliver de indre felter ogsd homogene, men med de-
magnetiseringsfaktorer som afhanger af excentriciteten.«

> Steenger, cylindre og den slags: I praksis anvendes permanente magne-
ter oftest i form af steenger med rektangulaert eller cirkulaert tveersnit, som
cylindre eller skiver m.v. Felterne kan her ikke beregnes eksakt, som det er
tilfzeldet for kugler og ellipsoider, men med de metoder, som er udviklet i det
foregdende, kan man give et tilnermet billede af forholdene. Som eksempel
kan vi se pa en ret cylinder, fig. 9.6, med radius a, leengde L og homogen
magnetisering M langs aksen.

ZANSS

e

Figur 9.6: a) B-feltet om en homogent magnetiseret cylinder frembragt af en bun-
den overfladestrgm pa cylinderen. b) H-feltet frembragt af ekvivalente magnetiske
‘overfladeladninger’ pa cylinderens endeflader.

a) Vi kan valge at behandle eksemplet ved brug af de ekvivalente bundne
stromme, som vi diskuterede i afsnit 8.2, og som er indtegnet pa fig. 8.1.
Da M er homogen, er der ikke nogen volumentathed Jps af bunden strgm.
Tilsvarende er overfladetztheden j,, = M xn = 0 pa endefladerne. Derimod
er der pa den cylindriske flade en tethed j, = M X n.

Vi har dermed en strgmfordeling, som svarer til den solenoide, vi behand-
lede i afsnit 6.5. Solenoiden her har ganske vist kun én vinding i form af
et stramlag, men vi kan etablere sammenhangen med 6.46 ved ekvivalensen
jm = NI/L. Legger vi her nulpunktet midt i cylinderen, finder vi efter
6.46 B-feltet pa aksen til

By =teM|__z+li2 2 L2 (g
2 | V(z+L/22+a? (z-L/2)? +a?
Herefter beregnes feltstyrken pa aksen som H = B/uo — M i materialet og
som H = B/uo uden for materialet. I centrum (2 = 0) finder man saledes

uoML ~ L
Norrera H(0) = M | s | e

B.(0) =
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Man bemeerker, at H er negativ. Der er altsd tale om en demagnetise-
ring med en demagnetiseringsfaktor, som efter 9.42 bliver « = |H/M| =
1—L/v/L?+ 4a2.

b) Alternativt kan felterne beregnes ved hjzlp af magnetiske ladningstzet-
heder. Efter 9.18 er volumentatheden nul for det homogene M, mens der
efter 9.21 er en overfladetaethed o* = +M pa de to endeflader. Opgaven er
nu med 9.22 at beregne potentialet ¢*(z) pa aksen af to cirkulare skiver af
ladning med tetheder £ M. Det er en elementzr gvelse at vise, at

p*(2) =
N T e A Y (S TR R PR AL
2

(9.43)
hvor de numeriske veardier skyldes, at den positive kvadratrod anvendes.
Heraf findes H = —V* i cylinderkoordinater. Da d¢*/dr = 0 pd aksen,
er der kun en H,-komposant, som findes ved en differentiation, hvis resultat
ganske kunstfzerdigt kan skrives

Hz(z) = —d;’: =
_A_/{[ z+ L/2 ozt L2 z—L/2 z—L/2]_
2 |Vt L2 +a |z+L/2] J(z-L/2)%+a® |2-1L/2||]
M z+ L/2 B z—L/2 LM -1 —-L/2<z< L/2
2 | Jz+L/22+a> /(z-LJ2)2+a? 0 z<-L/2,z2>1L)2
(9.44)
Herefter findes B = po(H + M) til
_ koM z+ L/2 B z—L/2
Bie) =55 [\/(z+L/2)2+a2 \/(z—L/2)2+a2}’ (949)

i overenstemmelse med 9.41. De to helt forskellige betragtningsmetoder gi-
ver altsa identiske resultater for felterne, som er afbildet pa fig. 9.7. For en
virkelig magnetiseret cylinder, eksempelvis en stangmagnet, er antagelsen
om homogen magnetisering dog tvivlsom, iszer ude ved enderne.<
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Figur 9.7: B-feltet og H-feltet pa aksen af en homogent magnetiseret cylinder.
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9.5 Magnetiske kredslgb

Et magnetisk kredslgb (fig. 9.8) er sammensat af stykker af materiale med
hgj permeabilitet, oftest jern. Stykkerne danner én eller flere lukkede kredse,
som dog kan vare afbrudt af sneevre spalter. Kredsen kan magnetiseres med
en ydre strgmspole, eller den kan indeholde stykker af permanent magneti-
seret materiale. Magnetiske kredslgb anvendes i stor udstraekning i motorer,
generatorer, transformatorer, laboratoriemagneter m.v.

9.5.1 Kredsleb af linezre materialer

Magnetiske kredslgb analyseres enklest ved anvendeise af Ampéres lov pa
integral form. Vi ser forst pd kredslgb, som udelukkende er sammensat af
linezre materialer. Lad en kreds besta af stykker (herunder luftgab) med
leengderne ¢,{,,...,¢;, tversnitsarealerne A,, A,..., A; og permeabilite-
terne uy,u2,..., ;. Vi vil antage, at materialerne, bortset fra luftgabene,
har relative permeabiliteter u, > 1. Om luftgabene, at de er sn=evre i forhold
til kredsens gvrige dimensioner. I kredsen danner de magnetiske fluxlinier
lukkede kurver, som hovedsageligt vil lgbe i det magnetiske materiale pa
grund af dettes hgje permeabilitet (smi. fig. 9.8). Er luftgabene snzevre,

I N OO
3 e
0—1—-—6 2__.3 ;B
3 f
c“"'?'"":N [
- e"ﬂ"'J, ¥
T s
I ¢ R 4 Figur 9.8: Et magnetisk kredslgb
oF L #i sammensat af stykker af materiale

med hgj permeabilitet og luftgab.

vil fluxlinierne passere dem uden stgrre spredning. Vi kan derfor med god
tilnermelse? antage, at ethvert tvaersnit i kredsen passeres af samme mag-
netiske flux ®.

Lad kredsen magnetiseres af en spole med N vindinger og strémmen /.
Vi anvender nu Ampeéres lov pa en lukket vej C, som fglger en fluxlinie

$H-de= Y Hit = NI, (9.46)
C .
J

hvor integrationen er erstattet med en summation af bidragene fra kredsens
enkelte stykker. For hvert stykke geelder imidlertid

B, &

H =2 = , (9.47)
Tows o mi4;
sadan, at Ampeéres lov antager formen
% ¢ '
H dl=) —{;=2 I =NI (9.48)
fc z]: uidi ZJ: uid;

2Har tveersnittene forskellige arealer, er denne antagelse i strid med graznsebetingel-
sen for B. Vi kan imidlertid forestille os, at der ved hver sidan grense ligger en smal
overgangszone, hvor B kontinuert zndres til sin nye veerdi.
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Her indgar stgrrelsen

R=Y 2 (9.49)

= p Ay’

som kaldes reluktansen af den pageldende kreds, og som males i reciprokke
henry, [R] = H~!. Med reluktansen kan vi da skrive 9.48 som

950

der har samme form som Ohms lov £ = IR. I overensstemmelse hermed
kaldes amperevindingerne NI ofte kredsens magnetomotoriske kraft, skgnt
dette igen er en uheldig anvendelse af betegnelsen kraft.

Ved beregninger pa magnetiske kredse er det veerd at notere, at da
po & uj; vil selv et snaevert luftgab ofte give hovedbidraget til reluktan-
sen 9.49. I sa fald kan man enten helt negligere ‘jernvejen’ eller ngjes med
en overslagsberegning for denne.

D> Magnetiske og elektriske kredse sammenlignet: Formelt er der en betyde-
lig lighed mellem elektriske og magnetiske kredslgb. I et elektrisk kredslgb er
strgmmen begreaenset til lederens omrade, i et magnetisk kredslgb er fluxen
begreenset til det magnetiske materiales omrade. I det elektriske kredslgb
drives strgmmen af elektromotoriske krafter, i magnetiske af magnetomoto-
riske krzefter. I begge tilfeelde bestemmes henholdsvis strgm og flux af en
‘Ohms lov’, nemlig 5.12 og 9.50:

£ =RI, NI=TR®. (9.51)
De ekvivalente storrelser er saledes
E= NI, R={/[yA=R=1_4/pd, =3, y=pu. (9.52)

Med udnyttelse af disse ekvivalenser er det muligt at anvende Kirchhoffs love
ogsa pa magnetiske kredse.

Analogien mellem elektriske og magnetiske kredse begrznses dog af ma-
terialeparametrene. Vi kan saledes ved hjalp af tabel 5.1 og tabel 8.2 sam-
menligne en leder omgivet af en isolator med en kreds af blgdt jern i luft:

Bingx108,  Jleder o Pisol 022 (9.53)
Ho Yisol Pleder

Pa grund af denne forskel i de relative ‘ledningsevner’ er en elektrisk kreds
langt mere effektiv end en magnetisk, som altid vil leekke noget magnetfelt
til omgivelserne.<

9.5.2 Kredse med permanente magneter

En magnetisk kreds kan, foruden af ydre stromme, ogsa magnetiseres nar
den omfatter stykker af permanent magnetiseret materiale. Fig. 9.8 viser
en sadan kreds, hvor der for enkeltheds skyld ikke er medtaget en mulig
ydre magnetiseringsvikling. Den permanente magnet befinder sig mellem
punkterne a og b, mens resten af kredsen er blgdt jern eller luftgab.

Reluktans,
et nyt begreb

Magneto-
motorisk kraft

Analogr tal
elektrisk kreds

Ogsd Kirchhoff

Permanent
magnetkreds
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Figur 9.9: En magnetisk kreds med
luftgab og permanent magnet.

Udgangspunktet for bestemmelse af felterne er igen antagelsen om, at fluxen
er den samme gennem ethvert tvaersnit af kredsen og Ampéres lov, som her
bliver

fH e =0, (9.54)

da der ikke er nogen ydre (fri) magnetiseringsstrgm. Vi deler integralet op i
et integral langs den externe vej (via luftgabet) fra a til b med feltstyrke(rne)
H; og et integral fra b til a gennem den permanente magnet med feltstyrke
H,,. Dette giver

b a
/Hj-d£+/ H,, - dé = 0. (9.55)
a b

Her erstatter vi nu integrationerne med en sum over de respektive stykker
af vejen, idet vi benytter skrivemdden 9.47 for H,

%

hvor {,, er leengden af den permanente magnet. Fluxen er den samme gen-
nem alle tvaersnit af kredsen, sa der geelder ® = B,, A, og efter 9.56 derfor

2 —/ H,,  df = —Hnln, (9.56)
piA; b

BmAmRe = —Hplm, (9.57)

hvor
£; . £, ~ £y

Ky Aj //LOAg //LOAg
er reluktansen af den eksterne del af kredsen, bestdende af blgdt jern og
luftgab. Som tidligere bemzarket vil reluktansen af luftgabet oftest vaere helt
dominerende, hvilket retfeerdigger approximationen i 9.58. Indfgres denne i
9.57 har vi én relation mellem de ukendte felter H,, og By, i den permanente
magnet

R. =

(9.58)

tmAg

Bm = -
lgAm

poHm = —aHp. (9.59)

Felterne altsa er linezrt forbundne.

Der er endnu en relation mellem felterne H,, og Bm, idet vi ved, at de ma
svare til et punkt pa hysteresekurven for den permanente magnet. Indlzegges
linien 9.59 i 2. kvadrant vil skeringspunktet A med hysteresekurven 9.10
angive det felt, som indstiller sig i den permanente magnet. Man kalder dette
punkt for magnetens arbejdspunkt. Dets beliggenhed afheanger altsa af den
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Figur 9.10: Bestemmelse af arbejds-
. punktet for det magnetiske kredslgb
H fg 9.9,

betragtede kreds og her iseer af luftgabets stgrrelse. Ud fra arbejdspunktet
kan man dernast bestemme fluxteetheden By = B, Am/Ag 1 luftgabet, der
som regel er den i praksis interessante stgrrelse.

Vi bemeerker, at H,, er negativ for et positivt B,,. Som for eksemplerne
med permanente magneter i afsnit 9.5 er der altsa tale om et demagnetise-
rende felt. Det reduceres vesentligt, nar luftgabet lukkes, idet linien 9.59
da bliver meget stejl og H,, derfor lille. Dette er forklaringen pa, at f. eks.
hesteskomagneter ofte opbevares forsynet med et anker.

Demagneti-
sering




Kapitel 10

Magnetisk energi

Elektriske strgmme eller magnetiserede materialer pavirker hinanden med
magnetiske krafter. Et system i hvile, som er opbygget af strgmme og
materialer, vil derfor have en potentiel magnetisk energi. Giver vi slip pa
systemets dele, vil de bevage sig under indflydelse af kraefterne mellem dem,
hvorved potentiel energi omsattes til kinetisk. Men ogsa en isoleret, strgmfp-
rende kreds har en magnetisk energi. Forbindes en spole siledes med en ydre
elektromotorisk kraft, skabes der i kredsen en strgm, som gradvist vokser fra
nul til den veerdi, som bestemmes af den elektromotoriske krafts stgrrelse og
kredsens ohmske resistans. Under strgmmens opvakst er der en tidsvarie-
rende flux i spolen, som skaber en induceret elektromotorisk kraft. Denne
vil efter Lenz’ lov virke imod den ydre elektromotoriske kraft, som altsd ikke
blot arbejder mod spaendingen RI over resistansen, men ogsa mod en indu-
ceret spaending d®/dt over spolen. Dette ekstra arbejde mod den inducerede
elektromotoriske kraft modsvarer den magnetiske energi, som findes i det
opbyggede magnetfelt.

I dette kapitel skal vi underspge den energi, som er knyttet til magne-
tostatiske feenomener. Som ofte fremhavet i det foregdende, skyldes mag-
netfelter til syvende og sidst altid elektriske strgmme. Vi skal derfor begynde
med at se pa simple systemer bygget op af tradformede kredse, som beerer
stationere strgmme. Som antydet ovenfor, spiller den inducerede elektro-
motoriske kraft imidlertid en central rolle ved felternes opbygning. Sa selv
for stationzere felter er det ved beregning af energien ngdvendigt at indrage
den made felterne opbygges pa og dermed ikke-stationzre strgmme. Dette
volder dog ikke nogen principielle problemer, nar blot sndringerne foregar
langsomt i forhold til den tid det tager @ndringen at forplante sig over kred-
sen. Strgmmen er da til ethvert tidspunkt den samme i alle tveersnit af et
lederstykke. Vi skal senere vise, at dette for harmonisk varierende stremme
blot kraever, at bglgeleengden af de tilhgrende elektromagnetiske bglger er
stor 1 forhold til stremkredsens udstraekning. Er denne betingelse opfyldt,
kaldes tilfeldet kvasistationert og de stationzre Kirchhoffske love 5.54 og
5.55 kan anvendes uzndret. Den inducerede elektromotoriske kraft, som fy-
sisk er fordelt over hele kredsen, indgar her kun med sin samlede vardi og
kan behandles, som var den lokaliseret pd lige fod med de patrykte, ydre
elektromotoriske kreefter.
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10.1 Magnetisk energi af enkelt strgmkreds

Vi ser forst pa en enkelt, stiv og fastliggende strgmkreds i sit eget magnetfelt.
Strgmmen i kredsen frembringes af en indkoblet ydre elektromotorisk kraft
&y, eksempelvis et reversibelt batteri, som bade kan afgive og oplagre strgm. I
kredsen virker desuden den inducerede elektromotoriske kraft £ = —d®/dt,
hvor ® er den magnetiske flux gennem hele vindingsarealet. Har kredsen
resistansen R gzlder til ethvert tidspunkt, at

_de
dt

hvor I er den gjeblikkelige strgm. Multipliceres begge sider med ladnings-
elementet dq = I dt, far vi efter omordning

& = RI, (10.1)

&I dt = I6® + RIdt. (10.2)

Denne ligning kan vi nu fortolke pd fslgende made: Venstre side er det
arbejde, som batteriet har leveret i tidselementet d¢. Ligningen fortzller, at
en del, RI%dt, heraf irreversibelt er omsat til Joule-varme. Den eneste anden

Figur 10.1: Den magnetiske energi af

en strgmfgrende kreds bestemmes af
fluxeendringen gennem kredsen.

zndring er, at fluxen gennem kredsen er forgget med §&. For at opretholde
energisatningen ma 16® efter 10.2 vaere den del af de ydre kraefters arbejde,
som er medget til at gge fluxen i kredsen med §®. Derved er kredsens
magnetiske energi U forgget med

[6U = 14%] (10.3)

Vi skal tage 10.3 som grundlag for den videre diskussion af magnetisk energi
i tilfzelde, hvor kredsene ligger fast.

> Energi i selvinduktans: Hvis den betragtede kreds er linezr og stiv, er
fluxeendringen §&® proportional med dI, idet d® = LdI, jvi. 7.14. Ligning
10.3 antager da formen

dU = LI1dI, (10.4)

som integreres til

I
U:/dU:/ LIdI = 13LI?, (10.5)
0

da den magnetiske energi ma vare nul, nar induktansen er strgmlgs. Vi har
hermed fundet det vigtige udtryk

U=1LI% (10.6)




10.2. Magnetisk energi af koblede kredse

for den magnetiske energi af en enkelt selvinduktans med strgmmen I.
Udtrykket U = %LI 2 omtales undertiden som den elektrokinetiske energt,

mens udtrykket U = 1CV?2 (jvi. 4.20) tilsvarende omtales som den elektropo-

tentielle energri analogi med velkendte udtryk for en harmonisk oscillator.<

10.2 Magnetisk energi af koblede kredse

Vi ser nu pa et system, som bestar af n faste strgmkredse anbragt i et magne-
tikum og sdledes, at fluxen fra hver kreds helt eller delvis passerer de gvrige
kredse, se fig. 10.2. Kredsene er altsa magnetisk koblede. Resistansen af den

PFigur 10.2: Et system med n magne-
tisk koblede kredse.

1’te kreds er R; og den gjeblikkelige strgm I;. I hver kreds virker en ydre elek-
tromotorisk kraft £;. Under feltets opbygning giver disse elektromotoriske
kreefter anledning til sendringer i kredsstremmene og dermed til sndringer
i den flux ®,, som passerer hver kreds. I analogi med 10.1 galder det, at

_d¥;
dt
men hvor situationen dog er lidt anderledes, fordi ®; og dermed I; nu af-

henger af, hvad der sker i de andre kredse. Det af & udfgrte arbejde i
tidsintervallet dt¢ bliver da

&

= R, (10.7)

W, = E;Lidt = [6§®; + R,’Iizdt. (10.8)

Af dette arbejde afsettes R;I?dt som varme, mens [;6®; medgar til at op-
bygge systemets magnetiske energi U, som gges med

5U =) 1,69, (10.9)

1=1

Den totale tilvaekst i systemets magnetiske energi, nar stremmene kvasista-
tioneert bringes op fra nul til deres slutveerdier, bliver

U= ZA L:6%; (10.10)
=17 %0

idet ®;o er fluxen gennem den i’te kreds, nar alle strgmme er nul. Denne
begyndelsesflux er nul, hvis der ikke er nogen remanent magnetisering af det
omgivende magnetikum. Det skal bemarkes, at den magnetiske energi kun
er fuldt tilgeengelig, dersom sammenheengen mellem I; og ®; er entydig.
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Lineere kredse

Energi uafhen-
gig af vej

Samlet
arbejde

Total energt 1

En mulig vej

I modsat fald, det vil sige, nar der er hysterese, kan en del af energien veere
bundet i remanent magnetisering.

Vi forudseetter nu, at kredsene ud over at veare stive og faste ogsd er
lineere. Det vil sige, at sammenhengen mellem H og B er linezr, hvilket
da ogsd gaelder sammenhengen mellem I og . For de stive og faste kredse
skyldes fluxeendringen 6®; gennem den i’'te kreds alene strgmaendringer i
kredsen selv og i de n — 1 gvrige kredse.

Vi skal nu vise, at i det lineere tilfeelde er den magnetiske energi uaf-
heengig af den made, feltet opbygges pa. Pa grund af lineariteten kan vi
bekvemt benytte de gensidige induktanser M;; indfgrt i afsnit 7.2.2 og efter
7.24 skrive -

d®; = Y Mi;dl;. (10.11)
j=1
Herefter finder vi det samlede magnetiske arbejde pa de n strgmkredse ved
strgmaendringerne dI; som

§U = ZL’ZM,'J'dIJ’ = ZZM,;jI,’de. (10.12)
=1 =1

=1 j5=1
Der erindres om, at M; er selvinduktansen L, af den ¢’te kreds og at matricen

M;; er symmetrisk.
I summen 10.12 optreeder kombinationen

M,‘jI,'de + Mj,'fjdf,‘ = M,’jd([,;[j), (10.13)

der altsa kan udtrykkes som et totalt differential, fordi M;; er symmetrisk.
Det gar imidlertid ikke at skrive summen i 10.12 som Y, ; M;;d(L;];), da
der her optraeder bade M;; og Mj;, hvilket vil give det dobbelte resultat.
Derimod kan vi skrive tilvaeeksten 10.12 som det totale differential

n

1 n
al = EZZMijd(I';Ij)’ (10.14)

=1 j=1

der umiddelbart integrerer til udtrykket for den totale energi

U= é SN ML (10.15)
1=1 3=1

I dette udtryk for energien indgar kun slutstrgmmene i de enkelte kredse,
hvormed vi har vist, at i det line=re tilfzelde er energien uafhzengig af den
made, strgmmene opbygges pa.

Vi kan f.eks valge at opbygge alle stremmene proportionalt sadan, at
strgmmen i hver kreds til et bestemt tidspunkt er I/ = al;, hvor I; er slut-
strgmmen og a et tal mellem 0 og 1. Pa grund af lineariteten bliver den
gjeblikkelige flux tilsvarende ¢! = a®; og fluxendringen d®, = ®,da. Vi
kan da ga tilbage til udtrykket 10.9 og skrive

dU = Y Ild®; = ) al;®;da. (10.16)

=1 1=1
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Herefter findes totalenergien som

1 n
U= [d=[ aday L, (10.17)
0

i=1

altsa

1 n
U=:% L3, 10.18
5 ; (10.18)

Strgmmene kunne bringes op pd andre mader, men resultatet ville vaere
undret, se et eksempel i opgave 10.1. Den fundamentale relation 10.18
fglger ogsa direkte af 10.15, idet &; = 3°; M;;1;.

Er der kun to koblede kredse, 1 og 2, kan 10.15 skrives som

U=3LI+ ML+ 10,12, (10.19)

hvor M = My, = M3;. Der erindres om, at L; og L, altid er positive, mens
fortegnet pa M afhznger af stromretningerne.
> Ulighed mellem induktanser: Den totale magnetiske energi ma altid veere

positiv. I tilfeeldet med to koblede kredse kan vi udnytte dette til at finde
en interessant ulighed mellem L;, L; og M. Hertil skriver vi 10.19 som

U=112(L1z® +2Mz + Ly) > 0, (10.20)

hvor vi har indfgrt stremforholdet ¢ = I, /I;. Grafen for funktionen U(z) er
en parabel med bunden nedad. Dens minimum ligger ved 2 = —M/L;, som
indsat i 10.20 giver betingelsen

(10.21)

Denne relation har vi allerede forudsat ved diskussionen af magnetisk kobling
(se 7.30).«

10.3 Energi af kontinuert stromfordeling

Udtrykket 10.18 for den magnetostatiske energi kan almindeligggres til at
g=lde for energien af en kontinuert fordeling af strgm. I stedet for et antal
lukkede kredse bestaende af tynde ledninger med konstante strgmme, ser vi
nu pa en stationzr, begrenset stromfordeling beskrevet ved stromteetheden
J. Strgmlinierne ma her vaere lukkede kurver, hvoraf vi kan danne lukkede
strgmliniergr med tveersnit da vinkelret pa J, sml. fig. 10.3. Lad os se pa
et enkelt sddant strgmrgr, som vi betegner med index ¢. Strgmrgret fgrer
strgmmen I;, der kan beregnes som J - da for et vilkarligt tveersnit i rgret.
Den magnetiske lux ®; gennem en flade S; med strgmrgret som rand kan vi
med Stokes’ szetning skrive som

@i:/ B-da:/ VXA-da:f A-de;, (10.22)
S Si C;

Total energi 2

To kredse

Graense for
kobling

Quergang til
strgmliniergr




194 Kapitel 10. Magnetisk energi
Figur 10.3: Den magnetiske energi af
en kontinuert strgmfordeling kan be-
regnes ved at opdele denne i strgmli-
niergr.

hvor C; er en lukket kurve langs strgmrgret. Herefter kan vi skrive den
samlede magnetiske energi 10.18 af strpmfordelingen som
1 1
U=- Ijg A dé == LA -de; 10.23
T ST A, 029
hvor den sidste omskrivning kan foretages, fordi I; er konstant langs strgm-
rgret.

Energien 1 10.23 foretager vi nu den szedvanlige substitution Id€ = Jdv (sml. 6.11),

udtrykt ved hvorefter udtrykket for den magnetiske energi kan skrives

JogA

Total energt 3

Energien
udtrykt ved
H og B

1
U=-: A-Jdv. 10.24
N RES 1o

Forestiller vi os, at strgmfordelingens volumen V helt er udfyldt med strgm-
ror, som overalt ligger teet mod hinanden, kan den lidt besynderlige summa-
tion 37, §¢, af volumenintegraler langs et strgmror erstattes af et volumenin-
tegral over hele strgmfordelingen, hvis magnetiske energi derfor bliver

U:E/ A-Jdv. (10.25)
2Jv

Integrationen skal omfatte hele strgmfordelingens volumen, men derudover
kan vi sidan set ggre integrationsvoluminet V sd stort, som vi gnsker, da der
ikke kommer noget bidrag der, hvor J = 0. Med indfgrelsen af A har vi her
taget et farste skridt hen mod en feltbeskrivelse af den magnetiske energi.

10.4 Energii det magnetiske felt

Integralet 10.25 udtrykker den magnetiske energi af en kontinuert strgmfor-
deling ved hjzlp af fordelingens vektorpotential og strgmtaethed. Udtrykket
er i mange henseender analogt med udtrykket 4.13 for energien af en konti-
nuert ladningsfordeling. I afsnit 4.4 omskrev vi dette sidste udtryk sddan,
at det udelukkende indeholdt de elektriske feltstgrrelser E og D. Vi skal nu
foretage en lignende omskrivning af 10.25 sddan, at det udelukkende inde-
holder de magnetiske feltstgrrelser H og B.

Hertil udnytter vi, at efter Ampéres lov pa differentiel form er V.xH = J,
hvormed 10.25 bliver

U:é/VA~(V><H)dv. (10.26)
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Vi anvender nu vektoridentiteten tabel A.2:8 pa formen
A (VxH)=H- (VXxA)-V.-(AxH), (10.27)
hvormed 10.25 bliver
U:l/H-(VXA)dv-l/v-(AxH)dv, (10.28)
2Jy 2y
og det sidste volumenintegral omskrives til et fladeintegral med resultatet
U:—l—/H-(VxA)dv—ly{(AxH)-da. (10.29)
2 Jv 2Js

Som tidligere bemarket kan vi ggre V sa stor, som vi gnsker, altsd f.eks.
velge V som en kugle med radius R — oco. Efter 6.82 ma vektorpotentialet
pa kuglens overflade aftage mindst som 1/R? og det afledte felt H derfor
mindst som 1/R3. Da kuglefladens areal kun vokser som R?, gir overflade-
integralet i 10.29 mod nul, og alene volumenintegralet bliver tilbage. Men
da V x A = B, er vi ndet frem til det vigtige udtryk for energien

U:l/ H-Bdv. (10.30)
2Jy

Det volumen V, der skal integreres over, omfatter i principet hele rummet.
Men da felterne i store afstande hurtigt konvergerer mod nul, er det iszer
omraderne neer ladningsfordelingen som bidrager.

Udtrykket 10.30 for den magnetiske energi af en strgmfordeling, er helt
analogt til udtrykket 4.32 for energien af en ladningsfordeling. Vi vil derfor
fortolke 10.30 sadan, at den magnetiske energi er knyttet til det magnetiske
felt i rummet og har en energitethed u, med enheden Jm™3, hvor

u=1H-B. (10.31)

Det er en forudseztning for 10.15 og alle fglgende udtryk for den magnetiske
energi, at de betragtede strgmkredse er linezre. Specielt er gyldigheden af
de fundamentale relationer 10.25, 10.30 og 10.31 begrenset til lineere situa-
tioner, hvilket man altid ma huske ved anvendelserne. For linezre materialer
er felterne forbundet ved B = pH, hvor p er materialets permeabilitet. Vi
kan derfor udtrykke energitaetheden i feltet ved hvert af de to felter alene:

2
uw=31uH? = 3%. (10.32)

Ofte optreeder der pa én gang elektriske og magnetiske felter. Er der
linearitet bliver den samlede energiteethed i et sadant elektromagnetisk felt

v=1E -D+H-B), (10.33)

eller

u=3eE*+ IuH? (10.34)

Man kan bemaerke, at det elektriske og det magnetiske felt ikke ‘blander’.

Vektoranalyse

Total energ: {

Energien er
1 feltet

Obs!

Total energi 5
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> Lang solenoide med magnetikum: Vi kan benytte formalismen til at
beregne energiindholdet i en lang solenoide med N vindinger og strgm I,
tveersnitsareal A, leengde £ og fyldt med et linezert magnetikum med per-
meabilitet 4. Den magnetiske feltstyrke H og fluxteetheden B er begge
homogene og axiale og bliver helt analogt med 6.78

NI uNI

> B=uH=f (10.35)

H: =
nl 7

Energiteetheden og den totale energi i solenoiden er derfor

uNZ?1?

pAN?2T?
242 )

_1 —
u_2BH 57

, U=uAl= (10.36)
Vi kan sammenholde dette med udtrykket 10.6 for energien i en selvinduk-

tans L og derved finde L for solenoiden:

uAN?J? I- pAN?

=1L17% = 10.
U=1LI 5 = 7 (10.37)

i overenstemmelse med 7.19, nar po erstattes med u.d
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10.5 Krafter og momenter i magnetostatiken

Lad os igen betragte et system af n stive, magnetisk koblede strgmkredse.
Da hver enkelt kreds befinder sig i feltet fra de andre kredse, vil den veere
pavirket kraefter og kraftmomenter. Giver vi slip pd en bestemt kreds vil
den derfor som regel bevzege sig, idet den forskydes eller drejes. Dette en-
drer fluxene gennem alle kredse og der induceres elektromotoriske krzefter i
kredsen selv og de gvrige kredse, hvorved situationen bliver uoverskuelig.
Vi kan imidlertid forestille os, at de elektromotoriske kreefter i kredsene
er af en sddan beskaffenhed, at de holder strgmmene I; konstante, uanset
hvad der kommer af ydre pavirkninger. En sddan elektromotoriske kraft kal-
des en konstantstrgms-generator. I sin simpleste form kan den blot vzere en
speendingskilde (et batteri), hvis spaending er meget hgjere end de elektrom-
otoriske kreefter, som induceres. Forsynes strgmkredsen gennem en passende
stor resistans, bestemmer denne praktisk talt alene strgmmens stgrrelse.

Figur 10.4: System af magnetiske
kredse med faste strgmme. Flytning

S af en kreds under pavirkning af feltet
" giver en forggelse af dettes energi.

Vi lader nu en enkelt kreds fa en translatorisk forskydning dr under
pavirkning af den samlede magnetiske kraft F, som virker pa den. Derved
udfprer systemet et mekanisk arbejde dW pa enkeltkredsen, som bliver

dW =F -dr = Fydz + Fydy + F.dz. (10.38)

Arbejdet sker pa dels pa bekostning af systemets magnetiske energi, som
endrer sig med —dU og dels ved, at batterierne giver et tilskud dWs. Vi kan
derfor opstille en energibalance

dW = —dU + dW,. (10.39)

De to bidrag pa hgjre side kan settes i relation til hinanden. Den magnetiske
energi af systemet er givet ved 10.18 sddan, at vi har

U=1y,L&; = dU=1Y,Ld%, (10.40)

eftersom alle strgmme holdes konstante.

Det er batterierne, som sgrger for at holde strommene konstante. Dertil
ma de overvinde de inducerede elektromotoriske kraefter —d®,/dt, hvilket i
lighed med 10.9 krzever et arbejde

aW, =Y, 1,d®,. (10.41)
Herefter giver 10.39 det samlede arbejde af system og batterier
dW = —dU + dW,, = —% Y. Lid®i+ 5, 1;d®; = % > 1;id®; = +dU. (10.42)

System med
beveegelse

Konstante
strgmme

Arbejde
pd kreds

Energibalance
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Pa grund af tilskuddet fra batterierne gger systemet altsa sin magnetiske
energi, nar det udfgrer arbejde.

Ogsa kraften F pa enkeltkredsen kan findes ved en energibetragtning.
Nar alle strgmme er faste og kun beliggenheden af den betragtede kreds
endres, vil systemets magnetiske energi alene vere en funktion U(r) af po-
sitionen r af denne kreds. Differentialet dU kan da beregnes pa szdvanlig
madde og ved benyttelse af 10.38 og 10.42 kan man skrive

ov ou ov

hvoraf

(10.44)

F=(F,F, F)= (8(] ou 8U).

0z’ 8y’ 0z
Kraften bliver altsd i dette tilfaclde plus gradienten af feltenergien:

F=4+VU, I konstant. (10.45)

Ved tilsvarende overvejelser kan man finde det kraftmoment, som virker
pa en enkeltkreds. Er denne bundet til at dreje sig om en bestemt akse, kan
man udtrykke feltenergien som U(@), hvor 6 er drejningsvinklen i forhold til
en tilfeeldig nulvinkel. Kraftmomentet bliver da

T = +80—(9]’ I konstant. (10.46)

> Magnetisk stang i spole: Som et eksempel i tilknytning til det for-
anstaende, kan vi se pa en cylindrisk stang af blpdt jern med permeabilitet
i, som er delvis indskudt i en spole. Her er vi ikke interesseret i kraften
pa spolen, men pa et stykke magnetikum, som er en del af det samlede sy-
stem. Kraften pa stangen stammer fra et kompliceret, inhomogent feltforlgb
ner spolens og stangens ender, men kan enkelt findes ved en energibetragt-
ning. Lad spolen have leengden £ og N vindinger med den fastholdte strgm
I. Langt fra enderne vil H-feltet veere ret homogent og bade i materiale
og i vacuum have stgrrelsen H = NI/{, jvf. 6.78. Den magnetiske energi-
teethed bliver da —;—,qu i den indskudte del af stangen og —%,uon i spolen
udenfor. Vi giver nu stangen en virtuel forskydning Az ind i spolen. Her-
ved =ndres de komplicerede felter ner enderne ikke vaesentligt og man kan
sige, jvf. fig. 10.5, at nettozendringen er, at et homogent omrade med leengde

Figur 10.5: Kraft pa magnetisk stang i en spole
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Az er overgdet fra at veere vacuum til at veere magnetikum. Har stangen
tveersnitsarealet A, giver dette en energizendring for systemet

AU = %H2(# - /Lo)AAm. (1047)

Da strgmmen holdes konstant skal kraften pd stangen beregnes som plus
gradienten af den magnetiske energi og bliver altsa

ou

Fr=—4— =1H*u- po)A. (10.48)

Oz
Denne kraft er positiv, dvs., at den gar i retning af z pa figuren, og vil altsa
treekke stangen ind i spolen. Indretter man det saledes, at spolestrgmmen
automatisk afbrydes, nar stangen er trukket helt ind, kan denne med stor
fart fortsaette ud af spolens anden ende (Birkelands kanon).<

10.6 Energi i ferromagnetika

I det foregaende har vi hovedsagelig undersggt magnetiske systemer som in-
deholdt linezere magnetiske materialer. Men de vigtigste magnetiske mate-
rialer er ferromagnetika, hvor sammenhengen mellem H og B ikke er linezr
og ofte ikke entydig, sadan som det blev diskuteret i afsnit 8.4.1. Vi skal her
se pd energiforholdene i systemer som indeholder ferromagnetiske materialer
og hvor hysterese er fremtraedende.

Figur 10.6: Magnetisk kreds opbyg-

get af ferromagnetisk materiale.

Konkret ser vi pa en magnetisk kreds, fig. 10.6, fremstillet af det ferro-
magnetiske materiale. Kredsen magnetiseres af en spole med strgm I og N
vindinger. Vi regner med, at der er samme flux ® gennem alle tveersnit af
kredsen. Ved beregning af energien kan vi ikke benytte det linezre udtryk
10.18, men ma g3 tilbage til det alment gyldige arbejdsdifferential 10.3. Ef-
ter dette kraever en fluxeendring 6%, at den drivende elektromotoriske kraft
udfgrer et differentielt arbejde

§W, = NI6®, (10.49)

idet der er en induceret elektromotorisk kraft at arbejde imod i hver af de
N vindinger. Amperevindingerne NI kan, jvf. 9.46 erstattes med $§H - de
langs en vilkarlig fluxlinie i kredsen, saledes, at

6Wb:6<I>}§H-d£=}§AéBH-d£, (10.50)

Magnetisk
kanon

Tkke-lineere
materialer

Ferromagnetisk
kreds

Differentielt
arbejde
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a) b)

Figur 10.7: Arbejdet ved magnetisering af et ferromagnetikum udtrykt som arealer
af hysteresekurven.

hvor A er magnetkredsens tversnit. Da d€ og B er tangenter til fluxlinien,
har de overalt samme retning. Vi kan derfor flytte vektorkarakteren fra d#
til B og skrive

§W, = anBHde:/ H - §Bdv, (10.51)
14

idet linieintegralet langs hele fluxvejen erstattes med et volumenintegral,
hvor dv = Ad{ og hvor V = §dv = § Ad{ er hele kredsens volumen. Vi kan
fortolke 10.51 sadan, at der til endring af materialets magnetisering med 6B
kraeves et ydre arbejde (fra batterierne), som per volumen er

dwy = H - 6B. (10.52)

Vi ser nu pd materialets hysteresekurve fig. 10.7. AEndres materialets
magnetisering med et §B som vist pa figuren, sa vil der hertil efter 10.52
kreeves et positivt arbejde dwy per volumen, som svarer til den tilhgrende
skraverede strimmel pa fig. 10.7a. Fortsettes kurvens gennemlgb ad den
nedadgaende gren saledes, at fluxtaetheden andres med det viste § B’, svarer
arbejdet igen til den skraverede strimmel, men dette arbejde er negativt,
fordi dB’' er negativ, mens H er positiv. Gennemlgbes hele hysteresekurven
overbeviser man sig ved hjelp af differentialet 10.52 let om, at dette per
volumen kraver et arbejde, som er det af hysteresekurven indesluttede areal,
fig. 10.7b, altsa

wp = fﬂ 6B, (10.53)

hvor kredsintegralet nu gar langs hysteresekurven.

Efter gennemlgbet af hysteresekurven er materialet vendt tilbage til sin
oprindelige tilstand, og dets magnetiske energi ma derfor vare usendret.
Kredsningsintegralet 10.53 er positivt og udtrykker det arbejde, som den
ydre elektromotoriske kraft per volumen har udfgrt pa materialet. Dette
arbejde er et energitab, som er medgaet til at vende de magnetiske momenter
i materialet mod friktionskreefterne og optreeder som varme i materialet.
Bemaerk, at 10.53 er energitabet for ét gennemlgb af hysteresekurven. Er
den drivende elektromotoriske kraft en vekselstrgm, bliver den effekt som
afszettes derfor direkte proportional med frekvensen.
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Vekselstrom

I kapitel 5 behandlede vi elektriske netvaerk, som var sammensat af konstante
elektromotoriske krafter og resistorer i lukkede masker. Vi var i stand til
at beregne de elektriske jevnstrgmme i de enkelte grene af et sidant net-
veerk ved at dele det op i serie- eller parallelforbindelser af resistanser og
elektromotoriske krafter eller, nar dette ikke var muligt, ved anvendelse af
Kirchhoffs love 5.54 og 5.55.

I dette afsnit skal vi udvide behandlingen af elektriske kredse og netvaerk
til at omfatte elektromotoriske kraefter og dermed strgmme, som varierer
med tiden. Af passive komponenter kan der da, udover resistorer, i kreds-
ene ogsa indga capacitorer og induktorer, som har vaesentlige virkninger pa
tidsvarierende spandinger og strgmme.

Ved behandlingen af magnetisk energi omtalte vi kvasistationzere strgm-
me som strgmme, der varierer sa langsomt, at strgmmen er den samme i
alle tvaersnit af et lederstykke. Vi skal siden se, at en elektrisk forstyrrelse
langs en leder udbreder sig med lyshastigheden c eller i hvert fald med en
betydelig brgkdel deraf. Har kredsen en linezer udstraekning L, er den tid, det
tager for forstyrrelsen at nd alle dele af kredsen, derfor af stgrrelsesordenen
t = L/c. Inden for dette tidsinterval ma den drivende elektromotoriske kraft
og dermed strgmmen lokalt ikke andre sig vaesentligt, hvis betingelsen for
kvasistationaritet skal vaere opfyldt. Varierer den patrykte elektromotoriske
kraft harmonisk med svingningstiden 7 = 1/v, hvor v er frekvensen, kan vi
udtrykke betingelsen for kvasistationaritet som

t<T = Llcklfy =|LLc/v=2), (11.1)

idet A er bglgeleengden af en elektromagnetisk bglge i vacuum med samme
frekvens som svingningen i kredsen. Betingelsen for kvasistationaritet er
saledes meget anskueligt, at kredsen skal veere lille i sammenligning med
bglgeleengden af den elektromagnetiske straling, kredsen i givet fald ville
udsende. Dette er ikke noget meget restriktivt krav. For almindelig 50 Hz
vekselstrgm kan et 1000 km transmissionsnet betragtes som kvasistationaert.
Almindeligt laboratorieudstyr med en udstraekning pa 1 m vil veere kvasista-
tionzert op til frekvenser pa 100 Mhz. I hurtige computere kan der imidlertid
i forbindelse med de skarpt formede elektriske impulser forekomme sa hgje
frekvenser, at afvigelsen fra kvasistationaritet bliver meerkbar.
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I det fglgende skal vi overalt forudsette kvasistationaritet. Dette medfgrer,
som vi skal se, at de metoder, vi anvendte for jeevnstrgmsnetverk i afsnit
5.7, kan udvikles til meget kraftige redskaber ogsd for analyse af netvaerk
med tidsvarierende strgmme.

11.1 Komponenter og maskeligninger

Som forberedelse til den generelle behandling skal vi fgrst undersgge, hvor-
dan de fundamentale netvaerkskomponenter resistans R, induktans L og ca-
pacitans C opfgrer sig, nar de forbindes i serie med en tidsvarierende elek-
tromotorisk kraft. Vi vil antage, at disse komponenter er ideelle sddan, at
vi eksempelvis kan se bort fra den ladning, der forekommer pa overfladen
af en resistor eller en induktor, nar den har et potential. Dette svarer til,
at disse komponenter ikke har nogen capacitans. Vi vil ga ud fra, at noget
tilsvarende geelder generelt, siledes at R, L og C star for de rene egenskaber
resistans, induktans og capacitans. Ligeledes vil vi ga ud fra, at de forbin-
dende ledninger ikke har nogen af disse egenskaber. Afvigelser fra idealitet
optraeder naturligvis for alle fysiske kredse og komponenter, men eksempelvis
den indre resistans i en spole antages da at kunne indfgres som en lokaliseret,
saerskilt resistans i serie med spolen.

E>]
¥~y
3
¥~y

£(t) W (DY
& )

b)

R » L

1 S135R

C\' 1(t) C\' I(t) C\ 1(t)
(D

~ =

Figur 11.1: Seriekredse med de fundamentale komponenter R, L eller C.

Vi ser fprst pa en resistans, som er forbundet i serie med en tidsvarierende
elektromotorisk kraft £(t), fig. 11.1a. Her vil der til enhver tid lgbe en strgm
I(t) i kredsen bestemt af Ohms lov 5.49 eller 5.55.

£(t) = RI(t). (11.2)

I maskens foreskrevne omlgbsretning er der fra punkt p til punkt g et speen-
dingsfald V' = RI over resistansen. Ligesom for jeevnstrgm udtrykker 11.2,
at den elektromotoriske kraft er lig det ydre spaendingsfald i kredsen.

Vi ser derneest pa en situation fig. 11.1b, med en induktans L som ene-
ste komponent. En strgmeendring i induktansen bevirker, at der i denne
induceres en elektromotorisk kraft —L dI/dt. Retningen af den inducerede
elektromotoriske kraft er sadan, at den virker imod den patrykte. Har punkt
p til et bestemt tidspunkt en positiv speending i forhold til punkt g, er der
et speendingsfald V = L dI/dt i den foreskrevne omlgbsretning sddan, at

dI(t)
Tdt

£(t) =L (11.3)
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Alternativt kan sagen opfattes sidan, at der optraeder to elektromotoriske
kreefter £ og —LdI/dt i en resistansfri kreds, hvor da & — LdI/dt =
overensstemmelse med 11.3.

Endelig er der pa fig. 11.1c vist en enkelt capacitans C i serie med den
elektromotoriske kraft. Har punktet p til et vist tidspunkt ¢t en positiv speen-
ding V i forhold til punkt g, beerer den venstre plade en positiv ladning
@ = CV. Vi kan for enkelheds skyld forudsatte, at ladningen var ¢ = 0 til
tidspunktet ¢ = 0. Der geelder da

Q:/Uma. (11.4)

Spandingsfaldet V = Q/C er igen lig kredsens elektromotoriske kraft, sa for
capacitanskredsen kan vi skrive

:%Aﬁma. (11.5)

Hermed kan vi da opskrive den grundleggende maskeligning for den kom-
binerede RLC-seriekreds vist pad fig. 11.2, som bliver

ﬂﬂ:RK)+LiE~+C/ (11.6)

Denne integral-differentialligning udtrykker Kirchhoffs 2. lov for en serie-
kreds. Rakkefglgen af komponenterne er ligegyldig. Ligningen udtrykker
blot, at den patrykte elektromotoriske kraft er summen af spaendingsfaldene
i kredsen. Kirchhoffs 1. lov reducerer i dette tilfzelde til et udsagn om, at
strgmmen til ethvert tidspunkt er den samme gennem alle tvaersnit af kred-
sen.

Fra 11.6 kan vi finde en differentialligning for ladningen Q(t) pa capaci-
tansen. Idet der geelder I = dQ/dt og dI/dt = d?Q/dt? bliver ligningen
d’Q dQ

— 11.
S tR—+ 5 Q (11.7)
I stedet kunne vi differentiere 11.6 én gang efter tiden og finde en differen-
tialligning for strgmmen I:

E(t)= LS %

¢ d?I dr 1

mg(t) Figur 11.2: Kreds bestaende af en
~ tidsvarierende elektromotorisk kraft i

-— serie med kombinationen RLC.

C alene

RLC 1 serte

Ladning pa
capacitor
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Ligningerne 11.7 og 11.8 er linezre differentialligninger af 2. orden med kon-
stante koefficienter. Som vist i matematiken lgses sadanne ligninger ved
forst at finde den fuldstzendige lgsning til den homogene ligning, som fas
ved at sette £(¢) = 0. Denne lgsning kan altid findes ved hjelp af differen-
tialligningens karakterligning, og den vil indeholde to arbitraere konstanter.
Den fuldstzendige lgsning til den inhomogene differentialligning for et givet
E(t) findes ved at addere en vilkarlig lgsning til den inhomogene ligning til
lgsningen af den homogene ligning. De arbitraere konstanter ma derefter
bestemmes ud fra begyndelsesbetingelserne. Vi skal i det fglgende se flere
eksempler pa anvendelsen af denne generelle metode.

Fysisk kan lgsningen til 11.8 i det homogene tilfeelde beskrive den strgm,
der findes i kredsen, nar den ikke er pavirket af nogen ydre elektromotorisk
kraft, men blot er startet med en eller anden begyndelsesbetingelse. Denne
strgm vil snart dg ud, idet der afsattes effekt i kredsens resistans. Man
far imidlertid ogsd den homogene ligning, nar den patrykte elektromotoriske
kraft er konstant. Indeholder kredsen ikke nogen capacitor, bliver Igsningen
efter en tid en konstant jevnstrgm bestemt af kredsens resistans. Er der
en capacitor i kredsen, bliver der ingen varig strgm, men en konstant slut-
spaending over capacitoren. Denne type fanomener skal vi under ét kalde
transiente (forbigdende). Transienter behandles i afsnit 11.2.

I praksis er de vigtigste tilfzelde dem, hvor den patrykte elektromotoriske
kraft er en sinusformet vekselspeending. Ved indkoblingen af denne kan der
opsta transiente feenomener, som imidlertid efter en tid dgr ud, hvorpd der
i kredsen kun forekommer en vekselstrgm med samme frekvens som den
patrykte speending og med konstant amplitude og fase. En sddan vekselstrgm
kaldes stationer. Stationzre vekselstrgmme behandles i afsnit 11.3.

Komponenterne R, L, C og desuden gensidig induktans M, kan selv-
sagt indga i mere komplicerede netvaerk med flere masker og eventuelt flere
patrykte elektromotoriske kraefter. Det verktgj, som her ma anvendes, er
fortsat Kirchhoffs love, som vi kan angive pa formen

1. Summen af alle stremme, som lgber ind mod en knude er nul, altsd

> I =0, (11.9)

knude

hvor j antager vaerdierne for de grene, som mgdes i knuden.

2. Summen af de elektromotoriske kreafter i en maske er lig summen af
speendingsfaldene V; over komponenterne i hver gren af masken, altsa

Yo&= YV, (11.10)

maske maske

Spendingsfaldene for henholdsvis resistans, induktans, gensidig in-
duktans og kapacitans er

dl; dl 1t
V=RD, V=L V=Y MuGh Vi=g [ L,
k

(11.11)
hvor k gar over de grene, som har en gensidig induktans til gren j.
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I det generelle tilfeelde er maskeligningerne et system af sammenhgrende
integral-differentialligninger, som hurtigt bliver meget kompliceret. Vi skal
dog se, at der sker vaesentlige forenklinger, nar de patrykte elektromotoriske
kreefter varierer harmonisk med tiden.

11.2 Transienter

En transient i et elektrisk netvaerk er et ikke-periodisk forlgb fremkaldt af
en forbigdende ydre pavirkning. I dette afsnit skal vi iseer interessere os
for tilfzelde, hvor pavirkningen er simpel ind- eller udkobling af en konstant
elektromotorisk kraft. Lgsningen af de optraedende differentialligninger er da
meget enkel. I praksis er den ydre pavirkning ofte elektriske impulser af mere
kompliceret art, hvor differentialligningerne mest hensigtsmaessigt lgses ved
andre metoder, herunder anvendelse af den sakaldte Laplacetransformation.

R L

p q
Oy
&o |1 . .
| Figur 11.3: Seriekreds med R og L og
— konstant elektromotorisk kraft &.

> Serieforbindelse af R og L: Som fgrste eksempel skal vi (fig. 11.3) se pd en
serieforbindelse af en resistans R og en induktans L. Den ydre pavirkning er
en konstant elektromotorisk kraft £, eksempelvis et batteri, som pludselig
indkobles ved hjelp af en kontakt. Vi skal antage, at indkoblingen sker til
tiden t = 0 sadan, at £ =0 fort < 0og & = & for t > 0, som vist pa fig.
11.4a.

Da der ikke er nogen capacitans i kredsen, far maskeligningen 11.6 den
simplere form

di
= —_ 11.12
E=RI+ L e ( )
altsd en 1. ordens differentialligning.
Vi lgser forst den homogene ligning, som findes ved at s=tte £ = 0, og

som kan skrives pa formen

dl R
R 1
pr LI (11.13)
Denne ligning har lgsningen
I(t) = Ke Bt/L (11.14)

hvor K er en arbitrzer konstant.

Vi skal nu finde integralet til den inhomogene ligning. For ¢t < 0 er denne
identisk med den homogene ligning og har lgsningen I = 0, da kredsen er
strgmiri for indkoblingen af £;. For ¢ > 0 ser man umiddelbart, at I = £/ R
er et partikuleert integral. Fysisk er £,/ R den stationzre jevnstrgm, som

Forbigaende

pdvirkning

RoglL

Metode
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Figur 11.4: Et transient forlgb af spanding og strgm i en RL-kreds.

til slut indstiller sig i kredsen. Dette ses ogsa af den inhomogene ligning ,
idet dI/dt szttes til 0. Det fuldstzendige integral for ¢ > 0 bliver altsa

I(t) = % - Ke RUL, (11.15)

Konstanten K skal nu bestemmes fra begyndelsesbetingelserne. Integral-
kurven 11.15 ma starte i punktet (¢,I) = (0,0). Det fglger af, at strgmmen
gennem induktoren ikke brat kan eendre sig fra 0 for ¢ < 0 til en endelig
veerdi for t = 0, hvilket ville medfpre en uendelig hgj induceret speending
LdI/dt1i strid med 11.12. Efter 11.15 bliver da K = &£ /R og saledes

I(t) = % [1 - e BelE]. (11.16)

Dette strgmforlgb er vist pa fig. 11.4b.
Exponenten i 11.15 eller 11.16 kan skrives som —t/(L/R). Stgrrelsen

r=L/R (11.17)

er saledes en tid, som kaldes tidskonstanten for den pagealdende kreds. Jo
mindre tidskonstant, des hurtigere nar strgmmen op pa sin slutvaerdi £/ R.
Fort = 7 er I 63% af slutveerdien, for't = 57 er den 99%. Man kan ogsa be-
merke, at kurvens begyndelseshzldning er dI/dt = £/ L, hvilket ogsa falger
af 11.12 med I = 0. Uden at lgse differentialligningen kan man ved hjelp af
disse enkle sammenhange skitsere strgmforlgbet med god ngjagtighed.

Med en lignende metode kan man beregne strgmmen, dersom batteriet i
en stationser RL-kreds pludselig fjernes og erstattes af kortslutning

I(t) = %e‘m/[‘. (11.18)

Strgmmen aftager her exponentielt mod nul fra sin stationaere veerdi.<

> Serieforbindelse af R og C: Vi skal nu kort se pa (fig. 11.5) en serie-
forbindelse af en resistans R og en capacitans C. Den ydre pavirkning er
igen en pludselig indkobling af en konstant elektromotorisk kraft & til tiden
t = 0, som vist pa fig. 11.6. Problemer af denne type mgdes ofte ved op-
eller afladning af kondensatorer eller individuelle ledere. I dette tilfeelde er
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r q
v o
ol . :
L Figur 11.5: Seriekreds med R og C og
— konstant elektromotorisk kraft &,.

der ikke nogen induktans i kredsen og maskeligningen 11.6 far formen
t
5=RI+i/ Idt, (11.19)
. CJo

altsd en integralligning. Ved differentiation heraf under hensyn til, at £ er
konstant, finder vi den homogene differentialligning

dr I
R+ 5 =0, (11.20)
som har lgsningen
I(t) = Ipe t/BC. (11.21)

Her er Iy begyndelsestrgmmen, som efter 11.19 bliver Iy = & /R, idet vi
benytter, at ladningen péa capacitoren er 0 for ¢t = 0. Den endelige lgsning
til problemet bliver saledes

I(t) = §R9e~t/RC. (11.22)

Dette strgmforlgb er vist pa fig. 11.6a. Tidskonstanten bliver her

(11.23)

Ladningen pé capacitoren kan findes ved direkte integration af differential-
ligningen 11.7 eller enklere, ved integration af 11.22 fra 0 til {. Resultatet
bliver

Q(t) = &C [1 - e™/R%] (11.24)

Ladningen vokser her mod sin slutveerdi @ = £ C, sml. fig. 11.6b og 2.153. <.

100 2 £/ R 100 @ £C
80 80}
sof 80
a0t s}
0t 20
ol ervamer— ) . , ‘ t/T ol - / ) ) . . t/"'
S R 1 7 3 ¢+ s I e z 3 4 5
a) b)

Figur 11.6: Et transient forlgb af strgm og kondensatorladning i en RC-kreds.

Aftagende
strgm

Voksende
ladning
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D> Serieforbindelse af R, L og C: Som sidste eksempel skal vi se pa den
fuldstaendige seriekreds fig. 11.7, hvor der bade er en resistans, en induktans
og en capacitans tilstede. Strgmforlgbet for en pludselig indkobling af en
ydre elektromotorisk kraft bliver da mere kompliceret og ma opdeles i en
rekke specialtilfaclde.

“ Figur 11.7: Seriekreds med R, L og C
-— og konstant elektromotorisk kraft &.

Det er her hensigtsmaessigt at starte med den grundlaeggende maskelig-
ning pa differentieret form, altsa 11.8. Da den patrykte elektromotoriske
kraft er konstant bade for t < 0 og t > 0, bliver ligningen homogen og af 2.
orden. Efter division med L kan den skrives som

d*I RdI 1

= tI g t1el =0 (11.25)

Da der er en serieinduktans i kredsen, ma begyndelsesstrgmmen vare 0 og
tilsvarende ma ladningen pa capacitoren efter 11.4 veaere 0. Af 11.6 fglger
da straks, at det spgte integral ma indeholde linieelementet (¢,I,dI/dt) =
(0,0,&/L).

Differentialligningen 11.23 har karakterligningen

R 1
2 & R .
'r+L'r+LC 0, (11.26)
med rgdderne
2
re-f g B _ L (11.27)

2L 4L2 LC

Ved den videre diskussion ma vi nu skelne mellem tre tilfeelde bestemt af
fortegnet pa diskriminanten:

a) R > 2,/L/C en situation, der betegnes som overdempning. Karakterlig-
ningen har her to reelle rgdder, som vi kan skrive

R R
T = 3L + a, Ty = YA a, (11.28)
hvor
R? 1
«=1\3pz " I’ (11.29)

som er reel. Det fuldstzendige integral bliver

I = kye™t + kye™t, (11.30)
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100 I
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vaor 1 «
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80 R — 4 4] 1 2
w0l b)
20(\‘ ¢

a) |L=0.1,C=0.1, & = 100.

Figur 11.8: Strgmforlgbet ved overdeempning, kritisk d@mpning og underdampning
i RLC-kreds.

hvor konstanterne k; og ky skal bestemmes, sa det partikuleere integral gar
gennem linieelementet (¢,1,dI/dt) = (0,0,&/L). Man finder k; = —k2 =
&o/2a L, hvorefter stremmen bliver

I= 5%_Je—’“/”(e"‘ — e, (11.31)

Det overdeempede strgmforlgb er vist pa fig. 11.8a.

b) R = 2,/L/C en situation, der betegnes som kritisk dempning. Karakter-
ligningen har her sammenfaldende, reelle r¢gdder

Ty =T = _ﬂ’ (1132)

hvortil der svarer det fuldsteendige integral
I = kye™? + kote™t. (11.33)

Det partikuleere integral skal indeholde linieelementet (0,0,&o/L), hvilket
giver k; = 0 og k2 = £/ L og strgmmen

I= %te‘Rt/ZL. (11.34)

Det kritisk deempede strgmforlgb er vist pa fig. 11.8b.

¢) R < 2,/L/C en situation, der betegnes som underdempning. Karakter-
ligningen har to komplexe rgdder, der kan skrives som

. R .
r = —?L' + wp, T2 = “ﬂ — Wn, (1135)

hvor vi har indfgrt kredsens naturlige frekvens

Over-
dempning

Kritisk

dempning

Under-

dempning

Frekvens
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som er reel, og for svag deempning (R lille) meget naer resonansfrekvensen
1/+/LC, som vi siden skal mgde. Det fuldstzendige integral bliver

I = e REI2L(f gtwnt 4 fyemivnt), (11.37)

Det partikuleere integral skal gi gennem linieelementet (0,0, &/ L), hvilket
giver ky = —ky = & /2iw™L og strgmmen

&o ~Rt/2L _;
- 0 AL 11.
I oI° sin wnt (11.38)

Dette underdeempede strgmforlgb, som til forskel fra de to foregdende er
oscillatorisk, er vist pa fig. 11.8c.<

> Svagt dempet svingning: Hvis R <« 2./L/C for kredsen fig. 11.7 giver
11.38 en praktisk talt ren sinussvingning (fri svingning) med cyclisk frekvens
w = 1/ IC og periode T = 27 /w. Forholdet mellem den maximale strgm
for to successive udsving, m og m + 1, er med god tilnaermelse bestemt af
exponential funktionen alene. Man skriver sadvanligvis

In _ RT C R

=1 —_—
6=l I Iw’

Im+1
hvor § kaldes det logaritmiske decrement. Den dimensionslgse stgrrelse,

v Lw
Q=7="F% (11.40)
(ikke ladning!), omtales som kredsens kvalitetsfaktor eller godhed.<
> Effekt og energi ved transienter: Den gjeblikkelige effekt, som afgives
af den elektromotoriske kraft under en transient, er P = £I(t). Effekten
afsettes dels som varme i kredsens resistanser og dels som elektrokinetisk
og elektropotentiel energi i induktanser og capacitanser.

Som eksempel kan vi se pa opladningen af en capacitor, som illustreret
pa fig. 11.5-11.6. Lad U vere den af batteriet afgivne energi under hele
forlgbet og Ugr og Uc den energi, som henholdsvis er afsat i R og oplagret i
C. Med benyttelse af udtrykkene 11.22 og 11.24 for strgm og ladning bliver

v = [gra=8 we_t/Rcdt—g—g[—-RCe_t/Rc]w-gzc
~ LT TR b " R o O
o0 82 o0 82 RC 00 1
= 24t = 20 -2t/RC j, _ “0 | v -2t/RC _ g2
Ur /ORIdt R/o e~2t/RC 4y R[ . ]0 Leic,
_ 197 1,
Ve = 56 =3%%

hvor man bemzerker, at U = Ur + U og Ur = Uc = U/2. Ved opladningen
oplagres siledes kun halvdelen af energien i capacitoren, mens den anden
halvdel tabes i resistansen. Dette gaelder ogsd, hvis resistansen udelukkende
er indre resistans i den elektromotoriske kraft. <
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11.3 Sinusformet vekselstrgm

Vi skal nu betragte vekselstrsmme, som er periodiske sddan, at et givet
strgmforlgb gentager sig efter en vis tidsperiode 7, der kaldes svingningsti-
den. De vigtigste tilfelde er dem, hvor strgmmen er en sinusfunktion af ti-
den. Dels fordi sadanne strgmme i praksis spiller langt den stgrste rolle. Dels
fordi andre periodiske forlgb efter Fouriers teorem altid kan oplgses i eller
syntetiseres fra harmonisk varierende strgmme. I de fglgende koncentrerer vi
os derfor om beskrivelsen af kredslgb, hvor strgmme og spsendinger varierer
harmonisk med en enkelt cyclisk frekvens w = 27 /7. Det skal dog huskes,
at en lgsning til et kredslgbsproblem, eksempelvis et udtryk for stremmen
for en given patrykt elektromotorisk kraft, vil afhaenge af frekvensen. Ved
analyse eller syntese af ikke-harmoniske forlgb er det derfor ngdvendigt, at
betragte hver Fourier-komponent for sig.

R L C
o
moejm Figur 11.9: RLC seriekreds med
~ patrykt harmonisk varierende spzn-
— ding.

Vi kan indfgre nogle vigtige metoder og begreber ved at betragte RLC-serie-
kredsen 11.9. Den patrykte elektromotoriske kraft, som vii dette afsnit oftest
blot vil kalde spaendingen og betegne med V' = V(t), varierer harmonisk med
tiden som

V = Vycoswt. (11.41)

Opgaven er, at finde strgmmen i kredsen ved lgsning af den grundlaeggende
maskeligning, som vi skal anvende pa den differentierede form 11.8 og som

her bliver ,
- wVysinwt = Lj—tf +R§—f +—é—I. (11.42)

Vi lgser nu farst den homogene ligning og adderer dernzest et partikuleert
integral til den inhomogene ligning. Men den homogene ligning er identisk
med 11.25 og dens lgsninger vil have én af formerne 11.31, 11.34 eller 11.38,
som alle er exponentielt deempede med faktoren exp(—Rt/2L). Den homo-
gene lgsning bidrager til strgmmen efter, at spaendingen tilsluttes, eksempel-
vis til ¢ = 0, men dgr bort efter nogle fa tidskonstanters forlgb. Vi er derfor
hovedsagelig interesseret i at finde den partikulzere l#sning til 11.42. Dette
er den tvungne svingnings problem, hvis lgsning er en harmonisk svingende
strgm med samme frekvens, men ikke ngdvendigvis samme fase, som den
patrykte spznding.

Ved lgsning af vekselstrgmsproblemer er det ofte fordelagtigt at arbejde
med komplere spendinger og komplexe strgmme. I stedet for den reelle
spending 11.41, indfgrer vi derfor den komplexe speending

V = Vyelvt (11.43)

Periodisk
vekselstragm

Harmonisk
emk

1. Reel spen-
ding

2. Komplez
spending
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hvor vi, i overenstemmelse med szdvanlig elektroteknisk praksis, anvender
j til at betegne den komplexe enhed i. Er Vj reel, er realdelen af 11.43 den
fysisk patrykte spaending 11.41. Der er dog ikke noget i vejen for at lade Vp
vere komplex. Realdelen af 11.43 angiver da fysisk en patrykt spznding,
som er faseforskudt i forhold til 11.41.

Den komplexe strgm i kredsen vil vi skrive som

I = Iye™t, (11.44)

hvor Ip i almindelighed vil veere komplex.
Vi finder den komplexe strgm ved at indseaette 11.43 og 11.44 i differen-
tialligningen 11.42, hvilket giver

JwVoe?t = [_sz + jwR + é] Toe?™t. (11.45)

Efter bortforkortning af den exponentielle tidsfaktor og division med jw
bliver

Vo = {R%—j (Lw—%)] In, (11.46)

som er en algebraisk ligning til bestemmelse af relationen mellem Iy og Vj
for RC L-seriekredsen. Herefter er problemet med at finde den til en given
vekselspzending svarende strgm i principet lgst, idet 11.46 bestemmer det
komplexe Iy. Den tidsvarierende strgm bestemmes da af 11.44 og realdelen
heraf giver den til realdelen af 11.43 svarende fysiske strgm. Vi skal mere
detailleret diskutere denne lgsning i de fglgende afsnit.

11.3.1 Impedans

Vi kan skrive relationerne 11.45 og 11.46 som

eller (11.47)

hvor den fgrste relation forbinder den tidsvarierende spaending V og den tids-
varierende strgm I, den anden den konstante spaending Vj og den konstante
strgm Io. Oftest vil man underforsta den harmoniske tidsfaktor e?** og ikke
skelne mellem V og Vj eller mellem I og Ip. Relationerne 11.47 er fuldstaen-
dig analoge med Ohms lov 5.12, men hvor nu alle de indgaende stgrrelser er
komplexe. Vi har specielt indfgrt den komplexe stgrrelse

Z:R+j<Lw——), (11.48)
w

som kaldes seriekredsens impedans og males i 1. Bemzerk, at impedansen af
en resistans alene er R, af en induktans alene jwL og af en capacitans alene
1/jwC.

Impedans er et meget vigtigt begreb i elektrotekniken. Det er ikke spe-
cielt knyttet til seriekredse. Med henvisning til 11.47 kan man tale om
impedansen af en hvilken som helst kombination af passive komponenter,
som forbinder to punkter af en gren. Impedans har, som det fremgar, kun
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mening for harmonisk varierende spandinger og strgmme og afhenger af

frekvensen. Man skriver ofte
Z=R+jX, (11.49)

hvor R kaldes resistanskomposanten og X reaktansen. For den ovenfor be-
tragtede seriekreds er resistanskomposanten blot kredsens resistans, mens
reaktansen er X = Lw — 1/Cw. For andre kredse gzlder andre, som regel
mere komplicerede udtryk.

I elektriske diagrammer angives en uspecificeret impedans Z med samme
symbol som en resistans, altsi 1. Impedanser kan forbindes sammen
i serie eller parallel, se fig. 11.10. Den samlede impedans beregnes efter
fuldsteendig samme regler som ved sammensatning af resistanser.

Zy
e M
I
Z2
| e |
vih oo Vay v — | Io
A —o ——

Z1 Z2 Z3 Zn :

Figur 11.10: Impedanser i serie og i parallel.

I serieforbindelse af impedanserne Z1, Z,, ..., Z,, lgber der samme strgm
I gennem dem alle. Spzendingen over hver impedans bliver V; = 2,1, V, =
Zol, ...,V = Z,I. Den totale spaending V over alle impedanserne er da
bestemt ved

V=WVi+V+ ---+V :(Z1+Z2+"'+Zn)I:ZI‘ (11.50)

Den ekvivalente impedans Z af n serieforbundne impedanser bliver altsd

Z=Z1+ 22+ -+ Zn.] (11.51)

I parallelforbindelse er der samme spznding V over alle impedanser. Gen-
nem dem lgber stremmene Iy = V/Z,I, = V/Z,,...,I, = V/Z,. Den
samlede strgm I gennem alle impedanserne bliver derfor

11 1 14
I=sh+L+ A=t ot b — | V=, 11.52
1+t (Z1+Z2+ +Zn) > (11.52)

Den ekvivalente impedans Z af n parallelforbundne impedanser bestemmes
altsd af

1 1 1 1
e e P S 11.
A + Z + -+ Z. (11.53)
For kun to parallelforbundne impedanser benytter man oftest med fordel
udtrykket

712y
T+ 2y
der undertiden skrives som Z, || Z.

(11.54)

Resistans og
reaktans

Impedanser
1 serie

Impedanser
1 parallel
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Sa leenge impedanser blot er uspecificerede komplexe stgrrelser Z er bereg-
ninger med dem ikke mere komplicerede end med resistanser. Det samme
gaelder lgsningen af Kirchhoffs ligninger for strgmmene /. Ved stgrre bereg-
ninger star man sig derfor ved sa langt som muligt at benytte denne form.
Til slut er det dog som regel ngdvendigt at indfgre udtrykket 11.48 for impe-
dansen i de enkelte grene af et netvaerk, hvilket ved bogstavregning hurtigt
kan fgre til besveerlige regnestykker. Er impedanserne givet som talverdier,
bliver beregningerne vaesentlig enklere og kan szerdeles effektivt udfgres med
en elektronisk regnemaskine.

> Impedans ved parallelforbindelse: Som eksempel pa omfanget af bereg-
ningerne ved blot tre komponenter, kan vi finde impedansen af den hyppigt
forekommende kombination fig, 11.11, hvor en induktans L i serie med en
resistans R er forbundet parallelt med en capacitans C.

Figur 11.11: Parallelforbindelse af
RL og C.

Ved direkte inds=tning i 11.54 af Z; = R+ jwL og Z; = 1/jwC finder man
for impedansen Z mellem punkterne p og g¢:

. 1
iz (R+]wL)———ij
B Zl + Z2 wl 1
B+jwl+ jwC
(R-i-'L)(R—'L- 1) L
_ Ut Jw jwC /) jwC
= : B

(R+ jwL) [(1 - w?LC) - jwRC|
w?R2C? + (1 - w?LC)? ’

hvorefter man kan adskille realdel og komplexdel og dermed, jvf. udtrykket
Z = R+ jX, finde resistanskomposant og reaktans hver for sig

7 - R .wL(l-w?LC) - wR%C

= . 11.
w?R2C? + (1 —w2LC)? T 2R2C? & (1 -w2LC)? (11.55)

Som det fremgar, er resistanskomposanten her frekvensafhaengig og hverken
resistanskomposanten eller reaktansen har nogen simpel relation til impe-
danserne af de enkelte komponenter.d
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11.3.2 Vekselstrom og vekselspanding som vektorer

Vekselstrgmsproblemer behandles bade effektivt og regnemeessigt sikkert
med rent algebraiske metoder anvendt pa komplexe stgrrelser. Det kan dog i
visse situationer veere fordelagtigt at anskueligggre impedanser, strgmme og
spaendinger som vektorer. Disse kan udmaerket vere reelle, men af hensyn til
forbindelsen med det foregdende skal vi her benytte vektorer i den komplexe
plan. Konkret kan vi teenke pa en seriekreds som vist pa fig. 11.12, hvor
den viste enkelte impedans kan reprasentere et kompliceret netveerk, som
forbinder punkterne p og g.

Z=R+j;X q
1
I
e
mVoej“" Figur 11.12: Seriekreds med elek-
\_/ tromotorisk kraft og en enkelt belast-
- ningsimpedans.
Enhver impedans kan skrives pa formen
Z=R+7X, (11.56)

men i mange forbindelser er det hensigtsmessigt sidelgbende at anvende
impedansen pa polar form

Z = |Z|es. (11.57)

Impedansens absolutte vaerdi (modulus) er

1Z| = VR? + X2, (11.58)

mens fasevinklen (argumentet) ¢ bestemmes ved

X
t = — 11.
89 = 5> (11.59)
eller ved en af relationerne
R
COSP = — = —— sincp:ji:—x———. (11.60)

1z} VR4 X7

Figur 11.13: Vektordiagram for en
> impedans. Diagrammet omtales som

impedansirekanten. Se ogsa fig. 11.15.

Et andet
billede

Impedans pd
polar form
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Relationerne 11.56-11.60 er illustreret pa vektordiagrammet fig. 11.13, hvor
resistanskomposanten ligger langs den reelle akse og reaktansen langs den
imaginaere. Med passive komponenter er resistanskomposanten altid positiv
sadan, at cos ¢ > 0. Fasevinklen kommer derfor til at ligge i intervallet 7 /2 >
¢ > —7 /2. Reaktansen derimod kan have begge fortegn. Med henvisning til
impedansen 11.48 af den simple seriekreds, kalder man en positiv reaktans
induktiv, mens en negativ reaktans kaldes capacitiv. I det induktive tilfzlde
blive fasevinklen positiv, i det capacitive negativ.

Vi antager nu, at der i kredsen fig. 11.12 lgber en harmonisk varierende
strgm

I = Ihe?*t, (11.61)

hvor vi kan opfatte Iy som reel. I et vektordiagram fremstilles denne strgm
ved en vektor med laengde I, som roterer med vinkelhastighed w. Til tiden
t = 0 ligger vektoren langs den reelle akse, til tiden ¢ har den drejet sig
en vinkel wt, som vist pa fig. 11.14. Den fysiske strgm er til enhver tid
stremvektorens projektion Ipcoswt pa den reelle akse.

wt R.e
wit+p
» \o
S\l
Im

Figur 11.14: Sinusformet vekselstrgm og spznding som roterende vektorer.

Spandingen over impedansen bliver efter 11.47 og 11.57
V = ZI = | Z|e?? L™t = | Z| e’ te), (11.62)

Den komplekse spending reprasenteres af en vektor med laengde |Z|lo, der
roterer med samme vinkelhastighed w som strgmvektoren, men drejet en fast
vinkel ¢ i forhold til denne. Vi kan skrive speendingen som

V = Voellwite), (11.63)

Da ¢ er explicit angivet, bliver Vo = |Z|Io reel. Den fysiske spending er
spandingsvektorens projektion Vj cos(wt+p) pa den reelle akse. Er ¢ positiv,
siger man, jvf. omlgbsretningen pa vektordiagramnmet, at stremmen folger
efter spendingen.

Er det omvendt spendingen, der er givet som

V = Voel*t, (11.64)
finder man stremmen som
1% 1 , - Vo .
= — = — e Vet = D i(wt-e), (11.65)
zZ |z 1Z]
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Den komplexe strgm repraesenteres her af en vektor med lengde V5/|Z|, som
er drejet en vinkel —¢ i forhold til spaendingsvektoren. For ¢ positiv fglger
strgmmen igen efter speendingen. Vi kan skrive strgmmen som

I = Iye?(wi=¥) (11.66)

hvor Iy = Vb /| Z] er reel.

I vektordiagrammet roterer V og I sammen som vektorer af fast leengde
og med en fast vinkel mellem sig. P4 samme made som man ved algebraiske
beregninger ser bort fra den harmoniske tidsfaktor e/, kan man her oftest

I X

Figur 11.15: a) Bestemmelse af spaendingen over en impedans nar strgmmen er
givet. b) Bestemmelse af strgmmen gennem en impedans, nar spandingen er givet.

se bort fra vektorernes rotation og kun interessere sig for deres indbyrdes
stgrrelse og beliggenhed.

Betragter vi f. eks. 11.61 til ¢ = 0, ligger I-vektoren langs den reelle akse.
Den tilhgrende spaending bliver da efter 11.62 og 11.60

Vo = |Z|10e?® = |Z|Io(cos ¢ + jsing) = Ip(R + j X), (11.67)

som ogsa fglger direkte af 11.47. Hertil svarer vektordiagrammet fig. 11.15a,
som er ligedannet med impedanstrekanten 11.13 med alle dimensioner mul-
tipliceret med Iy.

Benytter vi pd samme made 11.64 til t = 0, er det V-vektoren, som ligger
langs den reelle akse. Strpmmen bliver her efter 11.65 og 11.60

VO -7 Vo . Vo .
Iozme J‘P:m(cosso-]s]n(p):——}m—)(z(R—-]X). (1168)

Det tilsvarende vektordiagram er vist pa fig. 11.15b. Det er ligedannet med

impedanstrekanten spejlet i den reelle akse og med alle dimensioner multi-
pliceret med V5/(R? + X?).

Strom fundet

Diagram for

I=V

V=1
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11.3.3 Effekt i vekselstremskredse

Den gjeblikkelige effekt P(t), som afseettes i en vekselstrgmskreds, er pa
sedvanlig made produktet af strgm og spaending, altsa

P(t) = I(t)V(1). (11.69)

I det stationere tilfaelde er det imidlertid mere relevant at kende tidsmid-
delverdien af effekten. Desuden skal man veare opmarksom pa, at strgm
og spaending i 11.69 skal vaere de fysiske strgmme, altsd veere reelle. Da
resultatet af en netveaerksberegning ofte vil foreligge som komplexe veerdier,
er det bekvemt at kunne udtrykke middeleffekten direkte ved dem.

For at opna dette anvender vi fplgende generelle teorem (se Bglger eq.
5.22-5.23): Hvis det geelder om to komplexe, harmonisk varierende stgrrelser,
fogyg,at

f= foe?t og g = goeot, (11.70)

hvor fo og go er komplexe stgrrelser, som ikke athaenger af tiden, da er

(RefoReg) = 1Re(f*0og), (11.71)

hvor o efter situationen angiver ordinzer, skalar eller vektoriel multiplikation.

Vi anvender nu 11.71 pa effekten i en vekselstrgmskreds, hvor strgm og
speending er givet ved udtryk af formen 11.61 og 11.62. Middeleffekten er
da bestemt ved hvert af fglgende udtryk:

<P> = %RG(I*V):%RG(I()Voej‘P)
= 1lVocosp = 1(VE/|Z|)cosp = 3|Z|I¢cosp, | (11.72)

Disse udtryk understreger, at vekselstrpmseffekten afhaenger af bade stgrrel-
sen af strgm og spending og af fasevinkelen. Faktoren cos ¢ kaldes effekt-
faktoren. Er strgm og speending i fase, dvs. ¢ = 0, som det er tilfeeldet for en
ren resistans, bliver effektfaktoren 1. Har strgm og speending en faseforskel
pa +7/2, som det er tilfeeldet for en ren induktans eller capacitans, bliver
effektfaktoren 0, og der afseettes ikke effekt i disse komponenter.

Lad os knytte de fortsatte overvejelser til en simpel seriekreds, som vist
pa fig. 11.9. Benytter vi det sidste udtryk i 11.72 for (P) sammen med 11.60,
ser man, at effekten i impedansen bliver

(P)=1iRIZ. (11.73)

Men den gjeblikkelige effekt i resistansen bliver jo RIZ cos? wt, der har mid-
delvaerdien %RI&. Hele den effekt, som afgives af generatoren afsattes
saledes i resistansen. Der kan ganske vist medga gjeblikkelig effekt til at
opbygge felterne i kredsens capacitans og induktans, men lidt senere i pe-
rioden vil sadanne felter igen aftage, og den oplagrede energi vil returnere
til generatoren. Capacitans og induktans er sdledes effektmaessigt neutrale,
men de pavirker selviplgelig den effekt der afsaettes i resistansen i og med,
at de indgar i den samlede impedans, som bestemmer strgmmen gennem
resistansen.
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[ 11.72 angiver Iy og V; de maximale udsving for strgm og speending. Ofte
anvendes 1 stedet sdkaldte effektive veerdier, der for en sinusformet strgm
eller spending er

I Vi
Ly = -\—[0—2 Vess = 7"5 (11.74)

Med de effektive vaerdier bliver udtrykkene for effekten fra 11.72
(P) = ILegsVegrcos o = (Vi /|Z]) cos o = |Z|124 cos . (11.75)

I praksis angiver man som regel effektive veerdier. Der er derfor mere smak
1 220 V vekselspeending, som har en spidsvaerdi pa 220 x +/2 = 311V, end i
220 V j=evnspeanding.

11.3.4 Resonanskredse

I elektriske kredse, som indeholder bade induktanser og capacitanser, kan der
for bestemte frekvenser opstd resonans, hvor strgm eller speending antager
extreme verdier. Vi skal her indskraenke os til simple kredse, som dem vist
pa fig. 11.9 eller 11.11, hvor der kun forekommer en enkelt maske med bade
et L og et C. Disse kredse har kun en enkelt sadan frekvens. Strgmmen i
seriekredsen 11.9 bestemmes af 11.68

Vo

Iy= 2
° =17

—ie, (11.76)

hvor impedans og fasevinkel efter 11.48, 11.58 og 11.59 bliver
Lw—-1/Cw
7 .

Impedansen antager sin mindste veerdi R, nar reaktansen er 0. Dette sker
for den frekvens wg hvor Lwy — 1/Cwpy = 0, altsd

|Z| = \/Rz-{—(Lw—l/Cw)?, p = arctg (11.77)

wo =

(11.78)

1
VIC’
som er resonansfrekvensen. Ved resonansfrekvensen bliver Z rent ohmsk
(reel) og fasevinklen ¢ mellem strgm og speending bliver 0, i overenstemmelse

w0t I ZE
at 2l
sl
Aw Strgm Fase
st
6
st 0 N N .""’/wo
. 05 06 07 08 09 Yo 11 12 1.3 14 15
sl
2l
L
wiwe
obee i v 0 L R
05 06 07 08 09 1.0 1.1 12 1.3 1.4 1.5 2
a) b)

Figur 11.16: a) Strgmmen i en serie resonanskreds i nzerheden af resonansfrekvensen.
b) Fasevinklens zndring i neerheden af resonans.
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Godhed @

hermed. Efter 11.76 bliver stremmen da maximal med veerdien I ;mq, = Vp/R.
Strgmmens og fasevinklens forlgb i nerheden af resonans som funktion af
frekvensen er vist pa fig. 11.16

Resonanskurven fig. 11.16a har en bredde, som for et givet L og C af-
heaenger af stgrrelsen af R. Jo mindre R, des skarpere resonans. Man angiver
ofte resonanskurvens bredde ved afstanden i frekvens mellem de to punkter
af kurven, hvor effekten i kredsen er faldet til det halve af maximumseffek-
ten. Efter 11.73 svarer dette til, at stremmen er reduceret med en faktor
1/4/2. Beliggenheden af dette frekvensinterval Aw fremgsr af fig. 11.16.

Vi kan bestemme Aw ved fplgende overvejelse: Skal strgmmen reduceres
med en faktor 1/4/2 md impedansen forgges fra sin minimale veerdi R til
R+/2, hvilket efter 11.77 indtraeffer nar

Lw—-1/Cw= +R. (11.79)

Heraf fglger andengradsligningerne

R 1
2 Xt (11.
w® &+ ¥~ IC 0 (11.80)
med lgsningerne
R RN\? 1

Da w altid skal vaere positiv kan kun den positive kvadratrod bruges, sidan
at forskellen mellem de to frekvenser, jvf. fig. 11.16 bliver

= —. 11.82
Aw T (11.82)

Ved svag deempning, dvs. R <« 2,/L/C, er kvadratroden ikke meget for-
skellig fra resonansfrekvensen, og punkterne med halv effekt ligger derfor
symmetrisk om denne og dermed om resonanskurvens maximum. Man an-
giver ofte resonanskurvens bredde i forhold til resonansfrekvensen

Aw R
== - = 11.83
o = Tog’ (11.83)
hvis reciprokke vaerdi bliver
wo Lwo
= == 11.84
Q=2 -t (11.89)

der betegnes som kredsens godhed eller blot som dens @, sml. 11.40.

i

I

w/wo Figur 11.17: Resonanskurvens udse-

05 06 07 08 08 1.0 11 12 13 12 15  ende afhanger sterkt af kredsens Q.

[ S ER VR N I IR - )
L e e e e i




Kapitel 12

Maxwells ligninger

P3a dette tidspunkt er vore begrundelser for systemet af Maxwells ligninger
1.1-1.4 nesten komplette. Der er dog endnu en vigtig tilfgjelse at ggre til
den 4. ligning eller Ampéres lov, som vi efter 8.23 og 8.25 kan skrive pa
henholdsvis differentiel eller integral form

VxH=1J, j{H-dZ:/Jwia:I. (12.1)
C S

Kurveintegralet gar her langs en lukket Amperevej C, som afgraenser fladen
S. Disse ligninger skal vi nu fuldsteendigggre, som Maxwell gjorde det i
1873, og derved na frem til det samlede ligningssystem, der redeggr for alle
klassiske elektromagnetiske feenomener.

12.1 Forskydningsstrgmmen

Vi kan let indse, at ligningerne 12.1 ikke generelt kan stemme med det billede,
vi igvrigt har dannet os af de elektromagnetiske feenomener. Tager vi saledes
divergensen af den differentielle Ampere-lov, finder vi

V.VxH=V.J. (12.2)

Divergensen af enhver rotation er nul, mens vi efter kontinuitetsligningen 5.8
har V.J = —0p/0t, som kun i det stationaere tilfelde er 0. I det dynamiske
tilfeelde har vi derfor konflikten

V. VxH=0 # V-J:—%#O. (12.3)

Maxwellindsa, at problemet var en ufuldstzendig definition af strgmtaetheden
J i12.1. I stedet for J ma man anvende en strgmtaethed J’, hvis divergens
er nul. Et sddant J’ kan findes ved at udnytte kontinuitetsligningen sammen
med den fgrste Maxwell ligning 3.26, altsa V - D = p. Hermed bliver

_0p 0 _ oD
ViI=-F=-5v D=V (-7). (12:4)
der ogsa kan skrives som
oD
v. <J+ﬁ) = 0. (12.5)
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Definerer vi derfor en strgmtaethed

J = (J + %?) (12.6)

bliver V - J’ = 0, og Ampéres lov tager den alment gyldige form

3D

Her kalder man J for ledningsstromtetheden, pa engelsk conduction current
density, og 0D /0t for forskydningsstrgmtetheden, pa engelsk displacement
current density. Maxwells fortjeneste var at indse, at de begge ma medtages.
Som vi siden skal se, spiller forskydningsstrgmmen en afggrende rolle ved
hurtigt varierende fzenomener.

I de kvasistationere tilfzelde, vi hidtil har betragtet, er der ogsa forskyd-
ningsstremme. Man far et indblik i forskydningsstrgmmens natur ved at
betragte situationen pa fig. 12.1, hvor en capacitor oplades med en strgm,
som gjeblikkeligt er J. Vi leegger en Amperevej C' rundt om ledningen og
betragter to flader S; og S», der begge har C som rand.

Gennem fladen S, passerer strgmmen I. Der er intet D-felt og derfor
ingen forskydningsstrgm her. Ampeéres lov giver da

]{H df = J.da=1. (12.8)
5

Ser vi imidlertid pa fladen S;, som passerer mellem kondensatorpladerne sd
er der ingen ledningsstrgm gennem denne. Uden forskydningsstrgm ville vi
med Ampeéres lov igen ende i en konflikt, idet

y{H ae= [ 3.aa=0, (12.9)

som ikke stemmer med 12.8.

Medtager vi forskydningstrgmmen, lgses konflikten. Har kondensatorens
plader den gjeblikkelige ladning ¢ og arealet A, bliver D-feltets stgrrelse
D =gq/Aog

oD 8D dg
. = —A— = — = 12.10
fc Hode= [ o0 -da=ar=gl=1, (12.10)

som helt stemmer med 12.8.

Figur 12.1: Forskydningsstrgmmen
sikrer gyldigheden af Ampéres lov for

en kondensator under opladning.
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12.2 Det faerdige ligningssystem

Vi kan nu, sammen med nogle fa kommentarer, prasentere det fuldstzendige
system af Maxwells ligninger. Det vil sige de fire ligninger 3.26, 6.51, 7.7 og
den netop udledte 12.7:

V.-D = p (12.11)

V.-B = 0, (12.12)
OB

= —== 12.1

VxE 7 (12.13)

VxH = J+aa_]t). (12.14)

Dette er et system af sammenhgrende partielle differentialligninger. Som
omtalt i de tidligere kapitler, hviler de alle pa eksperimentelle erfaringer,
som er blevet ekstrapoleret og almindeliggjort. Ligningernes Igsninger er
felterne D, B, E og H som funktion af sted og tid (r,t). Felternes kilder er
ladningstsetheden p og stremtaetheden J, som i almindelighed ogsa vil vaere
funktioner af (r,t).

Hvad enten der er tale om felter i vacuum eller felter i materialer, er det
ngdvendigt at kende de materialeligninger, som knytter felterne sammen.
Vi har tidligere diskuteret disse, som eksempelvis er indeholdt i relationerne
3.29, 3.32, 5.10 og 8.28. Er der tale om lineare materialer, kan de sammen-
fattes i

D=¢E, B=pH, J=+E. (12.15)

Det skal bemzrkes, at de fire ligninger 12.11-12.14 er afheaengige, idet de to
divergensligninger kan udledes af de to rotationsligninger samt af kontinui-
tetsligningen, se opgave 12.2. I overensstemmelse hermed reducerer materi-
aleligningerne 12.15 de uaftheengige felter fra fire til to. Divergensligningerne
medtages dog oftest pd grund af deres umiddelbare fysiske indhold.
Maxwells ligninger pa differentiel form er szrlig anvendelige ved studiet
af hurtigt varierende felter, der udbreder sig i rummet som elektromagneti-
ske bglger, hvilket bliver emnet i de folgende kapitler. Ved mange praktiske
problemer og for kvasistationare felter kan det veere mere hensigtsmaessigt
at anvende ligningerne pa integral form. Vi har tidligere fundet integralfor-
merne for de tre fprste ligninger. Anvendes Stokes sztning pa den fjerde
ligning, finder man tilsvarende den generaliserede Ampéres lov 12.19:

j{D-da - Q, (12.16)
S
j{B.da _— (12.17)
S

4®

.dé = = 12.

fCE ¢ = (12.18)
fH.de = 1+ (12.19)
c dt

112.19 betegner ¥ den elektriske flux, som tidligere er indfgrt ved 3.24.
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Nar de fire Maxwell ligninger og materialeligningerne suppleres med udtryk-
ket for Lorentzkraften

|F=q(E+vxB),

(12.20)

har man de ngdvendige redskaber til at kunne behandle ethvert klassisk
problem vedrgrende elektromagnetisme og elektromagnetisk vekselvirkning.
Denne pastand, som selvfglgelig ikke kan bevises, bygger hovedsagelig pa, at
man gennem mere end hundrede &r har anvendt netop disse ligninger pa alle
slags problemer i makroskopisk skala uden at treeffe noget tilfelde, hvor de
har vist sig utilstraekkelige.

Som teorien er blevet praesenteret her tages virkningen af materialer i
betragtning gennem indfgrelse af felterne D og H, som er forbundne med
de primazre felter E og B gennem materialeligningerne. Dette er en prak-
tisk metode, som viser sin store styrke ved behandlingen af makroskopiske
problemer med materialer. Pa det atomare niveau udspiller alt sig pd en
made i vacuum, men man ma si medregne de ladninger og strgmme, som
forekommer i de enkelte atomer og molekyler. Vi har antydet lidt heraf
ved den mikroskopiske teori for dielektrika og magnetika. Dette er kom-
pliceret, men indebzrer den fordel, at man kan ngjes med at betragte kun
to elektromagnetiske felter, nemlig E og B, som direkte er definerede ved
Lorentzkraften.

12.3 Energi og energistrgm i feltet

For statiske felter har vi tidligere fundet den elektromagnetiske energitaethed,
som for linesere medier er givet ved 10.33

u=4(E-D+H-B). (12.21)

Da nu de fuldsteendige dynamiske ligninger er til rddighed, kan vi undersgge

forholdene for tidsvarierende felter. Hertil gar vi ud fra de to rotationslig-

ninger 12.13 og 12.14, som multipliceres skaleert med henholdvis H og E og

dernaest subtraheres. Dette giver
H-VxE—E-VxH:—H-a—B—-E-QI—)——E-J.

at ot
Her kan venstre side omskrives til en divergens ved hjzelp af vektorrelationen
tabel A.2:8 sadan, at

(12.22)

0B oD
V(ExH)=-H-—-E-— -E-J.

( ) at ot
Lad nu det betragtede medium vere linezrt med konstant permittivitet
€ og permeabilitet . Vi kan da foretage en frem- og tilbageskrivning af

differentialleddene pa hgjre side, idet

(12.23)

6B 6uH 1 9H2 _ 91
H-5r = Boopm = gupr = 5508 (1229
8D f¢E 1 9E? a1
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V-S At
.

-AU
J-E At

U-_AU Figur 12.2: Energibalancen i et elek-
tromagnetisk felt.

Herefter kan 12.23 omskrives til

V-(ExH):~§¥%(E-D+H-B)—E-J, (12.26)
hvis indhold bliver tydeligere ved integration over et volumen V'

d

/VV-(EXH)dvz—d—t

/ %(E-D+H.B)dv—/ E-Jdv. (12.27)
1% 1%

Det fgrste volumenintegral kan ved hjzlp af divergensteoremet omskrives
til et integral over fladen S, som afgrzenser V. Det andet volumenintegral
kan, med stgtte i det statiske udtryk 12.21, identificeres som den totale
elektromagnetiske energi U indeholdt i V. Efter omordning kan vi skrive

_& }{(Exn).da + / E-Jdv. (12.28)
S 1%

dt

Denne ligning kan nu fortolkes pa fglgende made: Venstre side er den effekt,
som forsvinder ud af volumenet V. Volumenintegralet over E-J genkender vi
fra 5.38. Det er den effekt, der i V afsettes som Joule-varme af strgmtaethe-
den J. Overfladeintegralet er nyt, men det reprasenterer tydeligvis ‘noget’
gennem overfladen S. Skal der vere energibevarelse, ma dette ‘noget’, vaere
den del af effekten, der ikke omsattes til varme (eller andet arbejde) i V',
og som efter ligningen forsvinder gennem overfladen. Pa denne baggrund er
det naturligt at opfatte vektoren

[S] = Wm™2, (12.29)

som den udstremmende elektromagnetiske effekt per areal.

Vektoren S kaldes Poynting vektoren. Den blev indfgrt af J.H. Poynting i
1884, og er vaesentlig for forstaelsen af energi og effekt i det elektromagnetiske
felt. Poynting vektorens fortolkning som effektstrgmteethed har dog givet
anledning til mange diskussioner. For eksempel kan man til E x H legge
et vilkarligt vektorfelt V x G. Ligningerne 12.26 og 12.28 er da stadig
gyldige, men Poyntingvektoren bliver en anden. Eksperimenter, man kan
udtzenke for at finde ud af, hvad der er rigtigt, vil neesten alle kontrollere
den altid gyldige relation 12.28 og ikke 12.29. Men selv om Poyntingvektoren
undertiden fgrer til overraskende resultater, ser man aldrig noget, som er i
strid med, hvad vi igvrigt ved om det elektromagnetiske felt. S& indtil andet
matte foreligge, er der god grund til at anse det simple udtryk 12.29 for
korrekt. Se det fslgende eksempel og opgaverne 12.6 og 12.7.

Matematik

Fysik

Poyntings
vektor
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Indfgrer vi energiteetheden u og Poyntingvektoren S i det differentielle ud-
tryk 12.26, kan det skrives
0
2 _v.S+E-J, (12.30)
ot
med dimensionen Wm~3. Mens 12.28 udtrykker energibevarelse i en del V'
af rummet, udtrykker 12.30 lokal energibevarelse (i et punkt).
Hvis specielt E - J = 0, hvilket for eksempel er tilfeeldet i et isolerende
medium, far vi ligningen

du
V-S+ =0, (12.31)

der helt har samme form som kontinuitetsligningen 5.8 for elektrisk ladning.
Ligningen udtrykker, at under de naevnte omstzendigheder er elektromagne-
tisk energi en bevaret stgrrelse.

> Opladning af en capacitor: Vi har tidligere fundet energien U = 3CV?
i en capacitor med capacitans C og spending V. Med henvisning til fig.
12.3 kan vi ved brug af Poynting vektoren give en alternativ beregning for
en cirkulser pladekondensator.

Til tiden ¢ er der en spanding v = v(t) over capacitoren. Feltstyrken i
dielektriket er aksial og har stgrrelsen E = v/a, hvor a er pladeafstanden.
Den elektriske flux gennem dielektriket bliver da ¥ = DA = Aev/a, hvor
A er pladearealet. Den magnetiske feltstyrke pa dielektrikets cylindriske
overflade er tangentiel. Retningerne af E og H er vist pa figuren og giver en
Poyntingvektor rettet ind i dielektriket. Har pladerne radius 7, kan stgrrelsen
af H bestemmes ved brug af den generaliserede Ampéres lov 12.19, hvorefter
Poyntingvektorens stgrrelse kan beregnes:

¥ 1 €A dv €A dv

H:d—t%:%rragz = S:EH:QWM,ZUE?

Strgmmen af S gennem dielektrikets cylindriske overflade er tilvaeksten i
capacitorens energi per tid. Vi har altsa
dau €A dv eA [V

dt—QWraSZTUE = U:a A

leA 1
dv=-—V2=_CV?
TR 2
som helt er i overensstemmelse med det tidligere udledte udtryk 4.20.
Efter Poyntings teori er energien i capacitoren altsa ikke noget, som er
kommet gennem ledningerne. Imod al intuition er den stremmet til capaci-

toren fra rummet udenfor ind gennem dielektrikets cylindriske overflade.<

Figur 12.3: Energiindholdet i en ca-
pacitor kan beregnes som Poynting-
vektorens strgm til dielektriket mel-

lem pladerne.
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12.4 Bolgeligningen for elektromagnetiske bglger

En meget vigtig fglge af de fuldsteendige Maxwell ligninger er muligheden af
bglgebeveegelse i det elektromagnetiske felt. Dette stod straks fra begyndel-
sen Maxwell klart, og han viste, at sddanne bglger i vacuum vil udbrede sig
med lyshastigheden. Det var derfor neerliggende at slutte, at lys var elektro-
magnetiske bglger, hvilket bidrog steerkt til at afslutte en arhundredgammel
diskussion om lysets natur.

Vi skal her udlede den almindelige b¢lge1igning for elektromagnetiske
bglger i et homogent medium. Mediet anses for at veere uendelig udstrakt,
isotropt og linezert, karakteriseret ved de tre materialeligninger 12.15. Pro-
blemet om, hvor disse bglger kommer fra, gemmes til senere. Vi skal antage,
at der ikke ophobes fri ladning og derfor sette p = 01 12.11. Da der er tale
om et ledende medium, hvor der findes en elektrisk feltstyrke, ma vi stadig
medtage en strgmtaethed J i 12.14.

Vi begynder med at udlede bglgeligningen for H-feltet, som forekommer
i den 4. Maxwell ligning

oD

v = :
xH=J+ . (12.32)

Her tager vi rotationen pa begge sider af lighedstegnet med resultatet

V><V><H:V><J+%V><D, (12.33)

hvor differentiationen efter sted og tid er ombyttet i sidste led. Materiale-
ligningerne D = €E og J = 7E benyttes dernzest til at indfgre E

VXVXH:‘)’VXE-}-G%VXE. (12.34)

Vi vil nu gerne indfgre magnetfeltet H i stedet for det elektriske felt E. Hertil
benyttes den 3. Maxwell ligning pa formen

0H

VXE=—-p— 12.
X 5 (12.35)
for at eliminere V X E, der optreeder to gange i 12.34. Dette giver
0H 0’H
VXxVXH=—-yu— — €—-. 12.36
Vhar ~ (12.36)

I tabel A.2:4 finder vi identiteten V x Vx = VV . —V2 hvormed ligningen
kan omformes til

oH . 0’H
5t~ Pae
Iiglge den 2. Maxwell ligning V- B = uV - H = 0, forsvinder ligningens
fgrste led. Efter omordning har vi da den gnskede bglgeligning

VV -H-V?H = —yu (12.37)

0H 0’H

VH - yuZ S
THar ~ Fap

=0. (12.38)

Bplger og lys

Forudsetninger

4. Mazwell

3. Mazwell

2. Mazwell
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Bglgeligning
for E

4. Mazwell

1. Mazwell!

Ingen
dempning

Vi kan udlede en helt tilsvarende bglgeligning for E-feltet, som optreaeder i

3. Maxwell ligning

0B
VXE=-—" (12.39)

Igen tager vi rotationen pa begge sider af lighedstegnet og ombytter diffe-
rentiationsordenen

VxVxE:—{—%VxB, (12.40)
hvorpa materialeligningen B = uH benyttes til at indfgre H
VXxVXE = —p%V x H. (12.41)

Vi vil nu gerne indfgre det elektriske felt E i stedet for magnetfeltet H.
Derfor benyttes den 4. Maxwell ligning pa formen

OE

til at eliminere V x H i 12.41. Dette giver
0E O’E
VXVXE = —-yu— — epp—— .
x V x Thgy = B (12.43)

hvorefter identiteten V x Vx = VV . —V? omformer ligningen til

E 2E
VV.E - VZE = ——'yp,%?—ep%?. (12.44)

Udnytter vi endelig den 1. Maxwell ligning med forudsztningen p = 0, bliver
V .-D = €V - E = 0 sadan, at ligningens fgrste led forsvinder. Hermed har
vi den gnskede bglgeligning ‘

OE  O°E _

Udledningen af bglgeligningerne ggr brug af alle Maxwell ligningerne,
hvilket understreger ligningernes sammenhgrende karakter. I ligningerne
12.32-12.38 og 12.42-12.45 er det instruktivt at fglge det led, som nedstam-
mer fra forskydningsstrgmmen 0D /0t (det optreeder altid som sidste led).
Man ser da, at det er forskydningsstrgmmen, som giver anledning til den
2. tidsafledede af feltet, uden hvilken der ikke ville veere nogen bglgeligning.
Maxwells bidrag til fuldsteendigggrelse af ligningssystemet er saledes helt
afggrende for dets mest bemaerkelsesveaerdige resultat, de elektromagnetiske
bglger.

Bolgeligningerne 12.38 og 12.45 er af samme type, som dem vi studerede
i kapitel 2 i Bplger. Ligningernes andet led indeholder dempning, hvilket
klart skyldes, at mediet har en konduktivitet 4. Er mediet et ikke-ledende
dielektrikum, hvor altsa 4 = 0, bliver de udsempede ligninger

2 2E
V2H - ep.%t——I;I =0, V2E - ep%? =0. (12.46)
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Fra den generelle diskussion af bglgeligninger ved vi, at koefficienten til den
2. tidsafledede bestemmer bglgernes udbredelseshastighed v. Er der specielt
tale om elektromagnetiske bglger i vacuum bliver

1
v = , (12.47)
4/ oMo
hvor man ved indsatning af €5 og po kan overbevise sig om, at v = ,

hvor ¢ er lyshastigheden i vacuum. Dette har dog ikke helt den dramatisk
overbevisende kraft, som da Maxwell indsatte sin tids konstanter, i principet
bestemt ved malinger med spoler, kondensatorer og den slags udstyr, og
derved fandt en veerdi, som stemte med den lyshastighed, man mente, hgrte
til i en helt anden gren af fysiken.

12.5 Lgsning af bglgeligningen

Ved lgsningen af de elektromagnetiske bglgeligninger ma man veere opmeerk-
som pa, at det fundamentalt drejer sig om at finde lgsninger til Maxwells
ligninger. Bglgeligningerne er en fglge af Maxwells ligninger, men det om-
vendte er ikke tilfzeldet. Man ma derfor for enhver lgsning kontrollere, om
denne nu ogsad lgser det samlede system af Maxwells ligninger (se opgave
12.4). En ofte brugbar metode er fgrst at sgge en lgsning til bglgeligningen
12.45 for E. Denne kan sa indseettes i den 3. Maxwell ligning 12.13, som
derneest integreres for at finde B. De gvrige felter fglger dernzest af ma-
terialeligningene 12.15. Denne metode sikrer automatisk, at alle Maxwell
ligningerne er opfyldt.

Som for andre bglgefeenomener er harmoniske lgsninger til de elektromag-
netiske bglgeligninger af afggrende betydning. Vi skal diskutere lgsninger til
bglgeligningen i flere af de fglgende kapitler, men som illustration kan det
allerede her veere pa sin plads at se pd en harmonisk bglge i et udstrakt
medium.

Det er mest bekvemt at benytte komplexe bglger. Vi antager derfor, at
lgsningen til 12.45 kan skrives pa formen

E(r,t) = E(r) e, (12.48)

hvor den negative exponent er valgt for at stemme overens med de szedvanlige
konventioner for udbredelsesretningen. Se bglger, afsnit 3.2. Vektorfunktio-
nen E(r) vil i almindelighed veere komplex og kan séledes indeholde en skjult
fasekonstant.

Vi indsaetter nu udtrykket 12.48 i bglgeligningen 12.45 og finder

(V2E + iwyuE 4+ w?euE) e™™¢ = 0. (12.49)

Som seaedvanlig kan vi se bort fra den harmonisk varierende tidsfaktor sadan,
at ligningen reducerer til en differentialligning for E(r) alene:

V2E + iwyuE 4+ w?euE = 0. (12.50)

Vi specialiserer nu til det fundamentale tilfeelde af elektromagnetiske bglger
1 vacuum, hvor materialeparametrene er y = 0, € = ¢y og i = Ko.

Bplgens
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E Lk

For en plan bglge, som udbreder sig i z-aksens retning, skal udsvinget veere
uafheengigt af y og 2, dvs. E = E(z). Under disse omsteendigheder bliver
differentialligningen 12.50

4’E  w?
TE B, (12.51)
idet vi efter 12.47 har indfert
1
= : (12.52)
€oMo

For hver af komposanterne af E = (E;, Ey, E,) er dette differentialligningen
for en harmonisk oscillator, som har lgsningerne

E(z) = Ege®t ™, (12.53)

Her er Eq = (Eoz, Eoy, Eo.) en fast vektor og k bglgetallet, som i overens-

stemmelse med Bglger 3.13, bliver
k=2

c

(12.54)

Medtager vi den harmoniske tidsfaktor er bglgeligningens lgsning derfor
E(z,t) = Eq etlkaEet), (12.55)

i det betragtede éndimensionale tilfelde.

> Feltvektorerne i éndimensional bglge: Selv om 12.55 lgser bglgeligningen,
er det som sagt ikke sikkert, at Maxwell ligningerne ogsa er tilfredsstillet.
Med en fremadskridende plan bglge af formen 12.55 som eksempel, skal vi
her vise, at netop kravet om, at samtlige Maxwell ligninger skal tilfredsstilles,
giver en raekke nye og veesentlige oplysninger om bglgen.

I det ladningsfri vacuum bliver den 1. Maxwell ligning

0FE,

V E= 5= = Egtkeet) = 0, (12.56)

hvilket medfgrer Eo, = 0, altsa som ekstra betingelse, at E-vektoren er
vinkelret pa udbredelsesretningen og derfor af formen

E = (0, Eoy, Eo;) e'(k=+t), (12.57)
For at finde H beregner vi rotationen af E-feltet ved hjeelp af A.26
V x E = V x Eg e!k2=%) = (0, —ik Ey,, ik Eo,) (¥==%). (12.58)

Den 3. Maxwell ligning medfgrer derefter, at

6H 1 1 :
—— = -~V xE = -(0,ikEy,, —ikEg,) e*(kz=w1) 12.59
9t Lo X #O(O’Z 0z, —1 Oy)e ) ( )

som ved integration efter ¢ giver

1 : : tlhx—w
H = —#Oiw(o,zkEOZ,—zkEoy)e (kz—wt) (12.60)
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Figur 12.4: Elektromagnetisk bglge som udbreder sig i z-aksens retning.

eller, lidt mere overskueligt

H= —1—(0, —kEo,, k Eg,) e'tks—wt), (12.61)
How
H-vektoren er altsd ogsa vinkelret pa udbredelsesretningen. Af 12.57 og
12.60 ses, at E- H = 0 s& E og H desuden er vinkelrette pa hinanden.
Da B = ugH overbeviser man sig let om, at V - B = 0 siddan, at den 3.
Maxwell ligning er opfyldt. Af 12.61 og 12.57 fglger desuden

VxH = i(o, —ik?Ey,, —ik? Ey,) e'tks—wt)
Pow
w :
— —ﬁ(O,EOy, Eoz)ez(k:-—wt)
0

= —iweo(0, Eogy, Eo,) (¥4 = oD

(12.62)
saledes, at i det strgmfri vacuum er ogsa den 4. Maxwell ligning opfyldt.

Endelig kan vi ved brug af 11.71 finde tidsmiddelvaerdien af Poynting-
vektoren for den plane bglge

(S) = ;Re(E* x H) = épl:;(Egy + E2,0,0) = %Li—cEg e, (12.63)
hvor 12.54 er anvendt ved den sidste omskrivning. Energien i en elektromag-
netisk bglge strommer sdledes som forventeligt i bglgens udbredelsesretning.
Bolgerne E(z) og H(z) samt Poyntingvektoren S er illustreret pa fig. 12.4.
De her viste relationer for en plan bglge er specialtilfeelde af relationer, som
vi mere effektivt skal udlede i kapitel 13.«

12.6 Gransebetingelser for felterne

For de statiske elektromagnetiske felter har vii afsnittene 3.6 og 9.2 tidligere
fundet greensebetingelserne ved overgang fra ét medium til et andet. De dér
givne udledninger holder til ethvert gjeblik ogsa for tidsvarierende felter, og
vi skal uden yderligere argumenter blot overtage resultaterne. Disse kan
sammenfattes i fglgende fire relationer, der er opstillet i samme rakkefglge,
som de tilsvarende Maxwell ligninger 12.11-12.14. Overfladenormalen n er

H_1.k
ELH

Poynting
vektoren

Genbrug
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rettet fra medium 1 mod medium 2:

n-(D;-D;) = o, (12.64)
n-(B;-B,) = 0 (12.65)
nx(E;-E;) = 0, (12.66)
nx(Hy~H,) = j (12.67)

Der erindres om, at i 12.64 er ¢ overfladetzetheden af fri ladning og, at i 12.67
er j tilsvarende tztheden af fri overfladestrom pa en uendelig god leder.

Der er lidt mere at sige om forholdene ner overfladen af en god leder.
Lad de to medier vere linesre med materialeparametrene (e, pu1,v1) og
(€2, 2,72). Indskrzenker vi os til det hyppigt forekommende tilfselde, hvor
alle felter og kilder varierer harmonisk med tiden som e~*t kan vi skrive 4.
og 3. Maxwell ligning for medium 1 som

VvV x H1 = ’YIEI — iWElEl, V x E1 = iw,u1H1, (1268)

hvoraf

El_ VXHl, H1: L

=— - V x E;. (12.69)
Y1 we wiin

Gor vi den fysisk rimelig antagelse, at felterne inde i materiale 1 er kontinu-
erte, er V x H; i 12.68 endelig. Efter 12.69 betyder det, at E; og dermed
H, gir mod nul, dersom konduktiviteten 4, — oco. I det indre af en perfekt
leder forsvinder alle oscillerende felter. Da felterne da kun findes i medium
2, kan vi undvaere index 2, og grensebetingelserne bliver

n-D = o, (12.70)
n-B = 0, (12.71)
nxE = 0, (12.72)
nxH = j (12.73)

Her udtrykker 12.71, at normalkomposanten af B er 0. Vektoren B og der-
med H er altsd parallel med overfladen. Tilsvarende udtrykker 12.72 at
tangentialkomposanten af E er 0. Vektoren E og dermed D er altsa normal
til overfladen. Betingelserne 12.70 og 12.73 bestemmer de tidsvarierende

Metal: Vacuum:
D =0, D = on,

B =0, B = poj xm,
E = 0, E = on/e,
H=0. H = jxn.

Figur 12.5: De elektromagnetiske feltvektorer pa overfiaden af en perfekt leder.
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ladningstztheder ¢ og strgmteetheder j, som en patrykt elektromagnetisk
bglge vil inducere i overfladen. Vektorernes beliggenhed og deres stgrrelser,
nar medium 1 er et metal og medium 2 vacuum, er vist pa fig. 12.5.




Kapitel 13

Elektromagnetiske bglger

I forrige kapitel viste vi, at bglgeligningen kan udledes fra de fire Maxwell
ligninger. Deraf fglger, at der blandt lgsningerne til Maxwell ligningerne er
nogle, der beskriver udbredelsen af bglger i det elektromagnetiske felt. Som
et enkelt eksempel har vi undersggt en plan, harmonisk bglge, der i vacuum
udbreder sig i z-aksens retning.

I dette kapitel skal vi mere generelt se pa elektromagnetiske bglgers ud-
bredelse i bade isolerende og ledende medier, igen med hovedvagt pa plane
harmoniske bglger. Behandlingen drejer sig om generelle treek ved bglgeud-
bredelse i udstrakte medier. Man skal dog altid huske pa, at det elektro-
magnetiske spektrum er meget omfattende og strakker sig fra radiobglger
med frekvenser pa maske 104 Hz til hard gammastriling med frekvenser pa
1022 Hz eller mere, hvor kvanteeffekterne er dominerende. Der er karak-
teristiske traek ved hvert frekvensomrade, som ma tages i betragtning ved
undersggelse af bglgeudbredelsen. Eksempelvis er frekvensen afggrende for,
hvilke materialeparametre der er relevante. Falles for alle elektromagnetiske
bglger er dog, at de i vacuum udbreder sig med hastigheden c.

13.1 Plane monokromatiske bglger i dielektrika

Bglgeligningen for elektromagnetiske bglger i et ikke-ledende, lineart og ho-
mogent dielektrisk medium med permittivitet ¢ og permeabilitet u er givet

ved 12.46 )

0’E
VZE—e,uE—t—Z =0, (13.1)

med en helt tilsvarende ligning for B-feltet. Fasehastigheden v for bglgen i
mediet er bestemt ved 1/v? = ey, altsa

v = —. (13.2)
Blandt lgsningerne til 13.1 skal vi iszr interessere os for plane, monokroma-

tiske bglger med vilkarlig udbredelsesretning. Sadanne bglger kan beskrives
ved en komplex bglgefunktion af formen

E(r,t) = EgelkT—vt), (13.3)

235
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Figur 13.1: Udbredelse af plan bglge
T i rummet.
Denne bglge er plan, fordi feltvektoren E er den samme i alle punkter af
enhver plan vinkelret pa den faste udbredelsesretning bestemt ved bglge-
vektoren k = kn = (kg,ky, k;), hvor n er normalvektoren til bglgeplanen.
Bolgen er monokromatisk (dvs. ensfarvet, en betegnelse som er hentet fra det
visuelle omrade), fordi der kun forekommer en enkelt frekvens w og derfor
ogsd kun et enkelt bglgetal k.

Ved indseetning af 13.3 i bglgeligningen 13.1, ser man, at denne reducerer
til en relation mellem w og k:

k2 2e\E(r. 1) = k= 2 :—ai 13.
(R +eEr) =0 > k=a=2,  (134)

som kaldes dispersionsrelationen for elektromagnetiske bglger i mediet. Ma-
terialets refraktionsindez n er en dimensionslgs stgrrelse, defineret ved

N = /€ lr = e = E) (135)

€oMo v

hvor vi har indfgrt den relative permittivitet e, = €/eg og den relative per-
meabilitet u, = pu/po. Fra et bglgesynspunkt er refraktionsindex forholdet
mellem fasehastigheden ¢ i vacuum og fasehastigheden v i mediet.

Indfpres refraktionsindexet kan dispersionsrelationen 13.4 skrives som

k=2 :En:kon, (13.6)
v ooc

hvor kg = w/c er bglgetallet i vacuum. Man skal veere opmaerksom pa, at
materialeparameteren €, og dermed v og n, normalt vil afhenge af frekvensen
w. Dispersionsrelationen er derfor mere kompliceret, end den umiddelbart
tager sig ud. For de fleste dielektriske materialer geelder pa den anden side,
at u = po dvs. u, ~ 1. Man kan derfor efter 13.5 oftest saette n = /€.

Vi skal nu finde betingelserne for, at den plane bglge 13.3 er en lgsning til
de samlede Maxwell ligninger. Vi antager, at der ikke er externt patrykte kil-
deladninger og -strgmme, og da mediet yderligere er ikke-ledende, er strgm-
teetheden altid nul. Maxwells ligninger 12.11-12.14 bliver da

V.D = 0, (13.7)

V.B = 0, (13.8)
0B

VXE = -—, (13.9)

vxH = 92 (13.10)

ot
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Ved integration af 13.9 kan man finde B-feltet ud fra E-feltet 13.3. Det vil Alle felter
klart give et felt, med samme bglgefaktor ek T-wt) som E-feltet. Da felterne harmoniske

D og H er linezrt forbundne med felterne E og B, har alle felter samme
bglgefaktor. Dette simplificerer differentiationerne i 13.7-13.10 veesentligt.
Efter opgave 13.8 gzlder det jo for en vilkarlig plan harmonisk bglge,

F(r,t) = A ekr-wt) (13.11)
o oF
V. F=ik'F, VxF=ikxF, - =-iF (13.12)

Vi kan derfor anvende substitutionerne V — ¢k og 0/0t — —iw, hvorefter
13.7-13.10 bliver

k-D = 0, (13.13)
k-B = 0, (13.14)
kxE = wB, (13.15)
kxH = -wD. (13.16)

I det fglgende skal vi som regel beskrive en elektromagnetisk bglge ved de
to fundamentale felter E og B. Vi antager, at mediet er linesert med ma-
terialeparametrene ¢ og u og eliminerer D = ¢E fra 13.13 og H = B/ fra
13.16. Anvendes desuden udtrykket 13.2 for bglgehastigheden, finder man
falgende rent algebraiske vektorrelationer for den plane, harmoniske bglge i
et linesert medium

kK-E = 0, (13.17)

k-B = 0, (13.18)

kxE = wB, (13.19)
w

De harmoniske bglger E og B er indfgrt som komplexe bglger. I forbin-
delse med relationerne 13.17-13.20 ma vi ngdvendigvis preecisere, hvad der
menes med en komplex feltvektor. Vi skriver dertil bglgerne pa formen

E(r,t) = EgeilkT-wt)  B(r,t) = Bgeikr-wt) (13.21)

hvor de faste vektorer Eg og B i almindelighed har komplexe komposanter.
Ved den komplexe E-vektor skal vi forsta vektoren

E = (Eoze'®®, Eg e'?v, Ege'z) etlor-uwt) (13.22)

hvor hver komposant altsd har sin egen fasevinkel ¢. Et tilsvarende udtryk
kan angives for B-feltet, men komposanterne og faserne har i almindelighed
ikke nogen simpel relation til dem for E-feltet.

Relationen 13.17 kan fortolkes som et udsagn om, at den komplexe vektor
E er vinkelret pa den reelle vektor k. Det vil sige, at sdvel den reelle som den
imaginzere del af E har skalarproduktet nul med k. Taler vi om de fysiske
felter, er det tilstraekkeligt at sige, at realdelen af E har skalarproduktet nul
med k. I begge tilfzelde bliver de explicitte udtryk for k - E komplicerede pa

To udvalgte
felter

Hvad er
en komplez
vektor?

Betydning af
skalarprodukt
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Figur 13.2: Feltvektorernes beliggen-

hed i en plan, elektromagnetisk bglge.

grund af faserne. Endnu tungere bliver det at benytte 13.19 til at bestemme
B-feltet ud fra E-feltet.

I naeste afsnit skal vi undersgge den fysiske betydning af faseforskelle
mellem felternes komposanter. Her ggr vi blot den simplificerende antagelse,
at alle komposanter af E-feltet har den samme fase sadan, at felterne ganske
enkelt kan skrives

E(r,t) = EgetkT-wt+d) B(r,t) = Bg elkT-wt+d) (13.23)

hvor Eg og Bg = k x Eg/w nu er relle vektorer.
Ligningerne 13.17-13.20 udtrykker da fglgende vigtige relationer mellem
de reelle feltvektorer E og B og bglgevektoren k:

EAB Lk, (13.24)

E L B, (13.25)
k n

= —1E| = =|E|. 13.2

Bl = ~|B| = 2[E) (13.26)

Disse relationer fastleegger feltvektorernes relative beliggenhed og stgrrelse i
en elektromagnetisk bglge, hvor felterne E og B altid svinger i to faste pa
hinanden vinkelrette planer, som indeholder bglgevektoren, se fig. 13.2. En
sadan bglge skal vi i naeste afsnit kalde en lineert polariseret bglge.

13.2 Polarisation

De elektromagnetiske bglger i forrige afsnit er transversale, idet feltvekto-
rerne er vinkelrette pa udbredelsesretningen. Hvis feltvektoren E udeluk-
kende svinger i en bestemt retning i rummet (vinkelret pa udbredelsesret-
ningen), siger man, at bglgen er lineert polariseret i denne retning.

Lad os tenke pa en sadan linesert polariseret bglge, hvor E-vektoren
svinger harmonisk i en fast plan, som indeholder udbredelsesretningen. Vi
kan uden skade forenkle den fglgende diskussion ved at leegge z-aksen i ud-
bredelsesretningen. Bglgen observeres i et fast punkt O pa aksen, hvor
feltvektorens svingninger i planen oplgses efter to (tilfzeldige) pa hinanden
vinkelrette retninger, der tages som y-akse og z-akse i et saedvanligt hgjre-
koodinatsystem, se fig. 13.5.

Det er her mest overskueligt at anvende reelle vektorer. For realdelen af
E kan vi da skrive

E; = Eggcos(kz — wt), E, = Eycos(kz — wt), (13.27)



13.2. Polarisation

239

EyotY

E,

—Ezo Ea:O

Figur 13.3: Feltvektoren i en linezert pola-

riseret bglge oplgst i sine komposanter efter

—Hyo to pa hinanden vinkelrette retninger = og v.

hvor E;o og E,o er de maximale udsving i retningerne z og y. De to
svingninger 13.27 er i fase, og E-vektorens endepunkt vil, som vist pa fig.
13.3, bevaege sig pa en ret linie gennem nulpunket O.

Man kan imidlertid ogsa forestille sig en bglge, som er en superposition af
et E; og et Ey, som ikke er i fase, men har en fast faseforskel ¢. Delbglgerne
bliver da

E; = Egocos(kz — wt), E, = Eyocos(kz — wt + ¢). (13.28)

Er ¢ positiv, siger man, at E; er foran E, i fase (fordi der skal mere wt til i
y-bglgen for at nad dertil i fase, hvor z-bglgen allerede var. Sml. diskussionen
i afsnit 10.3.2 om vekselstrgm, hvor dog wt har modsat fortegn).
Bevagelsen af E-vektorens endepunkt i zy-planen fglger i almindelighed
en ellipse indskrevet i et rektangel, hvis sider er parallele med z- og y-akserne
i afstande, som er henholdsvis +E,o og + Ezo. Man taler derfor om elliptisk
polarisation. Man kan vise (opgave 17.7), at ellipsens ligning er

(5:0)2+ (%)2"2<£0) (7%) cos ¢ = sin’ ¢ (13.29)

og, at dens storakse danner en vinkel & med z-aksen, som er bestemt ved

2Ea:OEO
tg2a = 2
B = B, — 8, ¢

o0s . (13.30)

Lineeer polarisation er et specialtilfzelde af elliptisk svarende til ¢ = 0 eller
¢ = 7. Polarisationsretningen falder da i en af rektanglets to diagonaler.

EyotY

E

—4z0 « EzO

Figur 13.4: Bevagelsen af den elektriske
vektors endepunkt i en elliptisk polariseret
—=yo bglge.

Superposition
med faseforskel

Elliptisk

polarisation
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Figur 13.5: Feltvektorens bevagelse
i en cirkuleert polariseret bglge, som

udbreder sig i 2-retningen.

Et andet specialtilfelde optraeder, ndr ¢ = +7/2 og samtidig E;o = Eyo.
Ellipsen udarter da til en cirkel og man taler om cirkuler polarisation. Fig.
13.5 illustrerer E-vektorens bevaegelse i rummet for en plan, cirkulzrt pola-
riseret bglge, som udbreder sig i z-aksens retning.

Bemaerk, at ¢ ogsd bestemmer E-vektorens omlgbsretning. Denne kan
fastlaegges ved at betragte vektoren E X E, som kan beregnes af 13.27, {. eks.
forz=0

. E
EXE=EX %_t ~ sinwt cos(wt — @) — coswt sin(wt ~ ¢) = sin ¢. (13.31)

Med henvisning til fig. 13.5 kan vi nu diskutere feltvektorens omlgbsret-
ning. Ser vi ind mod kilden, svarer et positivt sin¢ til rotation mod uret.
Dette kaldes venstre-polarisation og bglgen siges at vere i en L-tilstand.
Et negativt sin ¢ svarer omvendt til rotation med uret. Dette kaldes hgjre-
polarisation og bglgen siges at vaere i en R-tilstand. Disse betegnelser, som
ofte anvendes til at angive polarisationstilstanden af lysbglger, er desveerre
de modsatte af, hvad en ‘hgjrehdndsregel’ ville give. I en linezrt polariseret
bglge svinger feltvektoren i en bestemt plan. Bglgen omtales derfor ogsi
som plan-polariseret og siges at vaere i en P-tilstand. Fig. 13.6 viser hvordan
ellipsens form og beliggenhed zndres med faseforskellen ¢.

Polarisation optraeder ved alle former for elektromagnetiske bglger, men
har seerlig betydning for bglger i det visuelle omrade, altsa for lys. Pola-
risationen giver dér anledning til en rakke feenomener af stor teoretisk og
praktisk interesse. Vi skal nermere drgfte nogle af disse i Optik.

/00N 00/

0 /4 /2 3n/4 T 5x/4 3r/2 T=/4 2n

Figur 13.6: Lysets polarisationstilstand er bestemt af faseforskellen ¢ mellem de to
komposanter.
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13.3 Energi i en elektromagnetisk bglge
I kapitel 10 fandt vi energitetheden u i det elektromagnetiske felt: Energi og
u=1(E-D+B-H), (13.32)
og i kapitel 12 energistrgmietheden udtrykt ved Poyntingvektoren S: Energistrgm
S=ExH. (13.33)
Derefter kunne lokal energibevarelse udtrykkes ved kontinuitetsligningen
Ou
V.- S+—= 13.34
+ T 0, (13.34)

som gelder for et ikke-ledende medium. Der mindes om, at udtrykkene
er udledt under forudseetning af et lineert medium, dvs. et medium hvor
D = ¢E og B = uH, og hvor € og p er konstanter. I det fglgende skal vi
som regel antage, at € = €65 og &t = pg. Selv om intet stof er helt uden
magnetiske egenskaber, er den sidste tilnsermelse meget god, da magnetiske
susceptibiliteter typisk er 4-5 stgrrelsesordener mindre end elektriske.

Under disse forudseetninger kan 13.32 og 13.33 uden videre anvendes pa
en elektromagnetisk bglge. Oftest er vi interesseret i at beregne tidsmid-
delveerdierne af u og S. Dertil anvender vi igen det almindelige udtryk for
tidsmiddelvaerdien af en kvadratisk stgrrelse

{(Re f)o(Re g)) = 3Re(f*oyg). (13.35)
For energitaetheden finder vi sdledes efter 13.32
(u) = 1Re(¢E*- E) + $Re (uoH*- H). (13.36)

Er bglgen plan kan H elimineres ved at benytte 13.26, som giver |B| =
po|H| = n|E|/c. Den samlede elektriske og magnetiske energiteethed i den
plane bglge far da det enkle udtryk

{(u) = 1€|E|? = 1¢|Eo)2. (13.37)

Bemaerk, at tids- og stedsvariationen, jvf. 13.3, forsvinder ved beregningen
af absolutkvadratet |E|?.
Tilsvarende kan man beregne middelveerdien af Poyntingvektoren

(S) = (E x H) = 1Re (E*x H). (13.38)

Da E L H, peger vektorproduktet i bglgens udbredelsesretning. Er bglgen
plan elimineres H pa samme made som fgr, og vi kan skrive

(S) = é—lZ;—C}EoVek, (13.39)

hvor e er en enhedsvektor i udbredelsesretningen. Heraf fglger, at Poynting-
vektoren og energitetheden er forbundet ved relationen

(S) = (u)vy, (13.40)

hvor v = ¢/n er bglgens fasehastighed i mediet. Ligning 13.40 udtrykker,
at den energi, som det naste sekund strgmmer gennem et areal pa 1m?
vinkelret pa straleretningen, er indeholdt i en sgjle af leengden vy.
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13.4 Plane bglger i ledende medier

Selv om de vigtigste feenomener er knyttet til elektromagnetiske bglger i die-
lektrika, er der dog ogsa situationer, hvor der optraeder ledende medier. Som
vi skal se, er bglgerne i en leder steerkt deempede. Det er netop dette som ggr
ledere, iseer metaller, til gode reflektorer for lys og andre elektromagnetiske
bglger.

Vi skal derfor kort undersgge udbredelsen af en elektromagnetisk bglge i
et ledende medium. Den fysiske forskel fra en isolator er, at konduktiviteten
v # 0, hvilket betyder, at det elektriske felt skaber en strgmtaethed J = vE.
I kapitel 13 har vi allerede udledt den bglgeligning, som da ma anvendes:

0E 0%E

idet vi generelt ser pa et medium med permittivitet ¢ og permeabilitet u. Vi
far den dielektriske situation, beskrevet ved bglgeligningen 13.1, blot ved at
seette 7 = 0, hvilket gentagne gange kan benyttes i det fglgende.

Til bglgeligningen 13.41 sgger vi nu harmoniske lgsninger af formen

E(r,t) = E(r)e ", (13.42)
Ved indsatning i 13.41 far vi da en 2. ordens differentialligning for E(r):
V2E + {iwyp + w?eu}E = 0. (13.43)

Man ser umiddelbart, at denne differentialligning har samme form som den
ville have i et dielektrikum, idet der blot er sket substitutionen

e - dwyp+ wlep = w? (e + ﬂ) 73 (13.44)
w

Forskellen til det dielektriske tilfeelde er, at permittiviten € er erstattet med
en komplez permittivitet, som vi skal betegne med é. Vi har saledes substi-
tutionen

e — é=et L (13.45)
w

Tilsvarende kan vi indfgre et komplext refraktionsindex 7, i analogi med
13.5:

n= f"' \/ . e,—{————— . (13.46)
60#0 60#0 €W

Det viser sig nu hensigtsmeessigt explicit at kende den reelle og den imagi-
nere del af refraktionsindexet hver for sig. Vi skriver derfor

=1+ ik, (13.47)

hvor n og k er reelle. For at udtrykke n og x ved materialeparametrene ¢
og u kvadrerer vi n efter 13.46 og 13.47 og saetter, hver for sig, realdele og
imaginaerdele lig hinanden. Heraf fglger

n? -k = pe, (13.48)
Yy

= p - 13.49

27k e e (13.49)
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Lgses disse ligninger for n og « far man de gnskede udtryk

\l 14 /11 (/e \J 141t (e
N =€ lr v K= &l .
2 2
(13.50)

Fortegnene ved roduddragningerne er valgt sddan, at n og ~ bliver positive,
reelle stgrrelser. Man ser, at for ¥ = 0 stemmer 7 overens med det ssdvanlige
refraktionsindex n = /&1, . Af grunde, som vi straks kommer til, kaldes
imaginzerdelen k for absorptionsindezet. Det er 0 for v = 0.

Vi kan herefter umiddelbart overtage resultaterne fra afsnit 13.1. Efter
13.4 erstattes bglgevektoren k med en komplex bglgevektor k, idet

k=nky - k=nky= (7] + il‘;)ko. (1351)

Vi er nu klar til at tolke det fysiske indhold af disse formelle regninger.
Den harmoniske planbglge lgsning til bglgeligningen i det ledende medium
fremkommer ved substitutionen

eilkr—wt)  _ i(kr-wt) _ i((n+ic)ko T-wt) (13.52)

Med det sidste udtryk kan vi efter 13.42 skrive en (planpolariseret) lgsning
til belgeligningen som

E(r,t) — Eoei((n-}-in)ko-r——wt) — Eoe_"k°'rei("k°'r_“’t). (13.53)

I materialet har vi siledes en dempet harmonisk bglge. Indfgres afstanden
z malt langs udbredelsesretningen, er ko-r = koz. Bglgens amplitude be-
stemmes da af exp(—kkoz). Amplituden aftager med en faktor 1/e over en
leengde

1 Ao

= e = R (13.54)
som kaldes indtrengningsdybden.

Hvor dybt en bglge traenger ind i et materiale afhzenger bade af materi-
aleparametrene ¢, p og v og af bglgens frekvens w. Som det ses af udtrykket
13.50 for k, er den afggrende stgrrelse v/we, idet €, og u, ikke er meget
forskellige fra 1.

For en god leder som kobber er v =~ 6x107 og € ~ € ~ 107, Det vil
sige, at 7/e ~ 6x 108, For frekvenser v < 101" Hz er v/ew > 1. Selv om
den her udviklede teori ikke gelder for sa hgje frekvenser, fordi metallets
atomare struktur da spiller ind (se afsnit 5.5 om relaxationstid), sa viser
argumentet dog, at for ledere er v/ew det helt dominerende led i 13.50.
Vi kan derfor skrive k = /& ji,/v/2ew. Da desuden ko = w/c, bliver
indtreengningsdybden for metaller

2
§ =4 —, 13.55
\/7: ( )

der kan anses for gyldig for alle frekvenser v < 104 Hz, dvs. op tili nerheden
af frekvensen for synligt lys.
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Jevnstrpm
gar dybt

100
80 —— Ege~"*% cos(nkoz —wt)
60
a0

20
I Figur 13.7: I en leder udbreder
z 5 elektromagnetisk straling sig som en

dempet bglge.

Det er veerd at bemszrke, at for v/ew > 1 giver 13.50, at 7 = k. Efter
13.53 bliver bglgetallet i materialet k = nkg og bglgelengden derfor

= E = 2—7r = & = 27é. (13.56)

ko nko 7
Bolgeleengden i metallet er siledes 27 gange indtreengningsdybden og er, da
n = v/eéw > 1, vesentlig kortere end bglgeleengden i vacuum.

For meget lave frekvenser viser 13.55, at indtreengningdybden bliver me-
get stor, for jevnstrem i principet uendelig. Dette stemmer med vores tid-
ligere opfattelse, at i en ledning er feltstyrken, og dermed strgmtztheden,
homogent fordelt over ledningens tversnit (se afsnit 5.2.1).



Kapitel 14

Elektromagnetisk straling

Kilderne til elektromagnetiske bglger er tidsvarierende strgmme og ladnin-
ger fordelt i en stgrre eller mindre del af rummet. Man siger, at kilderne
udsender elekiromagnetisk strdling. Eksempler pa sddanne kilder er radio-
antenner af forskellig art, elektriske kredslgb, som drives med hgjfrekvente
vekselstrgmme, og accelererede partikler. Kilderne kan ogsa veere atomare
systemer, men for dem kan stralingsudsendelsen kun beskrives fuldt korrekt
ved kvantemekaniske metoder. Selv da er der dog vigtige aspekter, der bely-
ses af den klassiske elektromagnetiske stralingsteori, som er emnet for dette
kapitel.

14.1 De elektromagnetiske potentialer

Ved behandlingen af stralingsfeenomener er det en fordel at benytte de elek-
tromagnetiske potentialer ¢ og A. Indtil nu har vi imidlertid kun anvendt
disse potentialer i stationzre tilfzelde og ma derfor fgrst overveje, hvilke an-
dringer i formalismen, der er ngdvendige, nar de elektromagnetiske felter
varierer i tid.

Efter den 2. Maxwell ligning 12.12 gzelder det altid, at V-B = 0. Vi kan
derfor fortsat finde et vektorpotential A(r,t) siledes, at

B(r,t) = V x A(r,t). (14.1)

Derimod kan vi ikke uden videre beregne et sadant vektorpotential ved hjelp
af 6.60. I neeste afsnit skal vi se, hvorledes udtrykket ma modificeres for ogsa
at omfatte tidsvarierende felter.

I det stationzre tilfeelde var V x E = 0, hvilket medfarte, at der kunne
findes et skalarpotential ¢. Er felterne tidsvarierende, gzlder der efter den
3. Maxwell ligning, at

OB(r, 1)

v X E(r,t) = —T,

(14.2)
og E-feltet er saledes ikke noget gradientfelt. Vi kan imidlertid skrive lig-

ningen som

0B
VXE+ =0, (14.3)
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og derpa indfgre B = V x A. Antager vi, at felterne er tilstraekkeligt kon-
tinuerte til, at differentiation efter tid og efter sted kan ombyttes, kan 14.3
skrives

A
V X (E-l-“a't—) =0. (14.4)

Denne ligning viser, at feltet E+3A /3t er rotationsfrit og fglgelig kan skrives
som (minus) gradienten af et skalarfelt ¢. Vi har derfor den vigtige relation

E = —vw—%, (14.5)

men der ggres opmerksom pa, at skalarpotentialet her er et andet end det
statiske og ikke lader sig beregne eksempelvis med 2.32.

Som i de statiske tilfeelde er potentialerne ikke entydigt bestemte ved
14.1 eller 14.5. Betegner £(r,t) saledes et vilkarligt skalarfelt og er A’ og ¢’
potentialer, som opfylder 14.1 og 14.5, da vil potentialerne

A=A+V¢ (14.6)
og
_ o 9¢
=9 - (14.7)

vare lige sa brugbare, idet ogsa de opfylder 14.1 og 14.5:

VXA=VXxA'+VxVE=VxA'=B (14.8)
og
oA . Ve BA'  aVe . OA’
Vo 3 Vo' + T T T ¥ =5 E. (14.9)

14.2 Baglgeligningen med kilder

Vi skal nu vise, at potentialerne A(r,t) og ¢(r,t) hver tilfredsstiller en inho-
mogen bglgeligning med henholdsvis strgmteaetheden J(r,t) og ladningsteet-
heden p(r,t) som kilde.

Vi tager igen udgangspunkt i de fire Maxwell ligninger 12.11-12.14. Er
potentialerne kendte, er den 2. og den 3. Maxwell ligning automatisk opfyldt
pa grund af definitionerne 14.1 og 14.5. Den 1. og den 4. Maxwell ligning
giver da de relationer, som knytter potentialerne til kilderne.

Vi skal kun betragte tilfeelde, hvor det omgivende medium er homogent
og linexrt med permittivitet € og permeabilitet u. Yderligere antages, at
mediets ledningsevne er 0. Strgmtaetheden J(r,t) skyldes da udelukkende
udefra patrykte strgmme i kilderne. Tilsvarende kan der ifglge kontinuitets-
ligningen kun veere en tidsvarierende ladningstathed, hvor der er en strgm,
altsd igen i kilderne.

Vi skriver nu den 4. Maxwell ligning som

8D
VxH-— =] (14.10)
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og udnytter lineariteten til at eliminere H = B/u og D = ¢E sadan, at

loxB-LlE oy (14.11)
7 ot

Her kan vi da indfgre de elektromagnetiske potentialer med resultatet

VXVXA—G/L;;% <——V<,o—%{?—> = ud, (14.12)

hvorefter identiteten V x V x = VV . — V2] tabel A2:8 giver

92A Ay
ViA -5 - VI(V-A L) = —ud. 14.1
A-epgs ( +fuat> pdJ (14.13)
De to fprste led kan fint indga i en bglgeligning, mens leddet i parentesen ser
bekymmerligt ud. Det ville derfor veere seerdeles bekvemt, hvis potentialerne
opfyldte den ekstra betingelse

V-A+eu%§ = 0. (14.14)

Denne betingelse kaldes Lorentzbetingelsen, og den er analog med Coulomb-
betingelsen V-A = 0, som vi anvendte ved stationzere felter jvf. 6.61. I
slutningen af dette afsnit skal vi vise, at den frihed, som 14.6 og 14.7 giver
ved valget af potentialer, er tilstreekkelig til, at Lorentzbetingelsen altid kan
opfyldes. Her skal vi blot ga ud fra, at den er opfyldt saddan, at 14.13 bliver

%A

V2iA - hg = —udJ, (14.15)

som er den sggte inhomogene bglgeligning, der forbinder vektorpotentialet
A(r,t) med kilden J(r,?).

For at finde den tilsvarende bglgeligning for ¢ begynder vi med den 1.
Maxwell ligning pa formen

V.E :£€’ (14.16)

og indszetter E efter 14.5, hvilket giver

4 p
- Vip- V. A=1"L, 14.1
L € ( 7

Herefter kan V - A indfgres ved hjelp af Lorentzbetingelsen 14.14 sadan, at

62

2 IP R 14.18
¢ = e - ( )

som er den sggte bplgeligning, der forbinder skalarpotentialet ¢(r,t) med
kilden p(r, ).

I praksis vil udsendelsen og udbredelsen af elektromagnetisk straling of-
test ske i vacuum eller luft. 114.14, 14.15 og 14.18 gzelder da € = €g, pt = po
og eu = 1/c2.
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D> Lorentzbetingelsen: Vi skal her vise, at Lorentzbetingelsen 14.14 altid kan
opfyldes. Lad (A, ¢') veere potentialer som korrekt giver felterne (E, B). Vi
sgger en skalarfunktion £, som med 14.6 og 14.7 giver potentialer (A, ¢), der
opfylder Lorentzbetingelsen. Ved indsztning i 14.14 finder man

2

!
V-A+ep%—(tP:V'A'+ep88—(':+V2£——epa =0

a2
dvs., at betingelsen er opfyldt dersom
325 a(Pl
V¥ —eu—2=—-(V- A —) .
¢t ( At eug,
Men dette er jo en inhomogen bglgeligning, hvor kildeleddet pa hgjre side er
en kendt funktion, eftersom A’ og ¢’ er kendte. Er hgjre side nul, opfylder
de oprindelige potentialer allerede Lorentzbetingelsen. Er hgjre side ikke
nul, vil lgsning af differentialligningen give et £, som igen giver et (A, ),
der opfylder Lorentzbetingelsen.<

14.3 Lgsning af bglgeligningen med kilder

Den naeste opgave bliver nu at lgse de inhomogene bglgeligninger 14.15 og
14.18 for felterne A(r, t) og ¢(r, t) med foreskrevne kilder J(r, t) og p(r,t). Vi
skal antage, at kildefelterne kun forekommer i en begraenset del af rummet.

Opgaven kan lgses matematisk stringent ved brug af den sakaldte Green-
funktionsteknik. Det skal vi her give afkald pa og ngjes med lgse argumenter,
som dog fgrer til det rigtige resultat og ggr dette plausibelt.

Da fordelingen af strgm og ladning er begraenset er p = 0 og J = 0 i den
stgrste del af rummet. Bglgeligningerne 14.15 og 14.18 er da homogene diffe-
rentialligninger med lgsninger, hvoraf nogle blev undersggt i forrige kapitel.
Lgsningerne til de inhomogene ligninger fas ved, at man til den generelle
lgsning til den homogene ligning laegger en vilkarlig partikulzer lgsning til
den inhomogene ligning. Det, vi sgger, er en sadan partikuleer lgsning.

Vi kan se pa bglgeligningen 14.18 i vacuum og med en oscillerende punkt-
ladning ¢(t) som kilde. Dette er ganske vist en fysisk urimelighed, da lad-
ningen ikke har noget sted at oscillere hen, men matematisk kan den godt

lede til en lgsning. Vi leegger nulpunktet i punktladningen. I rummet gzelder

der da 52
1 0%
Vip-=—=0 14.19
undtagen netop i nulpunktet. Vi kan omgive dette med en lille kugle K med
radius 6 og integrere over kuglens volumen, hvilket pa grund af 14.18, giver

2, 10%) . at)
/K (ch sam | =-2 (14.20)

Der er tydeligvis sfeerisk symmetri i dette problem sadan, at lgsningen til
den homogene ligning 14.19 er af formen ¢ = ¢(r,t) hvor r er afstanden fra
nulpunktet. Bglgeligningen i sfeeriske koordinater bliver da

10 2 dp 10%

2o or aoe (14.21)
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Vi har tidligere studeret et tilsvarende problem i Bglger, afsnit 2.2.2 og som
lgsning fundet en udadgaende kuglebglge af formen f(r — vt)/r, hvor v er
fasehastigheden. I tilfeeldet her er det bekvemt at skrive Igsningen som

_ flt=r/e)

o(r,t) = — (14.22)

hvor f er en vilkarlig funktion, som nu skal velges sadan, at den inhomogene
bglgeligning tilfredsstilles. ‘

Gar vi meget neer til nulpunktet, kan vi se bort fra r/c i funktionens
argument sadan, at p(r,t) = f(t)/r. Dette gnsker vi at indsette i integralet
14.20. For det fgrste led kan vi skrive

V2<p=V2i:fV2-1—~_—fV-Vl:—fV-L3, (14.23)
7 7 T T
mens der for den 2. tidsafledede gzelder
8% 10%f
— = 14.24
gtz r ot ( )

I greensen § — 0 giver dette led 0 ved integrationen, da det forholder sig
som §~!, mens kuglens volumen forholder sig som 6. Tilbage bliver da
volumenintegralet af V - (r/r3), som vi tidligere i 2.44 har fundet til 47. Vi
ender derfor med

./;{ Vipdv = -4nf(t) = _at) => f(t) = at) (14.25)

€0 T 4weg
og har altsd sandsynliggjort relationen

flt—rfc) _ 1 g{t—r/c)

T 4meq T

o(r,t) = , (14.26)
som bestemmer potentialet fra den oscillerende punktkilde overalt i rummet.

Hermed har vi ndet den afggrende indsigt, at potentialet til tiden ¢ i
afstanden r fra kilden ikke bestemmes af den gjeblikkelige ladning ¢(¢), men
af ladningen ¢{t — 7/c) til det tidligere tidspunkt t* = t — r/c, som kaldes
den retarderede tid. Det fysiske indhold er tydeligvis, at den ladning, som
bestemmer det gjeblikkelige felt i et fjernt punkt, ikke er ladningen nu, men
den ladning som fandtes tiden 7/c tidligere. Meget anskueligt er 7/c netop er
den tid, det tager for en elektromagnetisk forstyrrelse at na frem fra kilden
til iagttageren i afstanden 7.

Figur 14.1: Kildepunkt og malepunkt ved beregning af retarderede potentialer.

Kuglebgige
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For en udstrakt kilde ma den retarderede tid indfgres for hvert punkt af lad-
ningsfordelingen, som dernzest integreres over fordelingens volumen. For de
tre komponenter af vektorpotentialet A(r,t) kan man gennemfgre en helt til-
svarende argumentation. Kildeleddene er da de tre komponenter af J(r’, t*),
altsa strgmtaetheden til den retarderede tid. De dynamiske udtryk for de
tidligere udledte statiske potentialer 2.32 og 6.60 bliver da

TN
) = d 14.
o(r,1) dmeq Jv [r — r'| v (14.27)
wo [ It lr—rlfe)
t) = — dv’. 2
A(r,¢) e / — v (14.28)

Disse udtryk kaldes de retarderede potentialer. Ved indsetning kan man
eftervise, at de tilfredsstiller bglgeligningerne 14.15 og 14.18, som direkte
fgrer tilbage til 4. og 1. Maxwell ligning, som derfor ogsa er opfyldt. Som
tidligere anfprt, er 2. og 3. Maxwell ligning automatisk opfyldt, nar felterne
afledes af potentialerne. Endelig kan kan man vise, at potentialerne 14.27
og 14.28 ogsa opfylder Lorentzbetingelsen 14.14. De retarderede potentia-
ler kan derfor siges at veere den endegyldige lgsning til Maxwells ligninger,
uanset hvad man matte forestille sig af stramme og ladninger.

14.4 Udstraling fra en elektrisk dipol

Vi skal nu anvende formalismen fra forrige afsnit til at undersgge udstralingen
fra en lille, oscillerende elektrisk dipol. Denne type straling har stor teoretisk
og praktisk betydning, fordi stgrre og mere komplicerede systemer ofte kan
teenkes opbygget af sma dipoler. Yderligere kan mange traek af udstrilingen
fra kvantesystemer, som molekyler, atomer og atomkerner, beskrives ved
hjeelp af den klassiske teori for elektriske dipoler. Dette selv om strilingen
fra et kvantesystem skyldes fotonudsendelse i forbindelse med diskontinuerte
@ndringer i ladningsfordelingerne og ikke kontinuert energiudsendelse, som
fra en oscillerende dipol.

Det simplest mulige eksempel er en Hertz dipol, som blot bestar af to
ledende kugler forbundet med en capacitansfri ledning med leengde £. Har
dipolen totalladningen 0, ma de to kugler til ethvert tidspunkt have lige store,
men modsatte ladninger +¢(t), da der ikke kan vere ladning pa ledningen.

A(r,t)
r—r
- 54 r
|7 v
LI (t)
m/— T+q Figur 14.2: Beregning af udstralingen

fra en Hertz dipol.
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Dipolen taenkes anbragt langs z-aksen i et koordinatsystem symmetrisk om
nulpunktet, saledes at kuglerne befinder sig i punkterne z = ££/2. Vi fo-
restiller os, at ladningerne oscillerer frem og tilbage mellem kuglerne under
pavirkning af en hgjfrekvent, ydre vekselspaending. Strgmmen i forbindelses-
ledningen vil da veere
)=dt)=2 (14.29)
Den fgrste opgave bliver nu at beregne det retarderede vektorpotential i
et vilkarligt punkt P i rummet med stedvektoren r. Kildepunktet ligger altid
pa z-aksen, sa dets beliggenhed kan angives ved r’ = z’e,, hvor e, er enheds-
vektoren langs z-aksen. Ved indseatning i 14.28 foretager vi den szedvanlige
substitution Jdv = Id¢' = Idz', som bringer os fra et volumenintegral til et
linieintegral. Da strgmmen altid er i 2-aksens retning, ma vektorpotentialet
vaere parallelt med denne, og vi kan ngjes med at angive komposanten 4,,

som bestemmes ved integralet

A,(r,t) = to /t/z Izt —r- eZZIl/c)dz' (14.30)
= 4 J_g/2 Ir — e, 2’| ' ’

Beregningen af retarderede potentialer vanskeligggres betydeligt af, at den
retarderede tid er forskellig for forskellige punkter af det udstralende system.
Vi ser det illustreret her, hvor stgrrelsen |r — e,2’| forekommer bade i inte-
grandens navner og i den retarderede tid. Denne type vanskelighed ma som
regel lgses ved passende tilnaermelser.

Forudsattes det, at der observeres i en afstand, som er stor i forhold til
dipolens lengde, kan vi foretage approximationen

1/2
22'r e, \ ,
_— ~r— 2 cosb,

(14.31)

|r—e2z'|:(r2~2z’r-ez+z’2)1/2zr(l— 5
-

hvor @ er polarvinklen for vektoren r.

Ved beregningen af integralet ville det veere bekvemt, om man helt kunne
se bort fra integrandens afhzngighed af 2/. For navneren er der ikke no-
get saerligt problem. Da observationsafstanden er stor i forhold til dipolens
lengde, kan man uden videre anvende approximationen » — 2’ cos8 ~ r. 1
teelleren ma man imidlertid vere lidt mere forsigtig. Strgmmen oscillerer
med hgj frekvens og derfor kan selv en lille zendring i den retarderede tid
give en stor @ndring i strgmmen.

Retardationen for et bestemt punkt af dipolen bestemmes efter 14.31
af tidsintervallet At = 2z’cosf/c < £/c. Skal vi kunne anvende samme
retardation for alle punkter, ma dette tidsinterval vere lille i forhold til
svingningstiden 7 for strgemmen. Vi far derfor betingelsen

14
< = L <Ler =), (14.32)

hvor X er bglgeleengden af den udsendte straling.

For store afstande (7 > £) og en lille dipol (£ < A) kan vi altsd negligere
z'-afhaengigheden af retardationen. Den sidste betingelse er den, vi tidligere
(jvf. 11.1) har stillet for, at strgmmen kan anses for den samme i alle tvaersnit
af en kreds. I tilfeldet her skal strgmmen vare den samme i

Retarderet
vektorpotential

Et problem

Approzimation

Betingelse
for samme
retardation
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alle tveersnit af ledningen mellem de to kugler. Dette har vi implicit forudsat
ved at ggre ledningen capacitansfri.

Med disse forudseetninger bliver integranden i 14.30 uafhaengig af 2/, og
udtrykket for vektorpotentialet bliver simpelthen

Ay(r, ) = ‘%‘gﬁ (t - r/c). (14.33)

Vikunne nu ga videre, og beregne skalarpotentialet ved hjzelp af 14.27. Dette
kraever dog nogen papasselighed med approximationerne, da potentialet bli-
ver en differens mellem bidrag fra to numerisk lige store ladninger, som kun
adskiller sig ved en lidt forskellig placering i rummet. Det er derfor reg-
nemaessigt simplere at finde skalarpotentialet ud fra vektorpotentialet ved
hjeelp af Lorentzbetingelsen, som vi jo ved er opfyldt for potentialerne 14.27
og 14.28.

Vi anvender derfor 14.14 til at finde 8¢ /8t og indsztter vektorpotentialet
efter 14.33

9y £ 01

2T A — _ 9 o
L = —dv-a prors (CRLID)
14 z z .

Ved beregningen af divergensen er det benyttet, at der kun findes en A,-
komposant og desuden den ofte nyttige regel, at dr/0z = z/r. Skalarpoten-
tialet findes derefter ved integration over tiden, idet man husker, at I = ¢

p(r,t) =

¢ 2 [q(t-—r/c)JrI(t—T/C)]‘ (14.35)

4dmen 72 T c

Felterne E og B kan nu findes ved differentiation af potentialerne, idet
der efter 14.1 og 14.5 gezlder

0A
ot

For at gennemfpre differentiationerne explicit er det dog ngdvendigt at
kende tidsafhengigheden af strgm og ladning. Vi skal antage, at denne er

harmonisk med cyclisk frekvens w saledes, at de retarderede vardier for
ladning og strgm bliver

B=VxA, E=-Vp- (14.36)

g(t—r/c) = gocosw(t—r/c)
I(t—r/c) = —gowsinw(t—r/c)= Ipsinw(t—-r/c), (14.37)

idet komplex skrivemade naeppe byder pa serlige fordele her.

Ved beregning af felterne er det mest hensigtsmaessig at arbejde i sfaeriske
koordinater, som vist pa fig. 14.3. Med udnyttelse af 14.33 finder man de lo-
kale komposanter af vektorpotentialet ved projektion pa r- og §-retningerne,
mens ¢-komposanten bliver nul. Skalarpotentialet i disse koordinater findes
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Figur 14.3: Feltvektorernes beliggen-
hed i sfariske koordinater for elek-
trisk dipolstriling.

af 14.35, idet z = r cos¥. Potentialer

Eg Iof

A = 4 5 o8 fsinw(t - 7/c),
Iot
Ag = _Ho Jot sin@sinw(t — r/c),
47 r
Ag = 0,

ol pug[coneli r/e) _sinwlt—rje)]

4Teg wr? rC

p = (14.38)
Selve beregningen af felterne ved hjeelp af 14.36 og differentialudtrykkene i
tabel A.4 er langsommelig, og vi kan her indskraenke os til at sammenfatte
resultaterne, som bliver

E, = 21t cos 8 [smw(t —r/c) cosw(t— r/c)] 7

4Teg ric rdw

'—Ioz . 1 w 1 .
Eg = e sin g [(m - m) cosw(t —r/c) — o sinw(t —r/c)|,
Ey = 0, (14.39)

mens magnetfeltet, som kun fir en ¢-komposant, findes til

B, = 0,

By = 0,
B polot sin 6 -u—Jcosw(t—T/C)"f'ism“’(t-r/c) (14.40)
¢ AT re r? . .

Udtrykkene 14.39 og 14.40 er de fuldstzndige udtryk for felterne fra en
dipol gyldige med de gjorte forudsetninger. I praksis vil man skelne mellem
neerfeltet, hvor alle de viste led bidrager til feitet, og fjernfeltet, hvor kun de
led bidrager, som aftager langsomst med afstanden.

Inspektion af udtrykkene viser, at det er leddene, der aftager som 1/7,
som udggr fjernfeltet. Det indeholder kun et Ey og et By. Feltvektorerne E
og B er sdledes vinkelrette pd hinanden og pa udbredelsesretningen r, som
vist pa fig. 14.3. Det stemmer med, at i store afstande fra kilden ser et
stykke af den krumme bglgeplan ud som en plan bglge. Separat udskrevet
er

1 Iplwl
Ey = e OC;U; sin @ cosw(t — r/c). (14.41)
By = Z—; Iofw% sinf@ cosw(t — r/c). (14.42)

E-felt

B-felt

Nerfelt og
frernfelt

Fyernfeltet
alene
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Med disse udtryk kan vi beregne bglgens Poynting vektor, som ma vaere
rettet radialt. Poynting vektorens stgrrelse bliver

2
féjfz)f ;\,—;%sm @coslw(t —r/c). (14.43)
0

S| = |E x H| = —E¢B, =
Mo

P& grund af faktoren cos? er Poyntingvektoren altid rettet radialt udad. Der
sker altsd en stadig udstraling af energi fra dipolen til det uendelig fjerne.
Af denne grund kaldes fjernfeltet ogsa for strdlingsfeltet.

: 5(8)

/ Figur 14.4: Vinkelfordelingen af ud-

P stralingen fra en dipol. Den rumlige

| fordeling fremkommer ved rotation af
figuren om z-aksen

Der udstrales ikke lige megen energi i alle retninger. Dette fremgdr af
faktoren sin#, som viser, at der udstrales maximal effekt i ekvatorplanen
(6 = 7/2), mens udstrilingen mod polerne (§ = 0,7) er nul. Dette er
illustreret ved det pa fig. 14.4 viste ‘sommerfugle-mgnster’.

Den samlede udstralede effekt i alle retninger kan findes ved at integrere
Poyntingvektoren over en stor kugleflade K

P = f S-da 1;;?0 3 s2w(t—r/c) A ﬁsm 2027r?sin 6d6. (14.44)
Det sidste integral har veerdien 87/3. Man bemeerker, at udstrilingen er
uafheengig af kuglens radius, i overensstemmelse med, at der ikke afszettes
energi i mediet (vacuum). Den samlede gjeblikkelige udtraling bliver

(Tof)*w?
= - 14.
P(t) = bres &3 cos*w(t — r/c), (14.45)
med middeleffekten
(Iof)?w?®  2n (l)z I?
= = -] —=. 14.4
<P> 127['60 C3 3 60 A 2 ( 6)

Ved den sidste omskrivning er bglgeleengden X indfert, idet w/c = 27/A.
Dette udtryk har samme form som den afsatte vekselstrgmseffekt $ RIZ i en
kreds med resistans R. Af denne grund kaldes stgrrelsen

o [hig e>2 <£)2 .
_ T JHo (2 d 14.4
R = T [ (A 9 (5) (14.47)

som udtrykkes i 2, for dipolens stralingsresistansi det tomme rum.
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14.5 Multipolstraling

Hertz dipolen, som vi undersggte i forrige afsnit, er et szerlig simpelt eksem-
pel pa en tidsvarierende fordeling af strgm og ladning. Her skal vi nu se
pa mere generelle strgm-ladningsfordelinger, idet vi blot antager, at forde-
lingen er begrenset sidan, at dens stgrste udstraekning er lille i forhold til
observationsafstanden. Situationen er som illustreret pa fig. 14.1, hvor nul-
punktet er anbragt inde i fordelingen, og hvor beliggenheden af kildepunkter
og malepunkter som szdvanlig angives ved r' og r. Opgaven er at foretage
en multipoludvikling af strilingsfeltet, i lighed med den, vi gennemfgrte for
det statiske tilfeelde i afsnit 2.8 og 6.9.

I fgrste omgang drejer det sig om, at raekkeudvikle de elektromagnetiske
potentialer 14.27 og 14.28. Da |r — r'| forekommer bade i den retarderede
tid og i integrandens teeller foretager vi raekkeudviklingerne

.,

e—t| = (FP-2r-v'+7%)F =r [1 - rrzr +] (14.48)
)

lr — I‘Il—l = (7'2 — 92r- r’ + 7"2)_% = % [1 + I'TZI' + .- } s (1449)

hvor der kun er medtaget led til 1. orden i 7'. Herefter bliver skalarpoten-
tialet i et fjernt punkt

, Ir —r'| , r r.r
plr,t— 1 plr,t——-+ .
¢ gy / ¢ ¢ /gy
VI

(r,t) = 1/ v =
pir T Ameg Jy Ir — r'| T 47eg

r—r-r/r
(14.50)
Vi kan nu Taylor-udvikle det retarderede p med resultatet
, r r-r , T r'-rdp
t—— = t-—- - _— 14.
p(r, ¢ + re ) (r’ c)+ r¢ Otlpsric (14.51)

som sammen med 14.49 giver fglgende udtryk for potentialet, nar der kun
medtages led af 0. eller 1. orden i 7’/

11 ; T ,
= e t— -
p(r, t) Trer /,p (r, C) dv
Q
+ L / r’ (r' t— I) dv'
4meg T3 A c
P

, L d/ r’p(r’,t—3>dv’. (14.52)
’ Cc

4dmeg ric dt v

Til og med 1. orden er der altsd tre bidrag til potentialet, som nu kun
afhznger af en enkelt retarderet tid, ¢t — r/c, som svarer til nulpunktet. I det
fgrste led giver integralet fordelingens samlede ladning @, som er konstant,
uafhaengig af tiden, da der er tale om en isoleret fordeling. Dette led er uden
stralingsmaessig betydning. I det naeste led er integralet fordelingens

Generel
fordeling

Potentialer
udvikles

Skalar-

potential

Tid 1. orden
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retarderede dipolmoment p (sml. 2.73). Endelig indeholder det sidste led
den tidsafledede p af det retarderede dipolmoment. Skalarpotentialet kan
derfor lidt mere kompakt skrives som

__1 [@ r-plt—r/fe) r-p(t—r/c)
ﬁp(r,t)—-47r€0 r+ r3 + cr? :

(14.53)

Anvendes dette udtryk pa en Hertz dipol langs z-aksen bliver @ = 0 og
r-p = glrcosf = gz, hvorefter man let overbeviser sig om, at udtrykket
indeholder 14.35.

Hver komposant af vektorpotentialet kan udvikles pa lignende made, idet
man begynder med udtrykket

J<r't—~l—1:——:—lj—l) J(r't—r%-rl'r)
o ’ c / PO/ ’ ¢ rC /
(I‘, ) 47!'Ll |I‘ - I'" v 47 v v
(14.54)
Pa samme made som med ladningsteetheden Taylor-udvikler vi den retarde-
rede strgmtzethed til 1. orden i 7/

" " rdJ
g{p s T LT r):J 1T r-roJ
(r,t c+ (', c)+ re Ot

TC

: (14.55)

r't-r/c

hvorefter vektorpotentialet til samme orden bliver af formen

A(r,t) = bo L J(r',t—f)dv'
mr Jv/ c B

P

po 1 ’ ’ r /
+ E-’,—‘g/‘/’(r-r).]<r,t—z> dv

~

po 1 d

Bo - ¢ ) 't—f)d'. 14.56
+ 4wr2cfit/1/r(r r') (r, - | dv ( )

o~

—

mxr

Efter opgave 5.5 har det fgrste integral veerdien dp/dt = p. I de to sidste
led optraeder samme integral, som vi omformer pa fslgende made:

/’(r-r’)Jdv' = % s [(r-e)J + (r - I)r'] dv’
b [ (eI ara. (145)
VI

Om det fgrste integral viser vi i slutningen af dette afsnit, at det er lille af
2. orden i 7. Vi kan derfor ser bort fra det her. Det andet integral kan efter
A.7 skrives som et tripelprodukt sidan, at

/I(r~r')Jdv':é/l [(r-e)J = (r-3)r'] dv':é/w(r'x.])xrdv'.
(14.58)
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™

p= fripdv m= [r' xJdv

Figur 14.5: En oscillerende strgm i et lederstykke er et eksempel pa en elektrisk
dipol. Tilsvarende giver oscillerende strgm i en lukket kreds en magnetisk dipol.

I det sidste udtryk genkender vi, jvi. 6.40, fordelingens magnetiske dipolmo-
ment som faktoren

m = é / r' x Jdv'. (14.59)

Da der overalt skal anvendes retarderede veerdier, kan det endelige udtryk
for fordelingens vektorpotential skrives som

(14.60)

Alr1) =42 [g N m(t—;/c) xr , m(t -—c:éc) X r} .

Man kan bemszrke, at udtrykkene 14.53 og 14.60 for konstante ladninger og
stromme reducerer til de statiske multipoludviklinger 2.71+2.76 og 6.87.

Forskellen pa en elektrisk og en magnetisk dipol er illustreret pa fig. 14.5.
I den elektriske dipol er J og r’ parallele og det magnetiske dipolmoment er
derfor altid 0, jvf. 14.69. For en Hertz dipol bliver den tidsafledede af det
elektriske dipolmoment p = £¢ = £I. Antager vi, at dipolen er rettet langs
z-aksen, ser man, at 14.60 indeholder 14.33. En magnetisk dipol kan man
forestille sig som en lukket strgmkreds, hvor ladningstatheden p altid er 0.
Efter 2.73 er der da ikke noget elektrisk dipolmoment.

De elektromagnetiske felter E og B kan nu beregnes udfra de retarderede
potentialer 14.53 og 14.60 ved brug af 14.1 og 14.5. Da potentialerne kun er
udviklet til 1. orden i 7', er vi selvsagt begreanset til dipolstraling. Vi skal
yderligere begraense os til stralingsfelterne, dvs. de bidrag til E og B der
aftager med observationsafstanden som 1/r.

Vi betragter fgrst en rent elektrisk dipol med moment p(t). Det magne-
tiske moment m i 14.60 er da 0. Ved beregningen af E behgver vi gradienten
af 14.53. Her er det fgrste led statisk, og bidrager ikke til stralingsfeltet. Det
andet led er lille af orden o(r~2) og dets gradient bliver lille af samme eller
hgjere orden. (Denne pastand kan bevises ved en udledning, som er helt
analog med den som fgrer til 14.80 sidst i dette afsnit).

Det sidste led i 14.53 er af stgrrelsen o(r~!). Som det ses af 14.80 in-
deholder dets gradient et led af samme stgrrelsesorden, som fremkommer
ved differentiation gennem 7 i den retarderede tid. Dette led bidrager til
stralingsfeltet og er givet ved 14.81. Desuden bidrager efter 14.5 leddet
—0A/0t, som beregnes af 14.60 med m = 0. [alt bliver E-feltet da

E-_toP, 1 TP
4T 7 4weg c?rd

r, (14.61)
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moment
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eller, med den retarderede tid indsat og med ug elimineret,

E(r,t) = ! (r (e = T/C)r _ b= r/c)) . (14.62)

4ege? r3 r

Af 14.82 finder man tilsvarende magnetiske del af stralingsfeltet som

B(r,t) = _ Ho T X P(t - r/c)'

s (14.63

I det fglgende anvendes en mere kompakt skrivemdde, hvor det er under-
forstaet, at p = p(t — r/c)

Ko .
B = - X p, 14.64
47rcr2r P ( )
1 1
E - B —r2p] = xp).  (14.
Ireaal(r B)r =Pl = g x (rx ). (14.65)

Man bemaerker, at de to felter kan udtrykkes ved hinanden, idet
E= —Erx B, (14.66)

der stemmer med relationen 13.20 for en plan harmonisk bglge, som udbreder
sig 1 r's retning. Dette er et udtryk for, at et lille stykke af bplgen i store
afstande fra kilden tager sig ud som en plan bglge.

Vi kan nu ogsa beregne bglgens Poynting vektor. Efter 14.66 er E og B
vinkelrette pd hinanden og pa r. Poynting vektoren peger i r’s retning idet

S=LExB=-—"(rxB)xB=—"rB, (14.67)
Ko Kot LoT
hvor vi efter 14.64 igen kan indfgre dipolmomentet sadan, at

1 o 2
_ , 14.
S T6n7eqcdrs r(r x p) (14.68)

Hvis dipolmoment er rettet efter z-aksen gelder specielt

p?sin’é r

hvor man for en Hertz dipol genfinder 14.43 og vinkelfordelingen fig. 14.4.
Integreres Poynting vektoren 14.68 over en stor kugle K, finder man den
samlede gjeblikkelige udstraling

2 *
_ _ P 1 ., 2
P(t) = fK S . da = W /0 — 8Sln 027!'7‘ sm0d0, (1470)

r2

som i lighed med 14.45 giver

P(t) = — =2, (14.71)

Dette er en bergmt formel for den udstralede effekt fra en dipol.
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Figur 14.6: Feltvektorernes beliggen-
hed for en magnetisk dipol.

Vi skal kort presentere de tilsvarende resultater for en rent magnetisk dipol.
Her er p = 0, men m(¢) # 0. Skalarpotentialet 14.53 er da 0 sidan, at
det er vektorpotentialet 14.60 (med p = 0), som alene bestemmer felterne.
I dette tilfeelde er E = —8A/8t. Magnetfeltet findes som B = V x A,
men de detaillerede beregninger bliver mere komplicerede, da der er tale om
rotationen af et vektorprodukt. Vi angiver derfor blot det samlede udtryk
for fjernfeltet fra en magnetisk dipol, som er

E = X m, (14.72)

———T
Aegcdr?

_ Ho .
B = Tzt X (r x m), (14.73)

hvor symmetrien med 14.64-14.65 er tydelig. Man bemaerker ogsa, at

B=_rxE = E=-‘rxB. (14.74)
re T
Relationen mellem feltvektorerne er altsa den samme som for den elektriske
dipol 14.66, men vektorenes beliggenhed er anderledes, som det ses ved at
sammenligne fig. 14.3 med fig. 14.6.
Poynting vektoren for den magnetiske dipolstraling bliver herefter

1 2

S = r(r x m)?, (14.75)

16m2¢qcdrs

som blot ved en faktor 1/c? adskiller sig fra 14.68. For den totalt udstrilede
effekt finder man svarende til 14.71

1 gr‘hz

Plt)= ——-—. 14.
() 4dmeg 3 5 (14.76)

Vi har i det foregdende fundet, at stralingsfeltet er bestemt af den 2.
tidsafledede af det elektriske eller det magnetiske dipolmoment af en strgm-
ladningsfordeling. For systemer, som har en passende symmetri, kan det
ske, at disse momenter bliver 0, se f. eks. opgave 14.2. Det betyder dog ikke
ngdvendigvis, at der ikke er nogen udstriling fra sidanne systemer. Ved
reekkeudviklingerne 14.53 og 14.60 gik vi kun til 1. orden i 7/, og hvis disse
dipolled forsvinder, kan negligerede hgjere ordens led fa betydning og give
anledning til udsendelse af straling.

Magnetisk
dipol alene

Hvordan feltet
ligger

Hgjere multi-
polordner
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Man taler da om elektrisk eller magnetisk quadrupolstraling, octupolstraling
osv. som har hvert sit karakteristiske stralingsmgnster, forskelligt fra det pa
fig. 14.4. De hgjere stralingsordner giver veasentlig lavere udstralet effekt.
Denne falder omtrentligt med en faktor (£/A)? for hver multipolorden, idet
¢ <€ A er systemets udstraekning (se ogsd 14.46). Det er derfor altid det
lavest forkommende multipolmoment, som giver det afggrende bidrag til
stralingsudsendelsen. Multipolstraling af forskellig orden spiller en stor rolle
for atomer og atomkerner.

Det afggrende for udsendelsen af straling er, at der forekommer accelere-
rede ladninger. Taenker vi pa en elektrisk dipol, hvor en ladning q bevaeger
sig i forhold til en fast ladning —¢ i nulpunktet, svarer der hertil et dipol-
moment p = gr’. Den 2. tidsafledede af dipolmomentet bliver da

p = q¥, (14.77)

som etablerer forbindelsen til accelerationen r’. Dette kan indfgres i 14.71

2 2"2
P(t)=—+=2I

= Tre3d (14.78)

som er gyldig for hastigheder v < c.

> Integraler og differentialer til 1. orden: I stralingsteorien har man brug for
forskellige integrationer og differentiationer, som pa almindelig form bliver
ganske komplicerede. Vi skal her angive nogle af disse begraenset til 1. orden
i kildepunktskoordinaten r’ og til fjernfeltet, altsa til 1. orden i 1/r.

a) Integralet
I(r) = /V,[(r-r')J +(r-I)r]dv’

fra 14.57 er en vektor. Vi undersgger komposanterne hver for sig. For z-
komposanten galder saledes

I, = / [(z2' + yy' + 22')Jp + (2Jp + yJy + 2J;)2'| dv'.
v

For at vurdere dette integral ser vi pa fglgende volumenintegraler, som efter
divergensteoremet ma vere 0 (J forsvinder pa overfladen S’ da strgmforde-
lingen er begraenset):

/ V- (2?3)dv' = / (22'J, + 2"V -J)dv' =0 =

! VI
2z’ J, dv' = —/ 22V . J dv' = o(r"?)
v v
og tilsvarende
/ V- (2'y'T) dv’
v

/V (W +5',)do

/ (YJe+2'Jy+2'yV -D)dv' =0 =
vt

—/ g'y'V - Jdv' = o(r'?)

/ (Z'Js+2'T)dv = —/ 2’2’V I dv' = o(r'?)
v '
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Herefter viser inds=tning, at integralet I, er lille af 2. orden i 7/2, hvilket
analogt kommer til at gelde for I, og I,. Hermed har vi da vist, at

/ (e )3+ (r- 3y} dv’ = or"?). (14.79)

b) For at finde den elektriske feltstyrke fra en oscillerende dipol ma man
beregne gradienten af et skalarprodukt af to vektorfelter. Dette er i almin-
delighed en besverlig opgave (se tabel A.2:6), men i den her betragtede
approximation sker der visse forenklinger. Det er igen mest overskueligt at
regne i koordinater. Opgaven er, med henvisning til 14.53, at finde

_Vr'pz_vzpz+ypy+zpz’
cr? cr?
hvor det er underforstaet, at p = p(t — r/c). Vi beregner hver kompo-

sant af gradienten separat og tager z-komposanten som eksempel. Da den
retarderede tid er en funktion af afstanden r alene, differentierer man hen-
sigtsmaessigt gennem r, som f. eks.

O, _00r _, ((1\z_ =
z  oroz Y\"¢)r T pycr'
Herefter bliver gradientens z-komposant
8(r~p>_ 18(z_+,+z.)r,3(1>
Oz \ cr? T T2 gg P T YPy T 2P Poz \cr?
1, z? YT . 2z .  T'P
T Teebs + c2rale + c2r3ly + c2rabe +2—(;'Tm'
o(r~1) (14.80)

Dar = (z,y,z2) ser man, at kun de underklammede led bidrager til fjern-
feltet, idet de to gvrige led er o(r~2). Med de analoge udtryk for y- og
z-komposanterne kan man derfor skrive den sggte gradient som

r'p r-p
-V =5t (14.81)

¢) For at finde magnetfeltet fra en oscillerende elektrisk dipol skal man be-
regne rotationen af vektorpotentialet. Efter 14.60 skal man altsa udfgre
operationen '
vxPovliptlvxs
T T 7
Det fgrste led er her o(r~2) og bidrager derfor ikke til fjernfeltet. I det andet
led udregnes rotationens komposanter enklest som en determinant, jvf. A.26:

i i k . .
P g P —P.y/er + Pyz/er rx p
Vxp=|m = = |=4{ —Pzz/er+p,z/er } = — )
0z 0y 0z bz /er + Poyfer cr
P Dy P: v i
hvorefter den sggte rotation til 1. orden i 1/r kan skrives pa vektorform
P_ _rxp
VXx==——%+. 14.82
T cr? ( )

Udtrykkene, som er udledt under a)-c), blev uden bevis anvendt ved bereg-
ning af stralingsfelterne tidligere i dette afsnit.<q

En gradient

En rotation




Kapitel 15

Relativiteten af de
elektromagnetiske felter

15.1 Magnetfeltet som relativistisk feenomen

Ved opbygningen af den elektromagnetiske teori har vi indfgrt de elektriske
og magnetiske felter med henvisning til eksperimentelle erfaringer (kapitel
2 og 6). I dette kapitel skal vi se, at relativitetsteorien knytter disse felter
intimt sammen. Den magnetiske vekselvirkning mellem strgmme, det vil sige
bevaegede elektriske ladninger, er saledes en ngdvendig fglge af Coulombs
lov og relativitetsprincipet. Man kan sige, at de effekter, som vi kalder
magnetiske, ikke skyldes en ny slags vekselvirkning, men blot den velkendte
elektriske vekselvirkning, nar denne iagttages i beveegede referencesystemer.

I afsnittene 15.3-15.5 skal vi opstille transformationsligningerne for de
elektriske og magnetiske felter. Men som indledning kan det veere nyttigt
at se pa et simpelt eksempel, der giver en fornemmelse af, hvad det er, som
‘sker’, nar vi anskuer tingene fra forskellige referencesystemer.

Eksemplet (fig. 15.1) er en lang ledning, hvor elektronerne bevaeger sig
med hastigheden v. Uden for lederen har vi en partikel med ladning g,
som med hastigheden u bevager sig parallelt med ledningen. Vi vil se pa
situationen i to forskellige referencesystemer: S, som er i hvile i forhold til
ledningen og S’, som er i hvile i forhold til partiklen.

»- > T

Figur 15.1: Leder med strgm i referencesystem i bevaegelse.
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Magnetisk
kraft 1 §

Kraften 1 S’

Ladningstet-
hed transfor-
meres

I § har vi en teethed p_ af elektroner med hastigheden v. Der er en lige sa
stor teethed p; af positive ladninger, men de er i hvilei S. Vi har altsa en
uladet ledning og derfor ikke noget elektrisk felt omkring den. Kraften pa
den beveegede partikel er rent magnetisk

F = qux B. (15.1)

Magnetfeltet B har vi tidligere (ved hjelp af Ampéres lov 6.76) bestemt til
_ ﬂ_of _ kodpv

T 2xr T 2mr (152)

hvor r er afstanden fra partiklen til lederens akse, og A lederens tvaersnits-
areal. Magnetfeltet B er overalt tangentielt til cirkler med centrum pa aksen.
Af disse to udtryk finder vi kraften pa partiklen til

quoApvu

som er rettet radialt udad. Indfgrer vi po = 1/€oc?, og ser vi pa det specielle
tilfelde « = v, kan kraften skrives som

_ qAp ?
T 2megr 2’

(15.4)

hvor v/c-faktoren allerede antyder, at vi her mgder et relativistisk faenomen.

Vi ser nu pa situationen i S’, som fglger med partiklen. Hvis « = v har
partiklen ikke nogen hastighed i forhold til elektronerne, men nok i forhold
til de positive ladninger. Disse skaber selviplgelig et magnetfelt, men da
partiklen er i hvile (sml. 15.1), er der ikke nogen magnetisk kraft, som virker
pd den. En eventuel kraft ma veere elektrisk. Det er naturligt at vente, at
der ogsa i S’ er en kraft pa partiklen, men hvor kommer den fra?

I S var ledningen uladet, fordi ladningsteethederne p; og p— ophavede
hinanden. Det ggr ladningstzethederne i S’ ikke, fordi de volumenelementer,
som indgar i ladningstzthederne, er Lorentz-forkortede og forskellige for
positive og negative ladninger. Dette er sagens kerne: Ladningerne selv er
invariante, nar vi skifter referencesystem, for ellers ville vi fa besveer med
ladningsbevarelse. Tank f. eks. pa de fri elektroners bevagelse i et stykke
metal, som opvarmes. Men ladningste®thederne ndres pa grund af Lorentz-
forkortningen.

Lad os se pa et stykke Lo af lederen med stationer ladning poLoAo.
Ser vi pad den samme ladning i et referencesystem, som beveger sig med
hastigheden v, findes den i et lederstykke med den kortere leengde

L' = Loy/1 — v?/c? = Lo /y(v), (15.5)

hvor vi har indfgrt den til hastigheden v svarende ‘gamma-faktor’
1
v(v) = e
Heraf finder vi sa ladningsteetheden i S’ som pgLoAo/ L' Ao, det vil sige
Po

p = \/IT:v——;/—C; = po¥(v)-

Ladningsteethed transformeres altsa som masse af en partikel.

(15.6)

(15.7)
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Anvender vi dette pa de positive ladninger, som jo er i hvilei S, far de i S’
tzetheden p/, = p.v(v). De negative ladninger er derimod i hvile i §’. Det
vil sige, at de i S har tetheden p_ = p’ y(v). Vi har altsa

ph = piy(v), Pl =p-/7(v). (15.8)

Det er nu klart, hvorfor der vil vaere et elektrisk felt i §’. Den samlede
ladningsteethed her bliver jo

pl=p_ + 0\ = piy(v) +p-/7(v), (15.9)
menda p_ +p4 =0er

- ( (v)——1—> = e Z () (15.10)

P =p+ Y 'Y('U) —p+627 . .

I det beveegede system er lederen altsd ladet og giver efter Gauss’ lov det
radiale elektriske felt

'A A 2?
El=L2 P2 Y 15.11
T 2meor  2megr 2 7(v) (15.11)
saledes, at kraften pa ladningen ¢ bliver
2
Fl=qB = 3+4 20y, (15.12)

T 2mepr 2

Panaer faktoren y(v) er kraften i det bevagede system S’ den samme som
kraften 15.4i S. For sma hastigheder er kraefterne altsa ens i de to systemer.
Men i S forklarer vi kraften som en Lorentz-kraft pa en beveaeget partikel,
mens vii S’ forklarer den som en elektrisk kraft fra en ladet leder. Bemszerk,
at dette ogsa gelder for sma partikelhastigheder, hvor kraften nok bliver
mindre pa grund af v2/c?-faktoren, men hvor vi kan have meget store lad-
ningstaetheder p,. Dem meerker vi imidlertid ikke noget til rent elektrisk,
da de kompenseres af lige store ladningsteetheder p_. Men magnetisk ggr
ladningsteethederne sig gzeldende og selv om magnetfeltet er en relativistisk
effekt, kan kreefterne blive store, fordi p er stor.

Det skal til slut bemaerkes, at udtrykkene 15.4 og 15.12 stemmer fuld-
steendig overens, idet faktoren y(v) netop svarer til transformationen fra S
til S’ af den vinkelrette kraftkomposant F. Se 15.29 med v’ = 0 og u = v.

15.2 Nyttige resultater fra relativitetsteorien

I naeste afsnit skal vi systematisk undersgge transformationsegenskaberne af
de elektromagnetiske felter, men forinden er det hensigtsmeessigt at samle
nogle nyttige resultater fra relativitetsteorien.

Vi anvender udelukkende referencesystemer S og S’ i den specielle belig-
genhed i forhold til hinanden. Det vil sige, at koordinatakserne i S og S’ er
parvis parallele, at koordinatsystemerne er sammenfaldende til ¢ = 0 og at
S’ bevaeger sig langs z-aksen med hastigheden v.

FElektrisk
kraft 1 5’

Samme kraft

1S og S’

Kun et resumé
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Lorentz- For rum-tidskoordinaterne gelder da Lorentz-transformationerne, som vi
transformation skriver pa formen
g = y(z - vt),
"=y
"= 2
' = y(t-zv/c?), (15.13)
hvor
y=9(w)=1/y/1-v?/c2=1/4/1-62, B=v/c, 1<7y<oo. (15.14)
De omvendte transformationer §' — § fas som szdvanlig ved ersta.tnmg af
v med —v og ombytning af meerkede og umzrkede stgrrelser.
Firevektor En firevektor A er et sat af fire fysiske stgrrelser (A;, Ay, A;, Ay) =
defineret (A, A;), der transformerer som (z,y,2,t) = (r,t). Ved den specielle belig-
genhed har vi '
AL = y(v)(Az — vAy),
A, = Ay,
A, = A,
A = y(v)(Ar — Agv/cP). (15.15)
Skalarproduktet af to firevektorer defineres som
A -B=AB - A B/ (15.16)
Af denne definition fglger, som man let ser (opgave 15.1), at skalarproduktet
er invariant ved transformationen 15.15. Dette galder specielt for leengden
af en firevektor, idet
|A]2 = A2 - A%/ (15.17)
Vigtigt! Nogle vigtige firevektorer er:

Rum-tidskoordinaterne

P = H , (15.18)

t
Firehastigheden
ﬁ:'y(u)[lll], (15.19)
Firebglgevektoren
- k
k = [u/c""] , (15.20)
Fireimpulsen
. . [moy(u)u '
p = mou = { moy () ] . (15.21)

I disse udtryk er u hastigheden i S af en partikel med hvilemasse mq.



15.2. Nyttige resultater fra relativitetsteorien

267

Vi far i det fglgende brug for firehastighedens komposanter i S’. De bliver
ifglge 15.15 og 15.19 bestemt af

(W, = y(u)r(v)(us - v),
v(w)u, 7(w)uy,
v(w)u; 7(w)us,
y(u') = y(ur()(L - vug/c?). (15.22)

Ved hjeelp af det sidste udtryk og dets inverse far man den nyttige relation

1
Y(0)(1 — vug/c?)’

Y(v)(1 + vul/c?) = (15.23)

I relativitetsteorien definerer man kraften F pa en partikel og kraftens
effekt P pa samme made som i den Newtonske mekanik. Det vil sige

dp
F=—

dt’
dE
dt’
hvor p = mgy(u)u er partiklens impuls og E = moy(u)c? dens energi. I
analogi med 15.24 defineres firekraften da ved

(15.24)

P=F-u= (15.25)

. dn
F=2P

15.26
dr’ ( )

hvor der differentieres efter partiklens egentid 7 = ¢/y(u). Det ses, at
4 _did_ 4
dar  drat - War

Af udtrykket 15.21 for fireimpulsen og med brug af 15.24 og 15.25 finder vi
da fglgende udtryk for firekraften:

(15.27)

- dp _ d p _ dp/dt}_ [ F ]
F= dr — 7(u);1—i [mo'y(u)] =7(v) [c‘sz/dt =7(v) F-u/c?}”
(15.28)
Firekraften er en firevektor. Vi kan benytte dette til at finde de transforme-
rede komposanter af den ordinaere kraft, som bliver

F; = 7(:—3,()11’) [Fx — C—Z(qux + Fy'll.y + quz)] )
PO R,
v(w)
Fl = 7((“,)) F,. (15.29)
y(u

Disse udtryk er grundlaget for den transformation af de elektromagnetiske
feltvektorer, vi skal gennemfgre i de fpigende afsnit.

En nytlig én
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Firekraft
defineret

Firekraft
fundet

Kraftens
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Rent E-felt
: S

Kraften 1 S’
omskrives

Kraft fundet

15.3 Lorentztransformation af et elektrisk felt

Vi skal nu demonstrere, at forekomsten af magnetfelter er en naturlig falge
af, at der findes elektriske felter og af relativitetsprincipet. Dette sker ved
at vise, at en Lorentztransformation af et rent elektrisk felt i et laboratorie-
system S giver anledning til et magnetfelt i et vandrende system S’.

Y L Y E
u
q
s e Figur 15.2: Lorentz-transformation af
> 2! kraften pa en ladet partikel, som be-
'z/ ‘z’/ M vager sig i et elektrisk felt.

Lad os se pa en punktladning g, som i S har hastigheden u i det rent elek-
triske felt E. Ladningen ¢ er som tidligere nzevnt en invariant og pavirkes i
S af kraften F = gE. Efter 15.29 bliver kraften F’ pa ladningen i S’

_ o (upy(v) v
F. = qm7(u’) E, - E(Exux + Eyuy + E,u,)|,
P (7))
B = ot
Fo- Mg 15.30
T3w) (15:30)

For bedre at kunne overskue disse lidt komplicerede udtryk indfgrer vi
naturligt nok hastigheden u’, altsa partiklens hastighed i S’. Hertil behgves
felgende udtryk, som fglger af 15.22-15.23

v(u)y(v) 1 v(u) v (w)

= = = 1 ! 1c2).
W) T wa ) T ) TR
(15.31)
Hermed finder vi kraftens komposanter i S’, som bliver
v
F, = q|E;- 57(v)(Eyu; + E,ul)|,
Fy = q7(v)(1+vuy/c?)Ey,
F, = qy(v)(1+vuy/c?)E;, (15.32)
og som pa vektorform kan skrives lidt mere overskueligt
F=q|vE, | +¢2027 | v, |x| E |. (15.33)

Dette udtryk er af samme form som Lorentz-kraften

F' = ¢(E' + v’ x B'), (15.34)
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dersom vi med y = y(v) satter

E’ - (E$:7Ey77EZ)7
B' = (0,yvE,/c*, —yvE,/c?).

(15.35)
(15.36)

Partiklen maerker altsai S’ den sadvanlige kraft, nemlig Lorentz-kraften. Vi
noterer imidlertid, at der i S’ optraeder en hastighedsafhaengig kraft. Det vil
sige, at der er et B-felt i S’, selv om vii S havde et rent elektrisk felt. Dette
underbygger den i indledningen fremsatte pastand, at de magnetiske felter er
en konsekvens af forekomsten af elektriske felter og af relativitetsprincipet.
Det bemazrkes til slut, at magnetfeltet 15.36 pa vektorform kan skrives

/ LY E,
B = —"5 O X
¢ 0 vE,

v x E

(15.37)

hvor vi ved den sidste omskrivning har anvendt udtrykket 15.35 for E’.
Stgrrelsen af E, har ingen betydning for B’-feltet, men nok for E’-feltet.

15.4 Lorentztransformation af Lorentzkraften

Vi skal nu gennemfgre transformationen af den fuldsteendige Lorentzkraft

fra S til S’. Som resultat heraf opnar vi formler, hvormed vilkarlige elektro-

magnetiske felter kan transformeres fra et referencesystem til et andet.
Fremgangsmaden er den samme som fgr. Vi starter med krafteni §

F:z: = q(Ea:+usz_usz)7
Fy = q(Ey+uzBa: —usz),
F, = q(E;+ uzBy —uyB;), (15.38)

som vi indsztter i 15.29. Vi bemarker straks, at der i F, optraeder produktet
F-u. Da den magnetiske del af kraften er vinkelret pa u, bliver F-u = ¢E-u.
Hermed far vi

oo Wi B w B~ (B, + Eyuy + Eau,
T q ‘)’(’U,’) [ +uy u By C2( Uz + ylUy + U )]’
(v
F, = ¢ —y(u’)[Ey + u, By — uzB,],
Fo= ¢2%g fuB, - uB.) 15.39
q‘y(u’)[ Yy Yy ] ( )

For at omskrive disse udtryk pa en made, som tillader os at genfinde
Lorentz-kraften i S’, indfgrer vi igen u’ ved hjelp af den omvendte transfor-
mation til 15.22

W )
T 7(u) ( a:+ )’

w, = 7(ul)u/

VT At

u, = 7(ul)u'z. (15.40)

Magnetfelt
1 S

Hele Lorentz-
kraften trans-
formeres

Kraften i S’

omskrives
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Vi skriver fgrst F pa formen

F= ‘Z%Z,()T))[Er(l ~ vug/c®) + uy(B, — vEy/c?) — u,(By + vE,/c?)]
(15.41)
og indsztter u givet ved 15.40 i dette udtryk og i udtrykkene for F, og F.
Efter reduktion finder vi kraftens komposanter i S’ til
Fal: = ‘I[Ea: + 'y(v)u;(Bz - 'UEy/cz) - 7(v)ulz(By + sz/cz)]y
Fy = qy(v)(By ~ vB:) — uyy(v)(B: — vEy/c?) + v, Bz],
Fy = qv(v)(E: +vBy) + ugy(v)(By + vE/c?) —u,B:].  (15.42)

Disse formidable udtryk bliver lidt mere overskuelige pd vektorform, idet

E, ul, B,
F'=q|v(Ey—vB:) | +q| u, | x| v(By+vE./c?) |. (15.43)
Y(E, + vBy) ul, (B, — vE,/c?)

hvor v = y(v). Udtrykket er hermed af den gnskede form
F' = ¢(E' + u' x B), (15.44)

og vi har altsa vist, at Lorentz-kraften er form-invariant ved en Lorentz-
transformation. Vi bemaerker, at der ved transformationen sker en intim
sammenblanding af de elektriske og magnetiske felter. Disse har altsa ikke
nogen uafhengig betydning, men athesenger af referencesystemet.

15.5 Transformation af det elektromagnetiske felt

Det fglger af resultaterne i foregaende afsnit, at de elektriske og magnetiske
felter transformerer efter formlerne

E; B.
E' =| vE,-vB,) |, B =| (B, +vE,/c*) |. 15.45)
y y
7(Ez+VBy) 7(Bz - vEy/cz)

De transformerede felter kan pa ren vektorform skrives som

E = y(E+vxB)-(y-1)E-vv, (15.46)
B = yB-vxE/?)~(y-1)B ¥V, (15.47)

hvor ¥ betegner enhedsvektoren i v’s retning. Formlerne er, som det ses, nae-
sten symmetriske i E og B og geelder ikke blot for systemer i den specielle
beliggenhed, men for enhver Lorentz-transformation uden rotation. Alter-
nativt kan udtrykkene 15.46-15.47 skrives

E = E”-{-‘)'(EL—{—VX B), (15.48)
B’ = Bj+7y(BL-vxE/S?), (15.49)

hvor felterne er opdelt i komposanter, som er henholdsvis vinkelrette pa eller
parallelle med hastigheden v ved transformationen.
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15.6 Invarians af Maxwell ligningerne.

Relativitetsprincipet kraever, at de fysiske love har samme form i alle referen-
cesystemer. Vi har i foregaende afsnit udnyttet denne form-invarians (eller
covarians) til at bestemme transformationsligningerne for de elektromagne-
tiske felter. I dette afsnit skal vi vise, at systemet af Maxwells ligninger er
invariant under en Lorentz-transformation. Det var i virkeligheden kravet
om invarians af Maxwell ligningerne, som i slutningen af forrige arhundrede
fgrte Lorentz frem til sine transformationer. Einstein fandt uafhaengigt de
samme transformationer ud fra relativitetsprincipet. Det er dog veerd at
notere, at det bergmte 1905-arbejde, hvor Einstein formulerer den specielle
relativitetsteori, har titlen: Zur Elektrodynamik bewegter Kérper.

Vi skal nu vise, at Maxwells ligninger bevarer deres form under transfor-
mationen 15.13. Vi skriver ligningerne i S (og i vacuum) som

V-E = pleo, (15.50)
V.B = 0, (15.51)
0B
v - = .
X E+ = 0, (15.52)
1 0E
VxB-5%5 = wod, (15.53)

hvor kilderne til feltet er isoleret pa hgjre side.
Beviset er seerlig enkelt for Gauss’ lov 15.51 for det magnetiske felt. Vi
vil vise, at denne lov ogsd geelder i S”:

0B, 0B, 0B, 0B.0c 0B, 0t 0B, 0B,

. ,: = —_— _ =
VB = "%y " o2 T ecor T ator oy T oz

, (15.54)
hvor vi har benyttet, at B, = B, (sml. 15.45), ¥’ = y og 2’ = z. Af de
omvendte transformationer til 15.13 og af 15.51 fglger da

. (9B 9B, aB,) v (3}3, _ 0B, aB,) B
VB_7<az+ay+az 5y "oz Tt )” Y
(15.55)

idet begge parenteserne forsvinder pa grund af Maxwell ligningernes gyldig-
hed i §. Vi har hermed bevist invariansen af 15.51.

Vi ser dernaest pa induktionsloven 15.52, der som 15.51 er uden kildeled.
I virkeligheden har vi her, da der er tale om en vektorligning, tre ligninger.
Vi betragter hver komposant for sig:

a

(V’XE’ N 6B’) _0E, 98B, 4B,

ot dy' 8z t By
E. OE!, 8B,0z 0B, 0t
dy 8z = 0z ot = 0Ot oY
dE, OE, 0B, 8B, 0B, 8B,
() (e B )

8y 8z ' ot 5z "oy T 6

Il

=0,
(15.56)

hvor det sidste lighedstegn igen skyldes Maxwell ligningernes gyldighed i S.
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-prgv selv

Stemmer det?

Lederstykke
1 magnetfelt

I Gauss’ lov for det elektriske felt optraeder et kildeled. Transformationen
sker pa fglgende made:

dE. OE, OQE!
az' oy’ 92
0B, 0v 0B, 01 OF) 9E]
0z Oz’ gt oz’ 9y 0z

V' E' =

(8B, 0E, OE, 9B, 0B, 10E,
= (az+ay+az)‘7”(ay‘az“§at)

= A, v\ _F

= o (p = ) = (15.57)

jvf. 15.53. Gauss’ lov gaelder altsa ogsa i S/, men med ladningstatheden
o =(p—vJz/c?). (15.58)

1 15.58 genfinder vi den tidligere udledte regel 15.7 for transformation af en
stationzer ladningsteethed i S.

Endelig kan vi pa lignende made omforme de tre komposanter af 15.53.
Beregningerne overlades til en gvelse (opgave 15.7). De fgrer til transforma-
tionsreglerne for strgmtatheden J:

J; = 7(']::"/"))’

J; = Jy,

Jo= I,

plo= yle—vlz/c?), (15.59)

hvor vi har medtaget transformationen af ladningstetheden p. Vi ser, at
(J, p) udger en firevektor, den sdkaldte firestrgmiethed.

15.7 Eksempler

Det er klart, at de relationer, som vi i det foregaende har udledt mellem
feltvektorerne i bevaegede systemer, i en passende graense ma falde sammen
med de lovmzssigheder, vi pd mere feenomenologisk grundlag har indfgrt i
elektricitetsleeren. De folgende to eksempler belyser dette.

> Bevaeget leder i magnetfelt: Et lederstykke beveeger sig med hastigheden
v € c vinkelret pa et homogent magnetfelt B. De frie ladninger i lede-
ren vil, set fra en iagttager i hvilesystemet, veere pavirket af Lorentzkraften

Figur 15.3: Stangformet leder som

bevager sig pa tveers af et magnet-
felt.
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, Y Y

Figur 15.4: Feltet fra en bevaeget lini-

> g eladning set fra to forskellige referen-

/ / —_—
1
’ \"2 H

cesystemer.

F = gv x B. Denne vil drive ladningerne ud mod stangens ender saledes,
at der opstar en potentialforskel mellem dem. Ser vi derimod situationen
siddende pa stangen, er ladningerne i hvile og maerker derfor ikke nogen Lo-
rentzkraft. Men ifglge transformationen 15.46 findes der nu et elektrisk felt,
som pavirker ladningerne med kraften ygv x B, altsd i graensen det samme
som fpr. (Tages der hensyn til krafttransformationen 15.29, er der fuld over-
ensstemmelse mellem de to udtryk).«

D> Beveeget ladningsfordeling: En linieladning med den konstante ladning-
steethed A Cm™~! bevaeger sig i S med hastigheden v i z-retningen. Set fra
S er der tale om en strgm I = v, hvortil der efter Amperes lov svarer et

B-felt

By = 200 (15.60)

27y

hvor r er afstanden fra z-aksen. Set fra S/, som fglger med ladningsfordelin-
gen, har vi hvilende ladninger. Disse skaber et radialt elektrisk felt

A
2meor

E! = (15.61)

Af den omvendte transformation 15.49 for B finder vi, at der i S vil veere et
B-felt

EI
B =y~ (15.62)
c
eller \ \
v o
By = = . 15.
8 727reoc2r 2rr (15.63)

Dette udtryk er, med samme bemarkninger som for det forrige eksempel,
identisk med udtrykket 15.60, som vi ogsa kender fra elektricitetsleeren.

Felt om strgm

Felt om
linieladning

Felt trans-
formeret



Kapitel 16

Anvendelser af den
elektromagnetiske teori

Den elektromagnetiske teori, som er prasenteret i de forudgaende kapitler,
har mange og betydningsfulde anvendelser inden for teknik, videnskab og
kommunikation. I dette kapitel skal vi se nogle fa eksempler herpa.

16.1 Transmissionslinier

En transmaissionslinie er et system af ledere, seedvanligvis to, som transpor-
terer elektrisk energi (og dermed information) fra ét sted til et andet. Et
simpelt eksempel er to parallele, identiske ledninger, hvor den ene tjener
som returvej for strgmmen i den anden. Et andet eksempel er et coaxialka-
bel, hvor en cylindrisk leder er koncentrisk omgivet af en cylindrisk ledende
kappe, som da fungerer som returve;j.

Figur 16.1 viser en sadan transmissionslinie i form af en dobbeltleder.
Linien drives med en vekselstrgmsgenerator i den ene ende og afsluttes med
en belastningsimpedans i den anden. I linien opstar der en tidsvarierende
strgm, som giver anledning til tidsvarierende elektriske og magnetiske felter
i det omgivende rum. Er linien lang, har disse felter karakter af elektromag-
netiske bglger, der udbreder sig langs linien, og som i principet kan beskrives
ved hjzlp af formalismen fra kapitel 14. Her skal vi anvende en noget anden
metode, idet vi skal opfatte linien som et elektrisk kredslgb.

I den teori for elektriske kredse, som blev praesenteret i kapitel 11, var

A S b
Zg
Yy
K'
z=0 z — 7 z={

Figur 16.1: Transmissionslinie med generator og belastning.
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Fordelt

impedans

Fkvivalent
diagram

Spending og
stram

Ldz Rdz 1idJ,

O
PV 4+dV
Cdz I:IGd:c :
i
dl |
i

dz

Y~

Figur 16.2: Ekvivalentdiagram for et stykke dz af en dobbeltleder.

kvasistationaritet en vigtig forudsaetning for behandlingen. Denne forudsaet-
ning betgd, at stremmen gennem alle tveersnit af kredsen var den samme,
og at vi kunne betragte alle impedanser i kredsen som lokaliserede. For
transmissionslinien kan denne forudseetning ikke opretholdes, men som vi
skal se, kan en netvearksanalyse alligevel gennemfgres ved hjeelp af fordelte
impedanser.

Lad generatoren pa fig. 16.1 ved = = 0 levere den harmonisk varierende
vekselspaending V; og have indre impedans Z;. Ved z = £ afsluttes linien
med en belastningsimpedans Zy,. Mellem lederne vil der per leengde veere en
capacitans C og en induktans L, som males i henholdsvis Fm~! og Hm™!.
I praksis vil lederne desuden per lengde have en resistans R, som males i
Qm~1. Endelig kan isoleringen mellem lederne vere imperfekt, hvilket be-
skrives ved en admittans G per leengde, som males i 7 'm~!. Admittansens
betydning er, at en speending V mellem lederne giver anledning til en strgm
I =VG pa ‘tveers’.

Et lille stykke dz af ledersystemet repraesenteres nu ved et ekvivalentdia-
gram, som vist pa fig. 16.2. Liniens fuldsteendige ekvivalent bliver en kade af
sektioner som den pa fig. 16.2, og hvor indgangsspeending og -strgm for hver
sektion bestemmes af udgangsspaending og -strgm af den forrige. Derved far
man en diskret model af den ellers homogene linie.

Vi er interesserede i at beregne spaendingen V(z,t) og stremmen I(z,t)
langs linien. Nar strgmmen varierer i tid, induceres der en speending i in-
duktansen L samtidig med, at der er et spandingsfald over resistansen R.
Dette giver et differentielt speendingsfald over leengden dz pa

dV:——Lda:%—tI-—-RdzI. (16.1)

Tilsvarende vil en tidsvarierende spending bevirke en af- og opladning af
capacitansen C og samtidigt et strgmtab gennem admittansen G. Pa stykket
dz zendrer strgmmen i lederen sig derfor med

dl = -C dm%‘—;— -Gdz V. (16.2)

Af 16.1 og 16.2 fglger umiddelbart de to sammenhgrende partielle differen-
tialligninger

ov oI
5o = _LE_RI’ (16.3)
ol ov

= = —_CZI_ _@GV. 16.4
52 Cat GV (16.4)



16.1. Transmissionslinier

277

Differentieres den ene af disse ligninger efter ¢t og den anden efter z og eli-
mineres henholdsvis I eller V far man en 2. ordens differentialligning

82V av 82v
5oz — (LG + RC) = ~ RGV ~ LC 5z = 0, (16.5)

og helt den samme for I. Denne ligning kaldes telegrafligningen.

Vi indfgrer nu forudssetningen om, at den patrykte vekselspeending vari-
erer harmonisk. Strgm og spaending varierer da ogsa harmonisk overalt pa
linien sadan, at

I(z,t) = I(z)e™™", V(z,t) = V(z)et (16.6)

(Bemaerk, at vi i overensstemmelse med kredslgbsteorien i kapitel 11 anven-
der exponenten jwt, mens vi i bglgeteorien har anvendt exponenten —iwt.
Dette betyder, at en bglge, hvis stedafhengighed er e=7%% her bevzger sig

mod hgjre).
Derefter tager ligningerne 16.3-16.4 formen
ov :
-_— = - 16.
52 (R + jwL)I, (16.7)
oI
— = —(G+jwC)V 16.8
% (G +jwC)V, (16.8)
mens telegrafligningen reducerer til
v R+ jwl)(G+ jwC)V =0 6.9
gz ~ (Rt (G + jwC)V = 0. (16.9)
De komplexe stgrrelser
Z = R+jwl, (16.10)
Y = G+ jwC, (16.11)

kaldes henholdsvis liniens serie-impedans og shunt-admittans. Med dem kan
telegrafligningen meget kompakt skrives som

v

= = ZYV =42 16.12

322 V=54, ( )
og tilsvarende

8L _ ZY I =+ (16.13)

Oz? ’

hvor vi har indfert udbredelses-konstanten

y = VZY = /(R + jwL)(G + jwC), (16.14)

der har dimensionen m~! og som i almindelighed vil veere komplex.
Lgsningerne til 16.12 er af formen

V(z,t) = (Vie " + V_e'®)edt, (16.15)

som svarer til en superposition af to harmoniske bglger.

Telegraf-
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Serie og shunt
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Med den valgte tidsafhengighed udbreder disse bglger sig mod henholds-
vis hgjre og venstre med amplituder pad V, og V_. Ifglge 16.7 bliver den
tilsvarende lgsning for strgmmen

1 .
I(z,t) = Z(I@e‘“ — V_e")elv, (16.16)

hvor der er indfgrt den vigtige storrelse

zZ v Z R+ jwl
7= — = — = — = PR A .
°" 5"y Vv G + jwC’ (16.17)

som kaldes liniens karakteristiske impedans og har dimensionen .

Efter 16.15 og 16.16 udbreder spending og strgm sig pa linien som en
superposition af en bglge mod hdgjre og en bglge mod venstre. Med hen-
visning til fig. 16.1 skal vi kalde dem den indfaldende og den reflekterede
bglge. Bglgerne vil almindeligvis vaere deempede (eller voksende) pa grund
af realdelen af udbredelseskonstanten «.

I det folgende kan vi som regel underforsta den harmoniske tidsfaktor
et og skrive lgsningerne for strgm og spanding langs linien som

Viz) = Vie " 4+ V_e™*, (16.18)
Zol(z) = Vie " —V_ e, (16.19)

Vi kan nu finde forholdet mellem amplituden V_ af den reflekterede bglge
og amplituden V, af den indfaldende bglge. Hertil ser vi pa liniens afslutning
ved ¢ = £ med belastningsimpedansen Z. Efter 16.18 og 16.19 er

Vi = Vie " 4 V_ e, (16.20)
Zoly = Vie ™ V. e (16.21)

For belastningen galder det desuden, at
Ve =211, (16.22)
hvoraf det fglger, at
Vie "+ V. e = % (Vie " —V_e™), (16.23)

som bestemmer forholdet p = V_/V til

Z = Zo —-2vL _ —2vL
ot " = . 16.24
ZL n Zoe pPo€ ( )
Her kaldes stgrrelsen
Zr — 2o
=z 16.25
Po 7L + Zo v ( )

for reflektionskoefficienten. Efter 16.20 er spandingen ved kabelafslutningen
sammensat af V_e?! fra den reflekterede bglge og V,e~7¢ fra den indfaldende
bglge. Forholdet mellem disse spaendinger er pe?? = pg.
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I modsatning hertil angiver p = V_/V, forholdet mellem amplituderne af
den reflekterede og den indfaldende bglge overalt langs linien. Dette forhold
athaenger af kabellengden.

Herefter skal vi se pd situationen ved liniens indgang ved z = 0. Her
geelder det ifglge 16.18 og 16.19, at

Vi = V++V—,
Zol; = Vy-V_, (16.26)

hvoraf vi kan finde indgangsimpedansen

; V. — 1
I; V. - V_ 1-p

(16.27)

Indszettes p efter 16.24, far vi et vigtigt udtryk for indgangsimpedansen
(ZL + Zo)€7l + (ZL — Zo)€_7l

i =2 . 16.28
z ZL + Zo)ert — (Z1, — Zo)e (16.28)
Indgangsimpedansen skrives ofte med hyperbolske funktioner som
VA h Zg si
7. = 7, L c?s YL+ Zo smh'yl, (16.29)
Zr, sinhy€ + Zycoshy£

hvor man skal vaere opmarksom pa, at v og de indgdende impedanser som
regel vil veere komplexe.

Man kan anvende udtrykket for indgangsimpedansen til at undersgge,
hvordan linie plus belastning tager sig ud fra indgangsklemmerne K og K’
(se fig. 16.1) for nogle specielle belastninger:

o Z1, = 0 (kortslutning). Her giver 16.29

Zi = Zotgh L. (16.30)
¢ Z1, = oo (tomgang). I dette tilfelde er

Zy = Zg cothnyL. (16.31)

Impedanserne Zy og Z; ved kortslutning og tomgang kan enkelt bestemmes
ved maling pa indgangen. Derefter kan liniens sakaldte sekundere parametre
Zg og v fastlegges, da der efter 16.30 og 16.31 gzelder

[z
Zo =\ ZkZ;,  tghyl= E’E (16.32)
t

o Z1, = Zy (tilpasning). Her bliver reflektionskoefficienten p = 0 efter 16.25.
Der vil altsa ikke vere nogen reflekteret bglge, og linie + belastning vil

opigre sig som en impedans
(6.3

Den sidste relation er af stor praktisk betydning, da den forteller hvordan
forskellige belastninger kan indkobles med kabler, uden at der opstar gene-
rende reflektioner. Man taler da om impedanstilpasning.
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> Tabsfri transmissionslinie. Resistansen R og admittansen G (sml. 16.3
og 16.4) giver anledning til, at der afsattes energi i transmissionslinien. I
mange tilfeelde af praktisk interesse vil disse parametre dog vare sa sma, at
man kan se bort fra dem. Man har da en tabsfri linie. I s& fald fir man en
vaesentlig forenkling af teorien. Udbredelseskonstanten bliver efter 16.14

v = jwVIC, (16.34)

som er rent imaginar. Den karakteristiske impedans bliver efter 16.17

Zo=1/2, (16.35)

Ql

som er reel og uafhangig af frekvensen w. Efter 16.15 bliver den indfaldende
spendingsbglge _ _
V(z,t) = Vielt=1% = 1/, ei(wt-kz) (16.36)

altsa en udempet bglge mod hgjre med belgetal
k=—-jy=wVvLC, (16.37)

hvoraf man finder bglgens fasehastighed
V== = —=, (16.38)

Afsluttes linien med en resistans Ryo = Zy, bliver der ingen reflektion. I
alle andre tilfzelde vil der vaere en reflekteret bglge, hvis amplitude bestem-
mes af 16.24. Er linien saledes kortsluttet, giver 16.25 pg = —1, hvorefter
amplitudeforholdet efter 16.24 bliver

—2jkl _ _

p=—e e~ 14t/ (16.39)

hvor A er bglgeleengden. Er denne eksempelvis A = £, bliver p = —1, saledes
at den reflekterede bglge er i modfase med den indfaldende. Der kommer da
stdende bglger pa linien, jvi. Balger 6.51.
> Coaxialkabel: For et coaxialkabel kender vi fra 2.156 og 7.21 explicite
udtryk for C og L (per leengde), nemlig
c=2r [Pt (16.40)
ln —

Q] o

Af 16.35 og 16.38 finder man da den karakteristiske impedans og fasehastig-
heden til

T uVege a  Jeem e
Da ¢ > 1 ser man, at fasehastigheden i et coaxialkabel altid er mindre end
eller lig lyshastigheden c. I et typisk laboratoriekabel, isoleret med polyet-
hylen, er ¢, = 2.3, a = 0.4mm og b6 = 1.4mm. For et sadant kabel bliver
Zy = 5011, som mere eller mindre er en standardveerdi. Fasehastigheden i
kablet bliver v = 0.66 c.«

1 uolb 1 ¢

Zo (16.41)
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16.2 Bdglgeledere

En bglgeleder er en hul metalleder med et konstant og geometrisk simpelt
tveersnit. I en bglgeleder reflekteres elektromagnetiske bglger frem og tilbage
mellem vaeggene og under visse betingelser kan der herved opstd en super-
poneret bglge, som bevaeger sig gennem bglgelederen med meget lille deemp-
ning. Bglgeledere finder derfor udstrakt anvendelse indenfor mikrobglge-
tekniken, hvor man benytter elektromagnetiske bglger i cm-omradet (fre-
kvenser i GHz-omradet). Radar-teknik er et vigtigt eksempel.

I en bglgeleder er udbredelsen af elektromagnetiske bglger betinget af,
at de kan reflekteres fra vaeggene med sma tab. I graensen af uendelig led-
ningsevne (superledende rgr) vil bglgen overhovedet ikke kunne trenge ind

Figur 16.3: De elektromagnetiske feltvekto-
rer pa inderfladen af en bglgeleder.

i metallet, og dette er ogsd for gode metalliske ledere en brugbar tilnzer-
melse. [ afsnit 12.6, hvorfra vi har hentet fig. 16.3, undersggte vi felterne
under disse forhold, og fandt en sammenhzeng mellem felterne og strgm- og
ladningsteethederne pa overfladen, som kan sammenfattes i

Metal: Vacuum:

D =0, D =on, (16.42)
B =0, B = upj X n, (16.43)
E =0, E =on/e, (16.44)
H =0, H=jxn. (16.45)

Man skal opfatte sagen sadan, at de elektromagnetiske felter pa bglgelederens
inderflade frembringer de tidsvarierende strgm- og ladningstezetheder (j, o),
som er en forudszetning for, at graensebetingelserne for felterne kan opfyldes.

16.2.1 Pladeleder

Mange vigtige trak ved bglgeudbredelsen i en bglgeleder illustreres af den
sakaldte pladeleder, som bestar af to parallele, i principet uendelig udstrakte,
plane metalplader med afstand 4. Vi indlzegger koordinater XY Z som vist
pa fig. 16.4, og vil undersgge muligheden for en bglge af formen!

E(y, 2, 1) = E(y)e?ke2-wt), (16.46)

Altsa en bglge der bevaeger sig i z-retningen med en amplitude som afheen-
ger af y, men ikke af positionen z i pladelederen (lodret pa fig. 16.4). Vi
skal desuden antage, at E er polariseret i z-retningen, altsa vinkelret pa
udbredelsesretningen z og parallelt med metalpladerne.

'T de foregdende afsnit 12.5 og 16.1 sker bplgeudbredelsen i z-retningen. I dette afsnit

og 1 afsnit 13.2 sker den i z-retningen. Ved en kommende revision af teksten bliver alle
g
bglgeudbredelser lagt i 2-retningen.

Et metalrpr

Reflektion

fra vegge

Graense-
betingelser

To metalplader
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Bglgeligning

Bplgetal 1 y

Amplituder

Betingelse

Lgsningen

Figur 16.4: En pladeleder bestar af to
udstrakte, parallele metalplader.

Feltet E er et elektromagnetisk felt i vacuum, og ma tilfredsstille Maxwell
ligningerne og den deraf udledte bglgeligning

VIE - ——= =0. (16.47)

Indsaetter vi her den harmoniske bglge 16.46 far vi en differentialligning for
E(y) alene:

azalz(zy) + (gvc_; _ kf) E(y) = 0. (16.48)

Denne differentialligning har lgsningen
E(y) = Ere ™V 4 Eye?ty, (16.49)
hvor E; og E; er faste vektorer og bglgetallet k, efter 16.48 er bestemt ved

2
K= k2 (16.50)

LA

Bolgen 16.49 skal efter greensebetingelsen 16.44 ikke have nogen komposant
parallel med metalpladen ved y = 0. Men da E er antaget parallel med
z-aksen og derfor med pladen, ma E(0) veere 0 hvilket fgrer til betingelsen

E;+E;=0 = E;=-E;=E,, (16.51)
hvor Eq er en fast vektor i z-aksens retning. Herefter bliver
E(y) = —Eo(e?®¥ — e77%¥) = _2jEgsin kyy. (16.52)

Anvendes den samme graensebetingelse pa fladen y = b giver 16.52

_ 2jEosink,b=0 = ky= -’-"g (16.53)
hvor n = 1,2,... (tilfeeldet n = 0 giver efter 16.52 intet felt og er derfor

uinteressant).
Lgsningen 16.52 er en staende bglge i y-retningen. Den samlede bglge
bliver efter 16.46

E(y,z,t) = —27Egsinkyy gilksz-wt) (16.54)
= E, [ej(kzz—kuy—wt) _ ej(kzz+kyy—wt)] ) (16.55)
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Figur 16.5: E-felt i elektromagnetisk bglge som beveger sig mellem parallele me-
talplader.
Efter 16.54 er lgsningen en vandrende bglge i 2-retningen moduleret med en
stdende bglge i y-retningen. Se fig. 16.5.
Alternativt kan vi efter 16.55 opfatte bglgen som en superposition af en Krydsende

bglge som falder ind mod fladen y = 0 og en bglge, som reflekteres derfra. Et
anskueligt billede af bglgens passage gennem bglgelederen er, at den ‘krydser’
sig frem. Den indfaldende bglge rammer planerne under en indfaldsvinkel 4
(sml. fig. 16.6) bestemt ved

k k k k
sinf = —— = -2, cos f = —ee = 2, (16.56)
JkE+ k2 K Jk2+ k2K
hvor vi har indfgrt bglgetallet k i vacuum
w
k=,/k?+k2=—. 16.57
JiEre = (16.57)

Det sidste lighedstegn fglger af 16.50.
Ikke alle indfaldsvinkler er mulige. Af 16.55 og 16.53 fglger nemlig
_ky nm
cosf = % =B
som udvelger de indfalds- og reflektionsvinkler, der stemmer overens med
gransebetingelserne pa begge flader. En bglge, som falder ind under en
anden retning end bestemt ved 16.58, vil selviglgelig ogsd reflekteres. Men
kun de vinkler som bestemmes af 16.58 og de tilsvarende vaerdier af k, giver
anledning til den konstruktive interferens, som muligggr den stdende bglge i
y-retningen og den dertil hgrende fremadskridende bglge i z-retningen.
Hver veerdi af det positive heltal n i 16.53 bestemmer en svingningsmade,
som vi her skal kalde en modus (pa engelsk mode), hvortil der efter 16.50
svarer et bestemt bglgetal k, af den fremadskridende bglge

n=1,2,... (16.58)

(16.59)

balge

De udvalgte

Modi
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Fase-
hastighed

Gruppe-
hastighed

H-felt

. i \
6 ! ez
JE— Figur 16.6: Reflektion af elektromag-

vy = csinf netisk bglge i pladeleder.

Skal bglgen udbrede sig uden deempning ma k, vare reel. For en given

modus gelder da
Tne

w>wC:T, (16.60)
hvor w, kaldes den kritiske frekvens eller afskeringsfrekvensen. Bglger med
frekvenser w < w. deempes og transmitteres derfor ikke. Man siger derfor,
at pladelederen er et hgjpasfilter.

Til den kritiske frekvens svarer en kritisk stgrste bglgeleengde A. som

bestemmes af ) o
A= 8= 22 (16.61)

We n

Bolgeleengder over A, transmitteres ikke. Man kan sige, at 16.61 kreever, at
der skal vare ‘plads’ til n halve bglgeleengder pa tveers af bglgelederen.

Bglgens udbredelse i z-retningen bestemmes af w og k,. Den tilsvarende
fasehastighed vy finder vi af 16.56

W w
v = k_z " ksind  siné
fordi k er vacuumbglgetallet. Fasehastigheden er saledes over lyshastigheden.
Gruppehastigheden v, bestemmes af 16.57 der er en dispersionsrelation, som

fastlegger sammenheengen mellem bglgetal og frekvens. Vi finder

w = c\/kZ + k2, (16.63)

hvorefter gruppehastigheden bliver

(16.62)

v cks % = csiné. (16.64)

—Bk,“m:

Gruppehastigheden, som er den hastighed hvormed et signal (en modulation)
udbreder sig, er altsd mindre end lyshastigheden i overenstemmelse med
relativitetsteoriens postulat. Vi bemaerker, at

vivug = 2. (16.65)

Ug

Relationen vy, = csind (se fig. 16.6) stemmer godt med billedet af en bglge,
som krydser sig gennem lederen.

Vi noterer til slut, at H-feltet i bglgen kan bestemmes af den 3. Maxwell
ligning idet

J0H .
VXE= ~Hopy = JwuoH. (16.66)
Ved indsetning af E-feltet efter 16.54 finder man
2E,

H = —(0,-jk,sinkyy, kycos k,y) gilkez—wt) (16.67)
Wit
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™ TEM

z / z z
H H ‘H

Figur 16.7: I bglgeledere kan der forekomme tre forskellige bglgetyper, der beteg-

nes som TE (transvers elektrisk), TM (transvers magnetisk) og TEM (transvers
elektrisk-magnetisk).

Bemerk, at normalkomposanten H, = 0 pa pladerne ved y = 0 og y = b,
sadan som det kraves af 16.45 og, at der forekommer en komposant H, i
udbredelsesretningen. Man kan uden stgrre besver overbevise sig om, at de
fundne vacuumfelter 16.54 og 16.66 tilfredsstiller samtlige Maxwell ligninger.

Den her betragtede bglge 16.54, kaldes en TE-bglge (transvers elektrisk)
efter E-feltets retning. En sadan kan i en pladeleder have et H-felt i ud-
bredelsesretningen. Var vi gdet ud fra en bglge, hvor H-feltet var transverst
(en TM-bglge) ville vi have fundet et E-felt i udbredelsesretningen. Endelig
kan der forekomme en TEM-bglge karakteriseret ved, at bade E og H er
vinkelrette pa udbredelsesretningen. Det elektromagnetiske felt i en plan
bglge i vacuum er saledes et TEM-felt. Dette felt kan ogsa forekomme i
pladelederen, med et E-felt som er vinkelret pa pladerne og uafheengigt af
koordinaten y. De tre bglgetyper er illustreret pa fig. 16.7.

16.2.2 Rektanguleer beglgeleder

I praksis er den vigtigste bglgeleder den rektangulere, som er vist pa fig.
16.8. Dens fordel er, at den kombinerer en form som let kan fremstilles med
en enkel teori.

Det emne vi beskaftiger os med her kan siges at vaere elektromagnetiske
bglger i afgreensede omrader af rummet. Her anvendes der i litteraturen et
utal af nomenklaturer, fortegnskonventioner mv. Det kan derfor veere nyttigt
som indledning at preecisere, hvad der benyttes her.

Oftest er det ngdvendigt at beskrive felterne ved deres komposanter. For
den rektanguleere bglgeleder anvendes et cartesisk koordinatsystem, som vist
pa fig. 16.8. Bglgen udbreder sig i z-aksens (positive) retning, og beskrives
ved en bglgefunktion af formen

E(z,9,2,1) = E(z,y) e/kes+t). (16.68)

Tidsafhzengigheden er altsd e~7“¢, der som regel underforstds. Vi skal hoved-
sagelig interessere os for fremadskridende, udeempede bglger hvor k, er reel.
Ogsa faktoren e’*:2 kan derfor ofte underforstds. En komposant af bglgen
16.68 kan da f. eks. angives som E,(z,y) med en amplitude, der betegnes
Ey. Belgelederens tvaersnitsdimensioner er pa fig. 16.8 angivet som (a,b). I
afsnittet om hulrumsresonatorer far vi ogsa brug for leengden i z-retningen,

Betingelser
opfyldt

Tre bglge-
typer

Firkantet rpr

Nomenklatur
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Figur 16.8: Rektanguleer bglgeleder
med indlagt koordinatsystem.

som betegnes med d, eftersom bogstavet ¢ er reserveret lyshastigheden. I
alle retninger kan der forekomme stdende bglger, hvis modus angives ved de
hele tal (m,n,p). Vi har altsd fglgende konventioner

Koordinat T Yy =z
Dimension af bglgeleder a b d
Modus-tal m n p

En bestemt modus angives i det generelle tilfzelde som TEmnp eller TMpnpp.
For bglgeledere blot som TE,,, eller TM,,p..

For bglgelederen fig. 16.8 undersgger vi nu muligheden for harmoniske
lgsninger til bglgeligningen af formen 16.68. For at fa et handterligt eksempel
indskreenker vi os forst til TE-bglger, hvis E-vektor peger i z-aksens retning.
Det elektriske felt har da kun den ene komposant Ez(z,y) og bglgeligningen

16.47 kan skrives
0’E, O°E, w? 2
_é_;i_+_(9_y§_+ (?—kz E; =0. (16.69)

Antager vi, at denne ligning kan lgses ved separation af de variable, en
antagelse som er retfeerdiggjort nar lgsningen er fundet, kan vi seette

Bu(z,y) = X(2)Y (y), (16.70)
der inds=ttes i differentialigningen 16.69. Efter division med XY fés
1d?°X 1d% w?
= b= = - k2. 16.71
Xdo? TV 4 (c2 ) (16.71)

Som i afsnit 2.9.3 har vi nu en situation, hvor der pa venstre side star en sum
af en funktion af z alene og en funktion af y alene, pd hgjre en konstant. En
sadan ligning kan kun veere opfyldt for alle (z,y), hvis de to led pa venstre
side hver for sig er konstante. Vi satter

2 2
;{.%:_ 2 %%52:2_ 2 (16.72)
hvor det gelder, at
k2 + k2 = (i"; - kf) : (16.73)
c
Ligningerne 16.72 har lgsninger af formen
X = Xe k= 4 X, etk Y = Yie 7V 4 Yyelkuy, (16.74)

hvor konstanterne ma bestemmes fra graensebetingelserne pa vaeggene.
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Holder vi z konstant, kan vi undersgge E-feltet pa tveers af bglgelederen.
Det bestemmes da af funktionen Y (y). Tangentialkomposanten af E (dvs.
E.) skal veere nul pa sidefladerne y = 0 og y = b. Denne betingelse kan efter
16.74 kun opfyldes, hvis k, er reel og Y1 = —Y; = Y} sddan, at

Y = Yo(e IRV — 7Ry = _25Y)sinkyy, (16.75)
og hvis yderligere
k, = 1‘1.:1 (16.76)

Holdes i stedet y konstant og varieres z, bliver der ikke noget problem med E
péa sidefladerne, da feltet allerede er normalt til dem begge. Vi ma imidlertid
sikre os, at alle Maxwell ligningerne er opfyldte. I vacuuet inde i bglgelederen
er der ingen ladninger. Derfor er V- E = 0, som brugt pa 16.70 giver

dE, dX dX

Efter 16.74 svarer dette til k, = 0 og X = X,. I dette specielle tilfeelde (kun
en E.-komposant) bliver bglgen da efter 16.68

V.-E= 0

E(:E, y727t) = —2jE0 sin kyy ej(k,z«—wt), (1678)

hvor —27Eq = —-2jYsXoe, er en passende amplitudevektor i z-retningen.
Dette felt har samme udseende, som vist pa fig. 16.5.
Det magnetiske felt H i bglgen bestemmes af 16.66. Ved udregning af
V X E med 16.78 finder man
2E, S (kyz~
H = —(0, —jk,sin kyy, k, cos kyy) gilkez—wt) (16.79)
wito
som helt stemmer med 16.67.

Mens feltlinierne for E er parallele og vinkelrette pa en sideflade, danner
feltlinierne for H lukkede kurver, som illustreret pa fig. 16.9. Den viste
modus kaldes TEq, fordi heltallet n = 11 16.76, mens det tilsvarende heltal
for bglgens z-afthaengighed er m = 0.

Som vi fandt det for pladelederen, vil der ogsa for den rektangulaere
bglgeleder vaere en kritisk frekvens, der bestemmes af

we = I_;E (16.80)

Bglger med frekvens w < w, ikke kan transmitteres.

Figur 16.9: Feltlinier i rektangu-
leer bglgeleder i TEg;-modus. Be-
) merk, at koordinaterne er drejet i
y forhold til fig. 16.8

Bgalgetal ¢
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Som det ses adskiller den her fundne lgsning for den rektangulare bolgeleder
sig ikke fra den vi fandt for pladelederen, og man kan sige, at vi ikke har laert
meget nyt bortset fra, at man for den betragtede modus kan s=tte sidevagge
i pladelederen uden at andre bglgeformen.

Opgiver vi imidlertid begrensningen til et E-felt, som er polariseret i z-
retningen, finder vi mere generelle lgsninger for den rektangulaere bglgeleder
som vil blive drgftet i naeste afsnit.

16.2.3 Generelt om bglgeledere

Bglger, som udbreder sig i en bglgeleder, har en rakke fxlles traek. Disse
treek athanger ikke af formen pa bglgelederens tvaersnit sa leenge dette er
konstant. For naermere at undersgge sagen ser vi igen pa en bglge af formen
16.68, altsa

E(z,y,z,t) = E(z,y)e/ k=>4, (16.81)

Vektoren E(z,y) har i almindelighed tre komposanter (E,, Ey, E;). Som vi
skal se, er der szrlig interesse knyttet til £,-komposanten. Indsatter vi hele
z2-komposanten af 16.81 i bglgeligningen 16.47, finder vi en differentialligning
for E,(z,y) alene:

0%E, 0%E,

2
w 2 _
55t T o (—c2 - k:) E,=0. (16.82)

Denne ligning er helt analog til 16.69 i forrige afsnit. Vi satter derfor

E.(z,y) = X(2)Y(y), (16.83)
og finder lgsningerne
X = X1e k=2 ¢ X,eike= Y = Yie TRV 4 Yyethvv, (16.84)

Separationskonstanterne k; og k, fastlegges ved randbetingelsen E, = 0.
De m3 begge vare reelle og ma pa grund af 16.82 opfylde betingelsen

k2+k2=w—2—k2 (16.85)
z y c2 z: )

Her er w/c vacuumbglgetallet k. For at opna kompakte udtryk i det fplgende
skal vi desuden indfgre stgrrelsen

ho= k2 + k2 = \Jk? - k2. (16.86)

Det er hensigtsmassigt at se pd TEM, TE og TM felter separat. Tilfaeldet
TEM er hurtigt klaret, da det ikke kan optraede i en lukket, enkelt bglgeleder.
Det fglger umiddelbart af den 4. Maxwell ligning 12.19 pa integral form.
Var der et TEM-felt i en lukket bglgeleder, matte H-linierne danne lukkede
kurver i en plan vinkelret pa z-aksen, hvilket ville medfgre § H-d€ # 0. Men
der ikke er nogen ledningstrgm i den hule leder og heller ikke nogen aksial
forskydningstrgm, fordi per definition E, = 0 i en TEM-bglge. Der er altsa
ingen strgm overhovedet gennem en transversal plan.
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Dette udelukker den gjorte antagelse om lukkede magnetiske feltlinier i
denne. Det skal tilfgjes, at TEM-bglger meget vel kan findes i et toledersy-
stem som et coaxialkabel, hvor strgmmen i midterlederen sikrer opfyldelsen
af Ampéres lov.

For de to andre felttyper gzlder den almindelige regel, at et TE-felt
kan afledes af feltet H, alene, og et TM-felt kan afledes af feltet E, alene.
Dette kan bevises ved elementzre, men langsommelige, manipulationer af
Maxwells rotationsligninger for vacuum. Udskrevet i koordinater og med
benyttelse af henholdsvis E, = 0 og H, = 0, finder man for de to tilfzlde
fglgende relationer, som gelder for enhver bglgeleder:

TE : T™ :
Jwuo OH, jk, OF,
z = s E; = s
E h2 9y h? Oz
_ jw,u,o BHz — ]kz aEz
By = =755 g B = % gy
E, = 0. E, =1
jk, O0H, jweg OF,
H:r = ) H:: = - 3
h? QJz h? Oy
H. = jk. 0H, 0 - jweg OF,
v h? 9y’ v h? 9z’
H, =17 (16.87) H, = 0. (16.88)

Spergsmalstegnene antyder, at denne ene komposant ma findes ved lgsning
af bglgeligningen 16.82 eller af en helt tilsvarende bglgeligning for H,.
Saledes beveebnet kan vi returnere til den rektangulzre bglgeleder og
opskrive den generelle lgsning. Vi skal indskreenke os til at gennemfgre
argumentationen for TM-tilfldet, som er en anelse enklere end TE-tilfzldet.
Som det fremgar af 16.88, er den fgrste opgave at finde E, ved lgsning
af 16.82. Med k. reel bliver

X = (X1 + X3)coskez + j(X; — X3)sink.z. (16.89)

Pa veeggen ¢ = 0 er E-feltets tangentialkomposant 0, dvs. E, = 0. Dette
udelukker cos-leddet siledes, at vi ma velge X; = — X, hvilket giver X =
27X sinkzz. Pa veeggen ved ¢ = a, kan vi kun fa E, = 0 ved at vzlge
kr = mm/a. En helt tilsvarende argumentation for vaeggene y = 0 og y = b
giver Y = 2jY;sinkyy og ky = nw/b. Den samlede lgsning bliver derfor

E, = —4X Y, sink;zsinkyy = Eosin k.2 sin kyy, (16.90)
med betingelserne
mrw nr
ky = —, ky, = —. 16.91
a y b ( 6.9 )

Udbredelsen af udempede bglger i z-retningen bestemmes da (jvf. 16.73) af
bglgetallet

2
w
k2 _ k2
5 — k- k.

k, = (16.92)

Feltet afledt
af H, og E,

E, findes

Modusbestemt
udbredelse
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Man bemaerker, at det for de reelle belgetal (&, ky, k,) geelder, at
k2 + k2 + k2 = k2, (16.93)

hvor k = w/c er vacuumbglgetallet (sml. 16.54).

For transmissionen vil der veere en kritisk frekvens, hvorunder k, ikke
leengere er reel, sadan at bglgen deempes. Af 16.92 ses det, at den kritiske
frekvens bestemmes af

| m2 2
we = cy/kZ + k2 =cx %-{—%2—, (16.94)

hvortil der svarer et kritisk bglgetal, som bliver

wC
kC:h:? :,/kg%—ké. (16.95)

Med 16.88 og 16.90 bliver den generelle lgsning for den rektangulzere
bglgeleder i TM,,,,-tilfzldet

7k

E, = —’—ﬁsz,o cos kT sin kyy eik=2

E, = %kyEzo sin kz T cos kyy e7k=2,

E, = E,sink,zsink,ye*:=. (16.96)
H, = —-i—u;kyeoEzo sin kg cos kyy e’k=2

H, = %—‘;k,eoEzo cos ko sinkyy elk=z,

H - o (16.97)

I TEn-tilfeldet finder man tilsvarende

E, = ——]’—{‘; kyuoH o cos ka sin kyy eIkaz

E, = ]h—‘:k,_.uoH,osink,mcoskyyejk",

E, = 0. (16.98)

&, . '
H, = —-Jh—z— ks H o0 sin kzx cos kyy eIka2,
Hy, = ~2%k Hoocos koo sinkyy e
v = gy kyHaocoskosinkyye™?,
H, = H,coskzzcoskyy elkez, (16.99)

Bemeerk, at TM,,,-felterne alle indeholder amplituden E,; af E,-feltet, og
TEmn-felterne tilsvarende amplituden H,o af H,-feltet. I TM-tilfeeldet kan
hverken m eller n veere 0, da E, og dermed alle andre felter i sa fald for-
svinder. I TE-tilfeeldet kan enten m eller n udmaerket veaere 0, men ikke
dem begge. Den fysiske bglge er realdelene af de her givne felter. Det er
derfor vigtigt at tage vare pa j-faktorerne, som skifter mellem realdel og
imagineerdel af den vandrende bglge ef(k=2-wt),
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Et hult, cirkuleert metalrgr er en anden bglgeleder, som undertiden anven-
des. Bglgeligningen behandles her enklest i cylinderkoordinater (r, ¢, z) og
har lgsninger, som er vandrende bglger /2% i z-retningen med en radial
afhengighed af amplituden, som udtrykkes ved Bessel-funktioner.

Ogsa dielektriske steenger kan fungere som bglgeledere for bglger af TE-
og TM-type, men bglgen treenger her, eksponentielt aftagende, en smule ud
i det omgivende medium. Optiske fibre er meget tynde bglgeledere af denne
art, som anvendes i det optiske frekvensomrade.

16.3 Hulrumsresonatorer

I et hvilket som helst hulrum i et metal kan der forekomme staende elektro-
magnetiske bglger med bestemte frekvenser, som afhzenger af hulrummets
form og sterrelse. Man kalder disse frekvenser for resonansfrekvenser, og
man taler om hulrumsresonatorer. Vi skal her indskraenke os til at se pa en
resonator i form af et stykke af en rektangulezer bglgeleder med dimensioner
a X b x d, som vist pa fig. 16.10.

I den rektangulere bglgeleder fandt vi bglger af typerne TM og TE
med komposanter, som var givet ved 16.96-16.99. Vi mgder samme type
bglger som stdende bglger i resonatoren, men her er der ikke nogen bestemt
udbredelsesretning, da koordinaterne (z,y,z) er helt ligeberettigede. Det
letter imidlertid behandlingen og knytter forbindelsen til det foregdende,
hvis vi fortsat omtaler z-retningen som ‘udbredelsesretningen’ og anvender
denne som reference ved felternes beregning.

Lad os konkret teenke pa komposanten E, i TM,,,-bglgen 16.96. Fy-
sisk kan vi forestille os, at den vandrende bglge e’*:? ved veaeggen z = d
reflekteres over i bglgen e~7*22. I superpositionen af den indfaldende og den
reflekterede bglge skal tangentialkomposanten, dvs. E,, vaere 0 ved vaeggene.
For z = 0 opnas dette, nar den reflekterede amplitude er lige sa stor som
den indfaldende, men har modsat fortegn. Dette giver en sinus-afhangighed
E.(z) ~ sink,z. Pa veeggen z = b forsvinder tangentialkomposanten kun,
hvis desuden betingelsen k, = pr/d, med p hel, er opfyldt. Et tilsvarende
argument for tangentialkomposanten E, giver E, ~ sink,z og k, = p7/d
(samme p). Helt praecist bliver superpositionen efter 16.96:

~2k

E, = Tz ke E.ocos kpx sinkyy sink, z,
~2k, . .
E, = —h—z—kyEzo sin k. cos kyy sink,z, (16.100)
Y
¥4
b d
Figur 16.10: Rektanguleer hulrumsre-

T a o) sonator med dimensioner a x b x d.

Andre
bglgeledere

Stdende bplger

Reflekteret
bolge 1 z
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Find E,

TM-resonator

TE-resonator

Balgetal

Vi vil gerne finde E,, hvorfra de gvrige felter kan afledes ved hjlp af rela-
tionerne 16.88. Vi har ikke nogen direkte brugbar graensebetingelse for E,,
men kan anvende betingelsen V- E = 0 sammen med 16.100, hvilket giver

8E,  O8E, OE,

8z 0z Oy
2k,

TEzo(ki sin koz sinkyy sink,z + kz sinkyz sin kyy sink, z)

i

=2k, E,osinkgz sin kyy sink, z, (16.101)

hvor der efter 16.95 er anvendt h? = k2 + kZ. Ved integration findes siledes
E, = Eosinkgzsinkyy cosk,z, (16.102)

hvor faktoren 2 er udeladt, idet den blot er en reminicens af, at der er
superponeret to felter med amplitude E,o. Ved brug af 16.88 bestemmes
derefter magnetfeltet siledes, at samtlige felter i TMppp-tilfeeldet bliver

k.

E, = hzk E.ocoskzzsinkyy sink,z,
k
E, = h;k E.osinkzz coskyy sink, z,
E, = E,sinkzzsink,y cosk,z. (16.103)
H, = h2 k €0 Ez08in kzz coskyy cosk, 2,
H, = ﬁkyeoEzo cos ko T sinkyy cos k2,
H, = o. (16.104)

For fuldsteendigheds skyld angives de tilsvarende felter i TEnp-tilfzeldet

Jjw

E, = _"h_zkvi“OHzO coskzzsink,y sink,z,
E, = th kepio H o0 sin ko cos kyy sin k, 2,
E, = 0. (16.105)
H, = ks Zk H k. k k,
= = 20 Sin kyx cos kyy cos k, 2,
H, = :zk H.qcos kzTsinkyy cosk,z,
H, = H,coskgzcoskyysink,z. (16.106)

I begge tilfeelde er bglgetallene bestemt af resonatorens dimensioner, idet

ke = 8 k=22, k=D (16.107)
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Ved inspektion af 16.103-16.106 ser man, at i TM-tilfeeldet kan hverken m
eller n, men nok p, veere 0. I TE-tilf=ldet kan enten m eller n, men aldrig
begge og aldrig p, veere 0.

Ved indseatning af £, fra 16.103 eller H, fra 16.106 i bglgeligningen ser
man, at 16.93 stadig geelder siledes, at

2 2 2 2 _ WP
Bk R =R = (16.108)

I resonatoren er imidlertid alle bglgetallene fuldsteendig fastlagt ved 16.107.
Det betyder, at der til hver modus svarer en ganske bestemt frekvens, som
er resonansfrekvensen

w=cmy| o+ 2 4 2 (16.109)
a

De forskellige modi angives som TMpnp eller TEmpp. Er feks. a > b > d
har modus TMi10 den lavest mulige resonansfrekvens, som bliver

/1 1
W10 = CT EZ— + ﬁ (16110)

Felterne i en hulrumsresonator anslas ved indkobling af en ydre hgjfre-
kvensgenerator. Dette kan eksempelvis ske ved en lille strgmslgjfe, som vist
pa fig. 16.11. Den oscillerende strgm i slgjfen skaber et magnetfelt gennem
denne, som skal falde sammen med H-feltet i den gnskede modus. @nsker
man saledes en TE;g; modus, kan slgjfen anbringes vinkelret pa z-retningen
ved 2 = d/2, hvor H, efter 16.106 er maximal. Generatorens frekvens ma
selvsagt indstilles pa resonansfrekvensen for den pagzldende modus.

slgjfe

=

veeg

Figur 16.11: Indkobling af hgjfre-
kvens i en hulrumsresonator ved brug

coaxiallinie
af en strgmslgife.

I det foregdende har vi omtalt et hulrum i et metal som en resonator for
at understrege, at stdende elektromagnetiske bglger kun kan fremkomme for
udvalgte frekvenser. For den rektangulaere resonator er disse bestemt ved
16.109. Indkobling af andre frekvenser giver ikke stdende bglger og derfor
heller ikke det opsving i felternes amplitude, som er karakteristisk for et
resonant system.

Ved undersggelsen af vekselstrgmskredse i afsnit 11.3.4 indfgrte vi den
dimensionslgse godhed @ som forholdet mellem resonansfrekvensen wgy og

bredden Aw af resonanskurven. Efter 11.84 er
wo Luwg

= — =" 16.111

Q=< 7 ( )

for en kreds med induktans L og resistans R.

Hvilke modi?

Resonans-
frekvens

Indkobling
af felt

Resonatorer

Godhed af

resonator
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Q beregnes

Afsat effekt
beregnes

QOverslag
for @

FEnerg:

Nu har vi ikke forsggt at identificere et L og et R for en hulrumsresonator, og
det er heller ikke ngdvendigt, hvis vi anvender den alternative definition af
@, som blev indfert i opgave 11.13. Efter denne er godheden 27 x forholdet
mellem den i kredsen oplagrede energi U og den af effekten P afsatte energi
over en svingningsperiode T = 27 /w, altsd

U wU
=0 = -
Q=27 = B
som vi direkte kan anvende pa hulrumsresonatoren.

(16.112)

Figur 16.12: Beregning af effekten af-
sat i overfladen af en resonator.

Den afsatte effekt skyldes overfladestrgmmene i resonatorens vaegge. Vi har
i afsnit 13.4 set, at elektromagnetiske bglger tranger ind i en leder til en
(frekvensafhangig) dybde §, som kan beregnes af 13.55. Lad os forestille
os et stykke af metaloverfladen med dimensioner £ x b x §, se fig. 16.12.
Stykket repraesenterer efter 5.13 en overfladeresistans R, = pf/b6, hvor p er
metallets resistivitet. Resistansen gennemlgbes af en strgm I, = |j|b, hvor
|j] er overflade-stremtatheden, som efter 12.73 er | j| = H. Derved afsaettes
der en middeleffekt

1pl,. 1 2bp
P=1R, 1> = ZZ1;1%?% = =L g2, A1
o fly = 3l =55 8 (16.113)
Men da b er pladestykkets areal bliver effekttzetheden pa overfladen
p= %%H{ [p] = Wm™2. (16.114)

Den samlede effekt findes ved at integrere 16.114 hen over resonatorens in-
derflade med H-felter, som for den rektangulzre resonator bestemmes af
16.103-16.106. Dette er en langsommelig, men ikke vanskelig opgave. Her
skal vi ngjes med et simpelt overslag for en vilkarlig resonator med volumen
V og overfladeareal A.

Den oplagrede energi kan findes ved at integrere energitzetheden u =
%MOH 2 4 %EoE’z over resonatorens volumen V. Energien veksler imellem at
veere elektrisk og magnetisk. Vi kan vurdere energitetheden i resonatoren
til u = %/J,ng, hvor Hy er en passende amplitude. For den rektangulaere
oscillator kunne man velge Hy = H,y i 16.106, hvorved man negligerer
de faktorer som afhanger af bglgetallene og som er af storrelsesordenen 1.
Integration over volumenet erstattes af multiplikation med V hvorved man
ser bort fra middelveaerdidannelse over sin? eller cos?, som giver faktorer af
stprrelsesordenen % Skennet over den samlede energi bliver da

U=1uHZV. (16.115)
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Y

Figur 16.13: Det er vanskeligt at afbilde felterne i en resonator generelt, da der er
tale om vektorfelter i tre dimensioner. I det illustrerede tilfeelde er m = 0. Felterne
afhaenger derfor ikke af z-koordinaten og kan anskueligggres pa den viste mdde.

Tilsvarende finder vi det samlede effekttab ved i 16.114 at erstatte H med
Hy og dernzest multiplicere med arealet A, hvorved der ses bort fra faktorer
af samme stgrrelsesorden som fgr. Vurderingen af effekten bliver da

P
P = %EH(%A, (16.116)

hvorefter den tilsvarende godhed bliver

Lo HEV 2
Q:ﬂ :.?.2_#2._02_ il (16.117)
P 3(p/6)HZA 64
Ved den sidste omskrivning er der benyttet udtrykket 13.55 for indtreeng-
ningsdybden. Trods tilnermelserne fungerer vurderingen 16.117 godt i prak-
sis, da de negligerede faktorer har tendens til at dividere ud.

> Kubisk resonator: For en TM;;o-modus i en kubisk resonator a = b = d
ved 10 GHz beregner man efter 16.117
2a3 a

=— (16.118)

Q=% = 35°

hvilket traeffer sig at veere det samme, som findes ved en exakt beregning.?
Af 13.55 og tabel 5.1 finder man for kobber en indtreengningsdybde § =
6.60x10~7 m, hvorefter 16.118 giver @ = 10700. Denne godhed er meget
stgrre end den, som kan realiseres med resonante elektriske kredslgb. I prak-
sis opnas ikke helt de teoretiske vzerdier for resonatoren, da der er tab fra
uregelmassigheder i overfladerne og tab ved indfgringen af hgjfrekvensen.
Alligevel ma man sige, at hulrumsresonatoren er et meget smukt eksempel
pa anvendelsen af den elektromagnetiske teori pa et praktisk problem.<

2 Se f. eks. David K. Cheng, Engineering Electromagnetics, Addison-Wesley (1993).

Effekt

Q@ vurderet

Et eksempel




Appendix A

Vektoranalyse

Fremstillingen af den elektromagnetiske teori bliver vasentligt forenklet ved
brug af vektoranalyse, som bade er en art matematisk stenografi og en ef-
fektiv metode til at gennemfgre komplicerede beregninger. Tilmed knytter
vektoranalysen sig meget ngje til de fysiske begreber bag ligningerne. Dette
appendix er et brugerkatalog som uden matematisk stringens eller bevisfg-
relse beskriver de vigtigste vektoranalytiske redskaber, der anvendes inden
for den elektromagnetiske teori.

A.1 Skalarer og vektorer

Ved studiet af elektromagnetismen er vi isar interesseret i de to typer af
fysiske stgrrelser, som kaldes skalarer og vektorer. Ved videregaende under-
spgelser har man desuden brug for stgrrelser, der udtrykkes ved tensorer.

Pa lgs made kan man sige, at en skalar er fuldt beskrevet ved blot sin
stgrrelse. Eksemplerne er mange: masse, tid, volumen, densitet eller tem-
peratur. Skalarer betegnes almindeligvis med et latinsk eller graesk bogstav
som m,t, V, peller T.

Beskrivelsen af en vektor kraever angivelse af bade en stgrrelse og en
retning. Typiske eksempler er hastighed, acceleration, kraft eller position
angivet ved stedvektorer. I de fleste trykte tekster og i denne bog betegnes
vektorer med fede bogstaver som v, w, F eller r. Oftest mgder man vektorer
i rummet, som let anskueligggres ved pile, men ogsa vektorer med hgjere
dimension finder anvendelse.

I tre dimensioner kan en vektor A angives ved sine cartesiske koordinater
(Ag, Ay, A;). Af to eller flere vektorer dannes som bekendt produkter efter
reglerne:

o Skalarprodukt: Skalarproduktet A - B af to vektorer er en skalar

A B =|A||B|cos(|A|,|B|) = A.Bs + A B, + A,B,. (A1)
IAl=vVA-A, ALB = A-B=0. (A.2)

Skalar multiplikation er kommutativ, dvs. A-B = B - A, og kan i sagens
natur kun omfatte to vektorer. Stgrrelsen af projektionen af A ind pa B’s
retning er A - B/|B]|.
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Vektorprodukt

Vektor-
produktets
komposanter

Rumprodukt

Tripelprodukt

Skalarfelt

¢ Vektorprodukt: Vektorproduktet A x B af to vektorer er en vektor C:
AxB=C, [C|=|A|Blsin(]Al,BI), (A.3)

A||B = AxB=0. (A.4)

I cartesiske koordinater huskes vektorproduktets komposanter lettest ved
determinanten

1] k
C=AxB=| A4 A, A, |, (A.5)
B, B, B,

hvor i, J, og k er enhedsvektorerne pa koordinatakserne. Vektorproduktet C
er vinkelret pa bade A og B. Vektorerne A, B og C, i den orden, danner en
hajreskrue. Vektoriel multiplikation er ikke kommutativ,idet AxB = ~B x
A. Vektoren A x B er arealvektor for det parallelogram, som udspaendes af
A og B.

¢ Rumprodukt: Det blandede produkt A x B - C kaldes rumproduktet af A,
B og C. Det kan i cartesiske koordinater udtrykkes som en determinant

A, A, A,
AxB-C=|B, B, B, |. (A.6)
C. C, C.

Rumproduktet er uzndret ved ombytning af prik og kryds og ved cycliske
permutationer af de tre vektorer. Produktet A x B - C angiver volumenet
af det parallelepipedum, som udspzndes af A, B og C.

o Tripelprodukt: Vektorproduktet D = A x (B x C) kaldes et tripelprodukt.
Det kan udtrykkes ved

D=Ax(BxC)=B(A-C)-C(A-B), (A.7)

der mnemoteknisk kan huskes som ”bac-cab”~-reglen. Det er vigtigt at med-
tage parenteserne i tripelproduktet, da det ellers ikke er veldefineret.

A.2 Skalarfelter og vektorfelter

Man taler om et skalarfelt, nar der til ethvert punkt r = (z,y, z) i rummet er
knyttet en skalar ¢(r) = ¢(z, ¥, z). De punkter, som tilfredsstiller ligningen

‘P(z’y,z) =k, (A8)

hvor k er en konstant, ligger pa en flade, som kaldes en niveauflade for feltet.
Gennem hvert punkt i rummet ro = (Zo, Yo, 20) gar én niveauflade bestemt
ved

¢(z,y,2) = ¢(<o, Yo, 20)- (A.9)

Tilsvarende taler man om et vektorfelt, nar der til ethvert punkt i rummet
er knyttet en vektor F(r). Bemaerk, at hver af vektorens komposanter er
funktion af r:

F(r) = F(z,y,2) = (Fx(z,y,2), Fy(z,y, 2), Fx(z,y,2)). (A.10)
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De felter, som her er defineret, er stationereeller repraesenterer en gjeblikstil-
stand af feltet. I almindelighed vil felterne veaere dynamiske og altsa atheenge
af tiden ¢. Vi ma da skrive felterne som ¢(r,t) eller F(r,t).

Temperaturfelter og elektriske og gravitationelle potentialer er eksempler
pa skalarfelter. Hastighedsfeltet i en veeske og de elektriske eller magnetiske
feltstyrker er eksempler pa vektorfelter.

A.2.1 Integration af feltstgrrelser

Der er tre typer integraler, som igen og igen optraeder i den elektromagnetiske
teori, nemlig linieintegraler, overfladeintegraler og volumenintegraler, hvor
navnet svarer til arten af det differential, som optraeder. Integranden kan
veere en vektor eller en skalar, men ikke alle kombinationer af integrand og
differential har betydning.

Figur A.1: Linie-, flade- og volumenintegral af vektorfelt.

Lad C vere en kurve, hvorpd der ligger punkterne a og b (a og b kan
eksempelvis angive buelaengder pa kurven). Ved linieintegralet eller kurvein-
tegralet af vektorfeltet F(r) fra a til b langs kurven C forstir man integralet

/F de_/ F-tdf, (A.11)

hvor df er et infinitisimalt element pd kurven og t en enhedsvektor pa dens
tangent. Man benytter ofte den kompakte skrivemade df = t df for det
infinitisimale vektorelement pd kurven. Er kurven givet ved en parameter-
fremstilling r(s) = (z(s), y(s), 2(s)), kan linieintegralet skrives

t(b) r
/:F-dZ:/t(aj F(z(s), y(s), 2(s)) - g;ds (A.12)

Ved anvendelser i fysiken mgder man ofte linieintegralet af et vektorfelt
langs en lukket kurve C. Dette integral kaldes feltets cirkulation langs kurven
og skrives

j{ F - de. (A.13)
C

Cirkulationen langs en lukket kurve kan vaere nul eller forskellig fra nul,
afhaengigt af kurvens form og feltets art. Felter, hvis cirkulation langs enhver
lukket kurve er nul, spiller dog en serlig rolle. Man kan for dem angive
cirkulationen efter A.13 uden at specificere C.

Linieintegral
af vektorfelt

Cirkulation
af vektorfelt
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Fluz og
fladeintegral
af vektorfelt

Fluz gennem
lukket flade

Volumen-
integraler

V defineret

Vi betragter nu en flade i rummet. Lad S angive et stykke af denne flade
og F(r) igen et vektorfelt. Vi kan da beregne fglgende integral, der betegnes
som vektorfeltets strgm eller fluz gennem fladestykket

/F-da:/F-nda. (A.14)
S S

Vektoren n er normalvektoren til fladen. Her er igen anvendt en kompakt
notation, idet da = n da angiver det infinitisimale (vektor-) overfladeelement
med areal da. Normalvektorens retning fastleegges som regel sadan, at den
peger ud af fladen, hvis denne er lukket. For et ikke-lukket fladestykke vaelges
en omlgbsretning pa stykkets rand, og fladenormalens retning fastlzegges
dernast ved hgjrehandsreglen.

Fluxen gennem en lukket flade angives undertiden ved integraltegnet §

}iF - da. (A.15)

I flere vigtige tilfeelde afheenger integralet A.15 ikke af den lukkede flades
form, og man angiver da ofte fluxen efter A.15 uden §. ’

Endelig mgder man ved anvendelserne to typer volumenintegraler, nemlig
af et skalarfelt og af et vektorfelt. Integralerne er af typen

/;/tpd'v /;/de. (A.16)

Det fgrste integral er klart en skalar. Det andet integral er en vektor. Ved
beregningen af dette integral ma man veere opmaerksom pa, at hver kompo-
sant kreever sin egen integration.

A.2.2 Differentiation af feltstgrrelser

Det er ofte ngdvendigt at udfgre forskellige differentialoperationer pa felt-
stgrrelser. Sadanne operationer kan udtrykkes pa en elegant, kompakt og
overskuelig made ved hjzlp af vektoroperatoren nabla med symbolet V. Vi
skal derfor fgrst indfgre nabla-operatoren og derefter ved denne definere de
grundlzeggende operationer gradient, divergens og rotation. Disse differenti-
aloperationer kan sammensattes til mere komplicerede udtryk. De vedrgrer
alene de rumlige koordinater. Det skal imidlertid huskes, at feltstgrrelserne
ofte afthaenger af og kan differentieres med hensyn til tiden.

Operatoren nabla

Operatoren nabla defineres i cartesiske koordinater med enhedsvektorerne i,
J og k som

.0 .0 0

Det betaler sig at studere dette udtryk. Som opskrevet er det tomt. Det
er en operator, som ma have noget at operere pa. I sin form er operatoren
vektor. Den er yderligere en differentialoperator i og med, at den indeholder
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de fgrste ordens partielle afledede efter z, y og z. Nabla er sdledes en vektor-
differential-operator. Hvad der kommer ud af at lade den operere, aftheenger
af, hvad den opererer pd, og efter hvilken instruks den ggr det. Vi skal se pa
tre fundamentale tilfeelde, som er sammenfattet i tabel A.1.

Tabel A.1: Elementzre operationer med V

operator: virker pa: notation: giver:

v skalarfelt Ve = grady vektorfelt
V. vektorfelt V.-F = divF  skalarfelt
V x vektorfelt V xF = rotF  vektorfelt

Betegnelserne grad ¢, div F og rot F' er en anden notation for operationerne
gradient, divergens og rotation, som dog nu hastigt fortreenges af nabla-
notationen.

Gradient

Nar V opererer pa et skalarfelt ¢(r) dannes et vektorfelt, gradienten af ¢,
som 1 cartesiske koordinater er givet ved

TN
Ve=ig, +ig, Tk, (A.18)

i ngje overensstemmelse med definitionen A.17. Gradientens fysiske betyd-
ning indses ved at betragte zndringen i ¢ mellem to nzertliggende punkter
dp

:—(?—fdz—}————dy—}——(z(edz:ch-dr. (A.19)

d(p = QO(I' + dI‘) - QO(I‘) oz ay 9z

Tager et skridt dr pa en leengdeenhed i en vis retning, bliver @ndringen dy
projektionen af V¢ pa denne retning. Bevaeger vi os pa en niveauflade for ¢
er dp = 0. Af A.19 slutter vi da, at Vi er vinkelret pa dr, dvs. pa niveau-
fladen. Med andre ord: Gradienten af en skalarfunktion er en vektor i den
retning (normalen), hvor funktionen vokser hurtigst. Gradientens stprrelse
er skalarfunktionens @endring per lengde i normalens retning.

Vi

i 2

Figur A.2: Gradienten er en vektor

d i den retning, hvor skalarfunktionen
o ¢ =V dr eéndrer sig hurtigst.

Gradient,
divergens,
rotation

Ve

Gradienten er
vinkelret pa
niveaufladen
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Cirkulationen
af et gradient-
felt er nul

Gauss’
setning

Alternativ
definition af
divergens

- Efter A.19 er dp = V-dr. For linieintegralet fra a til b langs et kurvestykke

gelder da

b b
/a V- dr :/a dio = p(b) - p(a) . (A.20)

Linieintegralet af V¢ afhanger saledes kun af begyndelses- og slutpunkt.
Falder disse punkter sammen, har vi en lukket kurve (se fig. A.2.2), og efter
A.20 er cirkulationen af gradienten altid nul:

?{ch -dr=20. (A.21)

Er ¢ et kraftpotential udtrykker A.21, at feltet er konservativt.

,(’a:"'(,P,,(Pb

Figur A.3: Linieintegralet af et gradi-
entfelt langs en kurve afhzenger kun af
begyndelses- og slutpunkt. Er kurven

lukket, bliver cirkulationen af gradi-
enten nul.

Divergens

Nar operatoren V- virker pd et vektorfelt F(r) dannes et skalarfelt, diver-
gensen af F, som i cartesiske koordinater far udtrykket

v.po 0F  0F OF

9z 8y Bz (A.22)

Om divergensen galder den meget vigtige Gauss’ setning eller divergens-
teoremet. Hvis S er en lukket flade, som indeslutter volumenet V, siger
setningen

/V~de:?{F~da, (A.23)
v S

eller, udtrykt i ord: Volumenintegralet af divergensen af et vektorfelt er lig
strgemmen af vektorfeltet gennem den flade, som omslutter volumenet.

Vi kan anvende Gauss’ setning pa et meget lille volumen AV og finder da
fplgende graensevaerdi, der kan tjene som alternativ definition af divergens:

1
V.F= lim — 4 F-da. A.24
F=lm av fFde (A.24)

Divergensen er saledes graenseveardien per indesluttet volumen af stremmen
gennem en lukket flade.
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Figur A.4: Gauss’ saetning forbinder
kildestyrken inden for en lukket flade
med feltets udadrettede strgm gen-
nem fladen.
Divergensen er tydeligt en skalarfunktion, knyttet til det punkt, som i green-
sen indesluttes af overfladen. Divergensen udtrykker fysisk en strgm ud Divergensen

gennem den infinitisimale flade, eksempelvis en veeskestrgm. Er divergensen
positiv, rummer det pageldende punkt en kilde, og man kalder feltet et
kildefelt. En negativ kilde kaldes et dren. Et felt, hvor divergensen overalt
er nul, siges at veere kildefrit. Feltets strgm ind i fladen balanceres da af
strgmmen ud.

Rotation

Nar operatoren V x virker pd et vektorfelt, F(r), dannes et nyt vektorfelt,
rotationen af F, som i cartesiske koordinater bliver

dF, OF, dF, OF, dF, QF,
V — . z y . z z y _ T . .
< F l<8y 82)+J(8z 8m)+k(8m 8y> (A.25)

Udtrykket huskes lettest, nar det skrives som en determinant

i j k
g 40 0
F, F, F,

Om rotationen gelder den vigtige Stokes’ setning. Hvis S er et fladestykke,
som er afgraenset af randkurven C, siger satningen

/VXF‘da:}{F-dZ. (A.27)
S C

Figur A.5: Stokes’ sztning forbin-
der feltets cirkulation langs en lukket
kurve med strgmmen af feltets rota-

tion gennem en flade med kurven som
rand.

viser feltets

kilder

VxF

Stokes’

setning
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Alternativ
definition
af rotation

rot grad=0

divrot=0

Laplace-
operatoren

eller i ord: Cirkulationen af et vektorfelt langs en lukket kurve er lig flade-
integralet af feltets rotationen over enhver flade, der har kurven som rand.
Vi kan anvende Stokes’ setning pa et meget lille fladestykke AS. Beteg-

" ner n fladestykkets normal, far vi fslgende greenseveerdi:

1
-VXxF= lim — ¢ F-d¢£ .
n im, 55 f, (a26)
Normalkomposanten af rotationen er sdledes greenseverdien af cirkulationen
per omsluttet areal. Fysisk udtrykker rotationen noget om hvirvler, eksem-
pelvis i en veeskestrgmning. Man skal dog vogte sig for at tro, at alle felter
der "ser ud til at kgre rundt” ogsa har V x F # 0. Sml opg. 2.4.

Sammensatte differentialoperationer

De indtil nu omtalte differentialoperationer kan sammensettes til en lang
reekke udtryk, hvoraf mange finder anvendelse pa elektromagnetiske felter.
o Rotationen af et gradientfelt er nul. Dette indses let ved regning i koordi-
nater med benyttelse af A.18 og A.25. Udtrykt ved nabla er

(429

Omvendt geelder, at hvis V x F = 0 for et vektorfelt F, da er feltet et
gradientfelt. Dvs, at der findes et skalart felt ¢ sddan, at F = V.
o Ligeledes er divergensen af et rotationsfelt nul. Udtrykt ved nabla er

V-V xF=0] (A.30)

Ogsa her gelder, at hvis V - G = 0 for et vektorfelt G, da er feltet et rota-
tionsfelt. Dvs, at der findes et vektorfelt F sadan, at G =V x F.
o Ved kombination af operationerne divergens og gradient far man operato-
ren 'divgrad’

V-V =V?2 (A.31)

der kaldes Laplaceoperatoren efter Pierre Stmon Laplace (1749-1827)0. Ud-
skrevet i cartesiske koordinater bliver

0% 0% %
0z Oy 022

Vip (A.32)

Laplaceoperatoren har mange anvendelser inden for potentialteori, herunder
elektrostatik. Operatoren er her vist virkende pa et skalarfelt. Man megder
ogsd udtryk som V?F. Dermed menes vektoren (VZFE,Vsz, V?2F,), som
fas ved at virke pa hver af komposanterne for sig.

o Desuden er det muligt at tage rotationen af rotationen (’rotrot’) af et
vektorfelt. Denne operator kan udtrykkes som

VXxVxF=V(V.F)- V?F. (A.33)

o Endelig mgder man undertiden operatorudtrykket (A - V)B (les ’A gra-
dient B’), som er en vektor, hvis fysiske betydning er sendringen i B, nar



A.2. Skalarfelter og vektorfelter 305
der tages et skridt A i rummet. I koordinater har man: Agrad B
(A-V)B=
8B 8B 8B
(AIBTB:'{'Ay%'{'AZ%vAITz!+AyT,,!+AZ—aEE’A=%%+Ay%%+AZ%%‘)
(A.34)
¢ Ved optelling indser man let, at der er seks mulige kombinationer, hvor en
af de elementere vektoreroperatorer gradient, divergens eller rotation virker
pa forskellige produkter af to skalare eller vektorielle stgrrelser. Disse kom- Sammensatte
binationer kan udtrykkes ved de allerede indfgrte operationer og er sammen udtryk
med de tidligere omtalte samlet i tabel A.2.
Tabel A.2: Sammensatte vektoranalytiske udtryk

V. Vo = Vi (1)

V.VxF = 0 (2)

V x Ve = 0 (3)

Vx(VxF) = V(V.F)-V?F (4)

V(e¥) = eVY+yVep (5)

V(F-G) = (F-V)G+Fx(VxG)+(G-V)F+Gx (VxF) (6)

V - (¢F) = F-Vo+pV.F (7

V(FxG) = (VxF)-G-F-(VxG) (8)

V x (¢F) = eV xF+(Vg)xF (9)

Vx(FxG) = F(V-G)-G(V-F)+(G:-V)F—(F-V)G (10)
Specielle differentiationer
Inden for elektromagnetismen mgder man meget hyppigt udtryk, som pa Funktioner
simpel made afhaenger af den vektorielle afstand r — r’ mellem et kildepunkt af |r—1r'|

r' = (z/,y,2') og et malepunkt r = (z,y, 2). Afhengigt af situationen, kan
det ene punkt betragtes som fast, og man kan da udfgre differentialoperatio-
ner efter det andet punkts koordinater. Med V'’ menes, at differentiationen
sker efter (z/,', 2'), mens V betyder differentiation efter (z,y, z). Nedenfor
er der samlet nogle nyttige differentialudtryk, som ofte mgdes ved anvendel-
serne. Idet der mindes om, at

Ir - r'| = \/(a:—a:’)z-i—(y—y’)z-i—(z—z’)z, (A.35)

bevises fglgende udtryk let ved beregning i koordinater.

Vi(r-r) = V.r=3. (A.36)
V'i-(r-r') = -V.r'=-3. (A.37)

Vie-r| = [i%:' (A.38)
Vi(r-r]) = g}%ﬁ. (A.39)

Specielt det sidste udtryk er nyttigt. Det siger, at man finder gradienten
af funktionen f(|r —r’|) ved at differentiere f med hensyn til argumentet
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Fysisk vigtige
relationer

Nye integral-
teoremer

Geometr:i og
koordinater

R = |r — r'| og dernaest multiplicere med enhedsvektoren (r — r')/|r — r'|.
Eksempelvis er

1 -n r-r  -n(r-r)
= . = . A4
!I‘ _ r/|n |1‘ _ r,|n+1 lr _ rll |I‘ _ r,;n+2 ( O)
Yderligere galder fglgende relation, som har stor fysisk betydning:
T2 =0, for |r—r|#0. (A.41)
r —r'|
Efter Tabel A.2:7 findes jo, at
r—r 1 1
e = ———V (- )+ (r-1') - V—x (A42
T TP ( )+ ( ) e (A42)
3 3r—r')?
= - =0. A.43
e—r® fr-rf (443

Det er ogsa veerd at notere relationerne
Vx(r-r)=0, V¥r-r)=0, VA-(r-r)=A, (A.44)
hvor A er en fast vektor.

Andre integraludtryk

Man far lejlighedsvis brug for andre integralteoremer, som kan udledes fra
Gauss’ og Stokes’ setninger. Det galder siledes Green’s szetning pa formen

/ ($V2p — V) dv = f@pw - ¢V4) nda. (A.45)
1% s
Desuden behgver man undertiden de relationer, som er anfgrt i tabel A.3.

Tabel A.3: Integralrelationer

/nwida = f.(pdf (1)
s c

Vpdv = jg enda (2)
5

VxFdv = jganda (3)
5

A.2.3 Differentialoperatorer 1 forskellige koordinatsystemer

Geometrien i et forelagt problem indbyder ofte til at anvende andre koordi-
nater end de cartesiske. De elementeere differentialoperatorer vi har indfert,
far da andre ofte mere komplicerede former. Figur A.6 viser det cartesiske,
det cylindriske og det sfeeriske koordinatsystem. Bemark, at vektorer i de
to sidstnaevnte systemer angives i et "lokalt” koordinatsystem, som andrer
sig med det betragtede punkt.
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N

8

P(z,y,z2)

Figur A.6: Cartesiske, cylindriske og sfeeriske koordinater.

o Cartesiske koordinater: For overskuelighedens skyld medtages her i tabel
A .4 de allerede nevnte udtryk for vektoroperatorerne i almindelige cartesiske
(rektanguleere) koordinater (z,y, z) med enhedsvektorer (i, , k).

Lader man henholdsvis én, to eller tre koordinater variere differentielt,
fremkommer linieelementer dz,dy og dz, overfladeelementer dzdy, dydz og
dzdz eller et volumenelement dz dy dz.

¢ Cylindriske koordinater: Betydningen af de cylindriske koordinater (r, 8, z)
fremgar af fig. A.6. Azimuth-vinklen i (z,y)-planen, der er betegnet med 4,
betegnes ogsa ofte med ¢. Forbindelsen mellem cylindriske og rektangulaere
koordinater er

t=rcosf, y=rsinf, z=2z, (A.46)

med de omvendte relationer

r=4/z2 +y2, 0= arctan%, z =z (A.47)

For det lokale koordinatsystem med enhedsvektorer (e,,eg,€e,) er vektoro-
peratorerne anfgrt i tabel A.4.

Linieelementerne i cylindriske koordinater bliver dr, rdf og dz, overflade-
elementet pa den cylindiske overflade r df dz og volumenelementet r dr df dz.

o Sferiske koordinater: Betydningen af de sfeeriske koordinater (r,6,)
fremgar af fig. A.6. Azimuth-vinklen i (z,y)-planen er her betegnet med
¢ og vinklen mellem z-aksen og radius vektor (polarvinklen) med #. Forbin-
delsen mellem sferiske og rektangulzre koordinater er

Tz =rsinfcos¢, y=rsinfsingd, =z =rcoséb, (A.48)

med de omvendte relationer

71 42 ,
r=14/2?2 +y? + 22, 6 = arctan ——z———-l_l, ¢ = arctan v (A.49)
z z

For det lokale koordinatsystem, med enhedsvektorer (e,,eg, e4) er vektor-
operatorerne anfgrt i tabel A.4. Bemazerk, at ey er tangent til lillecirklen
gennem punktet P.

Linieelementerne i sfzriske koordinater bliver dr, r d§ og rsin 8d¢, over-
fladeelementet pa den sfzriske overflade 72 sin 8 df d¢ og volumenelementet
r2sin 6 dr d6 d¢.

Velkendte
koordinater

Cylindriske

koordinater

Sferiske

koordinater
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Tabel A.4: Vektoroperatorer i forskellige koordinater

Cartesiske koordinater:

O 8¢ - . B¢
Vo =i2¥ %%
v = ‘a iy +k32

0F, A O0F, A OF,
9z dy a9z’

dF, OF, dF; OF,
v = A g 4 jl=—= ==
xF = 1(By 3z)+'](32 31:)+k

8% B 32(,0
vip,=2°%
Y=o T T2

V-F=

oF, _oF.
Oz ay )’

Cylinderkoordinater:

dp 19¢ dp

VSO:erE%-e —%4- 15,
Vs iz ("H) tam

Sfeeriske koordinater:

dp 1
ch—ef——+eo—(—9—‘£ +ey 9¢

or 790 " *rsinb 0¢’
18,, 1 9 1 8F,
=ma" )t oao(F“moHrsino”a'?{’

r or a6

sinf 8¢ ar

18 ) 1 8 ) 1 8%
V2 - = 2”7 —— —_——
4 (’ )+r25in030( 030)+rzsin206¢2

e, (i(F¢sin0) 3 %)+ ey ( 1 9F, 9(rFy) >+S§(8(ng) _OF,

)
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Enheder og relationer

Den internationale Standardiseringsorganisation, ISO, har til opgave at ud-
arbejde Internationale Standarder pa en lang rakke fagomrader. Indenfor
fysiken er disse standarder pa dansk samlet i en overskuelig og padagogisk
handbog!. Den danske standard er i videst mulig udstraekning fulgt i neer-
vaerende tekst.

Ifglge standarden er der som symboler for fysiske stgrrelser normalt an-
vendt enkelte latinske eller graeske bogstaver, undertiden forsynet med in-
dices eller andre neermere specificerende tegn. Disse symboler er sat med
kursiv. For vektorstgrrelser er der anvendt fed, lodret type. Symboler fglges
ikke af punktum undtagen som led i normal tegnsatning. Tegnsaetningen
omfatter her ogsa samtlige formler.

Nar det drejer sig om enheder, er der overalt anvendt de vedtagne inter-
nationale symboler, eksempelvis m (meter), A (ampere) og 2. Disse er sat
med lodret type. Enhedernes navne skrives med lille begyndelsesbogstav og
enhedernes symboler er normalt ogsa sma bogstaver, undtagen nar enhedens
navn er afledt af et personnavn.

De fglgende tabeller sammenfatter de i teksten anvendte symboler og
enheder og enkelte andre. Desuden er der en tabeller over de vigtigste fun-
damentale fysiske konstanter samt terrestriske og astronomiske data, som
ofte finder anvendelse.

Tabel B.1: Elektromagnetiske enheder med eget navn

Navn Symbol Fysisk Stgrrelse
ampere A Elektrisk strgm
coulomb C Elektrisk ladning
farad F Capacitans

henry H Induktans

hertz Hz Frekvens

ohm 9] Resistans, impedans
siemens S Admittans

tesla T Magnetisk fluxteethed
volt \4 Elektrisk potential
weber Wb Magnetisk flux

!Standarder for SI-enheder: Fysiske stgrrelser, maleenheder og symboler, Hindbog 3,
1. udgave. Dansk Standardiseringsrad 1985.
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Tabel B.2: Elektromagnetiske symboler og enheder

Fysisk Stgrrelse Symbol Elektromagnetisk Grund-

enhed enhed
Admittans Y S=Q"1=AV-l A?kg~lm-?s3
Capacitans C F=CV-! A?kg™lm—2st
Effekt P W=CV=0A4A? kg m?s—3
Elektrisk dipolmoment p Cm Ams
Elektrisk feltstyrke E NC! =Vm! A-l'kgms—3
Elektrisk flux ¥ C As
Elektrisk fluxtathed D Cm™? Am~?%s
Elektrisk polarisation P Cm~? Am~?s
Elektrisk potential o, V \' A lkgm?s—3
Elektrisk strgm I A A
Fladeladningstathed a Cm™? Asm~?
Frekvens v, f Hz st
Impedans z Q=VA-! A-2kgm?s~3
(Selv)Induktans L H=VsA-! A-%kgm?s—?
Konduktivitet v Q- 1m-! A’kg=lm—3s3
Ladning q C As
Linieladningstzethed A Cm™! Asm™!
Magnetisering M Am-! Am-!
Magnetisk dipolmoment m Am? Am?
Magnetisk feltstyrke H Am™! Am~!
Magnetisk flux & Wb =Vs =Tm? A-lkgm?s?
Magnetisk fluxteethed B T =Vsm™? A-lkgs?
Magnetisk skalarpotential ”* A A
Magnetisk vektorpotential A Tm A lkgms™?
Overfladestrgmteethed j Am™! Am~!
Permeabilitet m Hm™! A-?kgms~?
Permittivitet € Fm™! A’kg~lm3st
Poynting vektor S Wm~? kgs—3
Reluktans R H-1=AWDb™! A’kg~lm~%g?
Resistans R Q=VA-! A-?kgm?s~3
Resistivitet p Qm A-%kgm?s~3
Volumenladningstethed P Cm™3 Asm~3
Volumenstrgmteethed J Am™? Am~?

Tabel B.3: Parametre for den harmoniske bglge

Parameter Symbol Dimen- Relation til :
sion
A v k w
Bglgelengde A m A = /v = 2n/k = 2mvjw
Frekvens v g7t v/A = v = vk/2r = w/2m
Bglgetal k m™! 2r/A = 2mvfv = k = w/fv
Vinkelfrekvens w st 2rv/A = 2wy = vk = w
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Tabel B.4: Fundamentale fysiske konstanter

Fysisk Stgrrelse Symbol Verdi Usikker-
hed, ppm
Lyshastighed i vacuum c 2.99792458x10° ms~! eksakt
Vacuumpermeabilitet Lo 4rx10"TNA™? eksakt
Vacuumpermittivitet €0 8.854187817x10"12Fm™! eksakt
Gravitationskonstant G 6.67259x10 " Nm?kg™% 128
Planck konstant h 6.626075x 10734 s 0.60
Planck konstant k 1.05457266x10734]s 0.60
Elementarladning e 1.60217733x10~1°C 0.30
Magnetisk flux kvantum ¥, 2.06783461x10"1* Wb 0.30
Elektronmasse me 9.109389x10"3 kg 0.59
Protonmasse my 1.672623x107%7kg 0.59
Proton-elektronmasseforhold m,/m, 1.836152701x10° 0.020
Finstruktur konstant o 7.297 353 08x 103 0.045
Rydberg konstant R, 1.0973731534x10" m~! 0.0012
Avogadro konstant Na 6.022 136 7x 1023 mol ! 0.59
Faraday konstant F 9.648 530 9x 10* Cmol ™! 0.30
Molar gaskonstant R 8.314510J mol 1K1 8.4
Boltzmann konstant k 1.380658 JK 1 8.5
Stephan-Boltzmann konstant o 5.67051 Wm~2K~* 34
Elektronvolt eV 1.60217733x10719] 0.30
Atommasse enhed u 1.6605402x10~?" kg 0.59
931.43432MeV/c? 0.30
Hydrogen grundtilstand E, 13.605698 eV 0.30
Bohr radius ag 0.529 177 249x10~%m 0.045
Bohr magneton uB 9.2740154x10"24] T~} 0.34

Kilde: E. R. Cohen og B. N. Taylor, Rev. Mod. Phys. 59: 1121 (1987).

Tabel B.5: Terrestriske og astronomiske data

Fysisk Stgrrelse

Symbol Verdi

Acceleration i tyngdefelt, standard ¢ 9.80665 ms™!

Afstand Jorden-Manen,

middel

Afstand Jorden-Solen, middel
Atmosfeeretryk, standard

Densitet, luft 0°, 1 atm
Masse, Jorden

Masse, Manen

Masse, Solen

Radius, Jorden, middel
Ar, siderisk

3.84x10% m
1.496x 101 m
1.01325x 105 Pa

1.293 kgm®
Mg 5.98x10%* kg
M, 7.36x10*? kg
M, 1.99x10% kg
Rg 6.37x10°m

3.1558150 %107 s
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Tabel B.6: Prafixer for potenser af 10

Faktor Preefix Symbol Faktor Preefix Symbol
10-18 atto a 10! deka da
10-18 femto f 102 hekto h
10-12 pico p 102 kilo k
10-° nano n 108 mega M
10-6 micro m 10° giga G
10-3 milli m 1012 tera T
102 centi c 1015 peta P
10-1 deci d 1018 exa E

Tabel B.7: Det graeske alfabet

Alfa A o Iota | 3 Rho P p0
Beta B g8 Kappa K « Sigma ¥ o
Gamma I « Lambda A A Tau T
Delta A 6 My M u Ypsilon T v
Epsilon E ¢ ¢ Ny N v Phi ® P,
Zeta Z ¢ Xi = ¢ Chi X x
Eta H n Omicron O o Psi ¥ 9
Theta ® 419 Pi on = Omega 0 w
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Gaussiske enheder

Selv om SI-systemet har vundet indpas overalt, er der stadig omrader som
atomfysik og faststof-fysik, hvor det tidligere Gaussiske enhedssystem hyp-
pigt anvendes. Desuden forekommer Gaussiske enheder selvsagt i hele den
®ldre litteratur.

I det Gaussiske system er grundenhederne cm, g og s og systemet kal-
des derfor ogsa for cgs-systemet. I modsatning til SI-systemet er der altsa
ikke nogen speciel elektrisk grundenhed sadan, at de elektriske enheder al-
ene udtrykkes ved de tre mekaniske grundenheder. Eksempelvis er enheden
for elektrisk ladning 1cm3/2g1/25~1  enheden for capacitans 1cm og enhe-
den for resistans 1 cm™!s. Det er klart, at disse enheders ofte besynderlige
dimensioner er uden direkte fysisk indhold.

Tabel C1 giver omsatningen mellem Sl-enheder og Gaussiske enheder
for de vigtigste elektriske stgrrelser. Man kan her bemarke, at i Gauss-
systemet har felterne E, D, B, og D alle samme dimension. Permittivitet
og permeabiltet bliver altsd dimensionslgse stgrrelser.

Tabel C.1: Omsatning mellem Sl-enheder og Gauss-enheder

Stgrrelse SI-enhed — Gauss-enhed — Faktor®
Kraft N dyn lcmgs™? 108
Energi J erg lcm?gs™? 107
Effekt w erg/s lem?gs—3 107
Ladning C lcmd/2gl/2g-1 3x10°
Strgm A lcmd/2gli2g-2 3x10°
Potential A lcmi/2gl/2g-t ix1072
Capacitans F lcm 9x 101!
Resistans Q lem™1ts ix1071
Induktans H lem—1s? ix1071
Magnetisk lux Wb maxwell 1cm3/2g!/2g-1 108

E Vm~! lem=1/2gl/2g=1  1x107*
D Cm-~? lem~1/2gl/2g-1 3 % 4w x10°
B T=Vsm~%  gauss lem~Y/2gl/2g-1 10t

H Am~1 grsted lem~1/2gl/2g-1  4xx1073

“Gauss-enheder per SI-enhed. Multiplicer antallet af SI-enheder med den givne faktor
for at finde antallet af Gauss-enheder. Tallene 3 og 9 i de foranstillede faktorer, stammer
fra lyshastigheden og skal ved ngjagtige beregninger erstattes med 2.997.. og (2.997..)%.
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Gaussisk
system 1 brug

cgs og SI

Omregrang
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Appendix C. Gaussiske enheder

Andre

ligninger

I det Gaussiske enhedssystem saettes konstanten k& =
Coulombs lov 2.3 Dette ggr ikke blot dimensionerne af de elektriske stgr-
relser bliver helt forskellige fra dimensionerne af SI-stgrrelserne.
elektriske ligninger bliver oftest anderledes.Tabel C2 giver, med henvisning
til de oprindelige ligningsnumre, en sammenstilling af de vigtigste elektri-
ske relationer i de to enhedssystemer.
ligningernes udseende i de to systemer.

Forskellen understreges af Maxwell

Tabel C.2: Vigtige relationer i to enhedssystemer

Gauss-system

SI-system Ligning
Elektrostatik i vacuum
1
F= o 2.9
47('60 7‘2 ,
1 r—-r
E = / p(r') dv'’ 2.16
dmeo Jvi |r — )3 =)
E=-Vop 2.27
1 !
o= / AT) gy 2.32
dmeg Jvi |r — 1|
f.E'da:Q/eo 2.45
s
E=0/e 2.52
p= / p(r')r’ dv’ 2.73
VI
Vip = —p/eo 2.101
Q=cv 2.153
= L(:ié 2.154
Dielektrika
P = Ap/Av 3.2
D=¢E+P 3.22
D = ¢E = ¢,¢E 3.29
€ =¢€o(l +x) 3.30
Elektrostatisk energi
U= % /pquv 4.13
U:%/E-Ddu 4.32
Elektrisk strem
v.-J+ %) =0 5.8
J=~E 5.10
dP
Z  =J.E 5.38
dv
Det magnetiske felt
r—r
- L‘E/ 2D I()dy 610
4z ' Ir — rI[
F=g(E+v xB) 6.17
m:l/r’xJ(r')dv’ 6.40
2 Jv
B=VxA 6.59

qq
F=37
r—r
E:/ r')dv
']r—-r’|3( )
E=-Vyp
!
sp=/ P(r)ad’
v e —r/|
E - -da =47Q
5
E =4no
p:/ p(r')r' dv’
Vl
Vip = —4np
Q=CV
A
C = —
4nd
P = Ap/Av
D =E + 4xP
D=¢E =¢E
e=1+x
1/Pwdv
:———/E D dv
dp
v J+—§—0
J=+E
dpP
— =J-E
dv
B 1/ ror J(r')dv
= — X v
c v1r~r’[3
F =¢(E+vxB/e)
m=_ r' x J(r')dv
2c 74
B=VxA

1 (dimensionslgs) i

Ogsa de
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Tabel C.2: Vigtige relationer i to enhedssystemer

Sl-system Ligning Gauss-system
Induktion
a® _1d®
dt 4 Tcdt
& =1LI 714 ®=1I
poNZ2A 4mN?A
= 7, = e a—
L 7 19 L 7
Magnetika
M = Am/Av 82 M=Am/Av
H:iB—M 821 H=B-4rM
Mo
fH-dt:I 8.25 fH-dt:ﬁI
<
B =uH 828 B =uH

p = po(l + Xm)
Magnetisk energi
U=3LI?

U=- /AJd‘u

i{(E-D+H:B)
Maxwells ligninger
V-D=p
V-B=0
OB

VxE=_-2°
X ED

aD
VxH=J+ —
X T
S=ZExH
Elektromagnetiske balger

aE_'E azE_O
at Hai =

Elektromagnetisk straling

oA
E=-Ve-5

V'A+eu%:0

VIE — vu

2 8°
V3A - ep—n
RPTy
9%p p
Vi —ep——r = —=
LT €
1 27 p

B 4%60323

= —udJ

829 p=1+xm

106 U=3iLD?
1

10.25 U:——/A-Jdv
2c

1033 u=1(E-D+H.B)/4r

12.11 V- -D =4np
1212 V-B=0

12.13 V><E:——l-6—]3
c dt
12.14 V><H—_-i"—r +_1_8_]_3_
c c Ot

1229 S=—ExH
4r

1341 WE- "B 2 =9

1 8A
145 E =-— -
¢ c Ot
1414 v.A+ Py
c 0t
eu %A 4r
1415 V2PA-CZ_—_——-_"773
c? G2 c
ep b%p 4dTp
1418 Vip-t_ T "~ F
v c? 812 €
2 p?
14.71 = _
i 33
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A-vektor 123
Admittans 276
Afmagnetisering 156
Afskeringsfrekvens 284
Aksialsymmetri 30, 36
Aktion og reaktion 8, 114
Ampere (A) 8
definition 111
Ampere-vindinger 127
Ampeére, A M. 1, 109, 121
Ampéres lov 125, 152, 222
Analytisk funktion 40
Arbejdspunkt 186
Atommodel 73
diamagnetisk susceptibiltet 159
for permittivitet 73
paramagnetisk susceptibiltet 162

B-felt 111
Batteri 101
Betatron 135
Bevarelse 5
energi 97, 190, 225
ladning 5, 89
Bevarelseslove 114
Biot og Savarts lov 112, 118
Birkelands kanon 199
Bohr-magneton 160, 165
Bolge 227
elektromagnetisk 227
gruppehastighed 284
harmonisk 229, 310
i pladeleder 284
komplex 237
monokromatisk 236
plan 230
plan, harmonisk 235
pa transmissionslinie 278
TE, TM og TEM 285
Belgefunktion 169
Bglgeleder 281
cirkuleer 291
generel teori 288
modus 286
rektangulaer 285, 289
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Bolgeligning 227
med kilder 246

Bglgevektor 238
retning af 238

X, susceptibilitet 60
Capacitans 45
i parallel 47
med dielektrikum 63
til jord 50
i serie 47
Capacitanskoefficienter 49, 80
Capacitor 45
Cauchy-Riemann relationer 40
Celle 101
Daniell 102
elektrokemisk 101
Cirkulation, af vektorfelt 299
Coaxialkabel 46, 280
capacitans af 46
induktans af 138
Coulomb (C) 8
Coulomb, C.A. 7
Coulombbetingelse 124
Coulombs lov 7, 110
Coulombs lov 7
Curie, P, 148
-temperatur 148
lov 164
Cylinder 35
-harmoniske funktioner 36
-kondensator 35
-koordinater 35, 36, 307
magnetiseret 148, 182
capacitans 45

V -F 302

D-vektor 59

DC, direct current 104

Delcapacitans 49

Demagnetisering 180

Depolarisation 70

Diamagnetisme 147, 159
mikroskopisk teori 159

Dielektricitetskonstant 60
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Dielektrika 18, 53, 60
energii 77
felt i 53, 57
i kondensatorer 63
lineare 60
molekylear teori 71
teori for 55
Differentiel form 17
Dipol 26
elektrisk 257
feltstyrke fra 27, 129
Hertz 250
i ydre felt 28
magnetisk i ydre felt 165
magnetisk 179, 257
oscillerende 250
potential 55
vektorpotential 128
Dipolmoment 26
elektrisk 26, 53
induceret 72
magnetisk 128, 147, 148, 159
Dipolstraling 251, 258
Dispersion 236
Divergens 302
-teorem 16, 56, 302
Dobbeltlag, elektrisk 20
Dampning 228
i kredslgb 208

¢, permittivitet 60
€0, vacuumpermittivitet 9
Effekt 96
i leder 96
relativistisk 267
teethed 97
Ekvipotentialflade 15, 44
Ekvivalentdiagram 276
Elektret 60
Elektrisk ladning 5
Elektrisk strgm 88
definition 88
stationer 89
ydre egenskaber 109
Elektrolyt 102
Elektrolytisk kar 96
Elektromagnetisk bglige 235
i dielektrikum 235
i leder 242
spektrum 235
Elektromagnetisme 1
Elektromotorisk kraft 87, 99, 189
definition 100
eksempler 101

Elektroner 5, 87
banebevagelse 159
beveegelse 87
bundne 18
drift 87
frie 18
hastighed i leder 87
ladning af 5
magnetisk moment 159

Elektrostatisk linse 36

Elektrostatiske billeder 42

Elementarladning 5

Emk 100
induceret 132, 136, 139

Energi 75
af ladningsfordeling 78
af strgmfordeling 193
elektrokinetisk 191
elektropotentiel 191
elektrostatisk 76
i dielektrikum 77
i elektrisk felt 81

i elektromagnetisk felt 224

ifelt 75

i ferromagnetika 199

i kondensator 79

i magnetisk felt 195

i resonator 294

i selvinduktans 190

ladede ledere 79

magnetostatisk 189

potentiel 15

ved transient 210
Energibegreb 75
Energistrgm 224
Energitzthed 83

i elektrisk felt 83

i elektromagnetisk felt 195

i magnetisk felt 195
Enheder 8

cgs

gaussiske 313

SI 8, 309, 313
Enkeltlag 19
Entydighed 32

af felt 68

af potential 32

af vektorpotential 124

Farad (F) 9, 45

Faraday, M. 1, 131, 147

Felt 10, 109
elektromagnetisk 10
fra fladeladning 10
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konservativt 15, 57

magnetisk 109

magnetostatisk 173

makroskopisk 71, 148

mikroskopisk 71
Feltlinier 11, 23

bglgeleder 287

differentialligning 11

E og D 67

magnetiske 119

synlige 96

teethed af 24
Feltstyrke 10

elektrisk 10

fra volumenladning 10

1 dielektrika 57

magnetisk 126, 152
Ferromagnetisme 148, 155

mikroskopisk teori 168
Firehastighed 266
Fireimpuls 266
Firestromtaethed 272
Firevektor 266
Fjernfelt 253
Fjernvirkning 10
Flux 122

elektrisk 59

magnetisk 112, 122
Fluxliniergr 66, 122
Fluxteethed 112

elektrisk 59

magnetisk 112
Forskydningsstrgm 221, 228
Franklin, B. 5
Frekvens 284

kritisk 284, 287
Fysik 1

klassisk 1

Vi 301
g-faktor 164
Galvanometerspole 117
Gauge 124
Gauss’ lov 16, 59, 121
anvendelser af 21
bevis for 16
for magnetfelt 122, 152
i dielektrikum 58
Gauss’ sztning 16, 302
Gauss, K.F. 1
Gauss-dase 19, 65
Gauss-flade 16, 19, 59
Gaussiske enheder 313
Generator 101

elektrostatisk 101

konstantstrgms- 197

vekselstrgm 135
Gennemslag, elektrisk 60
Gitterpunkt 71
Godhed Q 210

af hulrumsresonator 293
Gradient 301
Gradientfelt 13
Gren 104
Gransebetingelser 36

E og D 65

J 93

potential 66

ved leder 232

BogH 174

D, B, E, H 231
Graesk alfabet 312

Gyromagnetisk koefficient 159, 164

H-felt 152
H-vektor 126
Harmoniske funktioner 32
Helmholtz spoler 120
Henry (H) 110, 136
Henry, J. 131, 136
Hulrum 63

cylindrisk 63

elektrisk felt i 63

sfeerisk 64
Hulrumsresonator 291

energi og effekt 293
Hund’s regel 169
Hvirvelstrgm 135
Hysterese 155

kurve 155, 200
Hgjpasfilter 284

Impedans 212
fordelt 276
1 parallel 213
1 serie 213
indgangs- 279
karakteristisk 278
polar form 215
serie 277
. shunt- 277
Impedanstilpasning 279
Impedanstrekant 215
Impulsbevarelse 114
Impulsmoment 147
elektron 159
kvantisering 164
Indfaldsvinkel 283
Indtrangningsdybde 243
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Induktans 136 Konstanter 311

gensidig 139 Kontinuitetsligning 89, 93, 226

i parallel 143 . Koordinater 306

i serie 143 cartesiske 306

og energi 192 cylindriske 306

selv- 136 sfeeriske 306

ulighed for 193 Kraft 7
Induktanskoefficient 139 elektrisk 7
Induktion 131 flere punktladninger 9

elektromagnetisk 131 i elektrostatik 84
Induktionsloven 131 i magnetostatik 197
Induktor 142 Lorentztransformation 267
Influenskoefficienter 49 magnetisk 109, 113
Integral form 17 mellem strgmme 110
Integral 299 pé lederoverflade 83

-flade 299 pa strgmkreds 115

kurve- 299 relativistisk 267

linie- 299 udvekslings- 168

rum- 299 Kraftlov 7, 110
Invarians 264 elektrisk 7

af ladning 264 magnetisk 110

af skalarprodukt 266 Kraftmoment 84, 197

Maxwell ligninger 271 pa strgmkreds 115

Isolatorer 18 magnetisk 199

Kredse 139
linezere 139, 195
Kredslgb 103
elektrisk 103, 275
jeevnstrgms- 104
linezere 139

J-vektor 88
Jomfrukurve 156
Joule-varme 97, 190, 225

Karakteristisk impedans 278
Karakterligning 204

Kildeladning 8 magnetisk 184
Kildepunkt 8 Kronecker-symbol 29
Kirchhoff, G.R. 104 Krystalgitter 71
Kirchhoffs love 104, 142, 189 Kugle 38

jeevnstrem 104 capacitans 46, 50

magnetkreds 185 dielektn?k 69

vekselstrgm 204 ledende i felt 38
Knude 104 magnetiseret 180
Kobling 139 Kuglebglge 249

magnetisk 139, 191 Kuglekondensator 35

til resonator 293 ca.pe'zcita.ns 45
Koblingskoefficient, magnetisk 140 Kvadratisk form 80
Koercitivkraft 156 Kvanteelektrodynamik 1
Komponenter 103 Kvanteteori 73

aktive 103 for permittivitet 73

C 45, 202 Kvantisering 5, 164

ideelle 202 af energi 165

L 202 af ladning 5

L, M 142 Kvasistationaritet 201

passive 103, 201 Kvasistationaer strgm 189

R 92, 202
Kondensatorer 45 Ladning 5
Konduktivitet 90 accelereret 260

Konform afbildning 40 additivitet 6
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bevarelse 5, 89
fri og bunden 56
Ladningsberer 88
Ladningstaethed 6
polarisations- 56
transformation af 264
Landé-faktor 164
Langevin P. 162
Langevin teori 162
Laplaceligningen 32, 69, 179
i dielektrika 68
i leder 93
lgsning af, ff 34
Laplaceoperator 304
Larmorfrekvens 160
Leder 6, 18, 232
cirkuleer 119
induktion i 133
magnetfelt om 119
perfekt 232
retlinet 119
ladning pa 19
magnetisk kraft pa 109
feltstyrke i 20
feltstyrke ved 20
kraft pa 21
Ledning 88
Ledningselektroner 18
Legendre polynomier 30, 38
Lenz’ lov 131, 136
Lineere kredse 190, 192
Linieelement 208, 307
Linieladning 22
Logaritmisk decrement 210
Lorentz, H.A. 113
forkortning 264
Lorentzbetingelse 247
Lorentzkraft 113, 224, 269
Lorentztransformation 266
elektromagnetisk felt 270
Lyshastighed 110, 227, 229

Ho 110
M-vektor 148
Magnet 185
permanent 185
Magnetfelt 109
beregning af 118
fra bevagede ladninger 113
fra strgm 111
kilder til 121
Magnetika 147
felt 1 151
1 spole 198

kraft pa 198
lineeere 153
permanente 179
teori for 150
Magnetisering 148
arbejde ved 200
metning 167
paramagnetisk 167
remanent 156
Magnetiseringskurve 155
Magnetisk moment 5, 117
Magnetisk 174
feltstyrke 152
kredslgb 184
kvantetal 165
ladning 177
moment 159
skalarpotential 174
undertilstand 165
Magnetomotorisk kraft 185
Magnetostatik 173
Maske 104
Maskestrgm 107
Materialeligninger 60, 153, 223
Materialer 60
anisotrope 60
dielektriske 60
ferromagnetiske, tabel 158
lineeere 237
magnetiske 153, 179
Maxwell ligning 2, 223
1. 18, 59, 68
2. 122
3. 13, 68, 133
4. 125, 221
invarians af 271
plan bglge 236
Maxwell, J.C. 1
Modus 283
Molekyler 53
magnetisk moment 161
polare 53
polariserede 53
Monopolfelt 26
Multipolfelt 25, 127
elektrisk 25
magnetisk 127
Multipolstraling 255
Meetning 156
magnetisk 156
Maleladning 8, 10

Vv 300
Neumanns formel 141
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Neutralitet, elektrisk 6
Niveauflade 298
Normalpotentialer 102
Nerfelt 253
Neervirkning 10

2, resistans 90
Octupol 26
Ohm (©2) 90
Ohms lov 90
lukket kreds 100
vekselstrgm 212
Overfladeelement 307
Overfladeladning 54
pa dielektrikum 54
Overfladestrgm 149

P-vektor 54
Parallele ledere 43
Paramagnetisme 147
mikroskopisk teori 161
Pauliprincip 169
Permeabilitet 110, 154, 157
relativ 154
tabel 154
vacuum 110
Permittivitet 60
og lyshastighed 110
relativ 61
tabel 61
Pladekondensator 22
capacitans 45
E- og D-linier 67
felt med dielektrikum 62
feltstyrke i 23
konform afbildning 41
kraft pa dielektrikum 86
ledende materiale i 95
med dielektrikum 83
og Poynting vektor 226
potential i 34
Pladeleder 281
Poissons ligning 32, 68, 177
Polarisabilitet 72
Polarisation af bglge 238
cirkuleer 240
elliptisk 239
linezer 238
tilstand 240
Polarisation 53, 59
fastfrosset 64, 70
magnetisk 154
Polarisationsladninger 56
Polspezending 100
Potential 13

dipol- 27
elektrisk 13, 25
elektromagnetisk 245
flertydighed 246
med dielektrikum 56
nulpunkt 14
quadrupol 29
retarderet 250
vektor- 123
Potentialkoefficienter 48, 80
Poynting vektor 225
Prefix 312
Punktdipol 27
Punktladning 7, 21
felt fra 12
i dielektrikum 61
kraft mellem 7
magnetfelt fra 115
og kugle 43
over ledende plan 43

Quadrupol 26
Quadrupol-linse 41
Quadrupolmoment 29
Quark 5

r-vektor 8
V x F 303
Randbetingelser 33, 68
Reaktans 213

capacitiv 216

induktiv 216
Referencepunkt 14, 75
Referencesystem 113, 263
Reflektion 278
Reflektionskoefficient 278
Refraktionsindex 236
Relativitet 114

af felter 114. 263

af induktion 134
Relativitetsteori 1, 114, 263
Relaxationstid 98
Reluktans 185
Remanens 156
Resistans 90, 104

analogi til capacitans 94

i parallel 92, 104

i serie 104

i vekselstrgmskreds 213
Resistivitet 90

tabel 91
Resistor 92
Resonans 219

frekvens 291
Resonansfrekvens 210, 219, 293
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Resonator 291

kubisk 295

rektanguleer 291
Retarderet potential 250
Retarderet tid 249
Ringladning 11
Rotation 303
Rotationsfrihed 57

elektrisk felt 13

S, Poynting vektor 225
Sekunder parameter 279
Selvinduktans 136

differentiel 136

energi i 190

indre 144

tynd leder 143
Separation af variable 37
Sferisk ladningsfordeling 21
Sfzeriske koordinater 37
Sl-enheder 8, 309
Singularitet 11
Skalar 297

-felt 298

definition 297

produkt 297
Skalarpotential 13

dynamisk 245

magnetisk 176

firevektorer 266
Solenoide 120

felt 1 127

lang 138

magnetfelt i 121

med magnetikum 196

ringformet 137, 140

elektromagnetisk 235
Spin 159

-bglgefunktion 169
Spole 116, 137

felt i 120

galvanometer- 117

Helmholtz 120

kraft pa 116

lang 127

roterende 134

torus 137
Speending 15

elektrisk 15
Stokes’ satning 303
Strgm 18

bunden 149

elektrisk 18

fri 149

magnetiserings- 149
transport- 149
Strgmfordeling 112
magnetfelt fra 112
Strgmlinier 93, 193
Strgmtaethed 88
definition 88
Strgmveegt 111
Straling 245
elektromagnetisk 245
Stralingsfelt 254
Stralingsresistans 254
Superledning 91
Superposition 48
af potentialer 33
magnetisk 153 |
Susceptibilitet 60, 71
diamagnetisk 161
magnetisk, tabel 154
paramagnetisk 164
tensor 154
Symboler 310

Taylorudvikling 37
af elektrisk potential 37
af vektorpotential 127
Telegrafligning 277
Temperaturkoeflicient 91
Tensorer 61
Tesla (T) 112
Tidskonstant 206
Transient 205
Transmissionslinie 275
tabsfri 280
Tripelprodukt 298

Udbredelses-konstant 277

Vekselstrgm 135
generator 135
komplex 211
sinusformet 211
som vektorer 215
stationer 204

Vektor 297 |
-felt 298
definition 297 |
komplex 237
produkt 298
rumprodukt 298
tripelprodukt 298

Vektoranalyse 297 |

Vektordiagram 216 |

Vektorpotential 123, 150
dynamisk 245
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Vinkelfordeling 254
Volt (V) 10, 15
Volta, A.G. 15
Volumenelement 307
Volumenladning 6, 56
1 dielektrikum 56

Weber (Wb) 122
Zonale funktioner 38

Orsted, H.C. 1
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