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Kapitel 1

DEN RELATIVISTISKE
SPREDNINGSPROCES

1.1 Relativistisk kinematik

I dette kapitel’ skal vi beskrive spredningsprocesserne kinematisk. Vi drefter Lorentz-
transformationen 1 et simpelt sprog, der bygger pa firevektorer og invarianter. For-
udseetningen for at forsta det fglgende er kendskab til de specielle Lorentz-transformationer.

Kapitel 1 er 1 hgjere grad end nogen andre kapitler 1 disse noter, et “service-kapitel”,
der indeholder en systematisk gennemgang af kinematiske aspekter. Ikke alle dele er lige
afgorende for forstaelsen af resten af noterne. Det anbefales, at man sarlig ggr sig fortrolig
med afsnittene:

1.1.1, 1.1.2, 1.1.3, 1.1.4, 1.2, 1.3, 1.4,

og sa igvrigt benytter kapitlet til tilbageslag.

Visse formler vil spille en gennemgaende rolle i resten af kurset. Det gaelder (1.38),
(1.43), (1.123), (1.134).

1.1.1 Den fire-dimensionale notation

Forbindelsen mellem de rum-tidslige koordinater (¢, z,y, z) og (¢, z’,y’, 2’) for samme begi-
venhed set fra inertialsystemerne S og 5’ er givet ved de spectelle Lorentz-transformationer

= y(z - i)

~  Nnoe 8
i

- i(t~fﬁ) (L.1)

Y= (1—%;)_5 (1.2)

Her beveaeger S’ sig langs den positive z-akse i S med hastighed v. Det er forudsat, at
akserne 1 S’ er parallelle i de tilsvarende akser i S, og at begyndelsespunkterne i S og S’
falder sammen til tiden t = 0 (se fig. (1.1), neeste side). Konstanten c er lyshastigheden i

'Dette kapitel er forfattet af Poul Olesen o. 1973. Enkelte sndringer senere tilfgjet.

1



2 DEN RELATIVISTISKE SPREDNINGSPROCES
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Figur 1.1:
vakuum. I det fglgende simplificerer vi notationen ved at seette
c=1 (1.3)
Alle hastigheder males saledes relativt til lyshastigheden.
Ved benyttelse af (1.1) ses ved ved en simpel regning, at
VTSR B S B B (1.4)

Den kvadratiske form

12 gty 2

er saledes invariant under de specielle Lorentz-transformationer. Dette er analogt med,
at

2t 4yt 4 22
er invariant under seedvanlige rotationer. Vi kan derfor betragte Lorentz-transformationer
som rotationer i et fire-dimensionalt rum. Pa grund af minustegnene i (1.4) er dette rum

imidlertid ikke seedvanligt euklidisk. Vi kalder det for Minkowski rummet.
Indfgrer vi betegnelserne

L=t , 2=z, 2=y, 2¥=2 (1.5)
er ethvert punkt i rum og tid karakteriseret ved en fire-dimensional vektor

e={c"}  (k=0,1,2,3)

Vi benytter den konvention, at greeske indeks gar fra 0 til 3, mens latinske kun gar fra 1
til 3. Symbolet

z= {xl} = (x’y’z)

er den sadvanlige tre-dimensionale vektor, og firevektoren = skrives ofte som

z = (t,%) = (2%, %)
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. ]

Figur 1.2:

Lorentz-transformationen (1.1) er en fire-dimensional linezr transformation af formen

3
=3 A Y (1.6)
v=0
med transformationsmatricen

v —=vy 0 0
—v 0 0 -
=177 0 1 o (1.7)

0 0 0 1

Den kvadratiske form, kaldet kvadratet pa z,

.’132 (.1‘0)2-—(2131)2—(1‘2)2—($3)2 :t2_£2 [18)

er - som tidligere naevnt - invariant under den specielle Lorentz-transformation (1.6), dvs
2% = 2" (1.9)

Relationen (1.9) er imidlertid mere generel. Man kan vise, at den mest generelle
Lorentz-transformation mellem to inertialsystemer S og S’ (se fig. (1.2)), hvis nulpunkt
falder sammen til ¢t = 0, er af formen (1.6) og tilfredsstiller invariansen (1.9).

Omvendt kan man vise, at enhver transformation af formen (1.6), som lader z? in-
variant og som har positiv determinant, det|A*,| > 0 og A% > 0, kan interpreteres
som en Lorentz-transformation mellem to inertialsystemer. Hvis det |A%,| og A% ikke
ngdvendigvis er positive, taler vi om Lorentz-transformationer med rum- og tidsreflekti-
oner.
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1.1.2 Gymnastik med Lorentz-indekser

Viindfgrer nu den bergmte summationskonvention: Hvis et indeks optraeder to gange i et
udtryk (nemlig én gang for oven og én gang for neden), skal vi summere over indekset.
Vi kan da skrive (1.8) som

x? =g, 2tz” (1.10)

hvor den sakaldte metriske tensor g,, er givet ved

G =10 for u Fv
goo =1, gu=g¢gn =gp=-1 (1.11)
Det er ogsa bekvemt at definere
T, = gur’ (1.12)
Den nye vektor z, har komponenterne
ro=12° z;,= -2 (1.13)
Lign. (1.10) kan sa skrives
2’ =a'z, (1.14)
Definerer vi nu
9% = gu (1.15)
fas
1 for =v
pA e B — fH H
g g%u—gy—éu—{o for [L#l/ (116)
og
= g%z, (1.17)

Af (1.12) og (1.17) ses, at g** lgfter indekset, mens g,, senker indekset pa z*. Vi skal
benytte g** og g,, til at lgfte og senke indeks, ikke blot pa z men pa ethvert symbol med
sadanne indeks.

Det geelder saledes fx, at

AW = A/_L/\gx\u
saledes at lign. (1.6) kan skrives
T, = Az’ (1.18)
Hvis vi omvendt lgfter indeks, fas
' = A" = Az, (1.19)

Ved hjelp af disse to ligninger kan vi udtrykke invariansen af kvadratet pa z, lign. (1.9),

ved
(') = Az ,A 27 = z,2°

hvor (1.18) er benyttet. Dette viser, idet = er en vilkarlig firevektor, at
A" Ny = 6%, (1.20)
Denne ligning kan benyttes til at finde den inverse transformation

z, =:1::‘A“,, (1.21)
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Lad os dernaest finde, hvorledes differentialoperatoren

0
dx,
transformerer. Fra (1.21) haves
0 _ dx, O _ A i
Jx!,  Ox!, Oz, Yoz,

Ved sammenligning med (1.19) ses, at % transformerer pa samme made som vektoren
"

7* (og ikke som z,). Man indfgrer derfor ofte symbolet

0
o= 2 .
9z, (1.22)
Ved at s@nke indekset fas en vektor 9, med komponenter
Jo 0 0 0; = 0 = +—a— altsa 0, = 0 (1.23)

:8—3602(79? T by ozt Erm

1.1.3 Firevektorer

Ethvert szt af fire stgrrelser a*, der transformerer pa samme made som z*, kaldes en
firevektor. Ved hjeelp af g,, kan vi altid konstruere den til a* svarende vektor a, (a* og a,
omtales som firevektorens kontravariante henholdsvis kovariante komponenter). Vi har

altsa ifglge definitionen
a™ = A*,a” (1.24)

Det skalere produkt af to firevektorer a* og b* defineres som
ab = a*b, = a,b"* = aghy — @~ b (1.25)

Udfra ortogonalitetsbetingelsen (1.20) fas, at produktet ab er invariant under Lorentz-
transformationer. Specielt er a? = a,a* en invariant.
En af de vigtigste firevektorer er firesmpulsen p for en partikel med masse m og has-

tighed v. Man har

P = po=E=my

F=my , y=(1-7%)7% (1.26)
Komponenten po er partiklens totalenergi. Det bemaerkes, at

(1.27)

Kvadratet pa fireimpulsen findes udfra (1.26),

p* = E* — ;> = m? = invariant (1.28)
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1.1.4 Systemer med to partikler

Lad os betragte et system (fig. (1.3)) bestaende af to partikler a og b med masser m, og m.
Lad fire-impulserne veere p, og py. Et sadant system forekommer i spredningsprocesser
for partiklerne er kommet 1 vekselvirkning og i sluttilstanden i processer, hvor en partikel
henfalder til to partikler. De eneste Lorentz-invarianter, vi kan konstruere ud fra de to
firevektorer p, og ps, er
Pe=ma . p=my

samt p,py. Af disse har kun p,p, kinematisk interesse. Partiklerne siges at vare pa
masseskallen, nar p? = m? og p? = m}.

I stedet for invarianten p,p, er det seedvane - og ogsa mere bekvemt - at indfgre den
invariante storrelse

s = (pa +ps)* = mi + mj + 2p.py (1.29)

Brugen af s er naturligvis knyttet til den kendsgerning, at den totale fireimpuls p, + p; er
bevaret i spredningsprocesser.

To inertialsystemer er af speciel interesse, nemlig tyngdepunktsystemet (center of mo-
mentum system) CM, der er karakteriseret ved, at den totale 3-impuls er nul, dvs:

CM: M 4 M = (1.30)

og laboratoriesystemet (Lab), der er karakteriseret ved, at en af partiklerne, b fx, er i hvile,
dvs
Lab: pret =0 (1.31)

Det er forudsat, at m;, # 0 (en masselgs partikel har intet hvilesystem). I praksis kommer
man ofte ud for at skulle udtrykke CM-stgrrelser 1 laboratoriet og omvendt. Det udfgres
nemmest ved at benytte, at s i lign. (1.29) har samme veerdi i begge systemer. Fra (1.30)
fas

s=W? (1.32)

hvor

W = ESM + EFM (1.33)

Figur 1.3
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er den totale C'M energi. Pa den anden side fas 1 Lab-systemet udfra (1.31) og (1.29)
s =m?+mj+ 2m, £t (1.34)

Ved sammenligning af (1.32) og (1.34) fas

W = /m?+ m} + 2my ELa (1.35)

Det mest signifikante traek ved denne ligning er kvadratroden, der betyder, at ved hoje
energier hjzlper det ikke forfeerdeligt meget at forgge Lab-energien. I de acceleratorer,
der eksisterede for 1971, kunne man opna Lab-energier omkr. 30 GeV. I proton-proton
vekselvirkning bliver dette omkring 7.4 GeV total CM-energi. Den moderne accelerator-
teknik giver i dag langt hgjere CM-energier ved at anvende kolliderende beams. Saledes
i CERN’s SppS 2x300 GeV protoner pa anti-protoner (fra 1981), i Fermilab’s TEVAT-
RON, 2x1000 GeV protoner pa anti-protoner (fra 1987), og i CERN’s LEP, 2x60 GeV
elektroner pa positroner (fra 1989).
Af (1.33) fas
(W - EZM) = (Ey™)*

Ved at kvadrere parentesen og benytte, at (fas fra (1.30))

(ESM) = (B = md =

fas , ,
S+ my; —my

2V/s

ESM = (1.36)

Ombyttes a og b fas
s+ m}—m?

EeM = 2T T | (1.37)

2V/s

Fra (1.36) og (1.37) fas CM-impulsen

CM oM
prowd —_——— 1-
P, [ = 1Py | NG (1.38)
hvor vi har indfgrt den kvadratiske form
AMz,y,z) =2 +y* + 2° — 22y — 2yz — 222 (1.39)

A kan udtrykkes pa mange akvivalente mader. De vigtigst er
Az,y,2) = (¢ +y —2)  —day = [z — (V5 + V2] [z — (Vi - V2)] (1.40)

Bemeerk, at for ultrahgje energier (s > (m, + m,)?) fas af (1.36), (1.37) og (1.38),

. . 1
EM ~ EEM ~ |5 M| 0 |5, M | 5\/E (1.41)

Udfra (1.34) kan vi finde lab-variablene (med b 1 hvile). Vi finder

gl = ST Ma T (1.42)

me
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Benyttes

B = + (70
fas
abi . A(s,m2,m})

| (1.43)

me
Af (1.34) fas den vigtige teerskelbetingelse

s> (mg +my)?

1.1.5 Kinematisk beskrivelse af spredningen af to partikler
med to partikler i sluttilstanden

Hvis vi lader et beam af partikler af typen a ramme et target bestaende af partikler af
typen b, vil vi se en proces af typen

a+b—oc+d+e+f+---

hvor to eller flere partikler kommer ud i sluttilstanden.
Hvis sluttilstanden bestar af partiklerne a og b, kaldes processen elastisk spredning af
a og b,
a+b—a+b

Alle andre processer er uelastiske. I dette afsnit skal vi betragte kinematikken for en
type af uelastiske processer, der ofte kaldes kvasielastiske (eller blot 2 — 2 processer),
fordi der kun findes to partikler i sluttilstanden,

a+b—c+d
Energi- og impulsbevarelse giver

Pa + Db = pe + Pa (1.44)

Denne relation viser, at CM-systemet er det samme for begge to-partikelsystemer (a, b)
og (¢,d). Lab-systemerne er ikke de samme. Vi vealger naturligvis et lab-system, hvor
enten a eller b er 1 hvile.

Processen (1.44) beskrives fra et kinematisk synspunkt fuldsteendigt ved hjzlp af to
variable (dette ses let ved at ga til CM-systemet). Foruden s er det ofte bekvemt at
indfgre to nye variable ¢t og u. Vi har pr. definition

s = (patp)?=(pc+pa)’ (1.45)
t = (pe—pa)’ = (pa—m) (1.46)
u = (pa—pa)?=(pc—p)° (1.47)

hvor (1.44) er benyttet. De forskellige variable er illustreret i fig. (1.4). s,t og u er ikke
uatheengige. Ved brug af (1.44) ses let, at

s+t+u=m2+ml+m?+m] (1.48)

Vi skal fgrst diskutere disse variable i CM-systemet. Vi definerer begyndelses- (initial)
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[ 7 - y

a S b
Figur 1.4:
og slut- (final) CM-impulser,
pi=p = 1Y
pr=Ic" = Ipg" (1.49)

Ved brug af resultaterne fra afsnit 1.1.4 fas straks

s4m? —m?

E,M = g (1.50)
ECM SH;\%M (1.51)

pi = i%,mg) (1.52)
ESM - if;lf/—;—ﬁ?i (1.53)
ESM = Si-’;l%ﬁ (1.54)

Vi kan nu indfgre spredningsvinklen # mellem retningerne af p, og p. 1 CM, dvs

Pa * Po = pips cos 8 (1.56)
Af (1.46) og (1.47) fas sa
t = mZ + mg —2E,CMECM 2p;ips cos (1.57)
u = mi4+mi—2E,ME,M — 2p;pscos b (1.58)
eller
t = (ESM —E,M) — (p = ps)? = 2pips(1 = cos ) (1.59)

U = (Ech - EQCM)2 - (p,- - pf)2 - ‘Zpipf(l + cos 9) (1‘60)
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c
a b
d
Figur 1.5:
Stgrrelsen s ma tilfredsstille
52 (ma+m)? og s> (metm)? (1.61)

Dette udtrykker simpelthen, at den totale CM-energi ma veere stgrre end summen af
masserne i savel begyndelsestilstand som sluttilstand.

For de variable t og u, der kaldes (kvadratet pa) de invariante impulsoverfarsler, finder
vi for et givet s, at variationsomradet begraenses af

2 2
(B - B — (pitpg)? <t < (BEM = BOM) = (pi—pg) (162)
2 2

(EdCM _ EQCM) _ (pz +pf)2 <u< (EdCM _EaC’M> _ (Pi—Pf)Z (163)

Ved hjeelp af (1.50) - (1.55) kan vi udtrykke disse greenser ved hjeelp af s, saledes at de
kinematiske graenser kan udtrykkes pa invariant form.
En betragtelig simplifikation opstar, nar vi gar til det elastiske tilfeelde, hvor

Me =M, ) my = My (164)
Vi far sa
bi = pr=p
ECM = EM (1.65)
EbC’JVI — E(?M
For ¢ fas )
t=—(p - pSM)" = —2p*(1 — cosh) (1.66)
Omvendt fas af (1.52)
2st
cosf =1+ ° (1.67)
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¢
a Pa __ Lab. system
|
|
- J
Figur 1.6:
De kinematiske graenser for ¢ er
—A(s,m2, m}) v
— . < t<0 (1.68)
For u fas
(mg — mg)z 2
u= ;———-——Qp (1 + cosb) (1.69)

Ved elastisk spredning af to partikler med samme masse (elektron-elektron, elektron-
positron, proton-proton, ...) falder det forste led i (1.69) bort. For s — oo er dette led i

gvrigt forsvindende.

Vi skal dernast kort diskutere variablene i lab-systemet. Her er det mest bekvemt at

bruge den kinetiske energi T = £ — m. Af (1.45) - (1.47) fas

s = (mg+ mb)2 + 2mbTaLab
t = (md - mb)2 - Qm(,TdLab
u = (me—my)? —2m, T 1o

;

Heraf findes impulserne let  ||p] = /T(T + 2m) J

Als, mZ, mg)

~Lab o

|pa ' - 2mb

iﬁLab| — V /\(u’mg7mg)
c me

P A(t, mi, mi)

Py 2my

Der er to spredningsvinkler 8. og 6, (se fig. (1.6)). For ¢t og u har vi
to= (pe=pa)’ = mit md— 2B B+ 25 |5 cos b

u = (Pd — pa)Z = mj -+ mz — QEdLabEaLab + 2|ﬁ§4ab| iﬁfa”COS 04

Udfra disse relationer kan vinkler udtrykkes ved invarianter.

(1.76)

(1.77)
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1.1.6 Bemeerkninger om produktionsprocesser

Den generélle produktionsproces
atb—cy eyt (1.78)

er selv fra et kinematisk synspunkt meget kompliceret at beskrive. Antallet af uathaengige
kinematiske variable, der beskriver processen (1.78}, er 3¢ —4 (hvorfor?). Hvis partiklerne
har spin, stiger antallet af frihedsgrader.

Selv om processen (1.78) er undersggt eksperimentelt, er det klart, at det er sveert at
prasentere de eksperimentelle data pa overskuelig vis. Man ma ngdvendigvis integrere
over en raekke variable og ngjes med at studere processens forlgb 1 nogle fa variable. Vi
skal senere vende tilbage til produktionsprocesser.

1.2 Den relativistiske S-matrix

Mens viikap. 1.1 udelukkende beskaftigede os med de kinematiske forhold i sprednings-
processer og henfald, skal vi nu se, hvorledes man i kvanteteorien kan beskrive sadanne
processer. Vore betragtninger vil vaere meget almene, men 1 senere kapitler vil vi gang pa
gang fa brug for diverse specialtilfeelde af denne almene formalisme. Det er derfor 1 hgj
grad nyttigt forst at ggre sig fortrolig med de almene treek.

1.2.1 Spredningseksperimenter og den dynamiske S-matriks

Vi har allerede 1 kap. 1.1.5 og 1.1.6 naevnt begrebet spredningsproces. Vi var da inter-
esserede | de kinematiske traek ved processerne. Lad os imidlertid forsgge at analysere
spredningen fra et kvantemekanisk synspunkt.

Pafig. 1.7 ser vi en meget skematisk tegning af et spredningseksperiment. Fra proton-
acceleratoren udtages et beam vha en magnet. Dette protonbeam fokuseres og sendes ind
i et boblekammer, 2 hvor beamets partikler vekselvirker med brint. Boblekammeret virker
altsa bade som target og detektor. Vi skal senere mgde andre eksempler pa, hvorledes
eksperimenter rent faktisk udfgres. Ovenstaende ma blot opfattes som en grov skitse.
De principielle treek ved ovenneevnte type af spredningseksperimenter kan udtrykkes ved
nggleordene “beam”, “target” og “detektion”. Eller sagt mere udferligt:

(a) Beam: Ved hjelp af maskiner accelereres beampartiklerne op til den energi, man
gnsker at studere. Ved hjelp af magneter tages beampartiklerne ud af acceleratoren.

(b) Target: Beamet ledes ind i et target, og selve spredningsprocessen finder sted. Er
der tale om to beams, der kolliderer, er target selv et beam.

(c) Detektion: Resultatet af vekselvirkningen mellem beam og target detekteres. I
figuren produceres to ladede partikler (sluttilstanden bestar af fire ladede partikler
- eventuelle neutrale partikler kan ikke direkte ses i boblekammeret, men nok i visse
andre detektorer).

2De fleste boblekamre er nu “pensionerede” til fordel for elektroniske detektorer, men ideen er stort
set den samme
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—
accelerator beamror
\
EM-
afbejning afskeermning
EM- \\ ‘
afbgjning \\\ > | é

beam target og detektor J

Figur 1.7:

Principielt kan vi derfor beskrive en spredningsproces ved ligningen

a+b—oc+d...+e (1.79)
: !

Her indeholder begyndelsestilstanden (z) (¢ star for “initial”) to partikler, mens sluttil-
standen (f) indeholder to eller flere partikler ( f star for “final”).

Der er altsa tre trin i en vilkarlig spredningsproces, “konstruktionen” dvs begyn-
delsestilstanden (¢), spredningen, og detektion af sluttilstanden (f). Konstruktionen af
begyndelsestilstanden finder sted sa langt {ra spredningsomradet, at vi kan karakterisere
begyndelsestilstanden med et szt af kvantetal for frie partikler (impulser, spin, etc.). Den
saledes karakteriserede tilstand betegner vi kort med |2). P& samme made vil detektionen
forega udenfor spredningsomradet, og sluttilstanden |f) er karakteriseret ved et andet szt
af kvantetal for frie partikler.

For at redeggre for eksperimenter er vi interesserede 1 overgangssandsynligheden py,
for, at et system bestaende af beam plus target, og som oprindeligt beskrives ved tilstan-
den |7), senere males at vere i tilstanden |f). Kvantemekanisk set er py; imidlertid ikke
den fundamentale stgrrelse. 1 henhold til generelle kvantemekaniske regler er py; propor-
tional med kvadratet pa en overgangsamplitude, som vi betegner med {f|S|i}). Ved denne
betegnelse har vi tilkendegivet, at overgangsamplituden afhaenger af kvantetallene for de
indkommende partikler. I stedet for (f|S|¢) skriver man ofte Sy;.

Mens |1) og |f) er tilstande, der indeholder frie partikler, beskriver bogstavet S selve
spredningen. Transformationsoperatoren S beskriver altsa dynamikken.

Hvis der ingen vekselvirkning findes, ma vi have [i), altsda S = 1. Det er bekvemt
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straks at separere den trivielle mulighed at intet sker. Vi skriver derfor

(FIS1E) = (fliy + (fIU]) (1.80)

(fIU|7) beskriver den egentlige spredning. I begyndelses- og sluttilstanden har vi velde-
finerede totale fire-impulser p; og ps henholdsvis. Da energier og impulser er bevarede.
geelder

(flUJt) =0 for pi+# py (1.81)

Dette reprzesenterer en vigtig randbetingelse pa U-matricen. I impulsrummet er {f|U717)
kun forskellig fra nul i det punkt, hvor p; = ps. Det er derfor naturligt at forvente (da
fire-impulserne jo er kontinuerte variable)

(fI81)) = (fld) +i(27)*6*(ps — p)(IT]2)
(1.82)
8p) = 8(p°)6(p")5(p*)8(p")

hvor den fire-dimensionale 6-funktion udtrykker bevarelsen af energi og impuls.
T-matricen (f|T'|?) udtrykker saledes den egentlige dynamik. Faktoren, i(2r)*, er blot
indfgrt af bekvemmelighedsgrunde (se senere afsnit).

Det bemerkes, at definitionen 1 (1.82) naturligvis forudsaetter, at vi har detekteret
alle partikler 1 sluttilstanden (ellers vil vi jo ikke observere energi-impulsbevarelse). Pa
fig. 1.7 vil der saledes ikke vaere udetekterede neutrale partikler.

Viskal i kap. 1.4 se, hvorledes man beskriver den situation, at visse typer (fx neutrale)
partikler unddrager sig vores detektors opmeerksomhed.

1.2.2 Tilstandvektorer i Heisenberg-billedet

[ de foregaende betragtninger er der tilsyneladende en mangel pa symmetri mellem til-
standene |f) og |¢), idet |¢) i spredningsamplituden kun indeholder to partikler.
Er der tale om et henfald

a—=>b+c+d+...+e¢

indeholder |¢) kun en partikel. Det er klart, at denne mangel pa symmetri kun er til-
syneladende, idet savel |¢) som |f) er karakteriserede ved, at de er egentilstande for et
fuldsteendigt szt af kommuterende observable. De observable er defineret ved hjelp af
detektorerne, der benyttes ved karakteriseringen af |f) og [¢:). Vi kan saledes forestille os,
at |f) og |2) begge udgpr et komplet sat af tilstande, - den kendsgerning, at |z) bestar al
en eller to partikler, er saledes en ren praktisk restriktion.

Indtil nu har vi veeret meget upreecise med hensyn til karakteriseringen af |f) og
|¢). Som bekendt kan man i kvantemekanikken beskrive tidsudviklingen af et system pa
flere mader. I Schrodinger-billedet indeholder tilstandsvektorerne hele tidsafheengigheden,
mens operatorerne er tidsuafheengige. I Heisenberg-billedet er alle tilstandsvektorer tids-
uafhzngige, mens operatorerne varierer med tiden. Desuden findes en rakke “billeder”
(fx vekselvirkningsbilledet), hvor en del af tidsafheengigheden ligger i tilstandsvektorerne
og en del i operatorerne. Schrédinger- og Heisenberg-billederne bliver saledes ekstreme

tilfeelde.
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| urelativistisk kvantemekanik er samtlige tidsudviklingsbilleder akvivalente, og det
er en bekvemmelighed og en smagssag, hvilket man velger. For systemer med uende-
lig mange frihedsgrader (fx relativistisk kvantefeltteori) er dette imidlertid ikke laengere
tilfeeldet. Det viser sig, at Heisenberg-billedet er det tidsudviklingsbillede, der har sterst
chance for at eksistere fysisk og matematisk. Det er unddvendigt for os i dette elementzare
kursus at komme naermere ind pa disse subtile spergsmal. Vores eneste pointe er, at der
er god grund til at benytte Heisenberg-billedet i det folgende.

[ Heisenberg-billedet beskriver vi systemet til alle tider ved en vektor |®). Denne
tilstandsvektor beskriver tilstande for systemet uatheengig af hvilke mere eller mindre
dramatiske begivenheder, der sker i lgbet af tiden. I Heisenberg-billedet er den indkom-
mende tilstand (begyndelsestilstanden) betegnet ved |:,in), hvor 7 igen star for et st
af kvantetal for frie partikler (impulser, spin, etc.). Analogt star |f,out) for tilstanden,
der specificeres af detektorerne i sluttilstanden. Tilstandene |¢,1n) og |f, out) er tidsu-
afhengige, da vi er i Heisenberg-billedet. Derfor gar |¢,in) heller ikke med tiden over i
|f.out). Man kan snarere sige, at systemet en gang for alle er beskrevet enten ved |z, n)
eller |f, out) - tilstandene.

Beskrivemaden kan minde lidt om beskrivelsen af en planets bevagelsestilstand ved
hjelp af baneelementer. Normalt tenker vi maske pa at specificere planetens position
og impuls som funktioner af tiden. Men samme information er tilradighed ved at angive
baneelementerne: parametre for Kepler-banens stgrrelse, form og orientering i rummet
samt den afggrende vigtige epoke, der angiver tidspunktet for en bestemt perihelpassage.
Herefter kan position og impuls altid simpelt beregnes til enhver tid. Men spcifikationen
af planetens tilstand er tidsuafhaengig.

Tilsvarende med tilstandsvektorer i Heisenbergbilledet. Deres tidsuathengighed er
ingenlunde et udtryk for at alle malinger pa systemet vil give samme resultat til alle
tider. Sadanne malinger vil veere relaterede til visse matrixelementer af visse observable,
og disse sidste vil vaere tidsafhengige.

Overgangsamplituden ¢ — f er da givet ved

S¢i = (f,out|z,in) (1.83)

idet Sy; ifplge denne definition er amplituden for et system, der preepareres i tilstanden
|7,4n), vil blive fundet i tilstanden | f, out). Da savel |z, n) som |f, out) udger fuldsteendige
seet, kan vi fx udvikle [¢,in) pa |f, out). Af (1.83) fas

|7,in) = Z |f, out){f, out|t,in) = Z | f, out)Sy; (1.84)
f f

I operatorformulering kan vi skrive (1.84) som
St = (f, out|S|i, out) = (f,in|S|i,in) (1.85)

Saedvanligvis vil vi undlade “out” og “in” 1 betegnelsen for tilstandene og blot skrive
St som (f]S|i). Det er underforstaet, at (f| og |¢) tilhgrer samme seet af tilstandsvektorer
(dvs enten “in” eller “out”-seettet).
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1.2.3 TUnitaritet

Da “in"- og “out”-tilstandene er fuldstendige, har vi

YOIf out)(f,out| =Y |i,in)(i,in| = 1 (1.86)
7 ;

Vi forudseetter her, at tilstandene er “normerede til 1”: at (1 en vis forstand, se nsermere
afsnit 1.3)

(flfy =1
Af forrige ligning fas ved at tage matrikselementet mellem (f, out| og |f', out) at
Z(f!SIiWIS*lf’) = (fIf") (1.87)
hvor alle tilstande er out-tilstande (jfr lign. (1.86)). Tilsvarende
§}:<il5*(f><f|5\i’> = (i|¢') (1.88)

Altsa er S-matricen uniteer. [ operatorformulering geelder
S5t =818 =1 (1.89)

Denne ligning udtrykker blot (via (1.86)), at da “in”- og “out”- tilstandene hver for sig
udggr fuldstendige sat, vil de veere forbundne med en uniteer transformation.

Unitariteten (1.89) kan ogsa udtrykkes vha den egentlige dynamiske stgrrelse (f|T:),
defineret i lign. (1.82). Ved simpel algebra fas

(alf) = 3 ((vle)” ~i(2m)'6%(py — pa){7IT|a)7)

&

((v18) + 1(2m)*6*(py — pa){IT18))

il

(@lB) +i(2m)*6%(pa — ps)((a[T|B) — (B|T|a)")

+3(2m)%6%(py — pa)é*(py — po)(¥IT )" (+]T18) (1.90)
p
Benyttes, at 6*(py — pa)6*(py — ps) = 6*(pa — ps)6*(py — ps), fas
(| T18) — (BIT|a)* =13 (27m)*8*(py — po) (V| T|e)"(|T|B) (1.91)
Bruger vi
(a|T"|8) = (BIT|a)* (1.92)
kan T-matricens unitaritet udtrykkes pa fglgende simple made
(fIT15) = (FIT")e) = ZZ(% )26%(pn — pi)(FIT ) (n|T|3) (1.93)

Summationen gar over et fuldsteendigt seet af (normerede!) mellemtilstande karakteriseret
ved kvantetallene n.
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Unitariteten er en vigtig egenskab ved S- (og T-) matricerne. Hvis man har en eksakt
dvnamisk teori for spredningsprocesser (og henfald). ma unitariteten naturligvis veare
eksakt opfyldt. Har man derimod kun brudstykker af en dynamik for spredningsprocesser.
giver unitariteten et vigtigt band pa de relevante amplituder.

Et vigtigt specialtilfeelde af {1.93) fas, hvis |2) = |f). Daer

il T}i) = 5 3(27) '8 (pw ~ po) (nIT 1) (194

Imagineerdelen af den forleens (forleens, fordi de to |1)-tilstande er nojagtigt ens) amplitude.
Im (¢|Tz) er altsa positiv. Itilfeeldet topartikelspredning viser det sig, at (1.94) er identisk
med den bergmte optiske sztning®.

1.2.4 Nogle vigtige historiske bemarkninger

Den saedvanlige urelativistiske kvantemekanik kan naturligvis formuleres vha en S-matriks

for sa vidt angar beregningen af spredningsprocesser, idet man gar ud fra at Schrodinger- lig=
ningen kan udtrykke (f|S|:) i termer af potentialet. At S-matricen imidlertid er et nyttigt
generelt hjzlpemiddel, selv i tilfeelde hvor man ikke har bevaegelsesligninger, er forst
papeget klart af Heisenberg “Die beobachtbaren Grissen in der Theorie der Elementar-
teilchen”, Z. Phys. 120 513 (1943) .

[ studiet af vekselvirkningen mellem partikler ved heje energier ( “hejenergifysikken”,

“elementarpartikelfysikken”, “partikelfysikken”, ...) er vi netop i den situation, at vi

- trods de seneste par artiers store fremskridt - ikke i al fremtid kan formode fuldt ud at
forsta dynamikken, iszer hvad angar produktionsprocesser

a+b—oc+d+te+...+f

I en sadan situation kan S-matricens generelle egenskaber (fx unitariteten) vaere meget
nyttige.

1.3 Eksklusive tvaersnit

I dette afsnit skal vi beskeeftige os med processer, hvor sluttilstanden |f) bestar af et
bestemt antal partikler, altsa processer af typen

a+b—c+e+...4+c¢, (1.95)

Sadanne processer kaldes (efter Feynman) eksklusive processer, idet udetekterede partikler
i sluttilstanden er udelukket. Hvis (1.95) fx er observeret i et boblekammer, ma man ved
at undersgge energi-impulsbalancen sikre sig, at sluttilstanden virkelig ikke indeholder
flere end n partikler.

1.3.1 Definition af tvaersnit

Eksperimentelle resultater for spredningsprocesser udtrykkes vha tveaersnit. Vi skal fgrst
definere tvarsnittet for processen (1.95), og i de fglgende afsnit vil vi derpa finde forbin-
delsen mellem tversnittene og den i kap.l.2 definerede S-matrix. Fig. 1.8 viser meget

3Bemark, at i almindelighed er venstre side af (1.93) skke imagineerdelen af (f|T|7).
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Figur 1.8:

skematisk, hvad vi observerer 1 spredningseksperimentet i laboratoriesystemet for 5. Lad
beamet have den konstante partikelintensitet I,, dvs I, partikler passerer et enhedsa-
real vinkelret pa beamretningen pr. tidsenhed. Target antages at veere sa “tyndt”, at
vi kan se bort fra multipel-spredning. Lad antallet af “aktive” target partikler (dvs de
targetpartikler, der befinder sig 1 den del af target, der gennemskeres af beamet) veere
Ny. Sluttilstanden |f) registreres af detektorer, der befinder sig langt fra target. Lad
teellehastigheden, dvs antallet af gange tilstanden |f) registreres pr. tidsenhed, veere
dNy/dt. Tveersnittet for 1 — f, 0y, er da defineret ved

dN;
—= = oI, N, 1.96
7 5ilaNy (1.96)
Det ses, at of; har dimension som et areal. Bemaerk her, at dN;/dt trivielt er propertional
med I,Ny. oy; indeholder den ikke-trivielle, interessante information.
Man kan ogsa let direkte se, at oy; har dimension af et areal. Betragter vi systemet
over en tid T', da er det totale antal af partikler i beamet

N, = AT (1.97)

hvor A er beamtversnittet. Intensiteten I, er forudsat at vere konstant 1 tiden.
Tellehastigheden er da ogsa konstant, og det totale antal begivenheder, der registreres i
sluttilstanden f er da Ny = T(dNy/dt). Af (1.96) fas sa

_ N
- NaNb

Ofi A (198)
der klart viser, at tveersnittet er et areal. Det bemarkes, at N, N, er det totale antal
af mulige vekselvirkninger mellem partiklerne a og b. Man kan derfor sige, at oy; er det
effektive areal en indkommende partikel ma ramme, for at sluttilstanden f kan optrade.
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En lille advarsel: For et target bestdende af mange partikler er tzellehastigheden ikke
altid Ny gange teellehastigheden for et target bestaende af en enkelt partikel. Et velkendt
eksempel, hvor dette ikke er opfyldt, er diffraktionsspredning af elektroner i en krystal ( Da-
visson og Germers eksperiment), hvor den koherente vekselvirkning af beamelektronerne
med krystalatomerne giver anledning til interferenseffekter. Tversnittet for elektron-
krystalspredning er da meget forskellig fra tveersnittet for elektron-atomspredning. In-
terferenseffekten vil dog 1 almindelighed kun optreede. nar de Broglie- bolgeleengden for
den indkommende partikel er sammenlignelig med de interatomare afstande i krystallen.
Ved storre impulser er det tilladeligt at se bort fra disse effekter, og 1 det falgende vil vi
antage, at dette er tilfeldet.

Til sidst vender vi os til den situation, hvor sluttilstanden er lig begyndelsestilstanden,
dvs f = 1. Dette tilfzelde optreeder fx i elastisk spredning a + b — a + b, nar sprednings-
vinklen gar mod nul. Eksperimentelt kan vi ikke skelne de partikler, der gar gennem target
uden at blive spredt (dvs, de partikler der svarer til leddet (f|:) i S-matricen (1.82)) fra
de partikler, der spredes 1 forlans retning. Da teellehastigheden d/N;/dt varierer diskonti-
nuert, nar telleren placeres i forleens retning (og dermed rammer det ikke-spredte beam),
kan definitionen, (1.96) ikke benyttes i forleens retning for f = ¢. Imidlertid kan vi savel
eksperimentelt som teoretisk benytte kontinuitetsbetragtninger ved definitionen af det
forlens elastiske tvaersnit.

1.3.2 Relativistisk normering

Som bekendt fungerer den kvantemekaniske formalisme pa den made, at udsagn om sand-
synligheder fas fra visse matrix-elementer ved at tage absolutkvadratet pa disse sidste. For
at denne regel kan fungere umodificeret, ma det forudsattes, at vi benytter tilstande hvis
“absolut-kvadrat” eller normering er givet ved et 1-tal. I relativistisk fysik er det ofte
mere bekvemnt, at arbejde med tilstande, der ikke adlyder denne normering. Faktisk er
det umuligt at opretholde denne normering 1 alle inertialsystemer, som vi nu skal se. Men
det ggr heller ikke noget nar blot vi husker altid at dividere med tilstandsnormeringen
lige inden vi beregner sandsynligheder.
Er saledes en tilstand |¢) defineret med en normering (¥|¢) # 1, sa er tilstanden
((|))~/?|3) enhedsnormeret:

(1) 2 0) (pl9)) ™2 = 1

Tilsvarende kan vi skrive fuldstendighedsrelationen for et szt af orthogonale, men ikke
ngdvendigvis orthonormale tilstande som

[n)(nl
1 =
2 (alm)
Fgrst minder vi om, at den ikke-relativistiske bglgefunktion for en partikel med impuls
p er givet ved

¥s(Z) = (Z]p) = €7 (1.99)
Disse tilstande tilfredsstiller normeringsbetingelsen ((Z|p)* = (p|Z))

@5) = [ F@@)Ep) = er) e G- 7) (1.100)
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og fuldstendighedsrelationen

[ GEsEn i = - (L101)

[ abstrakt form kan denne ligning skrives

/(;%-3-!@(15‘! -1 (1.102)

Normeringsbetingelsen (1.100) er invariant under rumlige rotationer, dvs

s - .
(plp) = (plP) (1.103)
for enhver rotation
pi=Rape , P = Rupi
Dette folger af, at ortogonalitetsbetingelsen for rotationen R, nemlig R - Ry = du

medfgrer, at det R = 1 (for egentlige rotationer). Heraf fglger

3
. - 1
63 > 4 _ § Ri ot - 63 = oy
(F—p) Izll (Rik(pe — PL)) e (P—p")
= &F-7") (1.104)

hvilket medfgrer (1.103).
Normeringen er endvidere invariant under Galilei-transformationer

p'=F'-mi , F=p-mi
Fuldstzendighedsrelationen (1.101) er naturligvis ogsa invariant under disse transformati-
oner.

[ en relativistisk kvantemekanik arbejder vi ogsa med egentilstande af impulsen p.
Men i en relativistisk teori er det ubekvemt at benytte normeringen (1.100) pga dennes
Galilei-invarians. Det vil veere mere praktisk at have en Lorentz-invariant normering. Vi
skal se, at en sadan opnas ved at valge

(7)) = 2E,(2x)°8°(F—q) , E,=\/m?+p (1.105)

E, er altsa energien af partiklen med impuls p. Invarians under seedvanlige rotatio-
ner er klar. Det er derfor tilstreekkeligt at vise invariansen under specielle Lorentz-
transformationer,

/ /

P =v(ps—vE) , P, =p, , P.=p:
E,p =vy(Ep, —vps) v :(1“’”2)_% (1-106)

i

(og analogt for ¢ ). Invariansen af y- og z-komponenterne er triviel. For z-komponenten
haves

§(p, — &) = 8(7(ps — =) — Y0(E, — Ey)) (1.107)
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Argumentet for -funktionen er kun nul lor p, = ¢,, og vi kan benytte, at

, 1
O(flu) — f(v)) = ——é{u—v 1.108
() = J() = = v (1.108)
der gelder for monotone funktioner (generelt: i omegnen af et isoleret nulpunkt for f).
Altsa er
50~ ) = (e = ) = b, — o) (1.109)
J r x ’7 o 71)_2‘1? r r E/p T qr . .
Denne relation viser, at (1.105) er invariant, dvs:
(7' ") = 01q)
Fuldstendighedsrelationen influeres sa ogsa. Fra (1.105) fas
d’p
——— p|q ) = |§ 1.1
| GrpaE D) =10) (1.110)
eller, 1 abstrakt form,
/ T3 =1 1111
(27?)32Epp Pl = ( )

Denne betingelse er Lorentz-invariant, fordi %—5 er Lorentz-invariant (dette ses let vha

(1.106) og (1.109)).

Det er ofte bekvemt, at indfgre en notation, der minder om, hvad vi er vante til fra
diskrete variable, og skrive

Z---—/ 32E = (1.112)

-

p

Dette er reglen for at ga fra en formel sum over en kontinuert impulsvariabel til et integral

over denne variabel.
Med denne notation kan vi sa skrive (1.111) som en formel sum,

. 1p){pl =1 (1.113)

som om p var en diskret variabel. Hertil svarer notationen
S = (20)°2p°6° (P — P')

For den her indfgrte Lorentz-invariante normering gelder, at den ikke giver “enheds-
normerede tilstande”. [ stedet har vi for en 1-partikeltilstand

(PIp) = (27)°2p°63(0) = 2p° - V (1.114)

hvor V betegner “kvantiseringsvolumenet”, det omrade af rummet i hvilket vi (via meget
store bglgepakker) trods alt er sikre pa at have partiklen indesperret (saledes at impulsen
kun bliver helt veldefineret i graensen V' — oo). Der geelder nemlig

(2m)36%(0 /d3xe = /daa: l =
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1.3.3 Sammenhzngen mellem tvaersnit og S-matricen

Det neeste problem bestar nu i at sammenknytte det eksperimentelt betonede tveersnit,
o¢;, med den kvantemekanisk mere relevante S-matrix, der direkte giver overgangsampli-
tuden mellem begyndelses- og slut-tilstandene |7) og | f).

I praksis vil tilstandene |i) og |f) veere karakteriserede ved partiklernes impulser (for-
uden evt. spin etc.). Dette giver anledning til en vanskelighed fra et kvantemekanisk
syunspunkt, fordi en partikel med veldefineret impuls ikke kan lokaliseres ifslge ubestem-
thedsrelationerne. Sandsynligheden, for at en sddan partikel befinder sig i et endeligt
volumen, ma derfor vaere nul. Dette er til en vis grad upraktisk, og vi skal derfor indga
det kompromis, at vi som fgr nevnt teenker os alle fysisk relevante systemer indesluttet
i et endeligt, men vilkarligt stort volumen, V. Impulserne kan da ikke veere fuldstaedigt
bestemte. Ved at udfgre greenseovergangen V — oo i vore slutresultater kan vi imidlertid
opna impulsdefinition med vilkarlig ngjagtighed.

Lad os nu igen betragte processen |¢) — |f) , hvor |7) bestar af to partikler, a og b,
mens |f) er en tilstand bestaende af et bestemt antal partikler (> 2 normalt). Lad os
endvidere antage, at b er i hvile. Vi betragter a som verende beskrevet ved en kasseagtig
belgepakke, der bevaeger sig med hastigheden v, (med et sneevert impulsspektrum), og som
har tvaersnittet, A, vinkelret pa bevegelsesretningen. Lad T veere den tid, det tager for a
at passere et givet punkt. Laengden af bglgepakken er da v, T. Partiklen b er ogsa beskrevet
ved en bglgepakke (neasten i hvile) med volumen V. Vi antager, at b-bglgepakken kan
indesluttes fuldsteendigt i a-bglgepakken. V' er det “effektive vekselvirkningsvolumen”.
Det spiller ogsa rollen som kvantiseringsvolumen for partiklen b.

Efter foregaende afsnit har vi sa for normeringen af begyndelsestilstanden

(ii) = 2E.2E,V, Vi

(V, = V). Overgangssandsynligheden fas fra S-matricen sdfremt tilstandene er enheds-
normerede, og det er kun tilstandene

) - |f)
1) = o fl=—
V=T V=T

Vi far sa fra (1.98), idet overgangssandsynligheden

_
Pfi - NaNb
indfgres, N [(f15]9)[? Ve
= A=PiA= A A=t
NN AT A Y AT
hvoraf
vora |<ff5‘l)|2 v, [(fIS]i)[?

i:

= (1.115)

(FIF)Gle) Toa  (fIF)(2Ea)(2E)va(VT)

-~

1.3.4 Tvarsnittet og T-matricen

Det netop fundne udtryk er ikke nyttigt, da det involverer allehande normeringsvoulmener,
som vi 1 praksis ikke gnsker at skulle holde styr pa . Problemet lgses dels ved at se pa det
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v I

Figur 1.9:

differentielle tversnit, dels ved at benytte T-matricen (1.82) fremfor S-matricen. Som al-
lerede omtalt har T-matricen ogsa den fordel, dels at den har indbygget 4-impulsbevareise,
dels at den har udsepareret den trivielle mulighed, at intet sker. Fra (1.82) far vi

(SIS = [(27)*6% (p: — p)PIIT V) (1.116)

Her har vi taget kvadratet pa deltafunktionen, en stgrrelse, der er endnu mere matematisk
suspekt end deltafunktionen selv. Meningen er, at vi altid bgr teenke pa en situation,
hvor vi har endelige (omend meget store) bglgepakker, sa at deltafunktioner erstattes
med sadvanlige funktioner, der approksimerer deltafunktioner, men for hvilke det at tage
kvadratet strengt taget godt kan forsvares. For enhver sadan sadvanlig funktion, f(z),
gaelder

hvorfor vi ogsa vil satte

(6(z))* = 6(0)8(2)
eller i vores tilfaelde
[(2m) 8% (p: — p)]* = (27)*6%(0) - (27)*6%(p: — py)
Videre bruger vi igen deltafunktionens Fourier-transformerede til at skrive
(21)464(0) = / dtze®® = VT

hvor V er “kvantiseringsvolumenet” og T er den tid, eksperimentet tager, sa at VT er
det “effektive” 4-volumen af vores rum-tid. Igen: i en mere omhyggelig behandling ville
integrationen ikke blot veare over plane bglger, men over bglgefunktioner, der virkelig
forsvandt (bedre: ikke havde noget overlap) uden for dette 4-volumen.

Vi far sd @r)'6*(0s — p)IUAITI)P
_ (2m)*8h(p — pp)[(SIT _
s peporal 1)) (1-117)
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hvor

I

pa =2E,  py=2E,

Dette udtryk er stadig beheeftet med ugnskede normeringsvolumener:

(flfy = H(QEiV)
Vi kommer ud over ogsa dem ved at studere et eksperimentelt set mere fornuftigt tveersnit:
det differentielle tveersnit. Antag at |f) er pa formen

|f> = 'Ci(pl)’ T Cn(PnW

Eksperimentelt vil bestemmelsen af impulserne, p;, altid vere behaftet med en vis
maleusikkerhed hidrgrende fra detektorernes endelige oplgsningsevne. Hvad vi kan male,
er derfor summen af alle begivenheder, hvor de enkelte impulser ligger inden for et vist
omrade, d°p;, omkring p;. Antallet af kvantetilstande inden for et sadant omrade er som
bekendt (som i elementar kvantemekanik)

dapi
V&
Heraf fas sa
' n d3p1 d3p
dos; = T *(27)46%(p, - —— . — 1.11
Of Uapapbl<f| |2} *(27)*6%(pa + po ;p )(27r)32E1 (27)32E,, ( 8)

Yderligere gaelder, at

VaPafPt = 4mb|ﬁfab| = 2\/ )‘(37m2,m2) (1-119)

en form, der eksplicit godtggr, at denne faktor er invariant under Lorentz-transformatio-
ner.

Ved integration over en eller flere impulser fas tversnittet svarende til eksperimenter,
hvor en eller flere af partiklernes impulser ikke males.

1.3.5 Det kvasielastiske tvaersnit

Lad os nu 1 mere detalje studere det kvasielastiske tveersnit, dvs vi betragter
a+b—c+d (1.120)

og (1.118) giver

1 4 [ *(pa + o — pc — pa) . &p. d®pq
= = d|T b 1.121
do 2(27r) / ) (¢ + d|T|a + b)] (o) 2F. (27 )° 2F, ( )

Her vil vi vente med at specificere over hvilke variable, det er underforstaet, at vi inte-
grerer. Vha rumparten af §-funktionen kan vi integrere over py og far sa i tyngdepunkt-
systemet

1 R Y
do = T\ 0(E.+ Eqg — /s 1.122
(%)8“7%2 / UITIDPS(E. + Ba—v5)  (1122)




S
Ut

1.4 HENFALD

hvor By =/p 2+ m: pga p.+ps=0. Da

diE.+Eq) d(E. + Ey)
d(Ec + Eq)/dlp.|  |p:| (Ec+ Eq)/EEy

d|ﬁ¢| =

fas, efter integration over £, 4+ £,

hvor vi har benyttet lign. (1.38):
VA = 2150M | = 2150V

Her er (do /dQ)coa det differenticlle tvearsnit pr. enhedsrumvinkel 1 tyngdepunktsystemet.
Indfgres den invariante impulsoverforsel ¢ vha lign. (1.57) fas

di = 2p;psdcos b

og derfor er
do [(c+dIT|a+b)?

dt ~ 167 (s, m2,m}) (1.124)

Det er her forudsat, at partiklerne er spinlgse, eller at man midler over spin (saledes at vi
far det upolariserede tversnit). Ellers vil vi ikke kunne integrere athengigheden af den
azimutale vinkel ud i (1.123).

1.3.6 Faserum

I eksklusive processer, med tre eller flere partikler 1 sluttilstanden, bliver de kinematiske
forhold ret komplicerede. Man kan derfor forvente, at de dynamiske effekter ogsa er ret

komplicerede.
For at adskille dynamik fra kinematik benytter man ofte sakaldte faserumsbetraginin-
ger: Man siger, at den rene kinematik svarer til, at 7-matricen er konstant. Tvaersnittet

(1.118) ma da opfgre sig som

konstant d’p; d*p,,
aft -—_ e
NGz mg) ) B 2B

Afvigelser fra denne opfgrsel viser dynamiske effekter.

54 (pa + pp — Zpl (1.125)

1.4 Henfald

En proces af typen

i — ai(p1) + a2(p2) + - + aa(pn) (1.126)
hvor et system (en partikel) med masse M henfalder til et antal partikler aq, as,. . ., a, med
masser my, msy, ..., My, kaldes en henfaldsproces. En sadan proces er ogsa eksklusiv, idet



26 DEN RELATIVISTISKE SPREDNINGSPROCES

alle partikler registreres. Ved at ga til ¢'s hvilesystem ses, at en betingelse for henfaldet
er, at

M>m;+my+-+m, (1.127)

Impulshevarelsen
P=pi+p2+-+pn (1.128)

er ogsa seerlig simpel 1 ¢’s hvilesystem. For et henfald til to partikler fgiger det straks af
diskussionen i (1.1.5), at

MM?, m2, m})

P.] = ;] = oM
E M? +m? — m}
* 2M
M2 2 _ 2
B, = S EmeTm (1.129)

M

Som 1 afsnit (1.3.3) kan vi nu beregne overgangssandsynligheden pr. tidsenhed. Kaldes
denne I'y;, haves (for Ny < IV;)

Ny (18I
NI UINET

hvor vi har benyttet tilsvarende betegnelser som i afsn. 1.3.3 (se iseer lign. (1.115)). Som
i(1.116) ff. fas sa

T =

(ils) = 2MV (1.130)

(27)28%(ps — p)I(FIT ) ?
2M(f\f)
Normeringsvolumenet V og tiden T gar altsa ud igen. Det er klart, at I'y; har dimensio-

nen 1/(tid).
[ almindelighed kan : henfalde til flere sluttilstande. Den totale overgangssandsynlig-
hed pr. tidsenhed er da

U= (1.131)

21)* = 4 KT 11"
I = 5 — Pi 1.132
I'f; er den partielle overgangssandsynhghed.
For henfaldet {1.126) fas overgangssandsynligheden (som i afsn. 1.3.4)
(2m)* py &Ep.
T, S p—p —- —py
! o J (Grp B @mpoE,. PP Pn)
(ar(pr) + -+~ + an(pn) ITi(M)) |* (1.133)
Ved benyttelse af metoden i afsnit (1.3.5) fas for et henfald til to partikler
dly; \/)\ M? mim
Middellevetiden for systemet 2 defineres ved
1
;= = 1.135
"= E (1.135)
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[SV]
-1

hvor

Begrundelsen for dette resultat ses saledes:

['; betegner det totale antal henfaldsbegivenheder {totalt fordi vi teeller alle henfald
sammen. unanset hvilken henfaldskanal, der er tale om; for #*-henfald saledes bade 7t —
uhrv, og ™ — ety, osv) pr. tidsenhed, relativt til det forhandenveerende sample af

henfaldende partikler. Er antallet af endnu ikke henfaldte partikler N;(t) geelder altsa

/Vi(t‘ dt

S

eller

N,(t) = N;(0)e™" = N;(0)e™ ™
Hvis N;(0) = 1, er sandsynligheden for at partiklen henfalder i tidsintervallet (¢,¢ + dt)
altsa

P(t) = F,‘évtr'

saledes at

/Om diP(t) =1

Middellevetiden er da

d 1
dF,‘Fg

= dt - = — i—-—-/ =T - J = — =T
<t> /0 tP(t) r ar J, die r m=T

Overgangssandsynligheden for et henfald til tre partikler er givet ved

(2r)* / d°py dp, d°ps 4 12
1T 0M ] (2n)? 2B, (21)2 2, (2n)° 2B; (p=pr=p2 = p)l{fITIA)" (1.136)

Man kan analysere dette integrals kinematiske indhold (Dalitz-analyse), men resultatet
er ret kompliceret og afhezenger en del af masserne m,, m; og ms. Derfor udfgres en sadan

analyse bedst i forbindelse med konkrete eksempler, hvor der ofte foreligger simplifikati-
oner (fx my = my = mg).

1.5 Inklusive eksperimenter

Indtil nu har vi diskuteret generelle egenskaber ved den relativistiske S-matrix og fundet
sammenhangen mellem denne og de eksklusive tvarsnit for processer af typen

a+b—ap)+alp2) + -+ calpn) (1.137)

Eksperimenter af typen (1.137) er karakteriseret ved, at sluttilstanden er ngje specificeret.
Antallet af uafhangige kinematiske variable ngdvendige for beskrivelsen af (1.137) er
stort, og den feenomenologiske og dynamiske tydning af givne eksperimentelle data kan
derfor veere overordentlig kompliceret. Et overblik over forholdene vanskeligggres i hgj
grad af, at menneskets visuelle forestillinger begraenser sig til tre dimensioner. Man ma
derfor {for overblikkets skyld) udvalge nogle ganske fa kinematiske variable af gangen,
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taeller

Figur 1.10: Denne figur illustrerer det inklusive enkeltpartikeltvaersnit

afbilde tvaersnittets variation med disse fa variable og forsgge at uddrage empiriske regler
og lovmassigheder udfra disse afbildninger. Det er klart, at man pa denne made ikke
har nogen garanti for at fa den mest adekvate fremstilling af de dynamiske forhold i de
eksklusive tveersnit.

Den mindst oplysende, men samtidig ogsa den simpleste information om (1.137) far
man ved at betragte det totale tveersnit for produktion af n partikler. [ det fglgende
betragter vi en pseudo-verden bestaende af identiske, spinlgse partikler. Generalisation
til en mere realistisk verden med ikke-identiske partikler (evt. med spin) er simpel. 1
(1.118) fandt vi da, at tveersnittet kunne udtrykkes ved formlen

Tl T
(s, m2,m2) ! (27)3 2E1 (27)% 2F,

x &' (pa+ps— Zpi)

=1

X er(pr) + - + enlpn)|T)a(pa) + b(ps)) | (1.138)

oplat+b—ci+ca+--cp

Faktoren 1/n! er en statistisk faktor, der optraeder, fordi vi har n identiske partikler i
sluttilstanden.

1.5.1 Definition af inklusive eksperimenter

Feynman har diskuteret en klasse af eksperimenter af typen
a+b—clp)+ cap2) + - + ca(pn) + hvad som helst (1.139)

Denne klasse af eksperimenter kaldes inklusive. (1.139) svarer til en eksperimentel op-
stilling (fx vha teellere), hvor vi detekterer et vist antal partikler, mens et ukendt antal
partikler unddrager sig vore tellers opmaerksomhed.

I fig. 1.10 har vi illustreret tilfaéldet n = 1.
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1.5.2 Totalt tvaersnit og optisk saetning

Det simpleste inklusive eksperiment er det, hvor vi ikke observerer partiklerne i sluttil-

standen. dvs
a+b— hsh, (1.140)

hvor h.s.h. star for “hvad som helst”. Dette er altsa en sum af tilstande med et varierende
antal af partikler. Det eneste band pé& (1.140) er derfor, at den totale CM-energi /s er
specificeret, og at partiklerne a og b har bestemte kvantetal. Tvaersnittet o,,(s) for (1.140)

er abenbart
o0

Oab($ Z (1.141)

hvor o,,(s) er det 1 {1.138) definerede tveersnit for produktion af n partikler. Tallet n af
partikler kaldes ofte multipliciteten, og 0,(s) kaldes da multiplicitetsfordelingen.

Det er evident, at tveersnittet o4, indeholder langt mindre information end produkti-
onstvaersnittene o,. Pa den anden side er 0,;, pa mange mader en let tilgengelig storrelse,
fx hvad angar maleligheden.

Der eksisterer en fundamental relation mellem det total tvarsnit og den forlaens ela-
stiske amplitude. Gar vi tilbage til unitariteten af S-matricen 1 afsnit 1.2.3, ses af (1.94),
at

1

Im{a + b|T|a+b) = 5(2%)4264(13@ + s — pn) i (n[Tla + 6)*

= JA(s,m:, mi)oa(s) (1.142)

Den statistiske faktor 1/n! optraeder igen pga de identiske partikler, og den anden linie 1

(1.142) folger (1.138) og (1.141).
Man ser altsa, at imaginardelen af den forleens T-amplitude kan udtrykkes 1 termer
af totaltvaersnittet. Udtrykt i laboratoriet, hvor b er i hvile, fas

Im{a + b|T|a + b) = 2my\/E? — m2 04(s) (1.143)

1.5.3 Middelmultiplicitet

Definitionen i (1.141) udtrykker essentielt en normaliseringsbetingelse. Lidt mere infor-
mation om o, far vi ved at definere middelmultipliciteten (n),

n)ow(s) = Z non(s (1.144)

Denne definition er et lan fra statistikken. Hvis produktionstversnittene o,(s) er til-
straekkeligt snaevre omkring middelverdien (n), vil (n) veere et udtryk for, hvor mange
partikler man kan forvente at fa produceret ved en given energi /s (i en statistisk for-
stand).

Tilsvarende defineres

)oas(s Z nio,(s (1.145)

Et mal for den statistiske spredning er da stgrrelsen (n?) — (n)?. Det inklusive tveersnit
(1.141) kan da grafisk illustreres pa flg. made,
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2

Tap = Z X‘Y
X

a !

a a a
= > b):;}<bwlm > < (1.146)
X

hvor vi i sidste trin har benyttet den optiske seetning (1.143). Den anden ligning er et
udtryk for, at
[(n|T|a + 8)|* = (a + 6T n)(n|T|a + b)

Ved at benytte en grafisk symbolik som i (1.146) kan man ofte illustrere relativt kompli-
cerede formler pa simpel vis.



Kapitel 2
POINCAREGRUPPEN

2.1 Hvad er en elementarpartikel?

Vi skal 1 kurset give forskellige mere eller mindre idealiserede og brugbare svar pa dette
sporgsmal. | dette kapitel skal vi forsgge en ganske bred definition: En elementarpartikel er
et kvantefysisk system, hvis tilstande transformerer irreducibelt under Poincaré-gruppen.

Lad os kort forklare begreberne: Poincaré-gruppen og irreducibilitet. Poincaré-
gruppen er gruppen af Lorentz-transformationer og rum-tids-translationer. At det fysiske
system transformerer irreducibelt betyder, at vi kan konstruere alle kvantetilstande af sy-
stemet ved at anvende gruppetransformationer pa én bestemt (vilkarlig) tilstand. Dette
er, hvad vi venter for en elementarpartikel: Starter vi med partiklen i hvile i en bestemt
spin-tilstand, kan vi danne tilstande med vilkarlig fire-impuls og spin ved at dreje og/eller
accelerere partiklen passende.

I modseetning hertil transformerer for eksempel et system bestaende af to uathengige
partikler (et sammensat system) reductbelt: Starter vii en situation, hvor begge partikler
er i hvile, vil vi ved hjelp af Lorentz-transformationer kunne konstruere mange andre
tilstande, men i alle disse vil partiklerne have praecist samme hastighed. Vi kan altsa ikke
ved hjelp af nogen Lorentz-transformationer danne nogen af de kvantetilstande, hvor
partiklerne i det sammensatte system har forskellige hastigheder.

Ovenstaende definition kan, som vi skal se, ogsa udtrykkes derved, at elementarpar-
tikler er systemer med veldefinerede masser, spin og statistik. Vi skal i dette kapitel
studere den fundamentale sammenhang mellem den specielle relativitetsteoris krav til
naturbeskrivelsen og begreberne fire-impuls og anguleert moment.

Den neevnte definition pa en elementarpartikel er i1 praksis for bred 1 den forstand, at
iflg. den er fx et atom i grundtilstanden en elementarpartikel. Men det er pa den anden
side nyttigt at ggre sig klart, at et atom i grundtilstanden for sa vidt er en elementarpar-
tikel som det ikke kan afslgre atomets sammensatte natur. Den far vi fgrst noget at vide
om ved at studere atomets ekscitationer. U-eksciteret derimod, har atomet “ikke andre
egenskaber” end masse, spin og impuls, netop som en elementarpartikel.

Ovenstaende definition er pa den anden side lidt for snaever i den forstand, at ustabile
“partikler” ikke regnes med, da de ikke har helt veldefinerede masser.

De Poincaré-transformationer, som iflg. det specielle relativitetsprincip lader vores
naturbeskrivelse invariant, er kun sadanne, som kan forbindes kontinuert med identite-
ten, dvs de beveegelsestilstande af et fysisk system, som kan fas ved kontinuert og konkret
at flytte, rotere og accelerere systemet til en anden hastighed. Sadanne transformationer

31
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analyseres bedst ved at studere de tilhgrende infinitesimale transformationer (sadanne,
som kun afviger infinitesimalt fra identiteten). Herved ledes vi til gruppens Lie-algebra
med dens generatorer. Disse generatorer for infinitesimale transformationer er netop sy-
stemets vigtigste observable: Fireimpuls-operatoren, spin-operatoren etc.

Skgnt det specielle relativitetsprincip ikke udtaler sig om diskrete transformationer
(sadanne som tkke kan forbindes kontinuert med identiteten), er disse dog elementer af
Poincaré-gruppen, og det kan derfor forventes, at teorier, som ifglge det specielle relati-
vitetsprincip er tvunget til at veere invariant under transformationer, som kan forbindes
kontinuert med identiteten, ogsa vil have en “naturlig tilbgjelighed” til at veere invariant
under diskrete transformationer.

Til de diskrete transformationer hgrer paritets- og tidsomvendelsestransformationerne,
og som bekendt synes det ogsa at veere en egenskab ved de elektromagnetiske og de steerke
vekselvirkninger, at de er invariante herunder, medens dette med bestemthed vides ikke
at veere tilfeeldet med de svage vekselvirkninger.

2.2 Det specielle relativitetsprincip

Lad O og O vere to iagttagere i hvile i hvert sit kartesiske inertialsystem S og S’. De
beskriver én og samme begivenhed ved forskellige talseet !

@) :x“:(:c:cx:t) (z°, %) = (¢, %)

O ™ = (2°2", 2% ") (:z:0 Y= (t,7")
(2.1)
forbundet ved den inhomogene Lorentz-transformation (Poincaré-transformationen)
o’ = A, ¥ + a* (2.2)

Lad os nu betragte en eksperimentel opstilling 1 hvile 1 S, som O bruger til at
praparere bestemte kvantetilstande af et fysisk system.

Opstillingen definerer tilstandene vha et fuldsteendigt system af observable {Z;}. Vi
kan fx teenke pa opstillingen som en accelerator, der producerer beams af elektroner og
positroner og lader dem kollidere. Det fuldstaendige sat af observable kan da fx veere
fire-impulsoperatorerne for elektronerne og positronerne samt observable, der bestemmer
deres spintilstand.

Vi betragter dernaest et malesystem, som O bruger til at udfgre malingerne pa den
tilstand, hans opstilling har praepareret. I ovenstdende eksempel kan vi naturligt tenke
pa et ideelt detektorsystem, som kan male fire-impulser, spin og arten af alle de partikler,
der produceres som fglge af sammenstgdet mellem et og e~. Lad et fuldsteendigt set af
operatorer hgrende til malesystemet veere {F;} (“Z” star for “initial” og “F” for “final”).

Lad den tilstand, opstillingen praparerer, vare en vis egentilstand af sattet {Z;} :

L{L}) = LI{L})

hvor altsa {I;} er sattet af egenvardier hgrende til de observable {Z;}, og lad en egen-
tilstand svarende til det fuldstendige sat defineret af malesystemets observable veaere

{F})
Fi{F}) = F{F})

1Ge kapitel 1 for en mere udfgrlig gennemgang af notation og gymnastik med Lorentz indices.




2.2 DET SPECIELLE RELATIVITETSPRINCIP 33
Det bemaeerkes, at vii relativistisk kvantefysik sa godt som altid vil bruge tidsuafhengige
tilstande i Heisenberg-billedet. Den serlige rolle, som tidsparameteren har i Schrodinger-
billedet, passer meget darligt til en bekvem formulering af relativitetsprincippet. En
fuldstendig maling bestar da i en fastleggelse af de talveerdier, som kvantemekanisk
beskrives af

[({FFHLD (2.3)

Lad os nu betragte en ny eksperimentel opstilling med tilhgrende detektor-udstyr,
nemlig den, som O’ konstruerer ved ngje at folge de samme arbejdstegninger som O
saledes at (O')’s apparatur 1 hans koordinater beskrives pracist som (O)’s apparatur i
hans koordinater. Det specielle relativitetsprincip forlanger nu, at alle de malinger, som
(@' udfgrer, skal stemme overens med de tilsvarende malinger, som O udfgrer. Vi gnsker
at studere den matematiske formulering heraf.

For det fgrste fglger det af relativitetsprincippet, at O’ kan bruge ndjagtig de samme
tilstandsvektorer til beskrivelse af sit fysiske system, som O bruger til beskrivelse af sit.
(Strengt taget hgrer der forskellige Hilbert-rum til forskellige fysiske systemer, men de er
her isomorfe, og vi skelner da ikke mellem dem).

Ligesom Poincaré-transformationen (2.2) i vores formulering er en transformation mel-
lem to iagttageres forskellige beskrivelse af samme begivenhed, gnsker vi nu ogsa at defi-
nere den kvantemekaniske transformation, som overgangen fra (O')’s til (O)’s beskrivelser
af samme fysiske system. Hvis saledes O bruger tilstandsvektoren [{I;}) til beskrivelse
af en tilstand af sit system, vil O’ bruge en anden tilstand

{L'})

til beskrivelse af samme tilstand af (O)’s system. Er saledes denne tilstand en
enkeltpartikel-tilstand med fire-impuls p* 1 S, er den selviglgelig en enkeltpartikel-tilstand
med fire-impuls
plu — Au” pu
1 systemet S’.
Vi kan nu formulere det specielle relativitetsprincip ved kravene:

1. Den transformation U, der forbinder de tilstandsvektorer |{}) og |{I’}) henholdsvis
|[{F}) og |{F'}), som benyttes af O og O’ til beskrivelse af samme tilstande

af samme fysiske system, afhenger kun af den Poincaré-transformation, (2.2), der
forbinder koordinatsystemerne S og S

{I'H=UM I}, HF} =UAe)l{F})

Her er altsa

LY = LI’} og  F{F'}) = FI{F'})
2. For tilstandene i (1) geelder

[{FYIHIE = [ FY{THI? (2.4)
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Det kan vises, at (2.4) medfgrer, at transformationsoperatoren U(A,a) enten er uniteer
eller antiuniteer. Da endvidere U(A,a) er kontinuert forbundet med identiteten, falger
det, at /(A,a) er en uniter operator:

UA,a) ' =U(A™, =A%) = UT(A, q) (2.5)

(sml. (2.22)).

Observable beskrives kvantemekanisk ved operatorer, som er uathangige af inertial-
systemet, dvs O og O’ benytter den samme operator for samme observable. Imidlertid
transformerer naturligvis matriz-elementerne (specielt egenveerdierne)af disse operatorer
pa samme made som de klassiske variable. Lad os som et eksempel betragte fire-impulsen
af en partikel beskrevet af O ved p* og af O’ ved p™:

p//_l, - Auu pu

hvor p* og p™* er de egenverdier af den felles fireimpuls-operator, P#, som O og O’
observerer. Lad os dernzest betragte en bestemt tilstand af partiklen, som O bruger
vektoren |a) til at beskrive, medens O’ bruger vektoren |o):

o) = U(A, a)|)
Da gzlder (idet |8) og |3’) pa tilsvarende made beskriver en anden tilstand)
(8'|Pa’) = A¥, (BIP*|a)

eller

(BIUY(A,a)P* U(A,a)|a) = A*, (B|P"|a)

eller, idet |a@) og |3) er medlemmer af et fuldsteendigt seet,
U'(A,a)P* U(A,a) = A*, P* = P* (2.6)

hvor vi har fundet det bekvemt at indfgre symbolet P, skgnt ' som fgr nevnt, benytter
samme operator som O . Undertiden er det mere bekvemt at omskrive dette til

U(A,a)P* UY(A,a) = (A1)* P (2.7)

v

Vi ser, at under transformationen U transformerer operatoren P* “modsat” af de klassiske
egenverdier.

Et sarlig vigtigt eksempel pa transformation af operatorer har vi i felt-operatorer. En
felt-operator er en operator-funktion defineret pa mangden af begivenheder. Klassisk be-
skrives feltet som en seedvanlig (reel eller komplex) funktion af begivenhederne. Vi vil kun
fa brug for felter, der transformerer lineert og homogent under Poincaré-transformationer.

Lad os fgrst betragte et klassisk felt, beskrevet af O ved funktionen ¢,(z). Index r
star for samlingen af alle de indices, som spiller en rolle for Lorentz-transformationen. Et
skalar-felt har saledes ikke noget index, et vektorfelt har r = ¢ = 0,1,2,3, et tensorfelt
af rang 2 har r = (g, v) hvor p,v =0,1,2,3. I kap. 3 skal vi ogsa studere transformati-
onsegenskaberne af Dirac-felter, som beskriver partikler med spin 1/2.

Det samme klassiske felt er af O' beskrevet ved funktionen

$r(2") = Srs(A)ds(2) (2.8)
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hvor 7’ og = er forbundet ved (2.2) 2’ = Az + a (i matrix notation). Symbolet S, er
en reel eller komplex matrix, som kun afhenger af Lorentz-transformationen A. Vi siger,
at S,s er en repreesentation af Lorentz-transformationen, og at feltet ¢.(x) berer denne
repraesentation. I (2.8) har vi naturligvis underforstaet summation over alle vardier, som
s kan antage.

Det tilherende kvantefelt beskrives af operatoren ®,, som er felles for de to iagtta-
gere. For en begivenhed, som for O har koordinaterne z, taler han om @,(z). Matrix-
elementerne af disse operatorer transformerer nu som det klassiske felt (2.8). Heraf fas
som 1 (2.6)

@’ (z') = UN(A,a)®,(2U(A,a) = S,o(A)D,(2)

r

eller

U(A,a)®,(z)UT(A,a) = STHA)®,(Az + a) (2.9)
Et vigtigt specialtilfeelde fas ved at sette A = [ og derfor S, = 6,5. Sa siger (2.9), at
U(l,a)®,.(z)UY(I,a) = &.(z + a)
Settes videre z = 0 og skrives z for a far vi

®.(z) = U(I,2)0,.(0)U(I,z) (2.10)

2.3 Poincaré-gruppens generatorer

Vi definerer pa sedvanlig made fire-intervallet hgrende til begivenhedsdifferentialet dz”
ds® = dz*dz, = dzdz” g,, = dz,dz, ¢*

hvor vi heever og seenker indices med den metriske tensor 2

[ -

G = g* = ie. z,=(zo, —T) etc.

bl

0
0
-1
0

OO O =
—_—0 O O

-1
0
0 -

Invarians af fire-intervallet medfgrer
A“A’Auu’ Juv = Guv' (211)

Alle transformationer A, som tilfredsstiller (2.11) kaldes Lorentz-transformationer. Af

(2.11) folger straks
(det A)? = +1 (2.12)

eller

det A = +1

Endvidere fas ved at seette u' = ' =0

(A00)2 =1 + (AIO)Z + (A20)2 + (A30)2 2 1

2Se narmere kaptiel 1.
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eller

> +1
A% = { <1 (2.13)

For Lorentz-transformationer, der kan forbindes kontinuert med identiteten:

1 for p=v

b fp
AV~6V_{0 for p#v

gelder selviglgelig det A = +1, A% > 1. Sadanne transformationer danner undergruppen
af egentlige, orthochrone transformationer EL. Det er disse, vi fgrst skal studere. Lad A*,
veere en infinitesimal Lorentz-transformation, sa vi kan skrive

A*, = 6%, + dw*,

hvor éw”, er 16 infinitesimale tal. Betingelsen (2.11) for, at A virkelig er en Lorentz-
transformation, medfgrer

(55, + 6&)”“') (65/ + 6wyu’)guu =Gy

eller
Gyt = 6;:, 801G + 6;:, dw” i guy + 6w 0 8 gL + O(5W)2
Gurvt + 0wy Gury + 0w g + 0(5‘*")2
= Guuv + 6wu:,,: + 6w,,/,1r + O(éw)z
(2.14)
Heraf fas

5&)“11,/ = - 5wu/“;

altsa, at éw,, skal veere antisymmetrisk.

Dvelse: Vis, at der gelder et tilsvarende resultat for generatorerne for infinitesimale
3-dimensionale rotationer, de orthogonale transformationer.

For en infinitesimal fire-translation af leengden éz* har vi simpelthen
a* = ébz*

Til nulte orden i de infinitesimale stgrrelser dw,, og éz, har vi U(A, a) = 1, identiteten.
Til fgrste orden kan vi indfgre visse koeflicient-operatorer P, og M,, og skrive

U(A,a) =1 + % Sw, M + iz, P* (2.15)

Disse operatorer vil vise sig at have fundamental betydning for beskrivelsen af vores
fysiske system. Saledes vil P* vise sig at veere fire-impulsoperatoren, medens M*” bl.a.
vil indeholde systemets spin-operatorer. At dette er tilfaldet, skal vi se i de fglgende
paragraffer. Lad os fgrst ggre nogle almindelige bemaerkninger.
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En infinitesimal, uniteer operator af formen
U=1+:G
hvor ¢ er reel, har en hermitesk generator G. Dette ses af

[=UU" = (I+ieG)(I —ieGh
= I +ieG —ieG + O(é%)
= I+ie(G-GNH+ 0 = G=G"
(2.16)

Allerede heraf vil vi forvente, at gruppens generatorer repraesenterer fysiske observable.
Svarende til den infinitesimale transformation karakteriseret ved parameteren € kan
vi nemt danne et udtryk for en vilkarlig endelig transformation, karakteriseret ved en
parameter {. Vi kan nemlig teenke os den endelige transformation opbygget af N del-
transformationer, hver karakteriseret ved parameteren {/N, og sa lade N — oo:

€ N f N
U(¢) = lim [U(N)] = lim [1“—0} = exp{i¢G}

N—oo N—oo N

Ovelse: Vis ved at betragte logaritmen, at
) T N
g [ ] -

For en vilkarlig, endelig Lorentz-transformation kan vi sa skrive
U(A,0) = et/ wuwM™ (2.17)
og for en vilkarlig rum-tids-translation
U(I,a) = et*o?” (2.18)

Poincaré-gruppen er et eksempel pa en Lie-gruppe, et begreb som spiller den al-
lerstgrste rolle i moderne partikelfysik.

En Lie-gruppe er en uendelig gruppe forsynet med passende topologi- og differentiabi-
litetsegenskaber. Specielt kan elementerne parametriseres ved “koordinater”, efter hvilke
der kan differentieres. Lie-grupper klassificeres bekvemt gennem studiet af de infinitesi-
male transformationer og de derved fremkomne generatorer.

Som det fremgar af ovenstaende behandling af Poincaré-gruppen, danner mengden af
generatorer et vektorrum:

Hvis Gy og G er generatorer og €; og ¢, infinitesimale parametre, saledes at

U] == I+ iClGl og U2 = I+ iE2G2
er gruppeelementer, sa er ogsa
Uiz = I +i(e1G1 + €2G)

et gruppeelement. Dette fglger af, at Uy, = U;U; + O(€?), der viser, at Uy, tilhgrer
gruppen.
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Vektorrummet, udspeendt af Lie-gruppens generatorer, kaldes Lie-algebraen. Dimen-
sionen af vektorrummet kaldes ogsa dimensionen af Lie-algebraen, eller dimensionen af
Lie-gruppen.

Vi kan let finde dimensionen af Lorentz- og Poincaré-gruppen. Lorentz-gruppens ge-
neratorer er settet M* (p,v = 0,1,2,3), men da w,, er anti-symmetrisk, er det kun
den antisymmetriske del af M**, der har interesse (den symmetriske del giver jo nul ved
kontraktion med w,, ). Bemaerk ogsa, at 1 summen over p,v :

1
—2‘ wWM‘“’
forekommer hver uathangig generator med veegten 1. Da antallet af uathengige elementer

i en antisymmetrisk 4 x 4 matrix (w,,) er 2(4* — 4) =6, fylger det, at
¢ dimensionen af Lorentzgruppen er 6;
¢ dimensionen af Poincaré-gruppen er 10.

Det sidste fglger af, at Poincaré-gruppen foruden Lorentz-gruppens generatorer ogsa
har rum-tids-translations- generatorerne.

Vi kan ogsa telle Lorentz-gruppens generatorer pa en mere fysisk made: For at spe-
cificere bevagelsen og orienteringen af to inertialsystemer i forhold til hinanden skal vi
bruge en hastighedsvektor (3 parametre) samt fx Euler-vinklerne til specifikation af den
relative orientering (3 parametre mere).

I det fglgende skal vi studere den fysiske betydning af generatorerne P* ogM** og
hvorledes de fgrer til en forste klassificering af elementarpartiklerne. Hertil skal vi indfgre
det for en Lie-algebra centrale begreb: Generatorernes ombytningsrelationer. Lad os
imidlertid fgrst se pa et simpelt vigtigt eksempel.

2.4 Tidstranslationer

Vi gnsker at vise, at generatoren P° for tidstranslationer kan identificeres med systemets
Hamilton- eller energioperator (vi betragter kun afsluttede systemer).

Lad os betragte et fysisk system, for hvilket {A} er et fuldstandigt seet af observable.
Lad os se pa den tilstand af systemet, som er karakteriseret ved, at en maling af disse
observable til tiden t = to (¢ er den tid, O bruger i sit system, S) giver resultatet {a}. I
Schrodinger-billedet er den pageldende tilstand tidsafhaengig, og vi betegner den med

|{a}at0;t> (219)

altsa
Ail{a}) tO; tO) = Cl,'l{a}, t07 t0>

[agttageren O’ vil benytte et inertialsystem S’, som er hvile i forhold til S og bruger
de samme koordinatakser som S. Kun er urenes gang i S’ sadan, at S'-tiden ¢’ er givet
ved

t'=t+71
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hvor 7 = a” er tidstranslationen. Af OO’ beskrives tilstanden (2.19) pa den made, at til
tiden t' = to + 7 (nemlig til tiden ¢t = #) giver en maling af sattet {A} resultatet {a}.
Altsa bruger O’ tilstandsvektoren i Schrodinger-billedet

{a},to+ 75t

til beskrivelse af samme tilstand. Pa grund af tids-translations-invarians er imidlertid
tilstandene kun afheengige af tidsforskellene. Dvs at i Schrodinger-billedet bruger O til-
standen |{a},t — ) og O’ tilstanden [{a},t — to — 7). Nu galder vores transformations-
lov (1) for tilstandene i Heisenberg-billedet, som vi her velger at stemme overens med
Schrodinger-billedet for ¢ = 0 1 S, henholdsvis ¢ = 0 1 §’. Altsd bruger i Heisenberg-
billedet O tilstanden |{a}, —to) og O’ tilstanden |{a}, —to — 7) og der gelder derfor

{a},~to =) = ™" [{a}, ~to)

eller (s&t to = —71)

{a},7) =777 |{a},0) (2.20)

der netop udtrykker tidsudviklingen 1 Schrédinger-billedet for en tilstand med Hamilton-
operator H = P°.

2.5 Poincaré-algebraen

V1 gnsker i denne paragraf at finde ombytningsrelationerne (kommutationsrelationerne)
mellem alle Poincaré-gruppens 10 generatorer P* og M*. Dette kaldes at bestemme
Poincaré-algebraen.

Ngglen til dette problem ligger i den made to pa hinanden fglgende Poincaré-

transformationer Virkef pa:
Ay,a Az,az 11
u ( ) Ilu ( ) .TI

T
dvs
™ = Af ,z¥ +df
a:”u — }21 uxlll + al;
= Ay J(A] ,2° +a]) + a5
= (A‘; vAY p)a’"p + ( 5 vay + a;) (2.21)
eller 3
U(A2,0.2) U(Al,dl) = U(AzAl,Azal + (12) (222)

Lad os fgrst seette bade A; = I og A, = I og betragte rene rumtids-translationer.
(2.22) siger da

U([,a2) U([,al) :U(I,a1+a2) =U(I,a1) U(I,az)

3Strengt taget kan vi kun konkludere, at nedenstaende ligning skal vaere opfyldt pa naer en multiplikativ
fase. Man taler da om en stralerepraesentation (jfr. (2.46)).
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Indfgres U(I,a) = e**F"*» og reekkeudvikles til 2. orden i ay og a; fas

- . ]. . ! 1 ! 7
Ulla) Ul ) = [1+i B~ > a’z‘a‘Z’PuP,,] [1 Viat By~ 5 at'a PuPy
= 1+4id'P, +ia" Py — diP,a" P,
1 1
—~§ aga;PuPL, - 5 a‘f GIT PMIP,,/ (223)

Da vi ifplge ovenstaende skal fa samme resultat ved at ombytte a; og as, slutter vi, at
(pas pa rakkefglgen af to P-operatorer)

! ’ 1
ayPuay Py = aiP,ay Py = af Puay P,

eller, da a; og a, er vilkarlige
PPy = PuP,

eller

[P.,P,]=0 (2.24)

Lad os dernzest se pa ombytningsrelationerne mellem P, og M,,. Af (2.22) fas
U(A,0) U(1,a) = U(A, Aa)

og
U(A,0) U(I,a) U™Y(A,0) = U(A,0) U(Z,a) U(A™,0) = U(A, Aa) U(A™Y,0) = U(I, Aa)

hvor vi har brugt (2.22) igen.
Heraf fas hvordan translationsoperatoren transformerer under rene (homogene) Lorentz-
transformationer:

U(A,0)eP " U(A,0) = eiPu(Aal* = giPubva®

eller for infinitesimal a*
U(A,0)[1 +iP,a*|UY(A,0) = 1 +4a,U(A,0)P* UT(A,0) =1+ iP*A,” a,
hvoraf, idet a, er vilkarlig,

U(A,0)P* U'(A,0) = PA* = (A~ P (2.25)

v

der netop er udtrykket for 4-impulsoperatorens transformationsegenskaber, idet A,* ifglge
(2.11) er (A1)~ (jfr. (2.6)).

Da vi allerede har overbevist os om, at P° er energioperatoren, og da komponenterne af
P* transformerer som fire-impulsoperatoren, har vi fuldfgrt beviset for, at generatorerne
for rum-tids-translationer netop er 4-impulsoperatorerne.

Ligning (2.24) viser sa, at alle komponenter er beveagelseskonstanter: De kommuterer
med Hamilton-operatoren P°. Da de endvidere kommuterer indbyrdes, kan de alle bruges
samtidigt til specifikation af en tilstand. Dette er selfglgelig velkendt og ikke overraskende,
men det er instruktivt at se hvorledes det fglger af Poincaré-algebraen.

Vi bruger nu (2.25) pa en infinitesimal Lorentz-transformation

:

U(A,0) = edmw M* ~ 1 4 5

W M* 4+ O(w?)
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(2.25) bliver da
(1+ % oo MP7VPH(1 — %ww MP) = (6%, — wH, )P

hvor vi har brugt

AH, > 6", +w, og (A_I)“U ~ §H, — wH,

Heraf fas ‘ A
% Wy MP7PH % Woe PEMP 4 O(W?) = =, P 4+ O(w?)
eller
DR
1

= =5 welg™ P — g7 P
(2.26)

hvor vi har benyttet, at w,, er antisymmetrisk. Heraf fas, idet w,, er vilkarlig (antisym-
metrisk)

[M#°, P*] = i(¢**P° — g P*) (2.27)

(Bemark, at da w,, er antisymmetrisk, kan vi kun slutte noget om koeflicienter til denne
tensor hvis ogsa disse er antisymmetriske. Enhver tensor kan skrives som halvdelen af
den symmetriserede del plus halvdelen af den antisymmetriserede del. Det er det, vi har

brugt.)
Lad os dernast definere masse-kvadrat-operatoren M? ved

M= P,P* (2.28)

for hvilken
[P, M?* =0 (2.29)

iflg. (2.24). (2.29) viser, at masse-kvadrat-operatoren er translationsinvariant. At den
ogsa er Lorentz-invariant, fglger af

(ME, M*) = [P,P",M*]= P,P°M* — M* P,P*
= P,(PPM" — M*P*) + (P,M*" — M*P,)P*
= P,[P°,M*]|+[P,, M*™]P*  (jfr. (2.27))
= 1 P(P* ¢ = P* ¢*) +«(P* g, — P" g, )P’
= ¢{P'P* - P*P" 4+ P*P" — P'P*} =0
(2.30)

altsa

(M3 M*] =0 (2.31)

Ligningerne (2.24) og (2.27) forteeller, hvorledes 4-impulsoperatoren (dvs 4-translations-
generatorerne) kommuterer med samtlige Poincaré-algebraens generatorer. (2.31) viser
videre, at der findes en invariant kombination: Masse-kvadrat-operatoren.
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Vi mangler at finde de indbyrdes ombytningsrelationer mellem M*““-operatorerne.
Hertil benytter vi pany (2.22) med a1 = ay = 0. Forst bemeerkes, at

U(A,0U A0 =T =U([,0)=U(AA,0) = U(A,0)U(A™,0) (2.32)

altsd at U~'(A,0) = U(A™1,0), et indlysende resultat, vi allerede har benyttet os af.
Dernaest fas af (2.22)

U(A,0)U(A,0)U"(A,0) = U(AA,0)U1(A,0) = U(AAN'ATE0) (2.33)

Vi indseetter nu (2. orden)

UAD) = 1+ %(wM) - %(wM)(wM) , hvor  (wM)=w,, M*
UAN,0) = 1+ %(w'M) - —;—(w'M)(w’M)
UTHA0) = 1= () - é(wM)(wM) (2.34)

Endvidere A = [ +w+ %wQ , N =T+w'+ %w'z , ATt =T—-w+ %w2 1 matrix-notation.
Vi kan opsamle leddene med w - w’ pa begge sider af lighedstegnet i (2.33) og fa

7 l 7 7 1
(. RN s 14 I - - _ /__— !/
(2wM)(2w M) (zw[\/)(QwM) z(ww ww)M
Venstre side skriver vi

1
—waw;a[M“",M””]

Hgjre side er tilsvarende

1 1
‘Q“(Waﬁwlﬂ'y - wc,xﬂwﬁv)MM = 5‘*"#11”:;0 (gpuMw - gprU)

Vi kan fgrst identificere koefficienterne til w,,w;, nar disse er antisymmetriserede i uv og
po. Dette er allerede tilfeeldet pa venstre side af lighedstegnet. For hgjre side fas

1
gvaxw _ g””M’“’ N §(gpuM;w — PP M — g MY + gcpru)

altsa

[M*, M*] = i(—g" M* + ¢°*M* + g™ M** — g"* M**) (2.35)

Dermed har vi fuldfgrt opgaven at bestemme Poincaré-algebraen.

2.5.1 Poincaré-algebraens fysiske tolkning

Vi skal nu studere den fysiske betydning af alle disse ombytningsrelationer og herved
na frem til en bestemmelse af den fysiske betydning af generatorerne. Vi har allerede
set, at translations-generatorerne P* spiller rollen som systemets 4-impuls-operator. Vi
skal specielt se, hvorledes operatorerne M*” indeholder information om systemets spin.
Hertil er det bekvemt at indfgre en ny notation. Den antisymmetriske tensor M* har 6

uathangige komponenter. Vi indfgrer nu to 3-vektoroperatorer J og K som en alternativ
beskrivelse for M*¥ :
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1 .
JL' = — Seijkfw]k 0og ]X’i = [V[i() (236)

&

Bemaerk, at vi bruger graeske bogstaver til Lorentz-indices, som Igber fra 0 til 3 og latinske
bogstaver til seedvanlige 3-dimensionale indices. Symbolet ¢, er det seedvanlige Levi-
Civita symbol:

+ | nar (ijk) er en lige permutation af (123)
€5 =4 — 1 nar (i5k) er en ulige permutation af (123)
0 ellers

Operatorerne J og K har ikke nogen simple transformationsegenskaber under Lorentz-
transformationer, sa vi indfarer ikke gvre indices pa dem. Vi kan ogsa skrive

0 Ky K, K;
-K, 0 —-J; Jy
—]X"z J3 0 —Jl
-Ks —-J; Ji 0

M = (2.37)

Bemerk, at beskrivelsen af tensoren M*’ ved 3-vektorerne K og J er helt analog til
den velkendte beskrivelse af den elektromagnetiske felttensor F,, ved de elektriske og
magnetiske vektorer E og H.

Vi ser, at operatorerne, J; vedrgrer sadanne “Lorentz-transformationer” som ikke
vedrgrer tids-variablen: de sammenblander kun rum-variable. Det viser selviglgelig, at de
er generatorerne for rumlige rotationer. Tilsvarende beskriver generatorerne K netop de
egentlige Lorentz-transformationer. Saledes vil en Lorentz-transformation af formen

o~ iK1

beskrive den sadvnalige “elementare” transformation hvor de to inertialsystemer har
parallelle akser og beveeger sig langs z-akserne i forhold til hinanden. Operatoren K,
omtales derfor som en boost-operator langs z-aksen (amerikansk: en booster kan for ek-
sempel vare en raketmotor, der “booster”, dvs accelererer, raketten op til den gnskede
hastighed). Tilsvarende betegnes K, og K3 som boost-operatorerne langs y- og z-akserne.

Det er nu en triviel gvelse at omskrive ombytningsrelationerne (2.27) og (2.35) ved

hjelp af K og J. Fra (2.27) far vi

[Ji, Pi] = e P,

[Ji,Ps] = O

Ki, ] = @ Pogu

(Ko, ] = —i P (2.38)

Tilsvarende giver (2.35)
[Ji, Jj] = 1 €isk Jk
[Ji,Kj] = ’L fijk Kk
[K;, K] % €k Ji (2.39)

il
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Forst en mere “filosofisk” bemerkning. Viser, at disse ombytningsrelationer i aiminde-
lighed ikke forsvinder. Dette er selvislgelig blot den velkendte situation i kvantemekanik.
Men pa den anden side udledte vi ombytningsrelationerne udelukkende ud fra gruppeteo-
retiske betragtninger, og fra den synsvinkel udsiger den manglende ombyttelighed blot,
at Poincaré-gruppen ikke er kommutativ, altsa at den er, hvad vi kalder ikke-Abelsk. Men
hvor kommer kvantemekanikken overhovedet ind i billedet? En del af forvirringen kommer
af, at vi har sat 2 = 1, samt fra, at den seedvanlige definition af observable indeholder
en faktor A mellem fysisk observabel og symmetri-generator. Indfgres % overalt, vil vi
finde faktorer % pa en del af hgjresiderne af ligningerne (2.38), (2.39). Det er altsa kun
nar h # 0 at identifikationen mellem observable og symmetrigeneratorer overhovedet kan
foretages. Men sa er denne identifikation ogsa et udtryk for selve kernen i kvantefysikken.

Lad os derefter kort gennemga indholdet i de forskellige ombytningsrelationer. Forst
ligningerne (2.38):

1. Den fgrste ombytningsrelation udsiger dels at impulsen transformerer som en 3-
vektor under rotationer, dels at impulsmoment og impuls i almindelighed ikke kom-
muterer og derfor ikke samtidigt kan benyttes til karakterisering af tilstande; se
neeste afsnit.

2. Eunergien er rotationsinvariant og energi og impulsmoment kan benyttes til samtidig
karakterisering af tilstande.

3. Under en infinitesimal Lorentz-transformation eéendrer impulsen sig med et belgb,
der afheenger af energien.

4. Tilsvarende e&ndrer energien sig med et belgb, der afheenger af impulsen.
Tilsvarende tolkes ligningerne (2.39):

1. Impulsmomentet transformerer som en vektor under rotationer, og de forskellige
komponenter kommuterer ikke og kan derfor ikke samtidigt benyttes til karakteri-
sering af tilstande.

2. Boost-operatorerne transformerer som vektorer under rotationer.

3. Den sidste ombytningsrelation indeholder blandt andet den bergmte relativistiske
Thomas-praecessions-effekt, som blandt andet forklarer visse ejendommeligheder 1
atomspektre. Den udsiger for eksempel, at hvis vi fgrst booster 1 z-aksens retning
og derefter i y-aksens retning, begge gange uden at foretage nogen drejning af iner-
tialsystemerne, og bagefter sammenligner det resulterende inertialsystem med det vi
far ved pa passende made at booste i den modsatte raeekkefglge (fgrst langs y-aksen,
sa langs z-aksen), sa vil de to inertialsystemer vere drejede i forhold til hinanden!
Denne effekt er uforstaelig for en fysiker, der er vant til Galilei-transformationer. I
vores behandling er denne interessante fysiske effekt “faldet ud” som et automatisk
resultat af den gruppeteoretiske undersggelse. Vi skal i gvrigt ikke komme neermere
ind pa Thomas-pracessionen.
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2.6 Spin

Af formen (2.37] ses, at generatorerne jgenererer sadanne Lorentz-transformationer som
tkke sammenblander rum- og tidskomponenter, men alene vedrerer rumkomponenterne.
Det er derfor klart, at J ma vere nart forbundet til generatorerne for rotationer. At
normaliseringen ogsa er den saedvanlige folger af de fgrste ligninger (2.39), der viser at J
adlyder de sedvanlige ombytningsrelationer for anguleert moment. Af (2.38) ses, at Ji
almindelighed ikke kommuterer med P*. Vi kan altsa ikke benytte jog P* til en samtidig
karakterisering af en fysisk tilstand. Dog er der en sardeles vigtig undtagelse herfra, som
vi vil udnytte til at definere spinnet for et massivt fysisk system.

Vi har tidligere set, at ethvert fysisk system har en invariant masse-operator. Vi
betragter nu et system i en egentilstand af P# og altsa ogsa i en egentilstand af M? =
P,P*, som vi antager # 0. For sadan et system i en egentilstand af P* eksisterer der et
inertialsystem, hvor egenverdien af Per=90 (kort 3-impulsen er 0). Dette inertialsystem
kaldes hvilesystemet eller tyngdepunktsystemet eller centre-of-mass systemet (c.m.) for
det fysiske system.

Af ligningerne (2. 38) fglger, at i c.m. forsvinder alle matrizelementer af kommutat-
orerne mellem J og P*. Altsa kan vii dette system bruge operatorerne J til en karak-
terisering af vores fysiske system uden at forstyrre den omstendighed, at P = 0 her.
Operatorerne J benavnes spinoperatorerne i dette system. Fra kvantemekanikken ved vi,
at egentilstande af J kan karakteriseres ved de ombyttelige operatorer J 2 og Js, som har

egenverdier af formen

j(G+1) med ;7 = 0, =, 1, =,... for J?
j3 = _jv —j'}f'l?---vj—l, ] for J3 (240)

Stgrrelsen j kaldes spinnet af det pageldende fysiske system. Det findes altsa ved at
studere systemets transformationsegenskaber under rotationer i hvilesystemet.

Spinoperatoren, J transformerer ikke pé simpel made under Lorentz-transformationer,
men der findes en anden, nyttig operator, som er naert beslegtet med J og som trans-
formerer som en (pseudo-) 4-vektor. Det er polarisationsoperatoren W?. Den defineres
ved

1
W? = e M, P, (2.41)

hvor €**?? er den 4-dimensionale Levi-Civita tensor:

+ 1 nar (pvpo) er en lige permutation af (0123)

e’ =¢ — 1 nar (pvpo) er en ulige permutation af (0123)
0 ellers
Qvelse: Vis, at €,,,, = —€**?7 ved at sanke indices.

Det er umiddelbart fra definitionen (2.41), at W° transformerer som en 4-vektor under
homogene egentlige Lorentz-transformationer. Under paritetstransformationer skifter 3-
delen ikke fortegn. Den kaldes derfor en pseudo-4-vektor. Dens slegtskab med J ses
ved at betragte alle matrizelementer af den 1 c.m.-systemet, hvor P, har egenverdierne
P, = (m,0,0,0), og hvor m er systemets masse. Idet vi nu underforstér, at vi betragter
sadanne matrixelementer, har vi:

wWo=0
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da summen pa hgjre side af (2.41) giver nul med mindre p = 0. Men her giver den ogsa
nul, da ¢ =0 og €*¥?? er antisymmetrisk i p og o.
For W' med i = 1,2,3 fas tilsvarende kun bidrag, nar p = 0, i hvilket tilfzelde vi far

. 1 .
W' = —g[e“"O’MW -]
som let ses at give

W =mdy, W2=mdy, Wi=md, (2.42)
ved brug af (2.37).

Den Lorentz-invariante operator

W, W (2.43)

kommuterer med alle Poincaré-algebraens generatorer og kan derfor benyttes pa tilsva-
rende made som M? = P, P til en invariant karakterisering af “elementarpartikler”. At
W,W? kommuterer med M,, fglger simpelthen af, at M,, er generatorerne for Lorentz-
transformationer, men W,W? er invariant under sadanne. At W, W’ kommuterer med
P, kommer af, at W, selv kommuterer med P,, hvilket igen fglger af, at dette abenbart
er sandt i tyngdepunktsystemet ifglge det foregaende, samt af at [W,, P,] er en Lorentz-
tensoroperator.
Hvad vi hermed har laert er, at operatorerne

M?= P, P* samt W, W?

er invariante operatorer, som kommuterer med alle Poincaré-generatorer. Dette betyder,
at vi- uanset bevaegelsestilstanden for det fysiske system - kan bruge egentilstande af disse
to operatorer til at karakterisere systemet. Her har vi brugt, at alle bevagelsestilstande
af systemet heenger sammen ved Poincaré-transformationer, altsa at systemets tilstande
transformerer irreducibelt under Poincaré-gruppen (jfr. afsnit 2.1). Egenverdierne er
Lorentz-invariante samt tidsuafhangige (kommutation med P?). Vi har simpelthen be-
vist, at masse og spin er uforanderlige, karakteristiske egenskaber ved afsluttede (irredu-
cible) fysiske systemer sasom elementarpartikler.

Vi understreger, at vores behandling af spin var helt afhengig af antagelsen om, at
systemets masse var stgrre end nul. Masselgse partikler spiller ogsa en stor rolle i elemen-
tarpartikelfysikken, og for dem ma vi derfor give en anden behandling. Vi skal komme
tilbage hertil i afsnit 2.8.

2.7 Helicitet

Heliciteten af en partikel er spinnets projektion pa impulsens retning:
J.P

H= (2.44)
| P|

(Bemeerk, at der ikke er de store problemer forbundet med at definere, hvad man forstar
ved den inverse af \ﬁ |, selv om dette er en operator. Det er nok at definere den pa et
fuldsteendigt szt, og som et sadant kan vi simpelthen vzlge egentilstande af P, og her
er der ingen tvivl - uden for hvilesystemet.) Denne operator er abenbart rotationsin-
variant. For den praktiske beskrivelse af relativistiske partikler med spin er heliciteten



2.8 Masselose partiklers spin 47

ofte at foretrazkke frem for spinprojektionen pa en fast akse (z-aksen), som normalt er
den foretrukne beskrivelse i urelativistisk kvantemekanik. Dette heenger sammen med, at
spintilstande altid ma defineres i hvilesystemet. Tenker vi os imidlertid en spintilstand
langs huilesystemets z-akse, er det ikke sa klart, hvorledes vi skal interpretere denne til-
stands beskrivelse i det system, hvor partiklen har impulsen p. I almindelighed vil jo
nemlig den Lorentz-transformation, der forbinder hvilesystemet med laboratoriesystemet
tkke kommutere med den rotation, der forbinder impulsens retning med z-aksens retning.

Disse komplikationer forsvinder med helicitetsbeskrivelsen, hvor den Lorentz-trans-
formation, der forbinder hvilesystemet med laboratoriesystemet, har samme retning som
spinnet, saledes at der ikke bliver mulighed for flertydighed, idet den pagaldende Lorentz-
boost kommuterer med heliciteten iflg. (2.40). Den anden made at anskue problemet pa er
at teenke sig det totale angulere moment opbygget af en “banedel” 7x fog en indre “spin-
del”. For en kvantemekanisk partikel med bestemt impuls er banedelen ikke veldefineret
(7 og 7 kan ikke samtidigt specificeres), men dens projektion pa p’er 0, saledes at J-P
entydigt vil veere givet ved spindelen alene.

Lad os slutte med at beskrive i detalje hvorledes helicitetstilstande konstrueres.

Vi betragter en partikel med masse m og spin j. Vi gnsker at angive, hvad vi forstar
ved tilstanden

l7,m:; P, A) (2.45)
hvor p er partiklens impuls og A dens helicitet:
/\:—"j? —'j+19"'7 j"la ]

Vi betragter fgrst tilstanden
|j7 m; 07j3 = /\‘>
af partiklen i dens hvilesystem (§ = 6), hvor spinnets projektion pa 3-aksen har veerdien

A.
Lad nu Z, vere en “boost-operator” i 3-aksens (z-aksens) retning, som svarer til

Lorentz-transformationen fra p* = (m,ﬁ) til p* = (p°,0,0,p), hvor p = |p] og
(p°)? — p* = m®. Vi ved, at Z, er pa formen
Z, = e"Ka¢
hvor ( er et reelt tal, hvis veerdi vi ikke vil interessere os for. Lad nu p ’s retning vere
specificeret ved poleere vinkler § og . Vi definerer sa

Gy miBLA) = e eI e¥ieTe e m Gy = A) (2.46)
Laseren opfordres til at ggre sig fortrolig med den successive virkning af de forskel-
lige boost- og rotationsoperatorer. Definitionen (2.46) indeholder en bestemt konvention

angaende fasevalg for tilstanden. Vi skal dog ikke komme narmere ind pa disse tekniske
detaljer.

2.8 Masselgse partiklers spin

Vores definition af spin har veeret baseret pa at betragte forholdene i hvilesystemet, som
ikke eksisterer for masselgse partikler. Vi ser ogsa af (2.42), at

W,W? «cm? =0 (2.47)
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for m = 0, saledes at denne invariant ikke indeholder saerlig meget nyttig information for
masselgse partikler.

Vi vil imidlertid nu bevise, at for en masselgs partikel er (middelveerdien af) po-
larisationsoperatoren W9 proportional med (veerdien af) 4-impulsoperatoren, samt at
proportionalitetsfaktoren kan fortolkes som partiklens Aelicitet.

Forst bemeerkes, at

(W,, P\ =0 (2.48)

Dette folger af definitionen (2.41) for W, og af ombytningsrelationerne (2.27) og (2.24).
Dvelse: Vis dette !

Det folger heraf, at vi kan veelge tilstande, |p, w), som er samtidige egentilstande af bade
fire-impulsen og polarisationsoperatoren. Den sidstes egenveerdi kalder vi polarisationsv-
ektoren, w*:

W¥p,w) = w”|p,w).

Vi indleegger koordinatsystemet, sa
p* = (p,0,0,p) (|1 = p° for en masselgs partikel).
Af definitionen (2.41) fglger straks, at
WP, =0

idet W7 P, = —% """ M,., P,P,, og P,P, er symmetriski(p, o), da P, og P, kommuterer,
medens €7 er antisymmetrisk.
Vi har da

pow’ =0 (2.49)
Endvidere havde vi

waw® = 0 (2.50)
idet

0= (p,w|W”W(,|p,w> = wa<p,w|W"|p,w) = w,w"(p,w|p,w)

(2.49) giver p(w’-w?)=0 , W=uv'=w ;
(2.50) giver sa (w')? + (w?)> =0, eller w*=w?=0.
Altsa har vi w* = (w,0,0,w) eller

wh = Ap* (2.51)

Men da bade p* og w* transformerer som 4-vektorer, fglger det at konstanten A er
uafh@ngig af inertialsystemet. For en hvilken som helst 4-vektor n* kan vi ogsa skrive

N
wn,

PNy

A=

hvor vi altsd ma fa samme resultat for alle 4-vektorer n* (vi bgr dog ikke veelge n* o p#,
idet s& A" ="0/0). Vi benytter nu definitionen (2.41) for W og far

(pIW7p)n,  —3 ¢ (p| M, [p)p,n,

= (p*n,) (p*ny)
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Lad os udregne dette udtryk for n, = (1,0.0,0) :
— 3 {e**°ps(p| M, Ip) + % pa{p| Mo |p) + € py (pI M, |p) )

A =
pO
__{=ps(pIM:|p) + p2(p[Mrsip) — p1(p|Mas|p) }
Po
() el + b))
Po
- ﬁ‘pi‘” - %‘Q idet |7 = po (2.59)

Hermed har vi bevist, at A kan fortolkes som den masselsse partikels helicitet.
Imidlertid er der nu en fundamental forskel pa helicitetsforholdene for massive og
masselgse partikler. For en massiv partikel med spin j kan vi konstruere helicitetstilstande
med alle veerdier af A fra —7 til j {spring pa 1). Dette skyldes, at vi kan ga til partiklens
hvilesystem og derefter booste i en ny retning. Har vi saledes en partikel med impuls p,
spin 7 og helicitet A = 47, ilaboratoriesystemet vil partiklen have impuls —7 og helicitet
A = —7 1 det inertialsystem, som fremkommer ved fgrst at booste til hvilesystemet og
derefter booste til et system, hvor partiklen har samme hastighed, men modsat retning.
En sadan mulighed er helt udelukket for masselgse partikler. Her er

w* = A\p*

en identitet, som gelder eksakt i alle inertialsystemer! Masselgse partikler findes overho-
vedet kun med €n eneste helicitet a priort/ Den numeriske verdi af A ben@vnes spinnet
for den masselgse partikel.

Et godt eksempel udggres af neutrinoerne. Eksperimentelt er neutrinoer masselgse
partikler, hvis helicitet altid er —1/2 : Neutrinoen er venstrehandet. Antineutrinoer har
altid helicitet = +1/2. Dette sidste fplger af almindelige forhold vedrgrende beskrivelse
af fermioner.

Lidt anderledes forholder situationen sig med fotoner. Fotoner findes faktisk med hel-
icitet 41 savel som med helicitet —1 (men ikke med helicitet 0 !). Dette hanger sammen
med, at de elektromagnetiske vekselvirkninger er invariante under paritetstransformatio-
ner (se kap. 5). Under en paritetstransformation gar en tilstand med helicitet A over i
en tilstand med helicitet —A. Som bekendt er de svage vekselvirkninger ikke invariante
under paritet. Vi kan derfor ikke slutte os til eksistensen af hgjrehandede neutrinoer ud
fra eksistensen af venstrehandede neutrinoer i dette tilfelde.

[ naste afsnit skal vi undersgge virkningen af paritetsoperatoren generelt.

2.9 Paritet

Paritetstransformationen af koordinaterne af en begivenhed er defineret ved
P: t—->t ; IT-—-%

Denne transformation kan opfattes som det “normale” resultat af en bestemt Lorentz-
transformation (P), som blot ikke er forbundet kontinuert med identiteten. Denne meget
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“speciclle” Lorentz-transformation’s matrix vil vi betegne med P*, (i stedet for A#,). Vi

har altsa
# — '™ = P*, ¥ (2.53)
Matricen P*, er pa formen
1 0 0 0
g -1 0 0
17 -
Fle=19 90 1 o0 (2:54)
g 0 0 -1

Det er klart, at P2 = I eller P~! = P. Vi kan endvidere finde transformations-
egenskaberne for energi, impuls, spin etc. pa saedvanlig made af kompositionsloven for
Poincaré-transformationer (2.22) :

U(Az,a2)U(A1,a1) = U(A2A1, Azay + ay)
Heraf fas, med U(A;,a2) =P = U(P,0) :
PU(A,a) = U(P-A,P-a) ,og (2.55)
PU(A,a)P™! = U(PA,Pa)P = U(PAP, Pa) (2.56)
Lad os se pa sammenhaengen mellem 4-vektorerne a* og (P - a)* :
(P-a)*=P*, a’ = (a° ~d) = (ap)” (2.57)

Vi ser, at 4-vektorerne a* samt dens “paritetstransformerede” a% har samme tidskompo-
nent - men modsatte rumkomponenter.
Videre galder, idet A er en homogen, egentlig Lorentz-transformationsmatrix:

(AP)“L, = (P A p)uy — P“,,APUP”,, — ZgupApagw
P\

Resultatet af paritetstransformation af A kan sa anskueligggres pa fslgende figur:
|

Felterne med minus-tegn viser komponenter af Ap, som har modsat fortegn af de tilsva-
rende komponenter 1 A. Tilsvarende har de tomme komponenter samme veerdi som i

A.

Lad os nu betragte en Poincaré-transformation, som er en infinitesimal translation:

A,

A¥, = 6 og a = (ba)*
U(A,a) = e ~ [ 4 i6a,P*
(2.58)

Vi har sa:
PU(A,a)P~! = P(I + iba,P*)P~' = I + iba,PP*P! (2.59)




2.9 Paritet 31

(Bemark: P er en (uniteer) operator, og P* er (4) Hermiteske operatorer. éa, er fire reclle
tal, som P ingen virkning har pa. Omvendt er P*, ikke en operator, men blot en reel
matrir med komponenterne (2.54)]. Endvidere galder iflg. (2.56)
PU(A )P~ = U(PAP,Pa)=U(I, P (éa))

= U(I,(éa)p) = I + i(bap),P* (2.60)
Ved sammenligning med (2.59), (2.57) og (2.60) fas (idet komponenterne af éa, kan antage
alle mulige infinitesimale verdier)

PPP = +P°

PPP = -P (2.61)

Hermed har vi vist, at 4-impulsoperatoren transformerer under paritet, ganske som vi

ventede det.
Pa helt tilsvarende maéde findes ved at betragte en infinitesimal homogen Lorentz-

transformation:

PKP' = -K
PIPT = +J (2.62)

altsa boostoperatorerne transformerer som en poleer vektor, anguleer moment operatorerne
som en axial vektor. Det ses let, at K og J transformerer som vektorer under rotation.

Ovelse: Gennemfgr detaljerne.

For helicitetsoperatoren findes sa
J-P
PHP™! = P ( B ) P!

PJP~' . PPP! 4] (-P)
| P| P
= -H (2.63)

hvor vi har benyttet, at |P| er invariant under P (der galder jo nemlig |P| = [(P°)? —
Mz]% og P° er invariant under P). Vi ser, at helicitetsoperatoren transformerer som
en pseudoskalar under paritet (men husk, at H ¢kke er en Lorentz-invariant for massive
partikler, blot en rotationsinvariant).

Vi ser ogsa heraf, at for en helicitetstilstand med impuls p og helicitet A

P, A)
fas for den paritetstransformerede tilstand, [p, A)p = P|p, A) :
Plg,Np = PPIFN) = —=PPI5,N) = —5PI5,\) = —Fl5, \r
Og HIp, A p = HPIp,A) = ~PHIF,A) = =AlF. A)p (2.64)
hvor vi brugte PP = —PP, jfr. (2.61). Vi ser, at den paritetstransformerede tilstand

har modsatte egenveerdier af P og H i forhold til den oprindelige tilstand. Hvis sattet af
helicitetstilstande er fuldsteendigt, kan vi da slutte, at

7, A)p = PIp, A) = n|—=p, =) (2.65)



POINCAREGRUPPEN

(]
18

hvor n er en fasefaktor, der altid kan velges reel, og som er udtryk dels for et konventi-
onsvalg, dels for hvad vi kalder partiklens (systemets) indre paritet.

For at na en definition af begrebet indre paritet uafhengigt af sadanne fase-
konventions-valg, ma vi se pa egentilstande af paritetsoperatoren. Sadanne egentilstande
kan da ikke veere impulstilstande, eller rettere: for impultilstande ma vi kreeve p = 0, altsa
ga til hvilesystemet. Det kan vi gare for massive partiler, men ikke for masselgse. Vi ser
ogsa at vi heller ikke kan benytte helicitetstilstande, men for massive partikler derimod
godt spintilstande med spinnet kvantiseret langs en fast akse i hvilesystemet.

For masselgse partikler, ma vi se pa sadanne superpositioner af impuls- og helicitets-
tilstande at resultatet bliver en egentilstand af paritetsoperatoren. Men for sadanne su-
perpositioner er paritets-egenveerdien delvist en funktion af tilstandens impulsmoment, og
det bliver til dels en definitionssag hvilket bidrag vi veelger at kalde “den indre paritet”.



Kapitel 3

ELEMENTAR
KVANTEFELTTEORI

3.1 Umuligheden af relativistisk Schrodingerteori

I den elementare kvantemekanik leerer vi, hvorledes enkeltpartikeltilstande beskrives i
Schrodingerbilledet. Beskrivelsen er baseret pa eksistensen af en bglgefunktion v(Z,t) =
(Z|t), som er det kvantemekaniske overlap mellem den tidsafheengige tilstandsvektor |¢)
og tilstandsvektoren {Z|, som beskriver en lokaliseret tilstand af partiklen svarende til, at
partiklen er pa stedet T (i.e. er i en egentilstand af sted-operatoren med egenverdien, 7).
Overgangen fra en beskrivelse ved de klassiske variable, energi £ og impuls p, fas da ved
1 de klassiske bevagelsesligninger at substituere (A = 1)

E—m’%
.0 .0 .0
Dz — _Z_é;; y Py _25; N "’35; (31)

Udtrykket for den frie Hamilton-funktion

_g- P
E—H_-Zm

bliver sa til Schrédinger-ligningen for en fri partikel

hvor disse differentialoperatorer skal virke pa Schrodinger-bglgefunktionen.

Straks efter fremkomsten af denne formalisme meldte sig spgrgsmalet om en Lorentz-
invariant generalisation. Denne generalisation viste sig uhyre meget vanskeligere, end
man fgrst kunne vente. Efter adskillige forgeves forsgg naede man til den erkendelse,
at en direkte generalisation overhovedet ikke er mulig. Derimod fgrte anstrengelserne
til udviklingen af den relativistiske kvantefeltteori i 30’erne. Det er denne udvikling, vi
her kort skal gennemga og dermed iszer interessere os for en konsistent beskrivelse af
fermioner, - en beskrivelse, vi i neeste kapitel vil fa brug for i kvarkmodellen, og som
vi senere skal bruge ved gennemgangen af de moderne teorier for elementarpartiklernes
vekselvirkninger: Standardmodellen.

53
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Farst bemerker vi, at operatoroversattelsen (3.1) har et kovariant udseende

P = (p°,p) — [i% , —iV)=+1 5% = 410" (3.2)
et forhold, vi allerede ved, haenger ngje sammen med, at 4-impulsoperatoren er generatoren
for rum-tidstransiationer, som jo igen netop kan reprasenteres ved 10, nar den skal
virke pa en funktion af (z#). Bemeerk her, at det er helt afgprende for kovariansen, at
Planck’s konstant for energier og frekvenser er eksakt den samme som Planck’s konstant
for impulser og bglgeleengder. Det ville ikke have vaeret ngdvendigt i en urelativistisk
verden.

Da nu 4-impulsen oversattes kovariant, kunne man teenke sig at erstatte Schrédinger-
ligningen med en invariant ligning fremkommet ved at anvende det relativistiske udtryk
for energien i stedet for p?/2m:

) = (7 = m?
eller med (3.2)

(10,)10")1(z) = mP*y(z) eller

(—5;5+62) w(z) = mip(z) eller

fl

92
(_8—255 + A) () m¥p(z)  eller

(=0 -mH(z) = 0 eller

(O+m¥y(z) = 0 (3.3)

(hvor O = 9§,0%). Alle disse =kvivalente ligninger, som altsa blot udtrykker, at
P,P* = m? for en relativistisk partikel, benavnes Klein-Gordon-ligningen og var fgrste
forsgg i retning af en Lorentz-invariant Schrodinger-ligning. Det er da ogsa indlysende, at
ligningen har lgsninger, der synes brugbare til beskrivelse af relativistiske partikler med
4-impuls p*:

bp(a) = 7P (34)

er trivielt en lgsning, safremt P, P* = m?. Vi genkender formen fra bglgefunktionen for
en fri partikel i urelativistisk kvantemekanik

¢p($) — e-—iEte-Hz‘-gB’

Her er ganske vist E = p® —m, men fasefaktoren e ~*™ har ingen observable konsekvenser,
sa forelgbigt synes alt godt. Imidlertid er desveerre ogsa (3.4) en lgsning, hvis p® < 0 (nar
blot (p°)? — (p)? = m?), men en sadan lgsning synes at unddrage sig fysisk interpretation.
Vi kan heller ikke blot erkleere disse lgsninger med negativ energi for ufysiske. Det kan
nemlig vises, at der via vekselvirkninger altid vil kunne ske overgange fra lgsninger med
po > 0 til dem med pg < 0. Denne omstandighed hanger sammen med, at hvis vi
paleegger betingelsen p® > 0, danner lgsningerne (3.4) ikke noget fuldsteendigt seet. Vi
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skal senere se i feltteorien, hvordan disse losninger kommer til at optracde som koeflicienter
til annihilationsoperatorer. og enhver modstrid kan herved undgas.

Lad os imidlertid kort fuldfgre den historiske gennemgang. Dirac bemerkede, at
Klein-Gordon-ligningen havde en anden skavank i forhold til Schrédinger-ligningen: Den
indeholder ingen 1. afledet mht tiden, kun en 2. afledet; men det betyder, at ligningen
slet ikke lgses ved et sesedvanligt randproblem med begyndelsesvaerdier for (0, 7). Det
syntes nerliggende at antage, at denne skavank var beslegtet med forekomsten af bade
positive og negative lgsninger til ligningen

(") = (P =m? eller p°=+ym?+p?

Dirac satte sig derfor det mali en eller anden forstand at “uddrage kvadratroden” af Klein-
Gordon-ligningen pa en sadan made, at problemet om de negative energier kunne undgas.
Dette forte til en af de vigtigste begivenheder i fysikken i dette arhundrede: Opstillingen
af Dirac-ligningen, som vi nu ved danner udgangspunktet for studiet af fermioner (se afsn.
3.51f). Men ligningen lgste overhovedet ikke problemet om de negative energier.

Baggrunden for disse problemer kan fores tilbage til selve definitionen af begrebet: en
enkeltpartikel bglgefunktion

¥(Z,1) = (Z[t)

som abenbart benytter eksistensen af lokaliserede tilstande |Z). Sadanne lokaliserede
tilstande kan udmaerket konstrueres 1 urelativistisk kvantemekanik:

— ddp —1p-T 17
‘$7t>5/(27r)3|ﬁ> e"PE ot

som er lokaliseret for tiden ¢ = 0. Man har nemlig

& &y
@0 = [ G [ G ime T e

(2r)3 ) (27)
dp IR
= | GaplrO e T e (3.5)
som for ¢ = 0 giver
Bp  swis
/ e = 8E-E) (3.6)

Ligning (3.6) viser, at tilstandene |Z,t) er orthonormerede, (for t = 0) samt at seettet
{lp)} er fuldsteendigt. Et tilsvarende argument viser, at tilstandene {|p)} kan udvik-
les pa tilstandene |Z,t), som derfor danner et fuldsteendigt seet. Undervejs anvendte vi
normeringsbetingelsen
(F'lp) = (2m)*6°(F — §")

men denne er ikke invariant. Argumentet kan hgjst geelde 1 et bestemt inertialsystem, og
i gvrigt er jo heller ikke 63(Z7 — ') invariant. Vi kan forsgge at anvende den invariante
normering

(p'Ip) = 2p° (27)°6° (5 ~ B")
I sa fald vil vores konklusioner kunne opretholdes i alle inertialsystemer. Desveerre viser
det sig sa, at de konstruerede tilstande ikke bliver lokaliserbare, i hvert fald ikke hvis vi
kun bruger tilstande med p® > 0. For en narmere redeggrelse henvises til opgaverne.
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Konklusionen er, at vi i relativistisk kvantefysik helt ma opgive at arbejde med nogen
generaliseret Schrodinger-ligning. Klein-Gordon-ligningen og Dirac-ligningen vil vise sig
at genopsta med fornyet glans, men kun som bevagelsesligninger for feltoperatorer.

V1 har set, at selv for frie partikler udger systemet af enkeltpartikeltilstande med po-
sitiv energi ikke noget fuldsteendigt seet! Man kan spgrge, hvilke tilstande et fuldsteendigt
seet sa bestar af. Svaret vil vise sig at veere: Nulpartikeltilstanden (vacuum), enkel-
tpartikeltilstande, 2-partikeltilstande, 3-partikelstande, ..., hvor alle tilstande indeholder
identiske partikler. Hermed er vi imidlertid fert til at betragte et fysisk system med
wendeligt mange frihedsgrader, nemlig (for eksempel) 4-impulskomponenterne for hver af
de vilkarligt mange partikler. Denne situation er radikalt forskellig fra den urelativisti-
ske, hvor vi kan betragte enkeltpartikeltilstande for sig: Her har vi kun 3 frihedsgrader:
Pzy Py Pz

Som vi skal se, synes feltteorien som skabt til denne nye situation. En klassisk feltteori
er beskrevet ved en kontinuert mangfoldighed af frihedsgrader: Feltvariablen ¢(Z, )1 hver
begivenhed. Kvantiserer vi et sadant klassisk felt, bliver antallet af frihedsgrader diskret,
og tilstande af feltet viser sig at have en naturlig fortolkning som tilstande med forskelligt
antal identiske partikler.

Desverre kan dette program kun gennemfgres pa en helt simpel made for spin-0 partik-
ler, af hvilke vi ikke kender nogen fundamentale (7-mesoner antages at besta af kvarker og
altsa ikke at veere fundamentale partikler. Selv om man godt kan indfgre et effektivt n-felt,
bliver en feltteoretisk behandling yderst kompliceret undtaget i simple approximationer).
De fundamentale partikler, som vi gnsker at behandle, er kvarker og leptoner (spin-;
fermioner) samt fotoner, gluoner og intermediere vektorbosoner (spin-1 gaugepartikler).
I begge tilfzelde byder den feltteoretiske behandling pa komplikationer. I GSW-teorien for
de svage og elektromagnetiske vekselvirkninger, indfgres dog ogsa sakaldte Higgs-bosoner,
som netop er spin-0 partikler, muligvis endda ligesa “fundamentale” som de gvrige par-
tikler i Standardmodellen. Higgs-partikler er (endnu?) ikke observeret eksperimentelt.

Under alle omstandigheder behandler vi farst spin-0 felter af rent paedagogiske grunde.

3.2 Klassisk feltteori

Lad os fgrst minde om den kanoniske beskrivelse af systemer med et endeligt antal fri-
hedsgrader {g;}. Det fysiske system er karakteriseret ved en Lagrange-funktion

L(q‘iv ql)

af de generaliserede koordinater {¢;} og de tilhgrende hastigheder {¢;}. Systemets tids-
udvikling mellem de to konfigurationer

fra (q§1’(t1)) til (q§2)(t2))

findes ved at udveelge den bane i konfigurationsrummet, som minimerer virkningsintegra-
let

t2
Sttat) = [ Lia(t). u(t))at
1
Betingelsen 65 = 0 fgrer da til Euler-Lagrange-ligningerne

d 0L 0L ,
E%—EE—O (31)
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[ almindelighed benaevnes storrelsen
pl - 8q1 ( ’L}

som den kanonisk konjugerede impuls til ¢;. For kanoniske systemer kan ligningerne

pi = pil{g},{q})

loses, sa vi far udtrykt hastighederne ved impulserne. Indsettes disse udtryk for hastig-
hederne i Lagrange-funktionen og udfgres Legendre-transformationen

H(p,q) = pq ~ L(q,q) (3.9)

hvor altsa {¢} skal udtrykkes ved {p} og {q}, fas Hamilton-formalismen. Bevagelsesligningerne
kan sa skrives som Poisson-parenteser

OH oH
s H} = =q wHy=———=p; 3.
{g:;, H} i, = ¢ {p:, H} 5y =P (3.10)
og der gelder
{g;,pi} = & (3.11)
hvor { , } er Poisson-parentesen.

Vi generaliserer nu denne formalisme til at inkludere systemer med en kontinuert
mangfoldighed af frihedsgrader. Det fysiske system, vi gnsker at betragte, beskrives ved
ct felt

P(Z,1)

hvis vaerdi 1 hvert punkt repreesenterer en ny frihedsgrad. Hvis vi skriver
wz(t) 1stedet for (Z,1)

kan vi gare analogien til det diskrete tilfeelde tydeligere. I stedet for ¢ skriver vi . Bade
q og ¢ er funktioner af tiden ¢. I stedet for index ¢ pa ¢q har vi nu et kontinuert index 7
pa p

q:(t) — pa(t)
Vi gor analogien endnu tydeligere ved en approximativ beskrivelse, hvor vi opdeler rum-
met i sma terninger af stgrrelsen AV; omkring “gitterpunkter” Z;. Vi indfgrer sa mid-

delvaerdien !

ilt) = ——
wilb) AV; Jiavy

Som i det diskrete tilfelde er systemets dynamik fastlagt via en Lagrange-funktion,
som afhznger af de generaliserede koordinater {©;} og disses tidsafledede

L = L{{r}:{#}) (3.13)

Vi indskraenker os nu til at betragte sakaldte lokale teorier: Sadanne, hvor Lagrange-
funktionen kan skrives som en sum

L= Z AVz‘ﬁi(@i(t)v (»bi(t)v ‘Pz':ts(t))

&Pz o(F,1) (3.12)
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hvor de enkelte led i summen kun atheenger af feltveerdien i det tilhorende gitterpunkt samt
dettes “lokale omegn”, samt af den tidsafledede af feltet (den generaliserede hastighed):
(@ixs. ©i). Den kontinuerte generalisation heraf lyder

- /de c (3.14)

hvor B
L= L{p(Z, ), o(Z,t), Vo(T,1))

hvor altsa L kan skrives som et rumintegral over en Lagrange-t@thed, der kun afhenger
af feltet i det pageeldende rumpunkt, samt af feltets 1. afledede. Denne indskrenkning
til athengighed af de 1. afledede er den naturlige kovariante generalisation af hastigheds-
afheengigheden i sedvanlig Lagrange-formalisme.

Systemets tidsudvikling fastlegges ved at forlange, at virkningsintegralet er minimalt,
nar der palaegges faste begyndelses- og slutkonfigurationer for feltet:

0=65=5[" dt Li{w(t)}  {#(0}) = 6 [ dt PaLlple) , Duple)

hvor vi nu skriver rum- og tidsvariable sammenfattet som (Z,¢) = (), og rum- og tidsaf-
ledede sammenfattet som d,¢(x). For at udfgre variationen betragter vi sa to forskellige
feltfunktioner

plz)  og  lz)+ép(z)

som kun afviger infinitesimalt. Sa er

55 = [ £ (sl +0te) , 254592 ) ~ [t Liota) 55
= [ |clete) duple >>+5¢£z>§‘—+6<0“w>5%¢—)—w(x>,auap(z:))
= [ [6v(x>ﬂ+6(au<p)a££ )] (3.15)
Nu er

8(0up) = 0ulp + 8¢) — Oup = Oup + 0ubio — Oup = Db

Indfgres dette og integreres partielt under hensyntagen til, at ép = 0 for ¢ = oo og alle
|Z| pr. definition af virkningsintegralet, medens ép = 0 for || = oo og alle ¢ pr. antagelse
om, at det fysiske system er begraenset, fas

oL
= [d'z|é — 800, ————
0= [ e o655 - w0z
eller, idet é¢ er arbitreer, or or
3} = _— 3.16

Disse ligninger er de generelle Euler-Lagrange-bevaegelsesligninger for enhver feltteori.
Bemeerk, at virkningsintegralet er en Lorentz-invariant, og at Lagrange-tetheden er en
Lorentz-skalarfunktion, medens Lagrange-funktionen ikke har simple transformationse-
genskaber under Lorentz-transformationer.
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Ovenstaende generaliseres umiddelbart til situationer, hvor £ afhanger af flere felter:
oelx)y s r=1,2,--- . (3.16) geelder sa for hver komponent for sig.

Lad os nu ga iilbage til den delvis diskrete formulering (3.12), (3.13) og se pa de
kanonisk konjugerede variable:

oL
(1) d¢i(t)

der viser, at det i det kontinuerte tilfzelde er mest naturligt at tale om en kanonisk kon-
jugeret impulstethed

= AV mit) (3.17)

0L
¢(z)
Af Poisson-parentesen {¢,(t). p:(t)} = é;; fas sa

(3.13)

m(z)

{;(t), pilt)} =0y (samme ¢ )
eller
A Vi{p(Z),t), 7(2,t)} = &;;

Heraf fas, at {¢(Z,t), m(Z',t)} er en funktion med den egenskab, at nar man multiplicerer
den med et volumenelement og summerer bidragene, hvor £’ vandrer over hele rummet,
fas é,;. Endvidere ses det, at {¢(Z,¢), w(Z’,t)} =0, hvis 7' # 7. Altsa

{p(@,1), m(Z' 1)} = (7" — 1) (3.19)
Af udtrvkket for Hamilton-funktionen

H:ZPidi—L

fas

H= /dsiv H
hvor Hamilton-tetheden er givet ved
H = n(z)o(z) — L(p, up) (3.20)

og hvor udtrykket (3.18) for 7(z) som funkition af ¢(z), Ve og ¢(z) skal lgses, s& ¢
bliver udtrykt ved n(z), o(z) og Ve(z).

3.3 Kanonisk kvantisering

Overgangen for klassisk mekanik til kvantemekanik foretages i feltteorien bedst i Heisen-
berg-billedet, hvor operatorerne er tidsafhangige, mens tilstande er tidsuafthangige. Dette
giver den eneste symmetriske behandling af den rum- og tidsafthangighed af feltoperato-
rerne, som vi har 1 den klassiske teori.

Et system med et endeligt antal frihedsgrader kvantiseres som bekendt ved at postulere
ombytningsrelationer

[pi(t), q;(t)] = —ib;; (3.21)
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Vi kan sammenligne med det klassiske udtryk for Poisson-parentesen

{p:(t), q;(t)} = =

og herved formulere princippet om kanonisk kvantisering saledes, at klassiske Poisson-
parenteser skal erstattes af kommutatorer og multipliceres med ¢, altsa fas af (3.19)

[m(Z',1), p(T,t)] = —i6%(Z' - &) (3.22)

samt
(p(Z',1), @(F,)] = [x(£",1), (Z,1)] = 0 (3.23)

Bevagelsesligningerne samt udtrykket for Hamilton-funktionen overtages uzndret i den
kvantiserede teori.

3.4 Spin-0O-feltet

V1 gnsker nu at konstruere en Lorentz-kovariant, konsistent kvanteteoretisk beskrivelse af
frie spin-0 partikler. Vi vil vise, at Lagrange-tetheden

1
L= 5((9;‘998“99 — m?p?) (3.24)

lgser dette problem, nar ¢ opfattes som et kvantefelt. Lad os fgrst finde bevagelsesligningerne.
Vi har

ac )
o = T
oL .
do.
(3.25)
(Bevis: £ = 1¢* 0,00, — 3m?o* |,  sa (g‘fﬂ) = 19740, + 19" 0,0 = O%).
Heraf fas iflg. (3.16):
oc \ .., 0L .
e
eller
(0,0 + m*)p =0 (3.26)

hvilket er Klein-Gordon-ligningen. Lagrange-tatheden (3.24) er naturligvis netop valgt
for at give denne ligning.
V1 har ogsa
oc oL

(@) =55 = o) 0%p(z) = ¢(z) (3.27)

altsa
[G(Z"0), 9@ )] = =@ - &) (3.28)
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For at interpretere ombytningsrelationerne (3.28) udvikler vi en vilkarlig losning til
beveaegelsesligningerne (3.26) pa et fuldstendigt seet. Et sadant kender vi allerede. nemlig
funktionerne

(B ) = e (3.29)
hvor blot k,k* = m? men hvor vi md (og skal) bruge bade positive og negative verdier
af £°. Vi kan sa skrive

3 > - . — .
olz) = / (‘,ii— (a(F) e 4 ol () ] (3.30)

Her har vi for det forste antaget, at @(z) er et Hermitesk felt. Desuden har vi i (3.30)
adskilt bidragene med positive og negative k°-veerdier explicit og andret fortegnet pa

eksponenten 1 2. led, sa at
K = +Vm? + k2

[3 30). Koefficientfunktionerne i denne udvikling pa et fuldstendigt seet er operatorer,
a(k) og aT(k), som skal veere hermitisk konjugerede, for at ¢(x) kan blive hermitesk.
Integralmalsfaktoren [(27)® - 2k°]~} gor, at parentesen bliver Lorentz-invariant. Vi skal
undertiden bruge skrivemaden !

>k
/ k027 2
nar

altsa

Vi har sa for det kanonisk konjugerede felt

r(z) = g(z) = 2(‘2:)3 [~a(R) e~ + a'(E) e

Naste skridt bliver at bestemme ombytningsrelationerne mellem a(k) og af(k) og herved
vise, at disse er henholdsvis annihilations- og skabelsesoperatorer for partikeltilstande.
Hertil benyttes (3.28). Men fgrst ma vi lgse for a{k) og at(k):

B etHhT — Bz K i(; —iz(k’'— k) + i(; z(k'+k)
¢ HR(z) srrses o) e al(k) e ]

3 1./
= %%%wvﬁw'—m eIl (k) M FHIS(E 1 )]
1 = nip0
= [a(k) + at(—k)e™**’] (3.31)

Tilsvarende '
/d3:1: e (1) = .22- [-a(l?) + af(__;'c‘)emk"}

Lifr. kap.1, afsn. 1.3.2
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Af disse to ligninger fas

a(F) = /de e (Ko(z) + ig(x)) (3.32)
og tilsvarende
al(k’) = /d‘gy e (K% (y) — i¢(y))

Vi bruger nu feelles tid ¢=2=y? og far sa af (3.23) og (3.28)
0B’ (BD] = [ dedy ¢ETFD WG 1) 4 ig(3,), KO(F, 1) ~ ip(7, 1)
= [ dady SETFED SEE 055, 4), ol )] + KO, 1), (7, 1)])

— /d3.’Ed3 y ei(E '."—E.a':‘) ei(kO__k/O)t (kO(SS(g‘_ f) + k/053(:—6 _ 37))

= (2r)°8%(k' — k)2k° (3.33)
Tilsvarende
la(k), a(k")] = [at(k), al(k")] =0 (3.34)
[ analogi med
B3k
/ k(2T zk:

skriver vi sornme tider (2%)353(5’ ~ E)2k° — ézz - * Denne notation er konsistent, idet
vi har

3k o
1= [ ————(27)° 2k°8%(k — k' dpp) =
| spigap ) 208 )= D=1
Vi kan sa opsummere resultaterne saledes:

[a(k), a'(k")] = 6z

[a(k),a(k")] = [al(k), a'(K")] =0

For et bestemt k = k' er dette de velkendte ombytningsrelationer for annihilations- og
skabelsesoperatorer for excitationer i den harmoniske oscillator.

2ifr. kap.1, afsn. 1.3.2
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3.4.1 Teoriens fysiske fortolkning. Fock-rummet

Vi skal nu uddybe interpretationen af (ﬂ(l?) som skabelsesoperatoren for en partikel med
impuls k og positiv energi k° = +(/§2 +m?)7 samt af a(k) som aunihilationsoperatoren
for en sadan partikel.

Forst bevises, at Hamilton-operatoren er positiv definit, sa vi kan vere sikre pa, at vi
er sluppet helt af med tilstande med negativ energi. Vi kan konstruere Hamilton-tatheden
af (3.20), men det er lettere at bruge vores resultat fra kapitel 2. Af (2.10) og (2.15) har
vi saledes for éz infinitesimal

o(8z) = (I+ibz,P*)o(0)(I — iz, P*)
= ¢(0) +28z,[P*, ©(0)] (3.35)

men selviplgelig ogsa

w(édz) = p(0) + 6%899(0) eller ,6('9 = 1[P*, o(r)]
0 5,

T, Ly

Heraf fas

02 = 5 [aB) e (<ik) 4 al(R) € ik

E
= iz [——k“a(l_c‘) e~ 4 k“af(g) eikx}
i
= [P, p(z)] (3.36)
Vi vil nu vise, at lgsningen for operatoren P* kan skrives

P* =3 k*N(F) (3.37)
E

hvor operatoren N(E) = af(/;')a(E) betegnes antalsoperatoren Bemeerk den totale parallel
til de velkendte forhold vedrgrende den harmoniske oscillator. Beviset vil vise sig at
veere en simpel fplge af (de seedvanlige harmonisk-oscillator Jombytningsrelationer, vi nu
udleder:

Der geelder klart

IN(E), a'(")] = da(Fa(F)al(k’) ~ al(k")a'(F)a(k)
— ! t ! (

Tilsvarende geelder L B
[N(k),a(k")] = —a(k)bgz, (3.39)

som folger af (3.38), idet N (k) er hermitesk:
(a'(R)a(k))' = [a(R)'[a' (k)] = N()

Lad os nu karakterisere tilstande vha den hermiteske operator N(k). Lad |n(k)) véere en

- -

egentilstand af N(k) med egenvardien n(k). Sa geelder

-

n(k) >0 (3.40)
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Thi, hvis |n{k

er en normeret tilstand: (n(k

k)
n(k) = (n(k)|N(k)[n(k)) = (n(k)

hvor

Endvidere er tilstandene

egentilstande af N(k) med egenvardierne n(k) — 1 (for n(k) > 1) og n(k)+1 hen-
holdsvis:

N(R)a(k)n(k)) = alk
(

= (n(k) — 1)a(k)[n(k)) (3.41)

hvor (3.39) er brugt, og tilsvarende for af(/_c')|n(l—c')) Men det betyder, at vi ud fra til-
standen |n(l€)) kan konstruere tilstande med mindre og mindre egenveerdier ved at lade
a(/Z) virke pa tilstanden et vilkarligt stort antal gange. Pa grund af betingelsen (3.40)
kan dette ikke fortsaettes. Altsi ma der findes en tilstand |0(k)), hvor der geelder

a(K)0(k)) =0 = N(k)|0(k)) (3.42)

hvor altsa egenvaerdien n(E) = 0. Dette betyder ogsa, at egenverdierne n(E) er positive
hele tal. Den tilstand, hvor (3.42) geelder for alle vaerdier af k, betegnes vacuumtilstanden
0)

a(K)|0) = 0 = N(E)|0) (3.43)
Vi kan nu opbygge alle systemets tilstande ved at virke med et passende antal operatorer
a'(k) pa vacuumtilstanden. Vektorrummet udspandt af alle sidanne tilstande danner
teoriens Hilbert-rum, og betegnes for sadanne frie, ikke-vekselvirkende teorier, som den,
vi her betragter, Fock-rummet. For eksempel har tilstanden

a'(k)a' (k)a'(E ")[0) = [2(F), 1(k")) (3.44)

egenvardierne n(k) = 2, n(k') = 1.
Lad os nu ga tilbage til (3.37), som vi lovede at bevise. Vi ggr det ved at eftervise, at
(3.36) er en fglge af (3.37) og ombytningsrelationerne (3.38), (3.39):

[P“,SO(CC)] = Zk”{ k) a(k j] —1k'x+[N(E)’ aT(EIZI] eik’x}

EE’
-

— Z k“{ / —zk’z&gﬁl (E')5gg, eik’x}

EE

_ Zk“{ k) e——zkz aT(];) eikx} (3.45)

i overensstemmelse med (3.36).3

3P# er herved kun bestemt pa nezer led, der kommuterer med feltet: c-tal. Sddanne er uden fysisk
betydning, idet vi forlanger P#|0) = 0. Spgrgsmalet om P°|0) # 0 er dog af speciel interesse. Det er
relateret til eksistensen af den bergmte “kosmologiske konstant”, der virkelig synes extremt lille. En
diskussion ligger uden for rammerne af dette kursus.
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Lad os nu lade P¥* (3.37) virke pa en tilstand, der som ovenfor er karakteriseret ved

egenvardier af operatorerne N(k) :

Sa geelder
ZM n(ks),- )= n(k) + kS n(ks) + oo )intky), n(ky), )

der viser, at tilstanden er en egentilstand af operatoren P* med egenverdierne
p' =k n(ki) + k5 (k) + - (3.46)

Dette udtryk godtgor, at vores teori kun har tilstande med positiv energi. Det skyldes. at
alle ker er positive og at alle besztningstal, n(k;), ligeledes er positive (hele tal).
Hermed har vii det veesentlige fuldfert analysen af det fysiske indhold i vores simple

kvantefeltteori. Lad os opsummere.
Systemet kan karakteriseres ved en beskrivelse af et fuldsteendigt st af tilstande.

Dette szt indeholder falgende komponenter:
(i) Vacuumtilstanden |0) med 4-impuls = 0.

(i) Enkeltpartikeltilstande, som fas ved at virke med en skabelsesoperator af(k) pa
vacuumtilstanden: B
a'(k)]0)

Disse tilstande har 4-impuls p* = k*, hvor k* = (k% k) og k° = +k 2 + m2.
Partiklerne har altsa masse m. Enkeltpartikeltilstandenes normering er givet ved

(k'R) = (Ola(k o
= (Ola(k’ a'(k)a(k’)

= (05[0(5'),0T(EH|O> = 6¢.£(0/0)
eller, idet vi setter (0|0) = 1,

0) (sidste led 0}  (3.47)

(k'|k) = 6z, = (2K°)(27)38%(k — k) (3.48)
som er vores seedvanlige normering af enkeltpartikeltilstande.
(iil) 2-partikeltilstande pa formen
k1, k2) = af(kr)a! (k2) 0)
Disse adlyder Bose-Einstein statistik:
[k, ba) = al(k2)a! (k1)[0) = a"(Ry)a'(F2)(0) = +{Fr, B (3.49)

hvor vi har benyttet

af(kr),al(k2)] = 0
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4-impulsindholdet af en 2-partikeltilstand er
ph =k + kY
Normeringen af en 2-partikeltilstand findes saledes:

(k' ke k) =

+
s s

Ol[a(k 1), a'(k:)a(k})al (ky)[0)
(3.50)

o+
° &
+

Oy
Ealt
o~

Xy

(@0}

£y
H?;‘

+

S0 3]
Faadd
"o

(=)

E

4

hvor vi har brugt (0la'(k;) = 0. For k; # k; og k' #+ k% er dette den
sedvanlige normering. Hvis derimod de to partikler er i samme kvantetllstand
haves (k 'k’|k, k) = 26z ,;. I dette tilfeelde er det bekvemmest at omdefinere norme-

ringen med en faktor \/; :

Tre- og flerepartikeltilstande konstrueres ved umiddelbar generalisation af 2-
partikeltilstandene.

Spinnet af de partikler, som teorien indeholder, er = 0. Dette kommer af, at feltet
er en rotationsinvariant (endda en Lorentz- invariant), sa at (smlgn. (2.9))

Re(z)R" = ¢(Rz)

hvor R = U(R,0) er den unitere transformation svarende til en rotation, og R er
den reelle 4x4 matrix * ; som beskriver rotationen af komponenterne af koordinaterne
Z. For en infinitesimal rotation med €, = wy3, € = w3y, €3 = wy, fas

—_

(I +i€ T)g(z)(I—i&-J) = o(Rz)
)

-

o(z) +ie- [, pla)] = ol(Ba) (3.51)

Vi teenker os nu at udvikle begge sider af lighedstegnet pa plane bglger med

o(z) =Y (a(k) e + al(E) )

-

k

Heraf fas

4

Z[a k) e MR 4 af(k) HF9]

4

en rumlig rotation er beskrevet ved en 3 x 3 matrix, men her benyttes den fulde Lorentz-

transformations-udgave, selv om tidsdelen er triviel
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Vi bruger nu, at k(Rr) = (R 'k)z pa grund af rotationsinvarians af kz. Derefter
erstattes 1 summen over k, k med Rk, altsa

p(Rx) = Z[(I(RZ) e ke + aT(R];) 6i1€r}
RE
== Z[II(R/;) e‘ikr + QT(R];) elkl‘] (352)

k

Vi kan nu ga tilbage til (3.51) og forlange ligningen opfy!dt for hver Fourier-
komponent. Vi er i virkeligheden kun interesserede i k=0 komponenterne, da
det kun er rotationens virkning i hvilesystemet, vi skal undersgge for at bestemme
spinnet. For disse finder vi umiddelbart

— — -

[J,a(0)] = [J,a'(0)) =0

For at bestemme spinnet af vores partikler skal vi iflg. kap. 2 ga til hvilesystemet
for en enkeltpartikeltilstand. Her far vi sa

Jk = 0) = Ja'(0)|0) = a'(0)J]0) =0 (3.53)

da j|0) =0 : vacuum har spin 0. Dette viser, at vores partikler har spin = 0.

3.5 Dirac-ligningen

Inden vi behandler den fulde kvantefeltteori for spin-1/2 fermioner, har vi brug for at
kende de klassiske lgsninger til Dirac-ligningen, som er den til Klein-Gordon-ligningen
svarende bevagelsesligning for fermionfeltet. Medens det var trivielt at nedskrive et
fuldsteendigt saet lgsninger til den klassiske Klein-Gordon-ligning, er forholdene langt mere
komplicerede for Dirac-ligningen.

Vi skal nu indfgre Dirac-ligningen pa samme intuitive made, som Dirac gjorde det.
Dens egentlige begrundelse ligger i, at den danner basis for en kounsistent beskrivelse af
fermioner. Dette skal vi senere se.

Vi sgger en differentialligning med fglgende egenskaber:

L.

IL.

111

Ligningen skal veere lineer 1 lgsningerne og 1 de fgrste afledede; linearitet er begrun-
det 1 kvantemekanikkens superpositionsprincip; og at Dirac forlangte forste ordens
afledede hang sammen med et hab om, at problemet med de negative energier derved
kunne forsvinde (hvad det ikke gjordel).

Klein-Gordon-ligningen skal gelde for lgsningerne. Sammen med (I) betyder det,
at vi i en passende forstand forsgger at “uddrage kvadratroden af Klein-Gordon-
ligningen”. Vi har set tidligere 1 dette kapitel hvorledes Klein-Gordon-ligningen er
feltteoriens made at sige “fri partikel” pa .

Ligningens lgsninger skal tilfredsstille kravet om relativistisk forminvarians. Vi
kan udtrykke det mere teknisk ved at sige, at ligningens lgsninger skal bare en
repraesentation af Poincaré-gruppen. Det var et af de vigtigste resultater af Dirac’s
undersggelse, at han saledes “faldt over” hidtil ukendte repraesentationer af Lorentz-
og PoincarU-grupperne: de sakaldte spinor-representationer.
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Disse krav fastlaegger (neesten) ligningen. Desuden stillede Dirac en reekke krav dikte-
ret af hans gnske om at finde en relativistisk Schrodingerteori. En del af disse, men ikke
alle, blev opfyldt. Dette skal vi her ikke interessere os for.

Ud fra kravet (I) kan vi skrive ligningen pa formen

O[]
l”/u 83?“

—my¥(z)=0

hvor vi altsa kalder koeflicienterne til % for 17, og koefficienten til ¥(z) selv for —m;

det har vi jo lov til. En bekvem, kompakt skrivemade er
(17,0 —m)p(z) =0 (3.54)

Umiddelbart synes det ganske hablgst, at denne ligning skulle kunne give en kovariant
beskrivelse. Koeflicienterne v, synes at udggre en 4-vektor, som sa vil udveelge et fore-
trukket inertialsystem. Som vi skal se, gar alt godt, hvis vi lader “funktionen” ¥ (z) blive
en sgjle med 4 komponenter

L
Y2
V3
N

(7vb) = (wa) = (Cl =1, 27 3, 4) (355)

En sadan sgjle kaldes en spinor. De 4-komponenter har intet at ggre med rum-tids-
komponenter. Som vi senere skal se svarer de til de 4 kvantetilstande af en fermion eller
en antifermion med spin henholdsvis -% eller —% langs en bestemt retning. I konsekvens
af, at ¢ er en sgjle, er v, tilsvarende en 4 x4-matrix:

(7“-) = (7#)0,@ aﬂ = 1127374 (356)

mens m vil vise sig at vaere et tal (m) gange 4 x4 enhedsmatricen.
Vi bruger nu krav (II), at (3.54) skal medfgre Klein-Gordon-ligningen for alle kompo-
nenter. For at udnytte dette virker vi pa (3.54) med differentialoperatoren (¢v,0" + m) :

(29,0" + m)(17,0" — m)y =0

eller
[-—8“5“7,,7u —im(y,0" — ,.mau) - m2]¢ =0

eller, da 9V0* er symmetrisk 1 v og y ,
1 4
[+5 00 (v + 7um) + m7Y =0
Betingelsen for, at denne ligning er Klein-Gordon-ligningen
[0¥8%g,, + m*]p =0

er, at

{7}1’ 71/} = 2guu . I (357)
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hvor vi har indfert den for Dirac-teorien og fermioner sa fundamentale antikommutator

{7#‘ F}/V} =TV + Yo

hvor produktet af de to gammamatricer skal forstas som et matrizprodukt. Foruden ma-
tricerne 5,, g =10,1.2,3, definerer vi ogsa

= MY — 7o for 'LL:D
=49 71/“{_% for #:i:1,2,3

Der findes uendeligt mange lgsninger til (3.57) eller
(. =20"-1

(I = 4 x4 enhedsmatricen) men de er alle &kvivalente i den forstand, at de fremgar
af hinanden ved ligedannetheds-transformationer, dvs. basisskift. (Bemeerk, at da ma-
tricerne ikke generelt er uniteere, er disse basisskift heller ikke unitere transformationer.
Gamma-matricerne beerer med andre ord en ikke-uniteer repreesentation af Lorentzgrup-
pen.) En bergmt lgsning, som vi undertiden vil anvende, er den sakaldte Pauli-Dirac

form. Vi definerer forst de 4 2 x2 matricer

10 01 0 —i I 0
[:(01)"’1:(10)"’2:(i 0)"’3:(0 —1)’ (3.58)

hvor & kaldes saettet af Pauli-matricer. Vi har sa

7°=(é j) : ?zu"):(__g g) (3.59)

eller mere explicit for eksempel
0

0

t

-z 0

At (3.59) tilfredstiller de gnskede antikommutationsrelationer fglger af fglgende identiteter
for Pauli-matricerne, som let eftervises

g0, = 15,‘]’ +1 €iikOk (3.60]

Detaljerne overlades til leeseren (se ogsa opgaverne).
Lad os derneaest studere ligningens relativistiske kovarians. Som seedvanlig er O og O’
to iagttagere forbundet ved en homogen Lorentz-transformation :

' = Az

Hvis O bruger spinoren ¥(z) som lgsning til Dirac-ligningen, og O’ bruger ¥'(z') til
beskrivelse af samme situation, gnsker vi, at der skal findes en 4 x 4 matrix S{A), der
ifalge relativitetsprincippet kun afhaenger af A (jfr. kap. 2), og saledes at ®

YP'(z) = ¢'(Az) = S(A)Y(z) (3.61)

SBemeerk, at vi her tanker pa et klassisk felt forelgbigt. Jfr. diskussionen i kap. 2.2, specielt
ligningerne (2.8) - (2.10).
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[ komponenter lyder (3.61)

4

Wi (') Z S(A)apts(z

Vi siger, at matricerne S(A) er spinorrepreesentationer af Lorentz-gruppen, og at denne
repracsentation er baret af spinorerne (x). Vi gnsker nu selvfplgelig, at ’(z’) ogsa skal
veere en lgsning til Dirac-ligningen 1 O'-koordinaterne:

ay'(z")

Y, o —~my'(z) =0 (3.62)
hvoraf Ju(z) Oz
- (z) d=zr _
v* S(A) Se? Dal m S(A) Y(z)=0
eller - ved at multiplicere med matricen S™!(A) fra venstre -
- ov(z) Oz*
1 u _ | —
S S “30r B mi(z) =0

(Laeseren opfordres til ngje at overveje hvilke bogstaver, der reprasenterer matricer, al-
mindelige tal, sgjler, etc.!). Nu er

' =Az , z=A""2", si gxm = (A '1)
altsa
(A ) Sy 8 31/}( z) —my(z) =0
Betingelsen for, at denne ligning er Dlrac—hgnmgen, er
(A7), §7 s =y
eller, da (A)”, (A™1)?, = 8",

STHA) 7 S(A) = A¥, 4 (3.63)

Safremt der for hver Lorentz-transformation A findes en 4x4-matrix S(A)qp, der tilfreds-
stiller (3.63), er den relativistiske kovarians af Dirac-ligningen sikret. Det er her nok at
eftervise, at matricen S eksisterer for infinitesimale Lorentz-transformationer, i hvert fald
for sa vidt angar dem, som kan forbindes kontinuert med identiteten. En infinitesimal
Lorentz-transformationen er pa formen

A*, = 6%, + dw*, (6w = —bw"™) (3.64)

Vi definerer 4 x4 matricerne (6 uafhangige)

)
Oy = '2‘[714’71/] (365)

eller i komponenter (summation over indeks v underforstaet)

2

R CAMCARE CARRCANY
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Vi pastar sa, at til Lorentz-transformationen (3.64) svarer matricen
S(A) =1 — iaw St (3.66)

hvor [ er 4x4 enhedsmatricen. Fgrst bemeerkes, at S~! = [ + iawéw‘“’, hvilket er trivielt
til O(éw). Vi far sa for venstre side af (3.63)

ST'rS = (I + 30,,554.0”5)‘/“(1 - i%é&*’pé)

1
= o216 + O
1 5
= 7-3 7771, 7] Buws
1 -
= 9 = 0w (7 = =0 =) (3.67)

1. led 1 parentesen reduceres pa flg. made ved at anvende
Y A = 29"

gentagne gange:

VAR = = =Y 290 T = 29 g™
= 7" =297 + 2979
=749y + 29"y — 290 9P
= [, 7°] — 4979 + 497 g** (3.68)
Indseettes dette, fas
1
5-17”5 — 7;1 - ‘8’6Wp5(‘”49p“’75 + 47/195#)
1
= 7= 5(=0wtsy’ + dwy)
= ¥ 4wk, * (idet éw*s = —bws")
— (8 4 bt (3.69)

hvorved {3.63) er eftervist.

Dette vigtige resultat beviser teoriens kovarians. Desuden skal vi senere bruge (3.66)
til bestemmelse af spinnet af den kvantiserede teoris partikler.

Ovenstaende behandling dakker ikke diskrete Lorentz-transformationer, af hvilke vi
iszer skal interessere os for paritetstransformationen, afsn. 2.9:

P#U — gler

Betingelsen (3.63) lyder her (vi ser ved paritetstransformationer undtagelsesvise brud pa
kovariansreglen om at gvre og nedre indices skal svare til hinanden pa begge sider af et
lighedstegn)
3
STHPW'S(P) =3 ¢"7" = (3.70)

v=0
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En Igsning hertil er

S(P)=4" (3.71)
[folge {v*,v"} = 2¢** har vi nemlig

1050 4 400 = 2
hvoraf
(A2 =1 eller (%) '=4°
samt
Py f 40 =0 L eller A% = =y

Heraf fas straks, at (3.71) er en Igsning til (3.70). Vi skal senere anvende dette resultat

til at vise, at fermioner og antifermioner har modsat indre paritet.

y-matricerne er ikke (alle) hermiteske. Dette ses lettest af den eksplicite repraesentation
(3.59). I stedet geelder

=4 A=y
Sammenholdt med ombytningsrelationerne betyder det, at
Y )y =" (3.72)
Heraf fglger ogsa
Y0, = 0w og 7S =571 (3.73)

Dvelse : Vis det !

Dette resultat giver os en meget nyttig teknik i heende, idet vi ud fra en vilkarlig lgsning
v(z) til Dirac-ligningen kan danne sakaldte bilineere kovarianter, der transformerer pa
simpel made under Lorentz-transformationer. Fgrst definerer vi den til spinoren v sakaldt
adjungerede spinor 1 :

P =yly° (3.74)
Bemeerk, at 1) er en sgjle, medens 1 er en raekke. I repraesentationen (3.59) geelder saledes,
at hvis
¥

| W2
b= o (3.75)

by

sa er

¢ - (l/)I, w;a —¢§a —’d):)

Vi pastar nu, at under Lorentz-transformationer transformerer

S = (z)y(z) som en skalar’
VE = o(z)yp(x) som en 4-vektor (3.76)
T* = ¢(z)o* () som en tensor

Disse pastande bevises meget let ved fgrst at udlede reglen for at Lorentz-transformere
en adjungeret spinor:

Y(z) — () = S(A)(z) =
¥i(z) — ¢) =¢(2)S) =
de) = P(@)=v"(2)S(A) o

P(2)S7H(A) (3.77)
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Herefter bevises f. eks. den mellemste pastand 1 (3.76) saledes:

ey dle) — dle)STHAWS(A) ()
= A4, d(z)yu(z)  (se (3.63)) (3.78)

som pastaet. Vi indferer nu ys-matricen
: 07
Y=y =iy = ( I 0 ) (3.79)

i repraesentationen (3.59), for hvilken der gaelder
7, 27} =0 (3.80)

hvilket let vises af (3.79).
Der gelder sa, at

P =1(z) vs¢(z) transformerer som en pseudoskalar

A¥ = ¥(z) v*vs ¥(x) transformerer som en axial 4-vektor (3.81)

Lad os ngjes med at vise, at ¥ys¥ er ulige under paritet, idet vi bruger, at S = 4° for
paritets-transformationen:

ﬁ”(fsths Tl’(fwt) - J(I)"(()_17570w(1)

7

= Plz)vysv0¥(x) (3.32)

Men yovs70 = —7s ifolge (3.80), hvoraf pastanden folger.

3.6 Dirac-ligningens plan-bglge lgsninger
For Klein-Gordon-ligningen fandt vi det fuldstendige set af plan-bglgelgsninger

0 = +m

ik 2
e, kgt =mt ) k <-m

eller mere bekvemt: . ,
{e*= ek Lkt =m? k® > +m}

Da alle lgsninger til Dirac-ligningen ogsa tilfredsstiller Klein-Gordon-ligningen, forsgger
vi at seette _

$(z) = w(p) e (3.83)
hvor p,p* = m?, og hvor vi ikke vil blive overraskede (som Dirac) over at finde lgsninger
bade med p® > m , p® < —m. Indsattes (3.83) i Dirac-ligningen, fas fglgende ligning for
w(p) (som er en sgjle)

puY* w—mw =10

V1 indfgrer her en notation, vi skal anvende overalt 1 det fglgende. En 4-vektor, A,, som
er kontraheret med v matricerne, betegnes med et “slash”:

A=A = Aly,
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[ denne notation lyder Dirac-ligningen for ¢ (z) og for w :
(p—mpp=0 og (p-—mw=0 (3.84)

Da w er en spjle med 4 komponenter, venter vi at finde 4 nathengige lgsninger: 2 med
p® > m og 2 med p° < —m. Lgsningerne med p° > m betegnes u%(p) og u_%(p).

I repraesentationen (3.59) kan de angives som

X+l .
ugi(p) =/p°+m L2 ;(il :I (3.85)
pY+m 3
hvor
( (1) ) for +1
X£l =
( (1] ) for —%
For at bevise, at (3.85) er en lgsning, skriver vi Dirac-ligningen
p°7°u — P Hu = mu
i repraesentationen (3.59), som (idet (3.85) indseettes)
(0-p)(F-p
pox — DGR
Po+m
AN a (3.86)
— X+ 0o = m .
P0p0+mX P X p0+mX

At disse ligninger er opfyldt fplger trivielt ved brug af
(@ p)(G - F) = pipjoio; = pip;(6i; + i€jor) = P

samt af

po— 9 =m’

Lgsningen (3.85) er normeret, sa

'ﬂs(ﬁ)usf([f) = 2m5331

hvilket ogsa let eftervises i reprasentationen (3.59). Bemeerk, at normeringsbetingelsen
gor Tu til en invariant. Herefter kan vi forme bilineaere kovarianter af u’erne pa analog
made til, hvad vi gjorde med ’erne (jfr. (3.76) og (3.81); detaljerne overlades til laeseren,
jfr. opgaverne).

Lgsningerne for p° < —m omformes, idet vi fgrst satter

¢=-p* , ¢>+m
Herefter bliver Dirac-ligningen for disse lgsninger, der betegnes med v(q)

(4 +mju(g) =0 (3.87)
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-1
<t

Som for vises, at som to lineert uathangige losninger kan veelges

-
H
O
=
P~
B
I
TN
J
O =
~—

Det lidt ejendommelige valg for x/_, skal vi begrunde i afsnittet om anti-fermioners spin.
2

“Anti”-spinorerne er normeret, sa
ﬁs(Q)vs’(Q) = —2m 653’

Lad os opsummere de vigtigste resultater (af hvilke nogle fa endnu ikke er omtalt - beviser
overlades her til leeseren):

(P-mp=0 , PiP+m)=0
Wp-m)=0=(p~mu , B(Pp+m)=0=(g+m
Us(p)us (p) = +2mésy , Us(p)vg(p) = —2mébsy
Us(p)vs(p) =0 , Te(plus(p) =0
vi(p)vi(p) = +2p°6.s
= v} (P)us(—p) (3.89)

<
@ —+
=
<
1%
[ty
g
B\-/
= |
«n
. +
Py
3
vo’
e
[ BENY

[ disse udtryk gaelder altid p° > +m.

3.7 Det kvantiserede Dirac-felt

I dette afsnit skal vi na frem til en konsistent relativistisk og kvanteteoretisk behandling
af spin-1 fermioner. Vores fremgangsmade bliver

1. at nedskrive en Lagrange-funktion, som har Dirac-ligningen som beveegelsesligning,
2. at udvikle feltet pa seettet af planbglgelgsninger som fundet,

3. at postulere ombytningsrelationer for skabelses- og annihilationsoperatorer, samt
4. at eftervise, at den resulterende teori giver os det gnskede resultat.

Det viser sig umuligt at gennemfgre den kanoniske kvantisering, som vi brugte ved
spin-0 feltet. Det skal vi ikke veere kede af. For spin-0 feltet fandt vi nemlig, at teoriens
partikler adlgd Bose-statistik, medens fermioner experimentelt adlyder Pauli-princippet.
Det er en af feltteoriens store triumfer, at det tkke er muligt at kvantisere spin—% feltet, sa
partiklerne adlyder Bose-statistik; kun ved at postulere anti-kommutations-relationer fas
en sakaldt kausal teori, dvs én, hvor rum-tids-athzengige observable adskilt ved en rumlig
afstand, er uafhengige af hinanden (kommuterer). Et sadant kausalitetskrav fglger af,
at ingen information kan forbinde de to observable, da intet signal kan lgbe hurtigere
end lyset. Denne fundamentale forbindelse mellem spin og statistik kan vi desverre ikke
komme nearmere ind pa i dette kursus.
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Vi betegner nu med ¥(z) en 4-komponent feltoperator, hvor operatorerne star opfert
i en sgjle. ¥(x) er den tilsvarende rakke af adjungerede operatorer

b(z) = pHa)”
Lad os betragte Lagrange-funktionen
L=p(x)i §—mhp(z) (3.90)
hvor vi forst behandler ¢ og ¢ som (8) uafheengige variable. Vi har s

oL oL
00 Vet cllerkort Gty =wa

oL —
5 = —my (3.91)

Heraf fas Euler-Lagrange-ligningen

iaﬂv“ = —my
eller -
B P +m) =0
der er Dirac-ligningen for . Videre finder vi
ot _,
0(0,) T
hvoraf (¢ @ — m)y¥ = 0, der er Dirac-ligningen for . Herved har vi vist, at £ giver os de

gnskede bevaegelsesligninger.
Imidlertid er de kanonisk konjugerede variable “mystiske”:

W:a—ﬁ.—:iﬂfyo , men T:B—EE (3.92)
9y oY
Den sidste ligning viser, at 1) ikke er nogen selvsteendig dynamisk variabel. Det kan altsi
ikke lade sig ggre at behandle systemet som kanonisk, og derfor kan vi heller ikke anvende
den kanoniske kvantisering.
Imidlertid er der intet til hinder for at udvikle feltet pa det fuldsteendige saet af plan-
bglgetilstande, vi har fundet:

ZZ[ (B, 9)us(B) e + d'(F, 5)vs(5) €*] (3.93)

T

Som lovet far vi en konsistent teori ved at postulere anti-kommutations-relationer for
skabelses- og annihilationsoperatorerne b og d :

{b(p,9),8'(0,s")} = Gowbise
{d(p,s),d"(p,s)} = buwbpse
{b(p,s),d(p,s)} = {blp,s),d'(p,s)} = {b!(p,s), dlp',5)}
= {bt(ps),dl(p,sN} =0,
{b(p,s),b(p’,s)} = 0 etc. (3.94)

=@ p—m)b

hvor
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hvor {a,b} = ab+ba, s,s = £3 og
d*p _
= . 6“‘/ = 2 0 30302 =/
Xﬁ: /2[)0(27:')3 ? p 14 (277—) é (p p )

Som for spin-0 tilfeeldet forsgger vi nu at definere antalsoperatorer, men denne gang to
slags:

N(p.s) = b'(p,s)b(p,s)

N(p,s) = d'(p,s)d(p,s) (3.95)
som vil vise sig at veere antalsoperatorer for henholdsvis fermioner (N) og anti-

fermioner (V). De tilfredsstiller kommutationsrelationerne (i modseetning til anti-
kommutationsrelationer)

[N(p,s), b(p,s)] = bbb — bbib = 0 — bblb = +bbb! — b= —b(p, 5] (3.96)

hvor vi har brugt {b,6'} = 1 og {b,6} = 2bb = 0. Tilsvarende gelder for generelle
verdier af p og s

[N(p,s), b(p', ') = =85 8ssrb(p; 5)
[m, $),d(p',s')| = ~85p8sxd(p, s)
(p,s')] = +6576.8'(p, 5)
(0, s)] = +8 6,0 (p, 5)

[N(p,s),b
[Np, ) d (3.97)

mens
[N(p,s),d(p’,s')] =0 etc.

Som i spin-0 tilfeeldet bevises, at egenveerdierne af N og IV er positive hele tal. Imidlertid
geelder nu, at egenverdierne kun kan antage verdierne 0 og 1! dvs der kan hgjst veere én
fermion i hver kvantetilstand (Pauli-princippet).

For at se det betragter vi vacuumtilstanden |0) og forsgger at konstruere kvantetil-
stande med 1, 2, etc. excitationer. For en enkeltpartikeltilstand far vi

b'(F, 5)10) = |p, s)
hvor
N(p,s)lp,s) = N(p, 5)b'(p,$)|0) = +b'N(p, $)I0) + b'(p, 5)[0) = 0 + [p 5)
dvs N(p,s) har egenveerdien 1. Forsgger vi at konstruere en 2-partikeltilstand far vi
b'(p, 5)b'(p, 5)10) = —b(p, s)b'(p, 5}[0)

fordi {b'(p, s), b(p,s)} = 0, men dette viser, at 2-partikelstanden forsvinder. Tilsvarende

for alle hgjere tilstande.
Derimod kan vi udmaerket have en 2-partikeltilstand, hvor partiklerne har forskellige

vardier af p og/eller s, men i sa fald har vi

p,s; P8’y = bl(p,s)bl (g, s")|0)
= —bl(p/,s)b!(p,5)|0) = —[p’,s'; p,s) (3.98)
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som udtrykker Fermi-statistikken. For fermioner ma vi altsd neje holde rede p& parti-
kelraekkefalgen 1 vores definition af tilstande.

Vi konstruerer herefter 4-impulsoperatoren som 1 spin-0 tilfaeldet ved at finde genera-
toren for rum-tids-translationer (smlgn (3.36)):

oy

Jz,

= i[P*, ] (3.99)

(bemeerk, at vi her igen virkelig bruger en kommutator, tkke en antikommutator). Venstre
side af lighedstegnet findes af (3.93)

TV S [blpsuslp) e (ip) + d'(p,s)uulp) <P (i) (3.100)

g S

Operatoren P*, som lgser (3.99), er®

Pr=3% [+N(p, s)p* + N(p, s)p*| (3.101)

p

I beviset far vi brug for (3.97). Udtrykket for P* viser, at teoriens tilstande indeholder
to slags kvanter. Den ene slags skabes og annihileres af b og b; vi kalder dem fermioner.
Den anden slags skabes og annihileres af df og d; vi kalder dem antifermioner. Hver for
sig adlyder de Fermi-statistik, - de har samme masse (p,p* = m?) og altid positiv energi
(p° >m). Feltet ¥(z) skaber antifermioner og annihilerer fermioner, medens ¥ f(z) eller

() skaber fermioner og annihilerer antifermioner.

3.8 Spinnet af en fermion

For at finde spinnet af feltkvanterne skal vi ga til deres hvilesystem og undersgge virknin-
gen af generatorerne for rotationer her. Rotationsgeneratorerne J er “blot” de rumlige
komponenter af Lorentz-generatorerne. Under en Lorentz-transformation transformerer
feltet

U(A,0)0(z)UT(A,0) = ST AW (Az) (3.102)

(jfr. (2.9)), hvor vi for en infinitesimal transformation har

A¥, = &, + 0w,
U(A) = 1+%MW5W

S(A) = I- :Iaw&u‘“’ (3.103)
(jfr. (3.66)). Lad os nu studere en infinitesimal rotation af stgrrelsen §p om z-aksen:

=t , =z, f=z+ybp , ¥y =y—bp

pa naer et additivt bidrag, som kommuterer med feltet og som i denne sammenheng er uinteressant,
jfr. dog tilsvarende bem. 1 afsn. 3.4
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dvs
] 6 00
o 0 I oo 0
Y 0 —ép 1 0D
0 0 0 1
eller
Swhy = —dw) = bp
60" = by = —wt = —bwy = =6y (3.104)
Ifplge (2.37) fas sa
UA) = [ +iMpbg =1 +iJsbp
STHA) = 1+i%ﬁww21+%@¢¢ (3.105)

Nu er (jfr. (3.65) og (3.59))

g, =0 =

(D - ()

_ __’_ [Crivaj] 0 _ Ok 0 )
2 ( 0 [0'1',0‘]‘] ) -— +61]k ( 0 OL (3106)
altsa specielt
0
O = — ( 83 o5 ) eller
-1 __ _i g3 0
S = ] 5 ( 0 o ) dp (3.107)

Af (3.102) far vi

030

o) +ib0 L wia) = (1 -3 7

g3

) So)b(Az)

Vi gennemfprer nu en analyse helt analog til den for det skalare felt efter (3.51). Vi
udvikler begge sider af lighedstegnet pa plane bglger, og pa hgjre side erstatter vi g med
Rp og ser pa p = 0 bidragene:

= ~ 1, = 3 0 =
R L G Juti.s
[Jg,d*((-)‘,s)] v(0,s) = -%d*(ﬁ,s) ( gs 23 ) v(0, s) (3.108)
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[ndferes videre de explicite lpsninger (3.85) og (3.88) har vi

J3 0 , = 1 _ — 1
( 0 o ) u(0,+§) = +u(0,+—2-)
[0 U - 1 _ Pd 1
( 0 oy ) U(Dv*g) - ‘“ukov"i)
73 0 I N
( 0 o ) v(O,:t§) = Fv(0,£+=) (3.109)
hvoraf
S 1 1 o 1 - 1 1 4,= 1
b(0,£=)] = F=b(0,+=) ; d'(0, +=)] = +=d' =~ .
s, b0 £5)) = F50(0,%5) 5 o' (0, %5)) = #5410, ) (3.110)
Tages de hermitesk konjugerede af disse ligninger fas
5 1 b, - 1 - 1 1 - 1
bt )] =+=b =) ; d == F= = .
[J3, (O,iQ)] i2 (O,i:z) 0 s, (U’ifz"] $2d(0,:+:2) (3.111)

Heraf folger straks, at operatorerne bT(ﬁ, +2) skaber kvanter i hvile med spinkomponent
:L-% langs z-aksen:

- 1 - 1 o1 1., 1 1~ 1
—) = T — = t — — t =) — — — :
J3|[],+2> J3b (U,+2)|U) b'(0, 2)J3|D) + 26 (U,+2,|]U> 0+ 2|O,+2) (3.112)

Tilsvarende skaber df(0,s) kvanter med J; = s, medens &(0,s) og d(0,s) annihilerer
sadanne.

Hermed har vi dels vist, at bade b-kvanterne og d-kvanterne (henholdsvis fermionerne
og antifermionerne) har spin-3, samt at vores notation for spinorerne u(p, +3) og v(7, 1)
var velvalgt.

3.9 Ladning

En tilfredsstillende behandling af den elektriske ladning kreever en behandling af formen
for fermionernes vekselvirkning med elektromagnetiske felter. Vi skal i et senere kapitel
give en uddybende behandling heraf. Her benytter vi et intuitivt argument.
I den klassiske elektrodynamik ved vi, at vekselvirkningsbidraget til Lagrange-
teetheden kan skrives
Lr=—j,(z)A*(x) (3.113)

hvor A, er det elektromagnetiske 4-potential, og 7#(x) er den elektriske 4-strgmteethed.
Denne sidste er bevaret:

9uj*(z) =0

og dens 0-komponent er ladningstetheden, saledes at
Q= [ @)

er den totale tidsuathengige ladning i systemet.
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Som vi senere skal se gaelder formen (3.113) ogsa i kvantefeltteorien med
j4(2) = eB(x )y ) (3.114)

hvor ¢ er fermionernes ladning. Udtrykket (3.114) er ikke overraskende: Vi ved, det
transformerer som en 4-vektor, og af Dirac-ligningen har vi

0,%(2) = edup(zy*P(z) + ed(a)y" 0. (x)
= e(im Y(x)ip(z) — im P(x)¥(z)) =
Lad os udregne ladningsoperatoren. Da den er tidsuathaengig, kan vi veelge at seette ¢t = 0:

Q = /dsx JOE, 1=0) = e/d3 > Z {(@(P)b(5, )™ 77 + 1.(F)d(F, s) 777

ps p.s

Y (s (B, )M 4 v (5N (57, 5N ) |

0 (jfr. (3.89)). (3.115)

{ ul(Pyua (565, )65, )T P Lyl (B (561 (5, s)d! (57, s')e~ T FHF )

+ v*(ﬁvusf ﬁ’)d(ﬁ»ﬂb(ﬁ,s)e”(“”’+v5(ﬁ)vsf( N, )15, o0 )

= ez, 5

{ ul(Puy (PIF, $)b(F,s") + ul(F)vy (=p)bI(F, s)d'(=F, s)

+ vs@us«wd(p,s (~p»s )+ vl (@ (Fd(p, s)d'(F, ) } (3.116)

hvor vi har brugt (27)° 8*(F—§') = 55 3055 ete. Vi bruger nu orthonormeringsbetingel-

serne (3.89) og far
Q = e _{b'(F.5)b(p.s) + d(p, s)d"(p,s)}
Py

= XN s) - N(F,s)+1) (3.117)

idet {d(p,s),d'(p,s)} = 1. Det sidste 1-tal i (3.117) giver et uendeligt, men tilstands-
uafhengigt bidrag til ladningen. Vi kan smide det vaek ved at vedtage at omdefinere
ladningen relativt til dens veerdi i vacuum. (3.117) viser sa, at fermioner har ladning e,
medens antifermioner har den modsatte ladning —e. Bemaerk, at argumentet kun benyt-
tede formen for den bevarede 4-strgmtathed. Det galder derfor generelt, at fermioner og
antifermioner har modsatte vardier for alle additivt bevarede kvantetal.

3.10 Ladningskonjugering (Charge conjugation)

For klassifikationen af bundne tilstande af kvarker (hadroner) er en tilstands opfgrsel
under ombytning af alle partikler med deres antipartikel vigtig. Vi definerer operatoren C
ved, at den lader bevzgelsestilstanden for alle partikler uandret; kun erstattes fermioner
af antifermioner og omvendt. Specielt fas for en enkeltpartikeltilstand

C|F;p,s) = |F;p,s) (3.118)
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hvor F og F betegner henholdsvis fermion og antifermion.
Det til ¥ (z) ladningskonjugerede felt ¥ (z) er givet ved
Ye(z) = Cp()C! (3.119)

Fra (3.118) kan vi slutte, at der ma geelde

we(z) = Y _[d(F, s)e™ " u(p, s) + b(F, s)e™ v, (p)] (3.121)

D)
Dette udtryk kan vi sammenligne med det adjungerede felt

B(z) =Y [@ (56} (5, s)e™ + T(H)d(F, s)e ™| (3.122)

B,s

der viser, at der ma vere en meget ngje sammenhang mellem 1. og 1, faktisk at de ma
veere linesert forbundet:”

(¢C(m))a = C¢’a(x)c—1 = Corﬁ@’_(iv))ﬁ

eller

CyCt = C% (3.123)

idet ¥ og 1. er sgjler, ¥ en rakke og iZT en sgjle, medens C er en 4 x4 matriks og C en
operator, som kun virker pa b’erne og d’erne, men ikke pa de almindelige (komplekse) tal.
Vi kan finde matricen C ud fra kravet om, at ¢, skal adlyde Dirac-ligningen:

(Z'ﬁ—m)'(/)c:[]

Indferes (3.123) fas
(i7,0* — m)CH' =0

og tages den matrikstransponerede af denne ligning fas
8‘@0%73 —mypCT =0
og multipliceres fra hgjre med C fas
10*9CTAIC — mypCTC =0

Sammenlignes denne ligning med Dirac-ligningen for 1 :
10"y, + myp =0

fas

c'c=1 , CTyIC=—y,

"De har nemlig operatordelen af deres Fourier-komponenter felles (jfr. ogsa (3.126)).
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eller
~C=C"=CT | 00T =47 (3.124)

Disse ligninger fastlaegger den sakaldte ladningskonjugeringsmatriks C'. 1 repraesentationen
(3.59) fas
C =ivy*y° (3.125)

Ovelse: Litervis dette.
Lad os sluttelig udregne C{[’T fra (3.122) og sammenligne med (3.121):

e = C'ET = Z [Cﬂz(ﬁ)bT(ﬁ»s)em + CT’-Z(ﬁ)d(ﬁ75)e—iPa¢]

p.s
Sammenligning med (3.121) giver
v(p) = Cul (p) : u.(p)=Col(p) (3.126)

Det overlades til leeseren at eftervise, at disse identiteter er opfyldt for vore explicite
losninger (3.85) og (3.88). Det er forst nu, vi fuldt kan begrunde de “mystiske” fortegng-
valg pa udtrykkene for v i (3.88).

3.11 Fermioners og antifermioners paritet

Paritetstransformationen er blot en lidt useedvanlig Lorentz-transformation, sa iflg. (3.61)

gzlder

Pl (Pa)P = S(P)p(z)

eller, da P! =P

Py(a)P™ = S(P)b(Px)
hvor P*, = ¢g*, og hvor iflg. (3.71) S(P) = ~° Vi ved ogsé, at virkningen af P pa
en tilstand med impuls p og spin s er en tilstand med impuls —p og spin +s (jfr. afsn.
2.9). Derimod endrer P ikke pa, om partiklerne er fermioner eller antifermioner. Af

ovenstaende finder vi da ogsa

PY(z)P' = Z[Pb(ﬁ,s)p-lus(@aiw+7>d*(p‘,s>7:—1vs(ﬁ)eiw]

7.8

= S(P)(=3,t) = y"¢(-7,1)
= Z [’YOU(—{—ﬁ,S)e—ipot_iﬁ'ib(ﬁ,S) + ",/Ovs(ﬁ)eipohﬁ’fdf(ﬁ,s)]
7,8
(erstat p med —p isum)
= 3 [°u(=F, 8)e P b(~F, 5) + 1 °v(—7, 5)e P d (=F,5)]  (3.127)

st

Heraf fas sa

Pb(5,s)P u(f,s) = b(~p,s)y’u(~F,s)
Pd'(p,s)P  u(p,s) = d'(—p,s)y°v(~p,s) (3.128)
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Fra vores explicite lgsninger (3.85) og (3.88) i repraesentationen {3.59) ser vi, at

- 0 —

’YOU(*PaS) = +U(ﬁ,3) 0g Y U("[),S) = —2)(]5‘,8)

hvoraf

Po(p,s)P™! = +b(=p,s) ; Pd(p,s)P™ = —d'(-p,s) (3.129)
Heraf fas straks for fermiontilstande (F') og antifermiontilstande (F) : (P]0) = +{0))

PIF;p,s) = +|F;~p,s) 5 PIF;p,s) = —|F; ~p,s) (3.130)

Vi bemaerker her, at der i vores lgsning S(P) = 7° la et fasevalg. Saledes ville S(P) = —~°
vere lige sa brugbar. Med dette valg ville det veere fermiontilstandene, der skiftede
fortegn under P, medens antifermiontilstandene ikke gjorde det. Det afgprende resultat
1 (3.130) er, at fermioner og antifermioner har modsat indre paritet. Det er seedvane at
tildele de negativt ladede leptoner (e7,u7,77) @ren af at vaere fermioner med positiv
paritet. Tilsvarende kaldes protonens bestanddele kvarker med positiv paritet, medens
antiprotonens sa ma kaldes antikvarker med negativ paritet.
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Kvarkmodellen
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4.1 Indledning

Kvarkmodellens historie gar tilbage til begyndelsen af 60’erne, hvor Gell-Mann og Zweig
uatheengigt fremsatte den hypotese, al det forvirrende billede af et stort antal hadroner,
som da var kendt, skulle forstas ved at disse hadroner simpelthen var forskellige bundne
tilstande af et llle antal (dengang 3) byggesten kaldet kvarker (engelsk: quarks !). Kvar-
kerne matte veere spin% partikler, og den simpleste beskrivelse fremkom ved at tildele
dem ejendommelige elektriske ladninger: 2/3 og —1/3 af protonladningen.

Denne model havde fra starten betydelig succes i henseende til at give en meget sim-
pel klassificering af hadronerne. Det er dette aspekt af modellen, vi iser skal beskeaftige
os med 1 dette kapitel. Imidlertid vandt kvarkhypotesen ikke straks almindelig tilslut-
ning. Dette skyldtes en lang reekke begrebsmeessige vanskeligheder ved modellen, som
kan feres tilbage til en manglende forstaelse af krefterne, som virker mellem kvarkerne.
Som vi skal se 1 kapitel 6, findes der idag en yderst smuk teori for disse vekselvirkninger:
Kvantechromodynamikken (QCD) (engelsk: quantum chromodynamics i analogi til QED:
quantum electrodynamics). :

Fremkomsten af QCD er én af mange grunde til, at kvarkmodellen efterhanden har
vundet almindelig tilslutning. Desveerre er alle grundene mere eller mindre indirekte. Fra
starten syntes den mest naturlige made at efterprgve teorien pa at ligge i forsgg pa at
“spalte” hadronerne i deres kvarkbestanddele og sa eftervise de postulerede kvarkegen-
skaber for bestanddelene. Alle hidtidige forsgg 1 denne retning er slaet fejl, og de nyere
teoretiske forestillinger om interkvarkkrzfterne baseres pa antagelsen om permanent kvark
confinement: En hypotese, hvorefter kvarker kun kan eksistere som simple, partikelagtige
feltexcitationer inden i hadronerne, men aldrig isoleret.

En tidlig indvending mod kvarkmodellen bestod 1 at fremhaeve, at hvis en tilfgrsel af
energi pa mange GeV var utilstraekkelig til at “slide” kvarkerne fra hinanden, sa matte
bindingsenergien selv veere mange GeV, hvilket syntes mystisk, da hadronerne typisk har
masser ~ 1GeV. | en sadan situation skulle man forvente, at kvarkerne havde meget
hgje kinetiske energier inden i hadronerne for at kinetisk energi minus bindingsenergi
skulle blive lig med massen af hadronen. Sadanne systemer syntes pa forhand hablgst
komplicerede, og der blev rejst alvorlig tvivl om det fornuftige i overhovedet at tale om et
bestemt antal kvarker i hadronerne: Med de store energiforskelle, som syntes involveret,
matte pardannelse af kvark-antikvarkpar nemt kunne forega.

[ 1969 startedes ved Stanford Linear Accelerator Centre (SLAC) i Californien en helt
ny type eksperimenter. Med den linezere accelerator var man i stand til at accelerere elek-
troner til energier pa 10 — 20GeV og derefter studere sakaldte dybt uelastiske kollisioner
mellem elektronerne og nukleoner. Ideen bag eksperimentet (som vi kommer tilbage til i
kap. 10) var bla at studere detaljerne af protonens ladningsfordeling. Hertil kraeves ifig.
usikkerhedsrelationerne impulsoverfgrsler Ap, som tilfredsstiller

1
Ap>>E;

hvor R, ~ 1fm =~ 5GeV ™! er udstraekningen af en proton. Bemerk her den store
principielle lighed mellem dette eksperiment og Rutherfords bergmte eksperiment fra 1910,

!Gell-Mann tog ordet fra et gadefuldt sted i James Joyce’s Finnegans Wake:“... Three quarks for
Muster Mark...”
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der forte til opdagelsen af, at den positive ladning i et atom ikke er jeevnt fordelt over
atomet, men samlet i en neaesten punktformet kerne.

Resultatet at SLAC eksperimentet var forblpffende. Det viste sig, dels at protonens

Iy

Jadning var samlet 1 “punktformede dele” (kaldet partoner, men nu almindeligt identifi-
ceret med kvarkerne), dels at eksperimenterne kunne fortolkes vha en nasten latterligt
simpel model for protoner: Det sa ud som om kvarkerne beveegede sig frit omkring i
protonen uden bindingsenergi! Det er en af QCD-teoriens sterste fortjenester at have
tilvejebragt et teoretisk grundlag for en forstaelse bade af denne sdkaldte “asymptotiske
frihed” og - 1 hvert fald 1 princippet - af kvarkconfinement-faenomenet (omend dette sidste
endnu langtfra er afklaret), - men herom senere.

En tredje vanskelighed ved kvarkmodellen 1a i at hadronklassificeringen syntes at
kraeve. at kvarkerne - skgnt de matte veere spin—% partikler - matte adlyde Bose-Einstein
statistik. Problemet blev lgst ved at postulere, at hver kvark kan optraede i 3 varianter
kaldet rgd, bld og gren, som bortset herfra er identiske. Denne lgsning forekom mange
temmelig sggt, men som vi skal se i kap. 7, har den direkte eksperimentelle konsekvenser,
der er godtgjort, og den giver via gaugeprincippet anledning til en entydig fastlaeggelse af
hele QCD-teorien. Denne har siden fejret virkelige successer, som vi senere skal studere.

Som en sidste af de oprindelige vanskeligheder, vil vi navne kvarkmodellens rolle i
svage vekselvirkninger, kap. 8. | lgbet af 60’erne blev der udviklet en forenet gaugeteori
for bade svage og elektromagnetiske vekselvirkninger. Denne smukke teori (som Glas-
how, Salam og Weinberg fik Nobelprisen for i 1979) forudsagde bla en uacceptabelt stor
henfaldssandsynlighed for en proces som

K% — ytu”

Glashow, Iliopoulos og Maiani (GIM-mekanismen) viste i 1970, at vanskeligheden kunne
undgas ved at postulere eksistensen af en fjerde kvark, kaldet charmkvarken, og som matte
give anledning til hadroner med masser ca 1-2 GeV hgjere end de hidtil kendte. Denne
forudsigelse blev af de fleste betragtet som en alvorlig vanskelighed. I november 1974
opdagedes imidlertid af to uafhangige amerikanske grupper den sakaldte J/v vektorpar-
tikel, som snart viste sig at kunne forstas som opbygget af den fjerde kvark, c¢. Ved at
studere dens familiemedlemmer, dels cé-mesoner (charmonium-partikler), dels og navnlig
sakaldte D-partikler bestaende af én c-kvark og én af de gammelkendte, har det veret
muligt 1 detalje at eftervise GIM-teoriens forudsigelser om c-kvarken.

Siden 1974 har det vearet smat med skepsis over for kvarkmodellen. I 1976 fremkom
en ny type eksperimentel effekt, jetfeenomet. Dette giver, som vi skal se, den hidtil nok
mest direkte evidens for kvarkmodellen - og for QCD teorien. I visse typer hgjenergetiske
processer er den dominerende effekt den, at én eller nogle fa kvarker far meget hgje impul-
ser og derved forsgger at lgsrive sig fra deres hadronfengsel. Imidlertid bliver resultatet
blot, at nye kvark-antikvarkpar dannes i interkvarkfeltet (gluonfeltet). Eksperimentelt
ser man derfor ikke den enkelte kvark, men et stgrre eller mindre antal hadroner (fgrst
og fremmest m-mesoner), som imidlertid alle har neesten samme impulsretning som den
oprindelige kvark. Det er en sddan kollimeret byge af hadroner, der kaldes en jet. Ved de
hgjeste energier er jetfeenomenet serdeles overbevisende, og der har ikke vist sig alvorlige
konkurrenter til kvarkteorien hvad angar jetfeenomenets fortolkning.
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4.2 De kendte kvarker

De kvarker, som vi i dag (jan. 1992) har kendskab til, star opfgrt med deres navne og
veesentligste egenskaber 1 Tabel . 1.

Table 4.1: Kendte kvarker

[
kvark | @ | masse (MeV) | hadron-energi(MeV) | opdaget

u 2/3 5 im, = 384 (1910)
d | -1/3 9 lm, = 384 (1932)

s | -1/3 160 img = 510 (1950)

c 2/3 1350 Smyy = 1549 1974

bo| —1/3 4650 Lmy = 4730 1976

t ] 2/3 | ~ 130 GeV? ingen hadroner | ~ 1995 77

L

Lad os starte med at gennemga de enkelte kolonner.

Kvarkernes navne kaldes ogsa ofte deres flavours (engelsk: smag eller aroma) til for-
skel fra deres colour (farve). Alle kvarker er SU; colour tripletter, men herom senere.
Bogstaverne star for flg historisk begrundede “morsomheder”:

u: up d: down
c: charm s: strange
t. top b: bottom

Den elektriske ladning () er den eneste helt vasentlige kolonne i Tabel 4.1 udover
navnekolonnen. Kun verdierne +2/3 og —1/3 forekommer. Lad os allerede her nedskrive
en formentlig yderst fundamental antydning af et sleegtskab mellem kvarker og leptoner:

IR R Y R I O R

Vi taler om 1., 2. og 3. generation.

Ligesom leptonerne forekommer i dubletter, hver indeholdende én (negativt) ladet
partner (€~,u~,77) og én neutral neutrino (v.,v,,v.), sdledes synes ogsd kvarkerne at
optreede 1 dubletter. Springet i ladning fra det gverste til det nederste medlem er —1
bade for kvarker og leptoner: Alle de gverste kvarker har ladning +2/3, de nederste
~1/3. Alle de gverste leptoner har ladning 0, de nederste ladning —1. Bortset fra, at
den gverste kvark i 3. dublet (endnu) ikke er fundet, og fra at eksistensen af v, kun er
indirekte bekreeftet, sa er det slaende at antallet af kvarker og leptoner stemmer overens.
Endvidere galder, at “alt” kendt stof i universet kan forstas som opbygget af de fire
fermioner i fgrste generation: u,d, v, og e~. Nylige studier over Z%-partiklens henfald (se
senere kapitler) har vist, at der ikke kan vzere mere end de nu kendte tre generationer,
i hvert fald ikke nogen med en (naesten) masselgs neutrino. Men hvorfor det i gvrigt er
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sadan, forstar vi ikke. I det hele taget repreesenterer (4.1) mange spergsmalstegn, som vil
veere blandt de vigtigste udfordringer til elementarpartikelfysikken fremover.

Tredje kolonne i Tabel I er et forseg péa at tilskrive kvarkerne en masse. For u og d
kvarkens vedkommende repracsenterer de viste veerdier et modelaftheengigt resultat: man
kan ikke uden videre male deres masser.

Fjerde kolonne er derimod direkte et udtryk for hvor meget hver kvark bidrager til
hadronernes masser. Billedet bliver sa , at ultra-relativistiske u- og d kvarker er stdende
belger inden i hadronerne. Den typiske hadronsterrelse pa henved 1 fm (1071°m) vil da
ogsa ifplge ubestemthedsrelationerne forlange impulser og energier nogenlunde svarende
hertil. De “tunge” kvarker, ¢, b er derimod urelativistiske inden i1 hadroner, og deres
energibidrag er kun lidt stgrre end deres egne masser. s-kvarken indtager en mellemstil-
ling. t-kvarken vides nu at vere sa tung, at den ma anses for at vere sa ustabil, at den
henfalder for den far tid til at indga 1 nogen hadron(!)

Alle mesoner er bygget af en kvark og en antikvark og alle baryoner er bygget af tre
kvarker. Svarende hertil tildeler vi kvarker et “baryontal” pa 1/3. Endvidere skal vi
senere tildele u og d kvarkerne et “isospin” kvantetal, der ggr dem til “iso-dubletter” og
alle andre kvarker til “isosingletter”. s-kvarken siges (af historiske grunde) ofte at have
“strangeness” = -1, og c-kvarken at have “charm” = +41. Tilsvarende kunne vi tildele
b-kvarken “bottomness” = —1 etc., men alt dette er nu til dels forladt til fordel for slet
og ret at tale om kvarkerne.

[ teorien for de svage vekselvirkninger vil samtlige kvarker blive opfattet som herende
til “svage iso-dubletter”. Men dette “svage isospin” ma ikke forveksles med det “staerke
isospin”, som vi taler om senere i dette kapitel.

Den “steerke” isospinsymmetri er en konsekvens af QCD, hvis u- og d—kvarkerne har
masser, som er vasentligt mindre end den karakteristiske skala for steerke vekselvirkninger,
nu ofte omtalt som “QCD-skalaen”, Agcp ~ 100—-500 MeV. Tabellen viser, at dette synes
at veere tilfeldet. Hvorfor ved vi ikke. [ afsn. 4.4. skal vi komme tilbage til isospin i
stgrre detalje.

Den mest karakteristiske egenskab ved kvarkerne er deres evne til at bevare deres
identitet. Hverken steerke, elektromagnetiske eller gravitationelle kraefter kan forvandle en
kvark af én flavour til en kvark af en anden flavour. Det kan kun de svage vekselvirkninger.

4.3 Mesontilstande

Vi betragter den oversimplificerede model for en meson, (fig. (4.1)).

Den fysiske meson antages at opfylde et omrade 2 i rummet. Inden for dette omrade
kan kvarker og anti-kvarker eksistere frit. Uden for omradet kan kvarkerne ikke eksistere.
Safremt omradet ikke er for lille, ved vi, at vi approksimativt kan realisere en sadan
situation ved at betragte superpositioner af tilstande af kvarker med passende impulser.
Alle vores overvejelser geelder kun i mesonens hvilesystem. Et fuldsteendigt seet af tilstande

€er

EARARTARIA (4.2)

hvor n; er antallet af kvarker med flavour: ¢, 77;-antallet af antikvarker med (anti-)flavour:
j. Settene {5} og {p,} betegner tilsvarende impulserne af de forskellige kvarker og an-
tikvarker.
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Den simpleste udgave af kvarkmodellen for mesoner fas nu ved at antage, at vi kun
behpver at anvende tilstande med én kvark og én antikvark.

I en lidt mere realistisk model ville man desuden tillade forekomsten af et vilkarligt
antal kvark-antikvarkpar af forskellige flavours. Altsa ville vi betragte seettet af tilstande

l91,G2,7)  og  |91,Gy, 05 {vi}, {Pi})

hvor kvarken ¢; og antikvarken §, benevnes valenskvarkerne med impuls p for ¢, og 5
for g,. Tilsvarende er v; antallet af kvark-antikvarkpar af flavour 1 og med impuls p; for
¢; og —p; for §,. Sadanne ekstra kvark-antikvarkpar benaevnes pa engelsk “sea quarks”. I
naerveerende kapitel vil vi indskrenke os til at betragte valens-kvarktilstandene.

Lad os nu betragte en generel mesontilstand bestaende af kvark ¢; og antikvark g, :

|(1§){O(}> = Z a(ﬁam1’m2)

:Ewml ym2

qlvq%ﬁaml»mﬁ (43)

hvor tilstandene pa hgjre side er karakteriseret ved, at ¢; har impuls p og spinprojektion
my langs z-aksen i sit hvilesystem: S3(1) = my = +1. Tilsvarende har g, impuls —p og
53(2) = mMmy.

Vi skal nu koncentrere opmerksomheden om de lavest mulige bundne tilstande, altsa
dem med mindst mulig masse. Dette fgrer os til at antage, at «(p, mi,my) er uafhengig
af p’s retning, p . For at forstd denne antagelse kan vi taenke pa et klassisk mekanisk
bundet system af klassiske kvarker. Disse kan befinde sig i forskellige vibrations- og
rotationstilstande. Hvis inertimomentet er [ og impulsmomentet L, vil rotationsenergien
vare

L2

ET‘O:— 3 ]
¢ =57 >0

Denne er minimal for L=0. Kvantemekanisk geelder det ogsa, at alle “fornuftige” urela-
tivistiske potentialer har deres laveste bundne tilstand for L =0, hvor L = baneangulere
moment. For et system bestaende af to spinlgse partikler er L =0 tilstanden, sa rotati-
onssymmetrisk: Hvis

hvor e=*#L er en vilkarlig drejningsoperator. Hermed har vi begrundet vores valg af S-

tilstande (dvs L=0):

l(]‘?—){a}> = Z a(p) ml,m2) Z lq17§2vﬁ’m1am2> (44)

p,my,m2 P

hvor p = |p], dvs p' = p-p, D er en enhedsvektor.

Vi gnsker nu videre at klassificere mesontilstandene efter deres totale impulsmoment
J. Hertil skal vi studere transformationsegenskaberne af (4.4) under rotationer. Lad os
indfgre betegnelsen

lg1, T, 5p,m1,m2) =) |1, Ty, B, M1, ma) (4.5)
P

Lad os fgrst se pa, hvordan en enkeltpartikeltilstand |¢;, 5, m;) transformerer under rota-
tion. Nu er

’qlaﬁa ml) = eiéRi(h, 6) m1>
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hvor K er en boost operator og £ et passende set af tre tal, der svarer til _Lorentz-
transformationen 0 — p. Det afgorende er, at under rotationer transformerer A som en
vektor. Hvis derfor R er en rotationsoperator geelder

R|Q1,ﬁ, m,) = eiE(RRR_X)R\(h’G,ml)

(bevis: rakkeudvikling af exponentialfunktionen!) Ovenstaende gelder for en en-
partikeltilstand, men for to-partikeltilstanden i mesonen kan vi behandle hver partikel
pa tilsvarende made. Tilstanden har impuls p’ = Rp, hvor |[p'| = |p]. Men da alle
vaerdier af p forekommer 1 (4.5) med samme veegt, betyder det, at resultatet af at virke
med R pa en tilstand med (m;, m2) er ngjagtigt den samme linearkombination af tilstande
(!, ml), som hvis impulsen havde veeret nul. Folgelig kan vi glemme, at kvarkerne har
nogen som helst relativ beveagelse, nar vi skal udregne J. Tilstanden (4.5) opferer sig
under rotationer blot som en tilstand af ¢; og g, 1 hvile med S3(1) = m; og S3(2) = my.

Herefter er det for det fgrste klart, at vi far de to muligheder: J =0 0og J =1, og
for det andet finder vi ved pa sadvanlig made at sammensette angulare momenter vha
Clebsch-Gordan-koefficienter:

J=0:
1 _ 1 1 _ 11
|<h’?1—2;0> = ZQO(P)‘\/”i [|Q1,92,P; 5, —5) - |Q1>CI2,P; "5, §>] (4-6)

p

J=1:
_ 11
g M=1) = Zal (Plar, @2 ps 50 5)
11 11
191, Gps M =0) = Zal [|q1,qz,p,-2-, =)+ a1, G ps - 3 2)]
~ 1 1
'Qh(]z;l :—'1> = Zal |q1 q27p’ 2)_§> (47)

Disse tilstande er alle egentilstande af paritetsoperatoren med egenveerdien —1. Dette
folger af, at
Pla1, G5 Py ma, ma) = ~|qu, §p; — Py, ma) (4.8)

da spinnene er uendrede under paritet (axialvektorer), og da fermioner og antifermioner
har modsat indre paritet. Egenverdien af p skifter fortegn under P, men da mesontil-
standen indeholder en sum over alle retninger af p, fas det pastaede.

Hvis kvarkerne ¢; og §, har forskellig flavour, vil mesontilstanden ikke veere en egen-
tilstand af ladningskonjugering. Hvis derimod ¢; og @, er hinandens antipartikel, taler vi
om en kvarkoniumtilstand (i analogi med positronium). I sa fald findes for virkningen af

C:

Clg(p,m1),q(=p,m2)) = [3(P,m1), g(=Pm3))
= —|¢(~=p,m2),q(p,m;1)) (Fermi-statistik) (4.9)

hvoraf

CZ"] Q’P,mhmz Z|Q’Q:P, m27ml> (410)

p
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Ved at sammenligne med (1.6) og (4.7) ses, at:
Kvarkoniumtilstande med J¥ =0~ har C = +1
Kvarkoniumtilstande med JY =1~ har ¢ = —1
(4.11)

Dette altsa kun for S-tilstande (dvs L = 0 tilstande). For fuldstendighedens skyld naevner
vi resultaterne for en (¢, q,)-tilstand med baneangulert moment L og totalt spin S (ikke
at forveksle med S-tilstande):

Plg1, G5 L, S(IM))
Clqg; L, S(JM))

(=) g1, @y L, S(JM)) (4.12)
(—=)*%1g, G L, S(J M) (4.13)

Bevis: Qvelse!

Lad os nu sammenligne med de eksperimentelt etablerede letteste mesoner.

Tabel 2 og 3 viser kvarkopbygningen for de formodede L = 0 mesoner. Partiklerne
med JF = 0~ kaldes de pseudoskalzere mesoner, medens dem med J¥ = 1~ kaldes vek-
tormesonerne.

Table 4.2: Pseudoskaleere J© = 0~ mesoner, masseveerdier i MeV i parentes.

I u 1 d | s C b
T | —3(r°(135) + 7(549)) 7= (140) K~(494) | D°(1865) | B~(5278)
d n*(140) 1-(x°(135) — n(549)) | K°(498) | D*(1869) | B"(5279)
3 K+(494) K°(498) n'(958) | D¥(1969) ?
¢ D°(1865) D~(1869) D7(1969) | 1.(2980) ?
5 B*(5278) B(5279) ? ? ?
Table 4.3: Vektormesoner J¥ = 1-, massevzrdier i MeV i parentes.
1 u d s B c b
@ | —(p°(768) + w(783)) p~(768) K*=(892) | D*°(2010) ?
d pt(768) J=(p°(768) —w(783)) | K™(896) | D**+(2010) ?
3 K*+(892) K~°(896) ©(1019) | D2+(2110) ?
¢ D™°(2010) D*=(2010) D2=(2110) | J/4(3097) ?
b ? ? ? ? T(9460)
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Lad os forst knytte en reekke simple bemarkninger hertil. De mange sporgsmal
vedrorende mesoner med b-kvarker er blot et udtryk for, at disse partikler er vanskelige
at producere og identificere i de eksperimenter, der til dato har kunnet udfgres. Denne
situation kan formodes at blive @ndret i de kommende ar.

Kvarksammensatningen af 7% 1,7’ hhv p° w, ¢ kan ogsa udtrykkes saledes:

) = \%(IW)-IC@) : ln>=%(luﬂ>+fd3>) ') =1s5)  (414)
-1 -

) = S ) = s ) =) (405)
Medens forholdene her for 7°, p° w, ¢ er velunderbyggede, er sammensatningen af 1 og
n' nok snarere visse linearkombinationer af de viste.

Grunden til, at de fysiske mesoner ikke optreeder som |u®) og |dd) sammensetninger,
men snarere som symmetriske og antisymmetriske linearkombinationer heraf, skal vi
komme tilbage til i naeste afsnit om isospin.

Bemerk det historisk uheldige valg af navne: K-mesonerne, Kt og K°, indeholder
en anti-s-kvark, medens anti- K-mesonerne K~ og K indeholder en s-kvark. Tilsvarende
betegnes mesoner med en b-kvark som anti-B-mesoner, medens dem med en b— kvark
betenges B—mesoner. Ved charmkvarken er valgt en rimeligere notation: D-mesonerne
D* og D° indeholder en c-kvark, medens anti-D-mesonerne D~ og D° indeholder en
anti-c-kvark.

Det anbefales leeseren at studere PDG-tabellerne over partiklernes egenskaber. Speci-
elt ber hun/han filosofere over masseveerdierne og sammmenligne med masserne i Tabel
4.1.

Det er en betydelig succes for kvarkmodellen, at alle observerede 0~ og 1~ tilstande
har en naturlig plads i systemet, samt at der ikke er nogen “pinlige” huller. Specielt
fremhaves, at der aldrig er observeret dobbeltladede mesoner.

4.4 Isospin

I kvarkmodellen kan hypotesen om isospininvarians formuleres pa den made, at de steerke
vekselvirkninger ikke “kan se forskel” pa en u-kvark og en d-kvark. En fgrste konsekvens
heraf er, at hvis vi i en hadron erstatter en u-kvark med en d-kvark eller omvendt, sa far
vi en ny fysisk hadron med samme masse og samme staerke vekselvirkninger.

Det er da ogsa slaende, at masseforskellen mellem hadroner, der kun adskiller sig ved
u- eller d-kvarkforskelle, har meget neert sammenfaldende masser:

m(p) = 938.2723 £0.0003 MeV , m(n) = 939.5656 + 0.0003 MeV
m(rE) = 139.5675 + 0.0004 MeV , m(x°) = 134.9739 £ 0.0006 MeV
m(K*) = 493.646 £ 0.009 MeV , m(K°) =497.67 £0.03 MeV
m(D*) =1869.3 £ 0.4 MeV , m(D°) =1864.5+0.5 MeV
m(B%) =5277.6 +1.4 MeV , m(B°) =5279.44+1.5 MeV (4.16)

[sospinbrydningen ses at vare hgjst nogle fa procent. En tilsvarende hgj ngjagtighed er
fundet i talrige undersggelser af konsekvenser af isospininvarians for overgangsamplituder.
Den omstandighed, at isospinbrydningen var sa lille som nogle fa procent, fgrte tidligt til
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en formodning om, at isospininvarians var en eksakt, fundamental egenskab ved de steerke
vekselvirkninger, medens brydningen udelukkende skyldtes de elektromagnetiske kreefter.
Dette stemmer lgseligt med, at den elektromagnetiske finstrukturkonstant o = % (om
enheder, se kap. 5) er ca. 1/137 =~ 1%, medens de steerke vekselvirkninger malt i samme
enheder har en karakteristisk styrke af O(1).

En alvorlig vanskelighed ved denne fortolkning melder sig straks ved at kaste et blik
pa fortegnet af masseforskellene indenfor samme isospinmultiplet. Vi ville vente, at ladede
partikler matte besidde et ekstra positivt elektrostatisk bidrag til deres energi (masse) i
forhold til neutrale partikler. Det omvendte er imidlertid ofte tilfaeldet.

Den almindelige antagelse idag er, at isospinbruddet ogsa skyldes en forskel i massen
af u-kvarker og d-kvarker, idet d-kvarken synes tungere, jfr. Tabel 4.1. Dette giver en
rimelig “forklaring” pa mange masseforskelle indenfor isospinmultipletter. I afsnittet om
kvantechromodynamik skal vi yderligere belyse isospinsymmetriens mulige oprindelse.

Her skal vi nu opstille det formelle vaerktg) til behandling af isospininvarians, idet vi
overalt tager vores udgangspunkt i kvarkmodellen. Vi antager altsa i den resterende del
af dette afsnit, at isospin er eksakt bevaret.

Lad |u) og |d) veere tilstande af hhv en u- og d-kvark i samme impuls og spintilstand.
Sa er pastanden, at de staerke vekselvirkninger ikke kan se forskel hverken pa disse to
tilstande eller en vilkarlig normeret linearkombination

la) = ay|u) + aq4ld) (4.17)
hvor
|au|* + faaf* = 1

Vi kan repreesentere den generelle isospin-roterede tilstand |a) ved sgjlen

a.
la) : ( o ) .
t O 1 U
Sa er |u) repreesenteret ved ( 0 ) og |d) ved ( . ) .

Den mest generelle made at transformere mellem linearkombinationerne (4.17) pa er
vha 2 x 2-matricerne:

Ay N a; - U Ay _ Unn Uy Ay
aq ay | ag )\ Un Uz a4
! 1%

Normeringsbetingelsen ala’* + ala = ayal + aqa)] = 1 betyder, at U ma veere

uniteer: Idet vi skriver
au * *
q= ( ) , qJr = (a; ay) etc

har vi
1x !/ = 7

aya, +ayay = q'q = q'UtUq=q'q , foralle q

hvis og kun hvis UTU = 1, altsé at U er unitar. For determinanten af en uniteer matrix
geelder ‘
det U = e
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Fasen  har viingen interesse 1 her og nu. Vi indskraenker os derfor til transformationer
for hvilke
detU =1

Gruppen af uniteere 2 x 2-matricer med determinant = | kaldes gruppen af Specielle.
Uniteere 2 x 2-matricer, eller SU(2). Det er velkendt fra teorien om angulere momenter.,
hvorledes disse matricer kan angives pa formen

[ST1"

U . ezﬁ.-

== (V1) (0] (0 0)

er Pauli-matricerne, medens 0 = (01,0,,03) er et sxt af tre reelle tal. Pauli-matricerne
tilfredsstiller ombygningsrelationerne

(1.18)

hvor

(o g, .
i _1} —

2702

Tk

5 (4.19)

som er de karakteristiske ombytningsrelationer for anguleert moment (heraf betegnelsen
1sospin).

Der er uendeligt mange szt af tre matricer [ = (11, I, I3), som tilfredsstiller ombyt-
ningsrelationerne

(i, [;] =t €11y (4.20)

Ethvert sadant szt kaldes en representation af SU(2)-algebraens generatorer, og meengden
af linearkombinationer af generatorerne {f - 116y, 6,05 € R} betegnes en representation
af SU(2)-algebraen. Tilsvarende kaldes matricerne

{ei@f}
en repreesentation af SU(2)-gruppen.

Settet af linearkombinationer af u- og d-kvarker q = Z” siges at beere den 2-
d

dimensionale eller fundamentale representation, og u- og d-kvarkerne siges at danne en
SU(2)-dublet; de siges at have isospin 3.
Den trivielle repraesentation er 1 x 1-matricen {0} for algebraen:

['= (LI Is) — (0,0,0) og P11

Tilstande, som baerer denne, siges at have isospin 0.

Forholdene er helt analoge til forholdene ved szdvanligt spin.

Foruden matrix-repraesentationer af isospingeneratorerne og af isospintransformatio-
nerne er det bekvemt at indfgre en betegnelse for de abstrakte operatorer. Vi betegner
saledes isospinoperatorerne med

-

I=(T1,1: 1)
og en bestemt matrixrepraesentation af 7 med

fE (]1, 12, 13)
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hvor altsa [y, I; og I3 er seedvanlige matricer, hvis dimension afhanger af, hvad det er
for tilstande vi skal transformere. Under en isospintransformation beskrevet ved den
abstrakte transformation

U = ei§~f

hvor § = (01, 0,,03) er seedvanlige reelle tal, transformerer en up/down-kvarkdublet siledes

( @ ) =q—q=Ugd™' = Uq (4.21)

a4

hvor U er 2 x 2-matrixreprasentationen af operatoren i :

U =7 og Iﬂ:(ﬁ 72 —0—3—)
27 27 2

Lad os nu se, hvad transformationsloven (4.21) betyder for skabelses- og annihilationso-
peratorerne. Den generelle tilstand

|a) = aulu) + aq|d)

transformerer jo 1

/
ay

la"y = al,|u) + a)|d) hvor q = ( o ) = Uq

Lad os indfgre betegnelsen

@) = (ay - ut + ag - dN[0) = (u'd) ( iy ) )

hvor | % | er sgjlen af annihilationsoperatorer og (u'd’) den hermitesk konjugerede

d
reekke. Vi kan endvidere kalde

u
(d) =x og (uld)=x'
S3 har vi |a) = xTq|0) — |a') = xTq/|0) eller
x'a = x'd' = x'Uq
Da dette skal gelde for en vilkarlig sgjle q, har vi
x'—x'0 (4.22)

Dette resultat kan vi bruge til at finde, hvorledes anti-kvarktilstandene transformerer
under isospintransformationer. Vi har jo nemlig fx for d-kvarkfeltet

balz) = 2 {dlp,s)u(p, )¢~ +d (p, s)u(p, s)e ™}

Her er vi Igbet ind i en temmelig uundgaelig notationsforvirring. Symbolet u(p, s), f. eks.,
betyder her spinoren med fire komponenter - ikke annihilationsoperatoren for en u-kvark,
etc. etc. Det burde altid fremga af sammenhangen, hvad meningen er.
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Det er nu klart, at vi ma forlange, at skabelses- og annihilationsleddet 1 v4 transfor-
merer pa samme made - ellers far ¥, selv ingen fornuftig transformationsegenskab. Vi
forestiller os altsa, at dubletten af kvark-felter

U ()

Yal)
transformerer som en god isospin-dublet. Dette vil i vid udstrakning blive begrundet
senere af QCD-teorien. Men dette betyder, at hvis vi indfgrer betegnelsen

(%] g T = (@)

(3)-(5)

—_ —— T — * ¢ \
Y - x (U =xU (4.23)
Vi ser det uundgaelige, at medens skabelsesoperatorerne for kvarktilstande transformerer
med matricen U i (4.22), sa transformerer antikvark skabelsesoperatorerne med matricen
U~
For den generelle antikvark tilstand

i

X

sa ma vi iflg. (4.22) forlange, at

eller

—_— -3 ~T~
|a‘> = aU|U> + (la‘ld) = (aq‘ﬂ-lfT + agdt)|0> =X _C'l|0)

> ay
= a
~?‘~ ~

T ~
geelder ¥ § — Y U*q, som ogsa kan formuleres som fglgende transformationslov for koef-

hvor

ficientsejlen q :

q—Uqg (4.24)

Dette er altsammen seerdeles upraktisk. Vi gnsker at kunne bruge samme tabeller over
Clebsch-Gordan koefficienter for antikvarker, som vi bruger for kvarker.
En del af forklaringen pa forvirringen kommer af, at vi selvfglgelig har vendt op og

ned pa sgjlerne:
~ [ ax
q= ag

Det er jo nemlig |d) og ikke [7), der har /3 = +3. Men som vi nu skal se, er det ikke nok
at vende spjlen omvendt. Vi sgger en sgjle, som vi vil kalde § og som transformerer som

Nu geelder jo
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Men oy = o] . 0, = ~0} . 03 = 0. Heraf - og af ombytningsrelationerne for Pauli-
matricerne - fas

O': = —00;07 = (+i02)05(i02) og U™ = (*iU2)U(iO’2J

(Dvelse!)
Vi far sa af (4.24):

~

'a_, (—109)U(ioq)q  eller icrg%l — Uiff?&

der viser, at den sggte sgjle med de “gode” transformationsegenskaber er

() e

Det er for at opna dette resultat med minustegnet pa ag, at vi har gjort os sa stor en
ulejlighed med disse transformationsregler.
Konklusionen er, at nar vi skal opbygge elementarpartikler med bestemte isospin, skal

vi bruge kvarkdubletterne B
WY o [ 1@
|d) ~[1)

som begge har [ = £ og I3 = £3.

Ll

qua'g
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Figur 4.1: “Szek”-modellens (eng.: bag model) billede af en meson med en kvark og en
anti-kvark inden 1.
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4.5 Mesonernes isospinstruktur

Lad os forst betragte mesoner, som udelukkende bestar af u- og d-kvarker (og antikvarker).
Det drejer sig fx om de pseudoskalare singlet-S-tilstande

57 (I=1) og n (I=0)
samt om vektormesonerne eller triplet-S-tilstandene
p*. 0" (I=1) og w (I=0)

Isospinforholdene for disse er helt analoge. Lad os forst bruge en notation, som svarer
til vektormesonerne. Vi underforstar overalt sadanne spin- og impulstilstandssuperposi-
tioner, som allerede er behandlet i kap. 4.3.

Ved at bruge de to isospindubletter

( 0 ) °g ( _ )

og en tabel over Clebsch-Gordan-koefficienter far vi sa, idet vi vedtager, at
o) 1p7), %), jw) skal have sadanne relative fortegn, at de transformerer som rene iso-

spinmultipletter:

pty = I=1,L=1 =|u)®|d) = |ud) (4.28)
) = |1=1-,Ia=0>:\/%{iu>®(—!ﬂ>)+d>®|?i>}=—\}—§(Id3>—luﬂ>)(4.29>
PT) = | ®(=[m) = —|du) (4.30)
W) = o5 {8l - 1) @D} = ——s(lur) + ) (4.31)

Pga minustegnet i (4.31) ses meget ofte en notation svarende til, at alle tilstande multipli-
ceres med —1. Et sadant fzlles fortegn pa alle tilstande har ingen fysisk betydning, kun
relative faser influerer pa observable. Men der er grund til at advare mod sammenblanding
af forskellige notationer.

Det er vigtigt at understrege, at antagelsen om isospininvarians betyder, at det er de
symmetriske og antisymmetriske superpositioner af |u%) og |dd) tilstande, som modsvares
af fysiske partikler. Det er disse som transformerer irreducibelt, dvs med bestemt iso-
spin. Udfra kvarkmodellen alene kan vi ikke geette, at det skulle veaere sadan. Vi ville
vel nazrmest tro, at det var de “rene” kvarktilstande |u@) og |dd), som var fysisk mest
betydningsfulde. Vi skal i de fglgende afsnit vende tilbage til disse spprgsmal og gradvist
belyse dem neermere fra forskellig side.

Forholdene for mesoner, som kun indeholder én u- eller d-kvark (eller antikvark), er
endnu simplere. Idet saledes s-kvarktilstande er isosingletter (invariante under u « d),
far vi trivielt for isospin- K -tilstande

K*) = [u)® [5) = |us)
K% = |d) @ [5) =|ds) (4.32)
K™) = (~[7)®]s) = —[us)
K%y = [d)®]s) = |ds) (4.33)
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Med denne definition transformerer filstandene som rene dubletter:

( ‘|§§§>> ) % ( Fé )

men hvis vi beskriver K*-tilstande ved et “effektivt” felt ®x(z), hvor [K*)-tilstande
skabes af ®}, sa er det med fortegnet i (4.33) minus &5 : —®g, der skaber |K™)-
tilstande.

Savel elektromagnetiske som starke vekselvirkninger er invariante under ladningskon-
jugering. Dette er dels en eksperimentel kendsgerning og dels, som vi siden skal se, en
konsekvens af kvanteelektrodynamikken hhv kvantechromodynamikken. For kvarkonium-
tilstande giver dette anledning til nyttige udvalgsregler. For ladede mesoner derimod er
det besveerligt umiddelbart at benytte ladningskonjugeringsinvarians. Fx vil vi finde

Clp*) = Clud) = |ud)  |p7)

der viser, at |p*) (selvislgelig) ikke er en egentilstand af C.
Det er imidlertid muligt at kombinere ladningskonjugering og isospin i et enkelt meget
nyttigt kvantetal: G-paritet. Pa kvarkniveau har vi

(1) =(3)

Her er forste dublet en isospindublet, medens dette ikke er tilfeeldet med den anden. Men
det er sa neerliggende at definere en operation (G-paritet) ved

o()-(-8)

hvor jo begge dubletter er rene isospindubletter. For alle andre kvarker: s, ¢, b, ¢, defineres

Glg) = 1g),
dvs G virker som C for disse.
Det ses, at vi for kvarker kan skrive G = Cioy. Sa fas

()=o) =<l o) (1) =e( 58 )=~ (1)

Bemerk, at G2 = —1 for isospin % kvarker. Specielt har vi

Gla) = +|d) , Gld) = —|u)

[ den udstreekning bade C og isospin er bevaret, er dette ogsa tilfeeldet med G.
Lad os nu finde G for de pseudoskalere mesoner og vektormesonerne bestaende af u-
og d-kvarker/antikvarker. Ved at bruge, bade hvad vi har lert om sammensatning af spin

og af isospin ((4.6), (4.7) og (4.28),(4.29),(4.30),(4.31)), finder vi

= —1——(u d 1y —|ul)|d

) = il DL~ D) (4.35)
o - L] 1 dl)— M) = << (fu Dz 1) - u L)z .36)
) = s {dsaniEy - 0@ - Juniah - e} @3
) = —(d i ) - 4 Dl 1) (437)

1 1 —~ - 1, _ _
W = 5] 5 DR~ DN+ o Dl s D)} (439
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For virkningen af GG findes sa, idet vi bruger Fermi-statistik, samt at koefficienterne i
impulssummerne (som er undertrykt) er symmetriske under p — —p :

1) = <5 (1)~ 1) = 2 (=1 1) = sl DI 1) = lu DT 1) = ~e)

V2
Tilsvarende for de andre |r)-tilstande:

Glr0) = —|x0) (1.39)

dvs alle m-tilstande er egentilstande af G med egenvardien —1. For 5-tilstanden fas
tilsvarende
Gln) = +[n) (4.40)
Af (4.7) ses, at alle spintilstande af vektormesoner er symmetriske i spinkvantetallene
i modsatning til de pseudoskaleere mesontilstande, som er antisymmetriske i spinkvante-
tallene. Vi far derfor (hvilket ogsa let bekrzeftes ved direkte regning):

"0 o
Gip°) = +[p%) } (4.41)
Gluo) = — )
Enhver tilstand bestaende af n 7m-mesoner har
G=(-1)" (4.42)
Dette giver anledning til den meget nyttige udvalgsregel, at egentilstande af G henfalder
altid til enten et lige eller et ulige antal m-mesoner alt eftersom G = +1 eller G = —1.

(-paritet er mere besverlig og mindre nyttig at anvende, hvis henfaldsprodukterne
indeholder andre partikler end 7-mesoner.

4.6 Eksempler pa brug af isospin og G-paritet

4.6.1 p-henfald

Med en masse pa 768 MeV har p-mesonen i princippet mulighed for at henfalde til op
til 5 7-mesoner, medens det “billigste” henfald til strange partikler KK er forbudt, fordi
2mg = 988 MeV. Iflg. foregaende paragraf har imidlertid p-mesonen G = +1, sa et hen-
fald til tre eller fem w-mesoner forventes stzerkt undertrykt. Tilbage bliver mulighederne
p — 27 og p — 4r. Faserummet? for det sidste er meget lille. Eksperimentelt galder, at
p — 4w aldrig er set. Henfaldet er fuldsteendig domineret af p — 27, omend henfaldene
p — ete” og ptu~ er malt med forgreningsforhold af O(107°). Som vi senere skal se
giver disse sjezldne henfald interessante informationer.
De ladede p-mesoner har derfor kun flg. starke henfald

+.0 0

pt =t og p —T T

Den neutrale p-mesons henfald er yderligere instruktivt at studere. Af mulighederne
p° = rtr=  og p® — 7%7° forekommer kun det fgrste! Det andet er tkke forbudt af

(G-paritet, men derimod af ladningskonjugering:

C(p°)=—-1 og C(°=+1 (jfr (4.11))

Zse kap. 1
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4.6.2 w-henfald

Da (G(w) = —1 forventer vi kun at finde w — 37 henfaldet, da faserummet for w — 57 er
forsvindende. Eksperimentelt findes forgreningsforholdene:

w— rtr x® 88.8 + 06%
w— 7t~ : 2.2 + 03%
w — 7y : 8.5 + 05%
w — mlete” 0.059 £+ 0.019 %

De to sidste henfald er elektromagnetiske. Eksistensen af w — 7*t7~ er et udtryk
for isospinbrud. At dette henfald trods alt foregar sa hyppigt, skyldes tilstedeverelsen af
p®-mesonen med omtrent samme masse som w. Dette giver anledning til en vis mixing af
p og w. Hertil kommer, at p med en bredde pa I', = 150 MeV henfalder langt sterkere
end w med [, = 8.4 MeV. Derfor er w-henfaldet mere pavirket af p° end omvendt. Den
forventede dominans af w — 37 er dog meget tydelig.

4.6.3 n-henfald

m(n) = 548.8 MeV, sa fra energibevarelse er der i n-henfaldet hgjst plads til 3r-mesoner
(4 x m, ~ 560 MeV). Da G(n) = +1, er n — 37 forbudt. Imidlertid er  — 27 endnu
mere forbudt, nemlig af paritetsbevarelse, som synes at galde eksakt bade for steerke
vekselvirkninger og for elektromagnetiske vekselvirkninger! At paritetsbevarelse forbyder
n — 27 ses saledes:

Da P(n) = —1 (jfr (4.7) og (4.8)), ma sluttilstanden ogsa have P = —1. For en
2r-tilstand 1 n’s hvilesystem findes

P(im1(p)) ® Ima(=p))) = (=|mi(=p))) ® (=I|m2(+P))) = +Im(=p))[m2(p))

Endvidere ved vi, at n har spin = 0, sa hvis den henfalder til en 27-tilstand, ma denne
ogsa have totalt impulsmoment = 0 (i ’s hvilesystem). Men heraf fglger, at 27-tilstanden

ma vere pa formen
|2m) = Z |71(P)) [m2(—P))

altsa lige under p — —p. Det fglger derfor af rotationsinvarians, at enhver 2r-tilstand
med J =0 har P=+1. Dermed er det bevist, at  — 27 er forbudt af paritetsinvarians
og rotationsinvarians.

Konklusionen er, at n ikke har noget “normalt” steerkt henfald. Eksperimentelt hen-
falder n s& godt som altid til 37, men bredden I' = 1.2keV er en faktor 10* — 105 gange
mindre end “normale hadronbredder”, svarende til at amplituden igen er kun ca 1% af
det “normale”.

4.7 Zweig’s regel - eller OZI-reglen - og kvarkdia-
grammer
I dette afsnit skal vi betragte et andet feenomenologisk traek ved de steerke vekselvirk-

ninger. Ud fra erfaringerne om isospinsymmetriens succes kunne man fa det indtryk, at
tilstande med forskellig kvarkindhold er meget villige til at fluktuere mellem hinanden,
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saleenge fundamentale kvantetal er bevarede. Fx har vi set, at en p° meson er en super-
position af uT og dd-tilstande, dvs at disse villigt transformerer mellem hinanden som et
resultat af de steerke vekselvirkninger.
Zweig's regel udsiger i en vis forstand, at dette er en meget speciel egenskab ved
u- og d-kvarker. De steerke vekselvirkninger er saledes meget utilbgjelige til at udfere
overgangene
s8—um eller ¢ — dd

skont ingen af disse bryder nogen kendte udvalgsregler.

Et beromt eksempel (som var nasten det eneste overbevisende, da Zweig -~ m. fl. -
udformede sin regel) haves i ¢-henfaldet. p-mesonen har kvarksammensatningen s3 og
kvantetal som w-mesonen: JX¢ = 177, I% = (7. Den adskiller sig fra w ved sin hejere
masse: m, = 1019 MeV mod m,, = 783 MeV. Der er derfor ogsa mulighed for henfaldet
¢ — KK foruden det til w svarende henfald ¢ — 37. Sidstnaevnte henfald har vasentlig
mere faserum end w — 37 og ma derfor forventes at vere steerkere. Imidlertid findes

eksperimentelt
[Mw—37r) = 7.9MeV
e —3m) = 0.65 MeV

Der er altsa tale om en yderst ejendommelig undertrykkelse af ¢ — 37-henfaldet.
¢ — K K-henfaldet har et meget lille faserum: 2mg+ = 988 MeV og 2myo = 996 MeV.
Imidlertid findes eksperimentelt

Mg = K*K™) = 2.2 MeV
[(p = K°K’) = 1.5 MeV

Disse henfald er altsa staerkt favoriserede fremfor ¢ — 3.

Disse ejendommeligheder forte Zweig (og nathengigt af ham Okubo og lizuka, saledes
at reglen ofte omtales som OZI-reglen) til at formulere et princip som lettest anskues vha
kvarkdiagrammer. Disse er steerkt inspirerede af Feynman-diagrammer, som vi skal indfgre
1 naeste afsnit, men de har slet ikke Feynman-diagrammernes stringente matematiske
mening. De repraesenterer blot et anskueligt billede af, hvorledes sterke processer i det
vasentlige ma taenkes at forlgbe.

Lad os indfgre kvarkdiagrammer gennem nogle eksempler, fgrst for henfaldet p* —
r+r°, fig. (4.3).

Diagrammet angiver lgseligt kvarkernes rumlige position (Y-aksen) som funktion af
tiden (x-aksen) (undertiden drejer man billedet 90°). Hver kvark beskrives si ved en
kurve i diagrammet. Som i de rigtige Feynman-diagrammer sztter vi pile pa kurverne,
fordi kvarkerne er fermioner. Hvis pilen vender samme ve) som tidsaksen, betyder linjen
at en kvark har udviklet sig; vender pilen den modsatte vej, betyder det at en antikvark
udvikler sig. I fig. (4.3) ser vi, at til tidlige tider har vi u og d-kvarkerne teet sammen i en
pt-meson. Til tiden ¢y har u og d via kvantefluktuationer adskilt sig noget fra hinanden,
og i feltet mellem dem opstar et dd-par. Herefter sker henfaldet ved, at den nyskabte d
gar sammen med den “gamle” u i en 7t, medens den nyskabte d gir sammen med d i en
.

Vikan tilsvarende se pa et kvarkdiagram for w-henfald, fig. (4.4). Her har vi yderligere
antydet muligheden af, at henfaldet w — 37 er domineret af w — pr efterfulgt af p — 2.

Lad os nu betragte kvarkdiagrammerne svarende til ¢ — KK og ¢ — 37 (fig. (4.5)

og (4.6)).
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Vi kan nu tydeligt afleese af kvarkdiagrammerne, at der er noget sert ved henfaldet
@ — 3m. Det har den egenskab, at det kan opdeles i to halvdele ved et snit vinkel-
ret pa tidsaksen, uden at nogen kvarklinjer overskeeres. OZI-reglen udsiger simpelthen,
at processer, der er repraesenterede af kvarkdiagrammer, som i denne forstand ikke er
sammenhangende, har vaesentlig mindre sandsynligheder end processer svarende til sam-
menhangende diagrammer.

Vi ma dog supplere denne oprindelige formulering med et udsagn om massen af de
kvarker, der indgar i diagrammet. Betragt fx kvarkdiagrammet for en 7°-meson (som ikke
henfalder steerkt). Der er lige stor sandsynlighed for at finde 7°’en sammensat af u@ og
af dd. Vi kan derfor tegne diagrammet (fig. (4.7)) Skent diagrammet svarer til adskilte
dele 1 OZI’s forstand, er udviklingen af en 7%meson en ganske “normal” staerk proces.
Som vi siden skal se, giver kvantechromodynamikken en begyndende forstaelse af OZI-
reglen. Ifglge denne er det forstaeligt, at amplituden for et OZI-forbudt kvarkdiagram er
undertrykt, men kun hvis der overfgres et “stort” belgb invariant 4-impuls over “hullet”
i diagrammet. Med “stor” menes her noget, som er stort i forhold til den karakteristiske
skala for de steerke vekselvirkninger. [ QCD kaldes denne A og har verdien ca. 0.1 — 0.2
GeV. I fig. (4.6) overfgres belgbet mZ o~ 1GeV?, en del stgrre end A%. OZI-reglen geelder
derfor for fig. (4.6). I fig. (4.7) overfgres kun belgbet m% ~ A2, altsa geelder OZI-reglen
ikke for fig. (4.7).

Skant OZIl-reglen blev fremsat allerede i fgrste halvdel af 60’erne, fik den fgrst sit
egentlige gennembrud efter opdagelsen af J/i-partiklen og de andre tunge kvarkonium-
tilstande 1 sidste halvdel af 70’erne.

Lad os kort betragte J/iy-henfaldene og se dem som en utroligt slaende bekrftelse
pa OZl-reglen. Med en masse pa 3097 MeV har J/y-partiklen ingen mulighed for at
henfalde til partikler, som indeholder en af de c-kvarker, som J/i er opbygget af. De
letteste sadanne partikler er nemlig D-mesonerne med masser pa 1869 MeV, altsa mere
end halvdelen af J/i-massen. Dens henfald er derfor OZI-forbudt, og det invariante
massekvadrat af J/¢ er 9.6GeV? sdledes at OZI-reglen efter vores formulering skulle
gelde veesentligt bedre end for p-mesonen. fig. (4.8) viser et muligt kvarkdiagram for det
hyppigste rene hadronhenfald for J/v¢ (som foregar ca. 5% af gangene).

Det chokerende i efteraret 1974 var, at J/¢-mesonens totale bredde inkluderet alle
hadronhenfald var sa utroligt lille som

Ly =0.068 £ 0.010 MeV

skgnt der er enormt meget faserum til radighed for et henfald til nogle fa 7-mesoner. Idag
ser vi dette som et udtryk for, at OZI-reglen galder meget effektivt for tunge partiklers
henfald til lette partikler. [ 1974 var der tvivl om, hvorvidt J/v¥ overhovedet burde
opfattes som en agte hadron (D-partiklerne med aben charm var da endnu ikke fundet).
Medvirkende til at akceptere J/v som en “god hadron” var det forhold, at henfaldene
til T-mesoner stort set fulgte det mgnster, man ville forvente, hvis (G-paritet var bevaret.
Ganske som ¢ har G = -1, ma J/¢ have G = —1 (I =0 da der hverken er u eller d-
kvarker 1 J/1). G-bevarelse vil derfor forbyde henfald af J/4 til et lige antal 7-mesoner.
Eksperimentelt findes da ogsa, at henfald af formen J/¢ — (2n+1)x foregar ca 10 gange
sa hyppigt som henfald af formen J/v¢ — (2n)r. Eksistensen af de sidste G-brydende
henfald kan desuden forstas i god detalje som en elektromagnetisk proces. Vi skal senere
belyse dette naermere.
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Figur 4.3: OZI-tilladt kvark-diagram for p-henfald.
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Figur 4.4: OZI-tilladt kvark-diagram for w-henfald.
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Figur 4.5: OZI-tilladt kvark-diagram for ¢-henfald.
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Figur 4.6: OZI-forbudt kvark-diagram for ¢-henfald.

u d u
— D D e
T d u

Figur 4.7: Kvark-diagram, der skal illustrere hvordan en 7%-meson kan fluktuere mellem
en ut% og en dd kvark sammensaetning.
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Figur 4.8: OZI-forbudt kvark-diagram for J/iy-henfald til 5 pioner, via resonans-kanalen,
J/ — az(1320) + p°.
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4.8 Hgjere flavoursymmetrier

Gennem 60’erne og op til J/y-partiklens opdagelse i november 1974 var et af elemen-
tarpartikelfysikkens store spgrgsmal: Hvilket begreb er fysisk set det vigtigste: idéen om
approksimative indre symmetrier eller kvark-idéen?

Erfaringerne fra antagelsen om isospininvarians syntes at tyde pa, at indre symmetrier
spillede en fundamental rolle. Idéen bag OZI-reglen er den stik modsatte; kvarkernes
identitet er her det fremherskende. Lad os i dette afsnit omtale de idéer, som lagde
hovedvegten pa begrebet, “indre symmetrier”.

Antagelsen om isospininvarians siger, at de starke vekselvirkninger ikke kan se forskel
pa u- og d-kvarker. Lad os generalisere antagelsen derhen, at de stzerke vekselvirkninger
(neesten) ikke kan se forskel pa u, d og s-kvarker. I stedet for en SU(2)-symmetri for
de staerke vekselvirkninger vil vi sa forsgge at arbejde med en SU(3)-symmetri, hvor
SU(3) er gruppen af uniteere 3 x 3 matricer med determinant = 1. Den fundamentale
representation er selviglgelig netop disse matricer selv: Den er 3-dimensional og baeres
af kvarkerne (u,d, s). Antikvarkerne danner en antitriplet (%, d,3), som i modsatning til
hvad tilfeeldet er i SU(2) ikke er akvivalent med tripletrepraesentationen (u,d, s).

Mesontilstande opbygges af én kvark og én antikvark. Hvis SU(3) er en god symme-
tri, vil vi sa forvente at finde partikler, som falder i naturlige multipletter svarende til
irreducible reprasentationer af SU(3).

Ved at sammensatte de tre kvarktilstande |u), [|d),|s) pa alle mulige mader med de
tre antikvarktilstande |@), |d), |3) fas klart ni forskellige tilstande. Disse kan vises at falde
i to irreducible repraesentationer af SU(3): En 8-dimensional oktetrepreesentation og en
1-dimensional singletreprzesentation. At der findes en linearkombination, som er invariant
under alle SU(3)-transformationer (dvs er en singlet), er i virkeligheden indlysende. Lad
os indfgre betegnelsen

9) = qilu) + g2|d) + g]s)
med
a1 * + lgal* + lgs|* = 1

og lad denne tilstand, repraesenteret af sgjlen,

q1
q2
qs

transformere under SU(3)-transformationen U;; (3,57 =1,2,3 , UlU =1 , det(U) = 1)
ved

¢ = q =Usq; eller q—q=Uq
Tilsvarende lader vi 3 ‘
7) = 1|7} + |d) + T5[3)
betegne en vilkarlig antikvarktilstand. Ganske som for SU(2) fgrer kravet om en kon-
sistent transformationslov for felterne s& til, at rekken §' = (q,,7,,q;) transformerer
efter

q/T —g'ut

En helt vilkarlig mesontilstand bestaende af u, d, s kvarker og antikvarker, er pa formen

jmeson) = My |u) ® @) + Mys|u) ® |d) + Muslu) ® |5) + - -
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altsa karakteriseret ved en koefficient-matrix

som transformerer som

z’\/[ij' — A/Ii/j = ”I 7\/[/ IU
(summation over i’ og 7’ er underforstaet). Lad os nu se pa den specielle mesontilstand,
for hvilken M;; o ¢é;;. Det svarer til tilstanden

1 —
{1}) = —= (lv) @ [3) + |d) @ [d) + |s) © [3)) (4.13)
V3
Under en vilkarlig SU(3)-transformation opfgrer den sig saledes:

61']' — “/61 ]’U
= Uzz’U ;= 61]

da U er uniter. Med andre ord: tilstanden (4.43) er invariant under alle SU(3)-
transformationer: Den berer den 1-dimensionale trivielle repraesentation

U — {1}

og transformerer som den irreducible singlet-repraesentation.

Vi er nu (neesten) klar til at nedskrive den feerdige oktet og singlet for mesoner. Forst
opskrives de ni direkte produkter 1 et diagram, hvor ordinaten maler antallet af s-kvarker
og abcissen maler I3 . Antallet af 3-kvarker er det samme som det historiske kvantetal,
strangeness, der her igen er det samme som generaliseringen, “hyperladning”, Y, se herom
lgn.(4.47).

[ midten af diagrammet, (4.9), sidder de tre lineeert uafheengige tilstande ui,dd og
s3. Nar vi skal udfere reduktionen til irreducible repraesentationer af SU(3), er problemet
blot, at velge de rette linearkombinationer af disse. Men her kender vi allerede svaret:
Singlet-repraesentationen er (4.43)

1 —

1}) = —=(|uz) + |dd) + |s3 4.44
1{1}) \/-?;(|>|)|>) (4.44)
Oktetrepraesentationerne er da blot to linezert uathengige tilstande, som er orthogonale
péa denne. Som den ene af disse er det naturligt at valge den neutrale mesontilstand, som
har [ = 1 og som er i samme isospinmultiplet som ud og du:

L = _
5(1dd) — fum)

som vi allerede har mgdt. Som den anden tilstand kan vi ikke bruge den linearkombination,
som Vi brugte til at beskrive w-mesonen med:

{8),Y =0,/ =1,1;=0) =

) = 5 {14d) + u)
Denne tilstand er nemlig ikke orthogonal pa [{1}). Den korrekte, manglende oktettilstand
er tydeligvis

{8}, Y =0,I=0) = 7_ (Ju@) + |dd) — 2|s3))



112 Kvarkmodellen

har vi nemlig

({1}{8},Y = 0,1 =0) =———§[1+1—2]:0

og tilsvarende ({8},Y =0,1 = 1|{8},Y =0,1 =0) = 0.

Som vi tidligere har set, svarer de neutrale fysiske mesoner |w) og |¢) tkke til tilstandene
{13) og I{8)).

Dette ma vi tage som udtryk for, at SU(3)-symmetribegrebet er mindre fundamentalt
end kvarkbegrebet: Det er den “naturlige” kvarktilstand |s3), som modsvares af den
fysiske meson |p). P& isospinniveauet er det derimod ikke de naturlige kvarktilstande
luw) og |dd), der svarer til de fysiske mesoner p° og w.’

Vi kan konkludere, at isospininvariansbegrebet synes lige sa fundamentalt som kvark-
begrebet, medens kvarkbegrebet synes mere fundamentalt end generalisationen af isospin-
symmetri til SU(3)-invarians. Vi neevner pany, at iflg QCD synes isospinsymmetriens
succes at bero pa den omstendighed, at bade u- og d-kvarkerne mest naturligt tilleegges
masser, som er betydeligt mindre end hadronskalaen A ~ 0.2 GeV.

Tanken om en approksimativ SU(3)-invarians er pa ingen made dgd, men man far alle
resultaterne simplest direkte fra kvarkmodellen.

Efter at charmkvarken var foreslaet teoretisk, blev der naturligvis hurtigt udarbejdet
forudsigelser baseret pa en formodning om, at de starke vekselvirkninger maske besad en
SU(4)-invarians svarende til, at de ikke skulle kunne skelne mellem u, d, s og c-kvarker.
Det er imidlertid helt oplagt, at kvarkbegrebet her er langt mere fundamentalt end sym-
metribegrebet. Som vi har set ma J/v¥-mesonen forstas som en meget ren cc-meson
hvis henfald er szrdeles steerkt OZI-forbudt svarende til, at de steerke vekselvirkninger
forholder sig helt anderledes over for c-kvarker end de ggr over for de andre. Iflg. kvan-
techromodynamikken er forskellen udelukkende et resultat af den langt stgrre veerdi for
c-kvarkens masse. Tilbage bliver, at QCD overhovedet intet lys kaster over spgrgsmalet
om, hvorfor kvarkernes masser har de vaerdier, som de har.

Med opdagelsen i 1977 af T-mesoner, hvis familiemedlemmer er blevet staerkt un-
dersggt, har vi faet kendskab til en femte kvark: b-kvarken eller bottom-kvarken. Mig
bekendt er der ikke gjort naevnevardige anstrengelser for at udarbejde konsekvenserne af
en hertil hgrende approksimativ SU(5)-flavoursymmetri.

4.9 Baryontilstande

Vi skal nu kort studere baryonernes eller 3-kvarktilstandenes kvantetal.

Som for mesonerne formoder vi, at de laveste bundne tilstande har symmetriske
bglgefunktioner i impulsrummet: S-tilstande.

Lad os fgrst se pa flavourindholdet. Idet vi igen repreesenterer en helt generel kvark-
tilstand

|9) = qilu) + g2[d) + gals) + gale) + -~ (4.45)

3Det bgr her bemerkes, at forholdene for de pseudoskaleere mesoners vedkommende er anderledes.
Her synes virkelig n og 7’ at vere neesten rene oktet- og singlettilstande, hhv.
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ved sojlen eller flavourvektoren (¢;), kan vi repraesentere en 3-kvarktilstand ved flavour-
tensoren

Bk (4.46)

svarende til tre-kvark-tilstanden
BH]IUUU> + -

Lad os forelpbigt se bort fra c- og b-kvarker. Vi kan sa opstille en basis for disse
tensorer 1 et skema, hvor abscissen er [3 og ordinaten er

Y=B+S (4.47)

B =1 er baryontallet, og S - strangeness = minus antallet af s-kvarker (se fig. (4.10)).
Lad os derefter se pa, hvor mange uatheengige spintilstande, hvert punkt i skemaet
indeholder.

For uuu-baryonen har vi de fire spintilstande
w(Du(Mul(T) , w(Mu(Mu(l) , w(Mu(lu(l) , wl)u(l)ull).

Vi benytter her en notation, hvor der ingen forskel er pa at skrive u(T)u(|)u(T) og u(T)u(T
Ju(l), da de tre kvarker alle er u-kvarker. For tilstanden uds bestaende af tre forskellige
kvarker er der indlysende 2° = 8 tilstande, da alle tre kvarker er forskellige og hver har to
spintilstande. Tallene i parentes 1 fig. (4.10) angiver antallet af spintilstande.

Det er nu meget nerliggende at identificere disse kvarktilstande med de laveste bary-
onfamilier med J¥ hhv _21_+ og %Jr (P er klart = +1, da alle kvarker har indre paritet = +1,
og vi betragter tilstande, som er symmetriske i impulsrummet). Disse baryonfamilier kan
vi indtegne i ([3,Y)-diagrammer (se fig. (4.11) og (4.12)).

Det er klart, at denne identificering giver de rigtige kvantetal og det korrekte antal
spintilstande.

Lad os nu se lidt mere i detalje pa symmetriegenskaberne af disse baryontilstande.

Det simpleste tilfeelde fremkommer ved at studere baryondekupletten med spin %

Lad os fgrst se pa spinindholdet. Tre spin—% partikler kan sammensettes til et totalt

spin pa 2 pa fslgende made (notation, |5, S;)):

3/2,+3/2) = [111)
1 Y
3/2,+1/2) = ﬁHTTl) +HITL) + LT

3/2,-1/2) = %HTLL) 1AL + L)

3/2,=-3/2) = [LL) (4.48)

Vi benytter her en indlysende notation, hvor T, | betyder S, = i%, og hvor 1., 2. og 3. pil
svarer til 1., 2. og 3. kvark. Udtrykkene (4.48) kan fas af tabellen over Clebsch-Gordan
koefficienter. Bemaerk, at tilstandene er fuldsteendig symmetriske under ombytning af to
kvarker.

Lad os dernast se pa det fuldsteendige udtryk for A-resonansernes kvark- og spinsam-
mersetning. A-partiklerne er opbygget udelukkende af u- og d-kvarker. Vi kan derfor
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konstruere tilstande med veldefineret isospin i fuldsteendig analogi til (4.48):

A = Juw)

At = %Huud) + udu) + |du)]

A% = \/%[;udcn + |dud) + |ddu)]

A7) = |ddd) (4.49)

For spintilstandene af |A**) findes s& ved at kombinere (4.49) og (4.48)
ATE3/2) = [uTulul)

A1) = Sl bt uth L)
AT ~1/2) = %[[uTulul)%—}uluTul)—}—|uiuluT)]
AY,-3/2) = ululul) (4.50)

For de andre A-tilstande fas temmelig komplicerede udtryk, men konstruktionen af dem
er lige ud ad landevejen. For |A% +1/2) fas saledes

8%1/2) = S{uTdTd+ldTutdl) +ldTdTul)

Hutdld D) +]dtuldl)+ldTdlul)
tuldtd ) +ldlutdt)+ldldTut)} (4.51)

Inden vi gar videre med de gvrige partikler, bemerker vi et fundamentalt problem med
disse tilstande. De er fuldsteendig symmetriske i alle variable; de er nemlig fuldsteendig
symmetriske bade 1 flavourvariable, spinvariable og impulsvariable. For A" og A° er dette
delvist et valg, men for A** Q™ (og A7) er det en triviel ngdvendighed. Ser vi specielt
pa |AT*,3/2) er der kun mulighed for kvark- og spinindholdet |u T u T u T).

Vi har hermed tilsyneladende brudt et af de mest fundamentale principper i relativi-
stisk kvantefysik: Spin-statistik teoremet, som siger, at partikler med halvtalligt spin kun
kan forekomme i anti-symmetriske tilstande.

Den i dag accepterede lgsning pa problemet er colourhypotesen der, som vi senere skal
se, fgrer direkte til kvantechromodynamikken.

Ifglge denne hypotese indeholder alle kvarker foruden spin og flavour et nyt kvantetal
kaldet colour. Kvarkerne antages at kunne forekomme i enhver superposition af tre linesert
uafheengige tilstande kaldet “rgd”, “gren” og “bla” (eller 1,2,3). Det antages videre, at
de steerke vekselvirkninger besidder en virkelig dyb, fundamental invarians under lineeere
transformationer mellem sadanne superpositioner, altsa at de steerke vekselvirkninger
er helt eksakt invariante under gruppen af SU(3)-transformationer mellem kvarkfarver.
Denne antagelse ma under ingen omstendigheder forveksles med den tidligere neevnte
antagelse om en approksimativ SU(3) invarians mellem flavour-vardierne u, d, s. Den nye
invarians bergrer tkke flavourvaerdierne. For en u-kvark sker transformationerne mellem
tilstandene ug,up,ug: den rgde, bla og grgnne u-kvark.

Da vi nu har tildelt kvarkerne farve (pr. hypotese), er de selvfglgelig ikke leengere
ngdvendigvis helt ens i |[A**,3/2): den ene kan vere rgd, den anden grgn og den tredje
bla.



1.9 BARYONTILSTANDE 115

Vi supplerer nu colourhypotesen med flg. krav:
De fysiske hadroner er alle colour-SU(3)-singletter.
Det er habet 1 dag, at dette krav i en eller anden form engang vil kunne udledes som
en dynamisk konsekvens af kvantechromodynamikken. Men forelpbigt opstiller vi det som

en uafhengig hypotese.
I denne formulering har colourhypotesen en raekke behagelige konsekvenser:

1. Frie kvarker kan ikke forekomme isoleret, da de er colour-SU(3)-tripletter og ikke
singletter.

2. Mange ikke-observerede kvarkkonfigurationer sasom 2-kvark eller 4-kvarktilstande
kan vises at vaere umulige: Der findes ingen singletkombinationer af dem. De sim-
pleste coloursingletter er qg og ggqg-tilstande, som vi straks skal se.

3. Colourhypotesen lgser vores problem om Fermi-statistik (se nedenfor).

4. Colourhypotesen har eksperimentelle konsekvenser, som synes eftervist (se senere
afsnit ).

5. Colourhypotesen fgrer direkte til den seerdeles smukke teori, kvantechromodynamik-
ken {QCD), for starke vekselvirkninger (se kap. 6).

Lad os nu studere coloursingletter af baryoner og mesoner og se, at de giver anledning
til antisymmetriske baryontilstande som gnsket.

For en kvark med flavour ¢ betegner vi basistilstandene med |qr), |g5), [¢5) og en
vilkarlig superposition med

\q) = q1]qr) + ¢219B) + ¢3196)

hvor g; er komplekse tal, sa
|qal* + lg2l” + lgsl” = 1

Colourtilstanden er sa beskrevet ved SU(3)-triplet vektoren g;, der transformerer under
en SU(3) transformation U som

g — q; = Uijq;

Coloursinglet mesontilstande dannes ganske som i (4.43) med flavour erstattet af colour.
Lad os nu se pa en baryon bestaende af tre kvarkflavours ¢*), ¢ og ¢(®. I colourrum-
met har vi en fuldsteendig basis for disse 3-kvarktilstande beskrevet ved colourtensoren

Bijk
der er koefficient til tilstanden
iy ® 1617 @ 1¢tY)

og som under SU(3)-colourtransformationer (som vi ofte vil forkorte til SU(3)¢ ) trans-
formerer til
Bije — Bij, = UsnUjjp Uk By (4.52)
Vi vil nu vise, at hvis vi tager en linearkombination af colourkvarktilstande, som er
fuldstzendig antisymmetrisk, sa transformerer denne som en singlet.
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Altsa tager vi
Bijk = €k
som transformerer til
ik = UioUjj1Uppo€injog

Nu er det for det fgrste klart, at dette seet af tal er fuldstendig antisymmetrisk i ¢, j, k.
Ombyttes fx ¢ og j, fas

T = UiUipUgpreajip

U;j Ui Uggr €510 (2" 0og 7' er summationsvariable)
—Ujj Ui Ugpor €3

= ~UuU;Urpeijiw = — By,

Altsd har vi B];; = €% - C, hvor C er uathengig af 7,7,k. Vi kan finde C' ved at satte
(v,7,k) =(1,2,3):
Biys = C = U Usj Uspresnjige = det(U) = 1

der viser, at Bl;, = Bjjr = €ijk, altsa at denne antisymmetriske tensor er SU(3)¢-invariant
som pastaet.
Vi far herefter for den fulde |A**,3/2) tilstand

|ATF3/2) = ﬁ lur Tup Tug 1) = [ur Tug Tup 1)
—lup Tur TugT)+|us TucTurT)
tug Tur Tup 1) —|uc Tup T ur T)] (4.53)

og tilsvarende for de andre baryontilstande.

Vi star nu i den situation, at pga kravet om colourinvarians ma baryontilstandene
netop veere symmetriske i impuls, flavour og spinvariable, da de allerede er antisymme-
triske i colourvariable. Vi kan derfor fortsette med at udelade alle colourkomplikationer
og veere forvisset om, at vi overholder kravene om Fermi-statistik, blot vi holder vores
baryontilstande symmetriske i flavours og spin!

Vi vil overlade til leeseren at udarbejde flavour- og spinindholdet for alle medlemmer af
dekupletten og oktetten. Vinaevner blot, at da spinindholdet i dekupletten er symmetrisk,
ma flavourindholdet for sig ogsa veere det. ,

Situationen for %+-oktetten er mere kompliceret. Her har savel spindel som flavourdel
en blandet symmetri. Den totale tilstand bliver symmetrisk, safremt vi anvender samme
blandede symmetri for spin og flavour.

For spindelens vedkommende kan vi tenke pa sammensetningen af de tre spin—%
kvarker til en total spin—% tilstand som fremkommet ved fgrst at sammensaette to kvarker
til en spin-0-tilstand: X

10,0) = ﬂHTU 111)]
og derpa tilfgje den 3. kvark.

Lad os gennemfgre konstruktionen for protontilstanden |p T). Vi starter med at tilfgje
en spin-T-kvark til en to-kvark spin-0, samt at tilfgje en u-kvark til en to-kvark isospin-0

tilstand .
[lud) — |du)]

S

2
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Dette giver os umiddelbart

1
5[qui—uldT~dTul+dJ,uT]uT

som har det gnskede spin og isospin, men som endnu ikke er fuldstendig symmetrisk.
Adderes imidlertid alle permutationer og omnormeres, fas det snskede resultat

! : : ulu
P1) = =t dlul)+ el utd+2ld Lt

—luTuldl)—jutdlul)~|uldlul)
CdTuluty—ldTutul)ulutdD) (454

4.9.1 Flavour-SU(3)-symmetri for baryoner

Da SU{3)-kvarkhypotesen ferst blev fremsat 1 begyndelsen af 60’erne, kendtes 0~ par-
tiklen ikke. Det blev SU(3)-teoriens fgrste og storste triumf at kunne forudsige denne
partikel, som blev fundet i 1963 1 processen

Kp->Q +K°+K*

Successen blev forgget ved den omstaendighed, at man ad gruppeteoretisk vej var naet
til at opstille den sk Gell-Mann-Okubo masseformel. Vha denne var det muligt med
forblpfende ngjagtighed at forudsige massen af 27. Efter denne forudsigelse kunne Q-
ikke henfalde steerkt, idet den laveste tilstand med § = —3 er ZK, som har en hgjere
samlet masse end {)~. Henfaldet matte folgelig vaere svagt, og 0~ kunne da ogsa iagttages
som et ca. 1 cm langt spor 1 boblekammerbilleder.

Vi skal ikke her udlede Gell-Mann-Okubo masseformlen pa gruppeteoretisk basis, men
nojes med en staerkt forenklet udledelse baseret pa kvarkmodellen.

Idet vi antager, at u- og d-kvarker bidrager med samme energibelgb til alle baryonmas-
ser inden for en bestemt multiplet, samt at ogsa s-kvarken bidrager med et karakteristisk
belgb, far vi for dekupleffen, idet m betegner u- og d-kvarkers bidrag og ux betegner s-
kvarkens bidrag:

ma =3m , mgaass) = 2m+p , MmEasz) =M+ 20, mg = 3p

eller
ma~- — Mzg(1530) = ME(1530) — TPe(1385) = 1ME(1385) — MaA
Af
ma = 1232 MeV | mgassy = 1385 MeV | mz(1530) = 1533 MeV
far vi

My(1385) — MA = 153 MeV Mz=(1530) — ™M5(1385) = 148 MeV

der viser, at masseformlen synes at gazlde med fa MeV’s ngjagtighed. Vi kan sa forudsige
1™ -massen
mg- = Mz@s30) T 150 MeV = 1683 MeV

som er mindre end mz= + mx = 1809 MeV, saledes at 2~ ma henfalde svagt til =z eller

AK.
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Den eksperimentelle veerdi for mq- blev fundet som (moderne veerdi)

mg = 1672 MeV

i imponerende overensstemmelse med ovenstaende forudsigelse.
Benytter vi samme behandling af oktettens baryonmasser far vi

1

‘2‘(mN + mz) = mg =my

Med my = 939 MeV, my = 1116 MeV, my = 1192 MeV og m= = 1317 MeV ser vi,
at fejlen her er betydeligt stgrre end for dekupletten. Gell-Mann-Okubo-masseformlen er
identisk med vores simple udgave for dekupletten. For oktetten har den kun én forudsi-

gelse:

v 1
=(my +mz) = Z(mz + 3ma)

som er opfyldt med stor ngjagtighed.
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Figur 4.9: Diagram over kvarksammensetningen af mesoner bestaende af u, d, s-kvarker
(samt disses anti-kvarker). r-aksen er 3. komponenten af isospin, og y-aksen, Y, er
hyperladning (her = strangeness = antallet af 3-kvarker).
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Figur 4.10: Kvark-indhold og kvantetal for baryoner sammensat af u, d, s kvarker.
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Figur 4.11: J¥ = %+ baryon-oktetten
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Figur 4.12: J* = %+ baryon-dekupletten
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4.10 Exciterede tilstande; Regge-trajektorier

Hidtil har vi neesten udelukkende beskaftiget os med mesoner og baryoner i grundtil-
standen, hvad impulsdelen af bolgefunktionen angar. Men naturligvis er det en helt ka-
rakteristisk egenskab ved kvarkmodellens opfattelse af hadronerne som bundne tilstande
af bestanddele. at ogsa rotations- og vibrationstilstande (savel som kombinationer heraf)
skal kunne forekomme.

Det ma derfor betragtes som en betydelig kvalitativ succes for beskrivelsen, at et stort
antal partikeltilstande er fundet, som naturligt lader sig fortolke pa denne made.

Serlig for de rene rotationstilstande er fortolkningen overbevisende, og endvidere fal-
der disse rene rotationstilstande i familier kaldet Regge-trajektorier, hvor der geelder en
ejendommeligt simpel lov for sammenheengen mellem spin, J, og masse M(J) inden for
_ hver familie, specielt for hvert kvark-indhold:

J=ao+ao - M*J) (4.55)

altsa at spinnet er en lineer funktion af massekvadratet. Vi taler om approksimativt
linexre Regge-trajektorier med heeldning o' og intercept ag. Den eksperimentelle veerdi for
heeldningen o er desuden med god tilneermelse uatheengig af hvilken familie, vi betragter.
Vi taler om den universelle veerdi for heldningen, som er af stgrrelsen:

o = 0.9GeV ™?

se figurerne nedenfor ((4.13)-(4.15)).

Det overraskende simple mgnster af retlinjede Regge-trajektorier med universel
heeldning ferer til et tilsvarende simpelt billede af exciterede hadroner med hgje spin.
Man forestiller sig disse hurtigt roterende hadroner som langstrakte, pglseformede struk-
turer med spinnet vinkelret pa pelsens leengdeakse. [ mesonerne sidder en kvark og en
antikvark i1 hver ende af pelsen. | baryoner sidder formentlig én kvark i den ene ende og
to 1 den anden ende. Pglsens leengde er bestemt af pglsens elasticitet og af centrifugal-
kraften i rotationen. I den sk “seekmodel” (eng.: bag model) for hadroner er de laveste
hadroner at opfatte som kugleformede seekke, 1 hvilke kvarkerne danner staende bgiger.
Tildeles sekken et hgjt spin, bliver den aflang, pglseformet. Iflg. QCD er den kraft, som
er npdvendig for at straekke pglsen leengere, uafheengig af polsens lengde, safremt pglsens
tykkelse ikke e&endrer sig. I urelativistisk fysik ville det sige, at der var et potential mellem
kvark og antikvark (i en meson) eller dikvark (i en baryon) af formen

Viry=c-r (4.56)

hvor r er afstanden mellem kvarkerne.

Nasten uanset hvordan pglsen igvrigt opfgrer sig, vil et potential af denne form
give anledning til asymptotisk retlinjede Regge-trajektorier. Specielt er dette korrekt
i sekmodellen, hvor behandlingen endda kan géres kovariant. (Der er dog her visse spin-
komplikationer fra kvarkerne, som vi ser bort fra i denne sammenhang).

Vi ser altsa, at formen af disse Regge-trajektorier giver en meget verdifuld information
om de kraefter, der virker mellem kvarkerne.

Lad os nu kort se lidt mere i detalje pa de vigtigste Regge-trajektorier.

En ¢§-meson, hvor kvarkerne har baneimpulsmoment L og spin 5, har paritet
P = —(=)*, ladningskonjugering C,, = (~)*5 for en kvarkoniumtilstand.
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Fig. (4.13) viser de tydeligste meson-Regge-trajektorier svarende til triplet (S = 1)
tilstande med J = L + 1.

For mesoner bestaende af u- og d-kvarker (antikvarker) venter vi at finde fire
nerliggende tilstande for hvert J med P = (—1)7, svarende til de fire mader at kom-
binere (u,d) med (%, d). Disse fire tilstande falder naturligt i en isosinglet og en isotriplet.
Figuren viser, at alle disse tilstande er fundet op til J = 3, medens man pa J = 4 niveauet
kun kender den isoskaleere f4(2050)-meson.

For K-mesonerne (én u eller d og én 3) venter vi at finde én isodublet samt dens
antidublet, hvilket igen er tilfaeldet.

Endelig venter vi for s3-mesoner kun at finde én tilstand for hvert J. De kendte
mesoner ¢ og fy passer her i skemaet. Bemeerk, at f; overvejende henfalder til KK i
overensstemmelse med OZI-reglen.

Fig. (4.14) - (4.17) viser en lang reekke baryontilstande med etablerede spin og paritet.
For strangeness = 0 kaldes de N-tilstande, hvis de har [ = 1/2, og A-tilstande, hvis de
har [ = 3/2. Tilsvarende kaldes strangeness = —1-baryonerne for A, hvis de har I = 0 og
Y, hvis de har I = 1.

Vi har set eksempler pa, hvorledes sadanne 3-kvarktilstande bekvemt lader sig skrive
som det direkte produkt af fire typer “bglgefunktioner”:

|3-kvark-baryon) = ¢ ({p}) ® ¥(spin) ® ¥ (flavours) @ ¢ (colour) (4.57)

Colourdelen er altid strengt antisymmetrisk, saledes at det direkte produkt af de tre
andre er symmetrisk. For baryoner i L = 0 (eller S)-tilstanden er ¥({f}) ogsa symme-
trisk. Vi gnsker nu at betragte tilstande, hvor impulsdelen svarer til et vist baneanguleert
momment L # 0. Vi har sa flg. muligheder for det totale spin J:

1 3

J=L+ = J=L+t- ;

2 ? i 2 ’
sidste mulighed forekommer kun, hvis ¢ (spin) svarer til S = 3/2.
Sadanne tilstande har ogsa bestemt paritet. Da v (spin), ¥ (flavour) og ¢ (colour) er

invariante under paritetsoperatoren, finder vi som bekendt
P = (=)t (4.59)

svarende til, at P = +1 for L =0,2,4,...0g P=—1for L = 1,3,5,... .

For A-baryonerne ved vi, at bade ¢ (flavour) og ¥ (spin) er symmetrisk. Det samme
skal sa vere tilfeeldet med ¥({p}), hvilket betyder, at vi kun kan have L lige. I over-
ensstemmelse hermed ses pa den gverste (ledende) Regge-trajektorie kun tilstande med
JP =3/2%,7/2% og 11/2*. For N-baryonerne derimod har v (spin) og ¢ (flavour) blan-
det symmetri. Vi har derfor mulighed for at danne tilstande med L bade lige og ulige for
et fast J. 1 overensstemmelse hermed findes bade J¥ = 5/2% og J¥ = 9/2* svarende
til hhv 5/2% : 1/2 4+ 2, 5/27 :3/2+ 1, 9/2* =1/2+4+4, 9/27 : 3/2+ 3. Serien
JP =3/2,7/27,11/27, svarende til 1/2 +1,3,5,... ses at ligge noget lavere end den
ledende trajektorie.

I figurerne med baryon-Regge-trajektorier har vi markeret resonanser med positiv
paritet ved lukkede cirkler, og dem med negativ paritet ved abne cirkler. Vi har her kun
gnsket at fremdrage de allertydeligste traek og fremhaeve dem som overbevisende succeser
for kvarkmodellen. At forsta alle hadrontilstandene kraever mere detaljerede oplysninger
om kvarkdynamikken. Vi ma forvente, at det endelige billede bliver ganske kompliceret.

(4.58)
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4.11 “De nye partikler”

Nogle af kvarkmodellens storste triumfer er blevet fejret i anledning af opdagelsen af
partikler indcholdende de “nye tunge” kvarker ¢ og b. Der kendes nu et betydeligt antal
mesoner af formen (c¢), (¢@), (cd), (¢3) samt de tilhgrende antipartikler.

Endvidere kendes baryontilstande

AT, ot o¥s0 =+ =0
cYTe YT TeyTre v e
svarende til, at s-kvarken 1 A, ¥ og = er ombyttet med en c-kvark. Efterhanden ken-
des ogsa et storre antal Y-mesoner, bestdende af bb, sivel som B-mesoner pa formen
(ub). (bu), (db), (bd).

Pa det niveau, vi har betragtet hadroner i indeveerende kapitel, fglger behandlingen
af “de nye partikler” fuldstzendig ovenstaende menster. Vi vil i senere kapitler komme
tilbage til en raekke detailegenskaber, der pa slaende made bekrzefter vores forestillinger
om hadronernes kvarkstruktur.

4.12 Baryonernes magnetiske momenter

Som en sidste, lidt mere detaljeret anvendelse af kvarkmodellen, vil vi diskutere baryo-
nernes magnetiske momenter.

4.12.1 Klassisk behandling

Lad os ferst minde om forholdene i klassisk, urelativistisk elektrodynamik. Vi betragter
den simplest tankelige situation: En partikel med masse m og ladning e bevaeger sig af
en eller anden grund i cirkelbane med radius r og hastighed v. Sa er dens impulsmoment

-

J = murn (4.60)

hvor 7 er en enhedsvektor normal til baneplanen. Systemets magnetiske moment er den
elektriske strgm gange arealet af banen. Nu er omlgbsfrekvensen v/27r, sa det magnetiske
moment bliver

i e Ut = Leurd
f=e o mrh = sevrh (4.61)
Sammenligning med (4.60) giver
. & =z
p=5- J (4.62)

uathaengigt af banens stgrrelse.

Forestiller vi os nu en klassisk snurretop med ladning jeevnt fordelt i forhold til masse-
fordelingen, ser vi, at det magnetiske moment for den klassiske top igen vil adlyde (4.62),
hvor stgrrelsen e/2m bade kan opfattes som en delladning divideret med den tilhgrende
delmasse (gange 2), men ogsa som toppens totale ladning divideret med 2 gange toppens
totale masse. Opfatter vi toppen som en model for en elementarpartikel, har vi altsa i
(4.62) en klassisk teori for elementarpartiklernes magnetiske moment. Som vi snart skal
se, er dette en ret darlig teori.

Stgrrelsen e/2m kaldes en Bohr-magneton, hvis e er positronens ladning, og m er
elektronens masse. Er e protonens ladning og m protonens masse, kaldes stgrrelsen en



124 Kvarkmodellen

kernemagneton. Baryoners magnetiske momenter males i enheder af kernemagnetoner.
Vi indfgrer ogsa begrebet g-faktoren for en partikel

€

W=G gy s o 8 dens spin (4.63)

hvor e er partiklens ladning, og hvor M er dens masse. Iflg. (4.62) venter vi, at ¢ skal
veere 1.

[ tabel 4.4 har vi angivet de eksperimentelt kendte vaerdier af magnetiske momenter i
kernemagnetoner for en rakke spin-1/2 baryoner. Vi ser, at tallene dels afviger betragte-
ligt fra 1, dels at de ikke er nul, selvom elementarpartiklens elektriske ladning er nul. At
det magnetiske moment for ¥~ og =~ er negativt, er dog hvad vi ville vente.

En god teori for elementarpartikler bgr kunne forklare de ejendommelige tal i tabel

4.4. Det ma betragtes som en triumf for kvarkmodellen, at den kan give en meget simpel
forstaelse af disse tal.

Tabel 4.4: Baryonernes magnetiske momenter i enheder af kernemagnetoner ¢/2M

[ navn | eksperiment | kvarkmodel “fit”
p 2.793 i (i = 33TMeV)
n - 1.913 —iM —1.86
A - 0.613 ~iM (ms =510 MeV)
St 242+£005 | (8% 4 M) 2.68
ST | 116 £0.02 | -4 - M) -1.03
20| -1.2540.01 | —2(Y4 42 - 144
Z- | —0.68+003 | HE-4M) - 0.51

Lad os, inden vi gar til udledelsen, fgrst betragte resultatet som angivet i tabel 4.4. Den
3. kolonne angiver vores teori. Her er M protonmassen, medens 7@ og m, er hhv den
karakteristiske energi af en u- eller d-kvark i en baryon () og den karakteristiske energi
af en s-kvark i en baryon (m,). I “fit”-kolonnen har vi afstaet fra at forudsige u for p og
A og i stedet brugt disse veerdier til at finde @ og m,. Den omstzendighed, at @ og m
passer sa godt med tabel 4.1., er yderst tilfredsstillende. Tilbage bliver forudsigelsen for
n,ut,%7,Z% og =7, som ma siges at veere imponerende for en sa simpel model, som vi
snart skal indfgre.

4.12.2 Det magnetiske moment af en Dirac-fermion

Inden vi kan udlede tabel 4.4. far vi brug for at kende det “indre” magnetiske moment
af en kvark. Denne stgrrelse er ikke direkte malt, men vi vil nu antage, at kvarker er
simple strukturlgse Dirac-fermioner. Det fglger sa, at deres g-faktor ma veere 2 (!). Dette
bergmte resultat blev fgrst udledt af Dirac og anvendt pa elektronen. Det lgste en alvorlig
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vanskelighed med forstaelsen af detaljer i atomspektre. Kvarkernes magnetiske momenter
er selviolgelig ikke lig med elektronernes, da jo kvarkernes elektriske ladninger er +2/3
eller —1/3. Endvidere er kvarkernes masse forskellige fra elektronernes. Som vi skal se, er
det kvarkernes energi, der erstatter masseparameteren i det urelativistiske resultat {1.63).

For at finde det magnctiske moment af en Dirac-fermion tenker vi pa dennes energi i
et vdre homogent magnetfelt. Vi ved da, at energien @ndres med belpbet

AEym = —ji- B (1.61)

hvoraf i kan bestemmes.

Vi har i tankerne ultra-relativistiske kvarker, der danner staende bglger inden 1 hadron-
seekken. Lad os derfor for simpelheds skyld studere en ultrarelativistisk elektron, sa vi
kan negligere dens hvilemasse. Sa er Dirac-ligningen uden baggrundsfelt

? ﬁz[) EI‘TZ) =0

Fra klassisk elektrodynamik er vi vante til at tage hensyn til et elektromagnetisk felt ved

at erstatte p* med
p* — eA*

Vi skal senere 1 kap. 6 (lign. (6.8) og (6.24)) begrunde denne fremgangsmade i detalje.
Vi far sa for Dirac-ligningen 1 et baggrundsfelt

(i §— e A =0
Lad os virke pa denne ligning med differentialoperatoren

—~(tP-ed)y=—ip , hvor D,=0,+1e4,

0 = (@ d—cd)t @—edly =+D. DAYy
1 Low 1 Low .
= (50w Duj5" ]+ Q{Du,Du}Qﬁ 7 (1.65)

hvor vi har brugt, at der altid geelder
1 1
AB = i[A,B] + §{A’ B}

samt at kommutatorerne og antikommutatorerne har modsatte symmetrieri (g, v), saledes

at fx
[Dy, D{v*,7"} =0

pga summationen over y og v.
Lad os udregne kommutatoren [D,, D,| virkende pa en funktion ¥(z) :

(D,,D,|¢(z) = [0, +ieA,, 0, +teA,]P(z)
= [auv au]'@[’(m) + ie([au’ Au] + [Auv 6u])¢(z) - ez[Aw Au]zl)(x)

Her forsvinder forste og sidste led. For de midterste fas

00, Alip(z) = 0,(Au(2)(2)) = Aul(=)0utb(z) = (Fu A ()
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Altsa ialt

(D DuJib(x) = ie(duAu(2) — 0, Ay(z)) ()
= e Flz)v(z) (4.66)

der bla viser, at [D,, D,] ikke er en differentialoperator men blot et felt.
For sidste led i (4.65) finder vi, da L{y* 7"} = g*
1 . .
;{Du, D*Yyp(z) = D,D"¢Y(z) = (0, +ieA,) (0" + ieA*)W(z)

= 0,0"(z) + 1e(0,A*(z))(z) + 2ie A (2)0"P(z) — 2 A, A" ()
(4.67)

Lad os nu valge et vektorpotential A, svarende til et homogent magnetfelt i z-aksens
retning. Det er let at se, at én mulighed er

A* =10,0,z'B,0] (4.68)

for hvilken d,A* = 0. Endvidere har vi

F. = (1.69)

cooo
oo o
J
oo o
cooo

Endelig har vi (jfr. afsn. 3.8)

1 : ; . Tk 0
At Ad] = —ges
2[7 7‘7 ] - le‘l]k‘ ( 0 O'k- )

Kombineres alle resultater kan vi skrive (4.65) som

{%(ieﬂj) (“ifijk ( o gk )) +8,0" + ZieA,()0" — A, (z)A*(z) }(z) = 0

cller
d0q 0

{—eB ( 0 o ) + 0,0" + 2ie A0 — €2 A, (z)A*(z)}w(z) = 0 (4.70)

_1_0'30
2\0 o3

kan fortolkes enten som spinmatricen i fermionens hvilesystem eller som helicitetsopera-
toren for fermioner, der bevager sig i 3-aksens retning. Andet led i (4.70) giver os pa

seedvanlig made
~(7°)* + (p)"

for egentilstande af energi og impuls. De to sidste led er her uinteressante for os. De
beskriver den eendring af energi, fermionen far som fplge af, at den vil begynde at udfgre en

Fra kap. 3 ved w1, at
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spiralbeveegelse omkring felthnierne. Vores afgorende resultat er, at kvadratet pa cnergien
bliver &endret med belobet

A(Egpin)? = —2eB - s (4.71)
hvor s er heliciteten langs 3-aksen. Heraf folger for sma felter (B — 0), at
2eB
AEupin = =58 (4.72)

[ alle disse ligninger har e staet for partiklens ladning, som er negativ for en elektron. Vi
skifter nu notation og forbeholder bogstavet e til elementarladningen uden fortegn. Vi vil
sa ofte betegne en partikels ladning ved Qe eller bare @}, som altsa for elektronen er —1.
Med denne notation kan vi derfor nu skrive

2:s5-¢
lekt = -
p(elektron) Y7
eller, at
elektronens g-faktor er 2 (4.73)

Vi kan straks generalisere resultatet til en relativistisk kvark med ladning Qe og energs
m

p(kvark) = +2QS§% (4.74)

hvor s er kvarkens helicitet = j:%.

4.12.3 Baryonernes magnetiske momenter

Lad os nu ga tilbage til baryonernes magnetiske momenter og fgrst se pa en proton. Som
tidligere begrundet antager vi, at de tre kvarker 1 en proton er i en S-tilstand, saledes at
der ikke er noget baneimpulsmoment at holde regnskab med. Vores teori for protonens
magnetiske moment bestar alene 1 at sammenleegge bidragene fra de tre kvarker. Her ma
vi tage hensyn til, at en proton er beskrevet ved tilstanden (4.54). Vi vil altsa studere
middelverdien (som ogsa er egenvardien) af det magnetiske moment i denne tilstand. Da
de enkelte led i summen (4.54) er orthogonale, og det magnetiske moment ikke sndrer pa
tilstandene, far vi

plelp) = g {4{u T d L Tl Td L u )
tafututd fube Tuld )+ 4d Lt uflud LuTut)
bt uld tphuTuld )+l d T bl dTul)
FluldTutlphu LdTut)+(dTulu tuld Tulut)
FdtuTulipld Tutul)+fulutd aulutd ) (475)

Her bemeerker vi forst, at p ikke kan se forskel pa tilstande, der blot afviger ved permu-
tationer af kvarker. Altsa fas

i
(plulp) = {2 Tuld lpfu TuTdl) +(uTuldluuTuldn)}
Idet vi antager, at u og d-kvarker begge har energien 7 i protonen, far vi

wltuldllpututdl) = = (3+2-(-
(ululdlpululdl) = =(2
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€ € M —
(Plulp) = 5= = 357 (=) (1.76)

som er resultatet i tabel 4.4.

For de gvrige baryoners vedkommende overlades regningen i det vaesentlige til leeseren.
Vi giver her nogle sma vejledninger.

(1) Neutronens kvarksammensatning fremgar af protonens ved at erstatte u med d.

(ii) A-tilstanden dannes ved at sammensatte (ud) med spin og isospin = 0 og sa tilfgje
en s. Dette giver

IAT) = 7113 {luTd|s?T) + 5 ikke interfererende permutationer
—luldtsT) — 5 ikke interfererende permutationer}

(i) For Xt ma de to u-kvarker have isospin = 1. Symmetriseringen giver sa anledning til,
at de ogsa ma have spin = 1 (spin 0 og isospin 1 ville give nul efter symmetrisering).
Heraf fas fgr symmetrisering

}Z+T>:%(2|uTuT£l>—|uTulsT>—|uluT5T))

(iv) ¥~ fas af ©* ved u — d.

(v) =7 fas af =% ved v — d.
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Figur 4.13: Meson-Regge-trajektorier.
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L PY ® O Oe o = 1.0GeV 2
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Figur 4.14: Nucleon-Regge-trajektorier.
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Figur 4.16: A-hyperon-Regge-trajektorier, dvs dem med strangeness = —1,1 = 0.
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Figur 4.17: ¥-hyperon-Regge-trajektorier, dvs. dem med strangeness = -1,/ =1
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5.1 Elektrodynamik for et fermionfelt

De szdvanlige Maxwell-ligninger 1 vacuum lyder

V.- E=£  V.B=0
o
. o 9B o - 1(j OE

hvor ¢ er lyshastigheden og € er en konstant, hvis vardi beror pa en konvention,
som fastlegger valget af enhed for elektrisk ladning. Ladningstetheden og ladnings-
stromteetheden er givet ved hhv p(Z,t) og j(Z,t). Disse storrelser samles i en 4-vektor,
J*(z) saledes, at B

74(x) = (p(Z,1),5(2,1))

Vi gnsker nu at betragte et fysisk system bestaende af fermioner med ladning e, som
vekselvirker udelukkende elektromagnetisk. Vi tenker i dette afsnit mest pa elektroner
(og andre ladede leptoner), men behandlingen gelder 1 vid udstreekning ogsa de elektro-
magnetiske forhold for kvarker.

Fermionerne er beskrevet ved et kvantefelt 1¥)(z) med fire spinkomponenter. Som en
model for den elektriske 4-strgmteethed vil vi tage

JH(z) = ey (z) (5.2)

Vi har tidligere set, at denne stgrrelse er en 4-divergensfri 4-vektor. [ neeste kapitel skal
vi yderligere begrunde valget (5.2) som et resultat af gaugeprincippet.

[ dette kapitel skal vi fortrinsvis teenke pa ¥(x) som et elektronfelt og folgelig betragte
e som negativ = veerdien af elektronens ladning. I senere kapitler, nar vi taler om kvarker
og andre fermioner, er det bekvemt at betegne fermionens ladning som e, hvor e =
protonladningen, og @ (elektron) = —1, @ (u-kvark) = +2/3 etc. Men i dette kapitel vil
vi altsa ikke sleebe rundt pa Q.

Verdien af elektronladningen specificeres bekvemt ved finstrukturkonstanten

e? 1 (5.3)
a = : .t
dmeghe  137.03599 ‘
1 Sl-systemet er €, pr. definition = 4170:;. [ hgjenergifysikken vaelges normalt enheder, sa
e* 1
h femand = €, = 1 ’ = — Y —
= “T T

Det viser sig nu, at i kvantefysikken er feltstyrkerne E og B ikke bekvemme stprrelser
direkte at kvantisere. De naturlige variable er 4-potentialerne A*{z). Igen skal vi begrunde
dette neermere 1 naste kapitel. | termer af gaugepotentialerne A*#(z) kan vi formulere
elektrodynamikken som fglger:

Definér

Fou(z)=0,A(z) — 0,A,(x) (5.4)
Sa er
0 -E, —-FE, -F,
E, 0 -B, B,
E, B, 0 -B;
E, -B, B, 0

o= = —F (5.5)
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Maxwell-ligningerne er dels dem uden stremme og ladninger, der nu kan skrives:
O F,+0,F,, +0,F, =0 (5.6)

som er en triviel konsekvens af (5.4), samt dels dem med stromme og ladninger, der nu
kan skrives:

D F™ = (5.7)

eller

0,04 A% — 8Y(8,A4%) = j* (5.8)

Ovelse: Vis, at ligningerne (5.6) og (5.7) er ®kvivalente med de oprindelige Maxwell-
ligninger.

Disse beveegelsesligninger fas af Lagrange-tetheden
L(z) = B(z)(i § = m)e(e) = TF(2)Fu(a) = eble) A)p(z)  (59)

hvor vi bruger notationen, at for hver 4-vektor (4-operator) a* betegner ¢ 4 x4 matricen
a,v*, hvor v# er Dirac-matricerne.

De to forste led 1 (5.9) er Lagrange-funktionerne for det frie Dirac-felt og for det frie
Maxwell-felt. Sidste led er vekselvirkningsdelen:

Li(z) = —ed(z) A(z)d() (5.10)

Det overlades til leeseren at bruge de almindelige Euler-Lagrange-ligninger pa (5.9):

oc oL } (5.11)

7 =0 |0

og eftervise (5.7) ved variation efter A,. Her indskraenker vi os til et enkelt eksempel:
Variation efter ¢(z) (leeseren opfordres til ngje at gennemteenke skjulte indices!):

oL — — oL —
—_— = - — / -SD] | P H
50 ey A —my  (en rakke-spinor!) 3054 1)y

Altsa

10,07 + mp = —ep A (5.12)
Nar “koblingskonstanten” e mellem stof og straling gar mod nul, forsvinder hgjre side, og
¥ udvikler sig efter den frie Dirac-ligning.

Lad os endelig se pa de elektromagnetiske vekselvirkningers invarians under paritet og
ladningskonjugering. Vi har allerede (jfr kap. 3.11) studeret transformationsegenskaberne
af ¥ og ¥ under P og C. Vi valgte dem, s& den frie Dirac-ligning blev invariant. Endvidere
at

JHUE ) = ed(e)y b(z) D Pia)P =g~ t) og
HEY S CiH)CT = —jH(E 1) (5.13)
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Det er derfor naerliggende at definere A#(z)’s transformation under P og C til

PA(2)P~' = Au (-7 t)} (5.14)

CA*(z)C™' = —A*(z)

Med disse definitioner er nemlig (integralet over) £; invariant. Det er ikke helt trivielt,
at ogsa den frie Maxwell-del af £ er invariant med definitionen (5.14). Det overlades til
leeseren at vise, at dette virkelig er tilfeeldet. Herunder findes fgrst transformationsloven
for F,,(z), som kan skrives
o A 1) 2 +B(=2, 1) } (5.15)
Zt) 1) = —B(Z

[ princippet er hele kvanteelektrodynamikken indeholdt i Lagrange-funktionen (5.9).
Vi mangler “blot” at lgse bevaegelsesligningerne 1 de feltkonfigurationer, som svarer til
interessante eksperimentelle situationer. Og her skal vel at merke de observable behand-
les som kvantemekaniske operatorer, og randbetingelserne pa feltkonfigurationerne skal
beskrives ved begyndelses- og slut-tilstande. Dette problem er langtfra trivielt! Vi skal i
resten af kapitlet beskaftige os med nogle af detaljerne.

5.2 Kvantisering af det frie Maxwell-felt

Som bekendt er Lagrange-funktionen

. 1 y
LMaxwell = “ZFWF“

invariant under gaugetransformationer
Au(z) = Au(z) - Dx(2) (5.16)

hvor x(z) er et vilkarligt skalarfelt.

[ klassisk elektrodynamik udnyttes denne flertydighed til valg af gaugebetingelser,
som ggr den matematiske behandling af et forelagt problem szerlig simpel. [ kvante-
elektrodynamikken derimod byder denne gaugeinvarians pa en lang raekke dybtgaende
problemer, som vi her blot kan skitsere nogle af.

Problemet er, at vi ma passe pa, hvilke dynamiske variable vi overhovedet kvantiserer.
Lad os forestille os en konkret fysisk situation, hvor feltet A*(Z,to) har en given verdi
overalt i rummet til tiden ¢ = . I en “normal” situation ville sa feltets veerdi A*(Z,t)
veere éntydigt givet til enhver senere tid som lgsning til bevagelsesligningerne. Dette kan
imidlertid ikke veere tilfzeldet med det elektromagnetiske felt. Haves nemlig én lgsning,
vil (5.16) ogsa vere en lgsning for vilkarligt valgte x(z). Sagt med andre ord, vores
fysiske system (feltet A*(z)) indeholder slet ikke sa mange frihedsgrader, som det ser ud
til. Dette er i overensstemmelse med, at vi udmarket godt ved, at fotoner med bestemt
4-impuls kun findes i to helicitetstilstande, medens man ud fra beskrivelsen skulle vente at
finde fire, da A, har fire komponenter. To af A,’s komponenter er mao ufysiske og skal sa
selviglgelig heller ikke kvantiseres. Men udveelger vi to til kvantisering, vil vi uundgaeligt
bryde den relativistiske kovarians i beskrivelsen.
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Et af de formelle problemer i kvanteelektrodynamikken (og alle andre gaugeteorier) er.
at man - for overhovedet at kunne kvantisere teorien - er nodt til at bryde gaugeinvarians
(og evt ogsa kovarians) '. Imidlertid geelder det, at ligegyldigt i hvilken gauge man
kvantiserer, sa bliver alle fysiske forudsigelser nojagtigt de samme, og de adlyder alle
krav om relativistisk invarians. Det vil ikke i dette kursus veere muligt at bevise dette
fundamentale resultat, men vi skal se smagsprover pa de afggrende pointer.

Vi veelger forst at gennemfore kvantiseringen i den sk stralingsgauge, karakteriseret
ved

Pz)=0 , V-A@)=0
som er to ikke-kovariante gaugebetingelser.

Det folger heraf, at Lorentz-betingelsen 0 = 9,A* = 9pA° + V - A er opfyldt med
fotonmassen = 0. De frie beveegelsesligninger for 4#(z) er sa den masselgse Klein-Gordon-
ligning (jfr (5.8))

3,0"A,(x) =0A,(z)=0

Vi kan derfor udvikle Z14(.1‘) (A° er jo bare nul i vores gauge) pa et fuldsteendigt seet af
planbolge lgsninger:

— d3 __1' H -7 e ik, oH f- 1
A(I)—/ S 3);1( (F)a L g (R)al(F) et (5.17)
hvor
KO = +[kY2 = |k| eller Kk k*=0

der sikrer. at Klein-Gordon-ligningen er opfyldt. [ (5.17) har vi ogsa benyttet, at A“(x)
er et hermitesk felt. Polarisationsvektorerne

gk Lk . =12 (5.18)

<]1
oy
I

o

Dette folger direkte af gaugebetingelsen
2
0= - z Z (@(F)as(k) - 6k e™*%) + &(R)al(E) - (=ik )

hvoraf
&(k)- k=0

Det er denne betingelse, der sikrer, at der for hvert k kun kan findes to linezert uafthengige
lgsninger; derfor summation over ¢ = 1, 2. Polarisationsvektorerne vil vi desuden normere,
sa

E(k) - &(k) = & (5.19)
Sa geelder ogsa (Dvelse)
K Em

T (5.20)

> R)en(E) = dim -

=1

IDette refererer til en “perturbativ kvantisering”; ved at benytte en gitterformulering af rum og tid
kan teorien (i en “kompaktificeret” form) kvantiseres uden at bryde gauge-invarians, men det er uhyre
ubekvemt for anvendelser baseret pa Feynman-diagrammer.
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hvor ¢ er polarisationsindeks, medens [ og m er 3-dimensionale vektorindices. Vi har
noteret dem foroven udelukkende af pladshensyn.

Repreesentationen (5.17) er velkendt fra klassisk stralingsteori, hvor a;(k) og af(k)
er komplekst konjugerede koefficienter. 1 den kvantiserede teori spiller de rollen som
skabelses- og annihilationsoperatorer for fotoner:

—

lai(k),al(F)] = 66

(5.21)
(k) a;(F)] = [al(R).a}(F)] =0
hvor som sadvanlig
Sep = (272K (E — &)
For fotonantalsoperatoren gelder sa

Ni(k) = al(k)ai(k)

{Ni(lz%a;(;,)} - 6ija;(]z/)6jc‘fc‘l (522)
(Ni(k),a;(k)| = —6i0;(k")8z,

Vi overlader til leeseren at vise, at 4-impulsoperatoren for systemet kan skrives

P =3 k* N (k) (+ uendelig konstant) (5.23)
ki

hvor
S = / d*k
R —J (2m)32k°
Fotontilstande fas ved at lade skabelsesoperatorer virke pa vacuumtilstanden
[k,3) = al(K)[0) (5.24)
og disse er normeret pa seedvanlig kovariant made:

(K, jlk,3) = (D]a;(E")al(k)|0) = (0l[a;(k), al(£")][0)

(5.25)
= 5,']‘6,;];, = 5,']'(271')32]6063(]6 — k')
Det er endvidere klart, at fotoner adlyder Bose-Einstein-statistik, saledes som vi har

behandlet dem.

5.3 Fotonens kvantetal

Lad os fgrst bestemme spinnet af en foton samt dens helicitetstilstande. Hertil skal vi
undersgge feltets transformationsegenskaber under rotationer. Lad os taenke pa en foton
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med k = (0,0. k) langs 3-aksen. For at finde heliciteten af tilstanden k1) og 5.2) skal
vi sa undersoge virkningen af J3, som jo er det samme som heliciteten:
Tk Tk

M=t =Bty
K k 3

Altsa sporger vi forst om feltets transformationsegenskaber under en infinitesimal ro-
tation af sterrelsen é¢ omkring 3-aksen.
Fra diskussionen i kap. 2.2 gelder under en rotationstransformation

A(#) = UNR)A(Rz)U(R) = RA(z)

1 +ép 0
R=|-6p 1 0 (5.26)

0 0 1

hvor

og hvor U(R) er den unitere operator, der udfgrer rotationen ?. For en infinitesimal

rotation er den pa formen (jfr diskussionen i afsn. 3.8).
UR) =1+ 1J36p
hvoraf
A'(Rz) = A(Rz) — 169[J3, A( Rz)]

Men af (5.26) fas
AlRr) = Ade) + 6o Aolz)
ARz) = Ay(z) - bphi(2)
AL(Rr) = As(x)

hvoraf

[Jg,/ll(Rl‘)] = +1A (.’E)
[J3, Aa(Rz)] = ——zAf(z)} (5.27)

Vi bruger nu planbglgeudviklerne af feltet
Alz) = 3 [dR)ak) e ®==FD 4 d(R)al(F) erilhomoF )]
ki
A(Re) = Y [e(R)ai(k) e = -FEN 4 p ] (5.28)
Ei

(h.c. = hermitesk konjugeret). Nu er selviglgelig k- (RT) = (R™'k)- &, da skalarproduktet
er rotationsinvariant. Hvis vi derpa erstatter summationsvariablen ¥ med Rk (hvilket er
lovligt, da k — Rk er en orthonormal transformation), far vi

A Rz) = Y [e(RR)as(RE) e (F=*~F4) 1y ]
i

’Ifplge diskussionen i kap. 2, afheenger U af en hel 4 x 4 Lorentz-transformationsmatrix. Den matrix,
der hgrer til rotationen har triviel opfarsel for sa vidt angar tidsdelen.
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Vi interesserer os nu for rotationer om z-aksen samt for sidanne fotontilstande, som
har k langs z-aksen. For disse er Rk = k. Indsettes i (5.27) fas derfor for sadanne R og
k:

i€ [Ja,ai] = +iy;elal

el {J&Gﬂ = —iZif}aI

men da k = (0,0, k) og derfor €, = (1,0,0) og €& = (0,1,0) fas

[Js, CLH = +Za;
(5.29)
[Jg, a;] = ——ia{

Disse ligninger viser, at tilstandene IE, 1,2) tkke svarer til tilstande med bestemt helici-
tet. Grunden er, at vi har valgt reelle polarisationsvektorer svarende til planpolariserede
bglger. For at fa helicitetstilstande ma vi velge cirkulzrt polariserede bglger. Vi definerer

(for k Z)

ay = 71-2-(a1 Fiay) , ab = vlg(a{ + ia))
(5.30)
o= LG tia) , a=3@EFia)
Sa er
€101 + €2ay = €&pay +€_a-  og
E’la‘; -+ gz(l; = E:,GL + é*_at_
(5.29) kan sa skrives
[Ja,ak] = +al (5.31)
Tilstandene |k, A) = al|0) , A = * har derfor helicitet = +1 :
Jslk+) = Jsall0) = (Jaal — ol Js)i0)  (J5[0) =0)
= +al|0) = +|k,+) etc.
Af (5.14) kan vi finde fotonens ladningskonjugerings-kvantetal. Af
C/_l'(x)C‘l = —/1‘(;1:) falger straks
Calct = —ab
og derfor B
Clk, ) = —|k, %) (5.32)

dvs fotonen har C' = —1.

Spgrgsmalet om fotonens indre paritet er mere subtilt. Anvender vi paritetsoperatoren
pa en fotontilstand med bestemt impuls (planbglge-tiistand), far vi en ny tilstand med
modsat impuls, altsa ingen egentilstand. For massive partikler kan vi lgse problemet ved
at ga til hvilesystemet, men det duer selviglgelig ikke for en masselgs foton. For at fa
en egentilstand af paritetsoperatoren, ma vi derfor se pa tilstande, der er dannet som
superpositioner af forskellige impulstilstande: sakaldte multipol-tilstande. For sadanne
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kan paritets-egenveerdien nok beregnes, men det bliver i nogen grad en definitionssag
hviklet bidrag vi anser for at hidrere fra fotonens “indre” paritet.
[ en gauge som vores, hvor A” = 0 mens der jo altid geelder

PAGE P = —A(—F,1)

virker det maske rimeligt at tildele fotonen en indre paritet af veerdien —1. Denne szedvane
vil vi folge, uden at ga det tekniske apparat igennem, der kraeves for at indfgre multipol-
formalismen. Men denne er strengt taget nedvendig for alvorligt at kunne udlede udvalgs-
regler baseret pa paritetsinvarians.

5.4 Relativistisk kovarians og gaugeinvarians

Vores gaugebetingelser og vores valg af polarisationsvektorer har refereret til ét bestemt
inertialsystem. Det er derfor ikke klart, at en behandling startende fra et andet inertialsy-
stem vil give samme resultat for de fysiske observable, som vi senere skal leere at beregne.
Der er derfor grund til at sege en eksplicit kovariant formulering. Denne giver ogsa de
simpleste praktiske regninger i de fleste tilfeelde. Det er en sadan kovariant formulering,
vi nu skal opstille.

De fysiske fotoner, vi har behandlet, var transversale 1 den forstand, at deres pola-
risationsvektor ¢ havde € = 0 og € L k. Vi skal nu indfgre to nye rent matemati-
ske “spogelses-” eller “gaugefotoner”. I vores inertialsystem har den ene (den skalere)
® £ 0, =0, og den anden (den longitudinale) har ® = 0 og &|k. Disse “fotoners”
rolle er udelukkende at ggre formalismen eksplicit kovariant. Deres egenskaber valger
vi omhyggeligt, sadan at de (a/) ikke giver anledning til nogen @ndring 1 de observable
storrelser, og (b) gor de praktiske regninger og formalismen mere elegant.

For at motivere behandlingen kan vi fgrst tzenke pa en vilkarlig proces, i hvilken der
skabes en fysisk, transversal foton med 4-impuls k* og polarisationsvektor ¢*. Som vi
siden skal se, er amplituden, M, herfor lineeer 1 € :

M= M,e

hvor koefficientamplituden M, er uafhangig af fotonens polarisationstilstand. Overgangs-
sandsynligheden er sa bilineer i ¢, (paneer kompleks konjugering):

|M|> = M, M;e*e”

Hvis vores eksperimentelle opstilling ikke kan skelne fotoner med forskellig helicitet,
er antallet af begivenheder givet ved

ML+ [M@2)]F = MM (e + ehes”) = MuMJP[”

P = e +eyest
Vi skal siden se, at vores regneregler for M, automatisk ggr denne stgrrelse til en
4-vektor. Hvis derfor “polarisationstensoren” P} var en Lorentz-tensor, ville antallet af
begivenheder eksplicit veere invariant. Men P{” er absolut ikke en tensor, som den her er
defineret. Det er dette forhold vi nu skal rade bod pa.
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Som sagt indfgrer vi to “matematiske fotoner”: en skaler med polarisationsvektor ¢/ og
en longitudinal med polarisationsvektor e5. Men vi velger nu produktionssandsynligheden
for den skalere foton negativ og af samme storrelse, som produktionssandsynligheden for
den longitudinale. Dvs at alle sandsynlighedsudtryk bliver forgget med belgbet

|M(3)

P— M) =0
som vi skriver
~M, M (e + ehe’™)

hvor vi, foruden polarisationsvektorerne €} og €4 for fotoner langs z-aksen:
ef =(0,1,0,0) og € =(0,0,1,0)

har indfgrt de to nye
es =(0,0,0,1) og € =(1,0,0,0)

Endvidere har vi vedtaget at behandle polarisationsindices foroven og forneden efter

Lorentz-metrik:
“

we . pp'
"’ =g"e¢,

Sa kan vores tidligere udtryk for sandsynligheden for at observere en foton uden hensyn
til dens polarisation skrives vha 3

By [T & u v2*
P_L - _616 - 626

Det er ogsa klart, at vi har (summation over p)
6;‘6”" = g (5.33)
og vi kan skrive for den modificerede polarisationstensor:
P* = —ehe”? = —g" (5.34)

Vi har hermed opnaet to ting: P*" er blevet en tensor, og samtidig har vi automatisk
faet en forbindelse mellem kravet om kovarians (Lorentz-metrik) og minustegnet foran
“sandsynligheden” for produktion af skalere fotoner.

Men hvordan kan vi sikre, at |[M(3)|? = |M(0)|? altid? Dette beror p&, at det er en
fplge af gaugeinvarians, at

M, k=0 (5.35)

Vi kan forelgbigt blot bemérke det plausible heri som fglger: En gauge-transformation af
gaugepotentialet:
A* > A* + 0%y

modsvares for fotoner, dvs i impulsrummet, Igseligt af

6“ — ellf + k#x

3Bemaerk at vores brug af kompleks konjugering af ¢’erne er overflgdig for plan-polariserede fotoner,
da ¢’erne sa er reelle. For cirkuleert polariserede fotoner er ¢’erne komplekse, og kompleks konjugering
ngdvendig.
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At en amplitude er gauge-invariant ma sa betyde. at hvis erstatter ¢* med fotonens -
impuls. &, far vi 0. Ogsa dette resultat skal vi siden vende tilbage til.
Men lad os nu se, hvad (5.35) betyder for en foton langs z-aksen, hvor &* = (£,0.0, k):

k(ﬂ[g + A]g) =40 eller L‘/]O = *1’\/13

som sikrer os, at |M(3)|* — |[M(0)|* = 0.
Hermed har vi omskrevet vores ikke-kovariante formalisme til én, der er kovariant,
uden at endre pa de fysiske forudsigelser i det inertialsystem, hvor kvantiseringen blev

udfert.
Vi kan endelig nedskrive vores 4-potential inklusive de ufysiske frihedsgrader (bemeerk

at k% = 0 i summen)
A(x) = 303 [eb(R)ar (k) e + e (k) (k)e”| (5.36)

E v=0

Her er a!(k) og a*(k) de samme som vores tidligere operatorer a; og a;. De ny operatorer
adlyder ombytningsrelationerne:

[a*(k), a*t (k)] = ~g"6; ¢, (5.37)

For u,v = 1,2 stemmer disse overens med (5.21). For 4 = v = 3 haves en sedvanlig
kommutator mellem skabelses- og annihilationsoperatorer:

[a®(k), @' (k)] = +8; ¢
For p = v = 0 derimod har vi
[a®(E), a*!(E")] = =4z ¢,
Den ejendommelige konsekvens heraf er, at hvis vi “skaber en skaleer foton”:
0,k) = a®'(k)[0)

sa far vi for normen af denne tilstand:

(£,000,k) = (0]a®(k)a®t(E)|0)
= (0][a®(k), a® (k)]|0)

= -1 ()

Dette viser, at vi ikke har at ggre med et seedvanligt Hilbert-rum. Minustegnet er pracist,
hvad vi har brug for til at lade den skalaere fotons bidrag til sandsynligheden blive negativ.
Den matematiske formalisme fungerer perfekt, men det er ikke muligt at tilskrive den en
fysisk sandsynligheds-fortolkning.

Under en Lorentz-transformation lader vi nu A* transformere som en 4-vektor. I
det nye inertialsystem er gaugebetingelsen V - A = 0 almindeligvis ikke opfyldt. De
fysiske fotoner er derfor ikke simpelthen dem med polarisationsvektorer ¢} og €;. Det
er derfor ikke rigtigt, at € og €5 udelukkende beskriver ufysiske gaugefotoner. I dette
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nye inertialsystem er det visse nye linearkombinationer, der er fysiske og andre, der er
ufysiske. Alt dette behgver vi ikke at bekymre os om. Vi skal blot benytte den kovariante
polarisationstensor

PH o= —ehe = g (5.38)

samt sikre os, at gaugeinvarianskravet
M,k* =0 (5.39)

er opfyldt.
Valget (5.38) kaldes Feynman-gauge-valget. Andre valg er mulige (og 1 visse situationer
nyttige). Alle andre valg viser sig at give anledning til udtryk af formen

P* = —g* + K a” + k*a¥ + bk*k"

hvor a er en 4-vektor, som muligvis afheenger af kvantiserings-inertialsystemet. Pga be-
tingelsen (5.39) ser vi, at 1 udtryk for fysiske observable:

M, M P

spiller disse ekstra gaugeled ingen som helst rolle. Vi skal komme tilbage hertil i afsn.
5.10.

5.5 Kovariant perturbationsteori

Vi begynder med at minde om den velkendte formalisme, som bruges til behandling af
“tidsathaengig perturbationsteori”. I vores tilfzelde kommer tidsafhengigheden ind derved,
at vi forestiller os en begyndelsessituation med frie partikleri sa stor afstand fra hinanden,
at de ikke vekselvirker. Vekselvirkningen er aktiv i et kort tidsinterval omkring kollisionen,
og sluttilstanden antages igen at besta af frie partikler i stor indbyrdes afstand.

Det fysiske system, som vi iser tenker pa i dette kapitel, er systemet af et fermion-
felt og et elektromagnetisk stralingsfelt, som udvikler sig efter QED-Lagrange-funktionen
(5.9). Men i vores behandling refererer vi forelgbig blot til et helt generelt fysisk system
med en Hamilton-funktion

H = Hy + H; (5.40)

der kan opdeles bekvemt i en “fri” del Hy og en “vekselvirkningsdel” H;. Vi har allerede
behandlet de frie Hamilton-funktioner for Dirac-feltet og for fotonfeltet og set, at de kunne
skrives pa formen

Hy(fermion) = Z[N(ﬁ,3)+~ﬁ(ﬁ,s)]Po

0,8
Ho(foton) = S N(E,\)ko (5.41)
£

hvor N(p,s) og N(p,s) er antalsoperatorerne for fermioner og antifermioner med masse
m og po = VP 2+ m?, medens N (E, A) er antalsoperatoren for fotoner med helicitet A
og ko = |k|. Disse Hamilton-funktioner fglger af de to farste (frie) led i (5.9). Sidste
led i (5.9) er vekselvirkningslagrangetaetheden. Vi antager nu, at denne ikke indeholder
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nogen afledet af feltet. Denne antagelse er rent teknisk og formalismen kan (med besver)
gennemfores uden den. Men det er abenbart, at antagelsen er opfyldt i QED. I sa fald
er de kanonisk konjugerede variables form uafheengig af, om vekselvirkningen er tilstede
eller ej. Det geelder sa, at Hamilton-taetheden H; for vekselvirkningsdelen simpelthen er

Hy=—L; (5.42)

Hp:/d%%l (5.43)

Lad os nu betragte en vis tilstand af vores fysiske system i Schrodinger-billedet |t)s,
hvor den jo er tidsatheengig. Vi udfgrer nu den kanoniske transformation til vekselvirk-

ningsbilledet pa sedvanlig made:
Schrodinger-ligningen 1 Schrodinger-billedet lyder

0
ig;lt)s = (Ho + Hi)lt)s (5.44)
Tilstandene 1 vekselvirkningsbilledet |t)y defineres ved
)y = e*it)s

eller v
t)s = e7 0 t)y

hvorefter (5.44) bliver

.0 —i - 9 / —i
Z—a‘zit>5 == HO € tHO't>V +1e€ tHo'a—t(t>V = (HO + H])@ tHO't>V

Heraf fas ved at virke med et*tHo

i%“)v = eitHoHI e_itHO‘t>v = H[(t) t>v (545)
hvor vi har defineret vekselvirkningshamiltonfunktionen 1 vekselvirkningsbilledet H;(t),
hvorimod H; er den tilsvarende tidsuathaengige operator i Schrodingerbilledet. Taenker vi
os Hy givet som et polynomium i Schrodinger-operatorer, ser vi, at H(t) er det samme
polynomium af de tilsvarende vekselvirkningsbilledeoperatorer.

Schrodinger-ligningen (5.45) lgses formelt vha tidsudviklingsoperatoren U(t, o) :

Ity = Ul(t, to)|to)v (5.46)
med
Ut,t)=1 (5.47)

Denne operator er serdeles interessant for os, idet dens “graensevaerdi” - passende defineret
for ty — —oo og t — 400 - netop er S-matricen, som beskriver overgangen mellem
tilstande, der er simpelt specificeret hhv i en fjern fortid og i en fjern fremtid.

Af (5.46)og (5.45) fas straks

UL 10) = iUt o) (5.48)



148 KVANTEELEKTRODYNAMIK OG FEYNMAN-REGLER

Losningen til denne ligning med randbetingelsen (5.47) kan umiddelbart nedskrives pa
formen

t
Ultto) =1 —i | di'Hi(£)U(t', to) (5.49)

to
Hvis H;(t) er “lille” i en passende forstand, fx ved at “koblingskonstanten” ¢ i £; =
—ep Ay er lille, sa kan (5.49) lgses ved iteration. Vi satter tg — —oo og far sa de
successive approksimationer

Lr(o)(t, *OO) = 1
t
UMt —c0) = l—i/ dt' Hy (1Y UO (¢, o)

t
= =i [ arH)
t t t
UB(t,~00) = 11 [ drH)+ (=) / dt’ / dt" Hy (1) Hy (1)
(5.50)

Vi indfgrer nu det vigtige begreb: Det tidsordnede produkt af to eller flere operatorer:

Tl = § Qe i b 55)

(Denne definition er kun nyttig, nar A’erne er “Bose-operatorer”. Det er netop tilfaeldet
med Hamilton-funktionen: [ QED bestar den af to Fermi-operatorer og en Bose-operator:

Hy = e [ & Bla)rv(e) Aue)
For rene Fermi-operatorer defineres det tidsordnede produkt med et ekstra minustegn

Fl(tl)FQ(tg) for t1 >t

T(Fl(tl)F2<t2)) = { —Fg(tz)Fl(tl) for ty >t (552)

men vi far ikke brug herfor.)
Vi kan nu skrive

U(t —OO) = l_i/t dt'H;(t' )2 ‘ / g " ! "
) = (Y4 (=) dt | d"H (Y H(t") + ...

t #(1) t(n—1)
+ (=) / dt / dat® .. / dt™ H ((OVH (¢D) - Hy (1)
(5.53)

[ integranden i sidste led er tidsargumenterne eksplicit ordnede: ¢t > ¢t(3) > () > ... >
t(™ . Vi kan derfor uden videre erstatte integranden med

T{H;(tW)... H(t"M)}

men denne funktion er klart symmetrisk i de variable t®). Vi kan derfor anvende fslgende
trivielle teorem, som gelder for en funktion f(zi,...,z,), der er symmetrisk i alle sine
variable:

b Ty Tyt 1 b b b
/ dml/ d:z:z.../ dz, f(wl,...,xn)zﬁ/ dw1/ d$2.../ de, f(z1,...,Zn)



5.6 EKSEMPEL: ete™ — utu~ 1149

(Bevis: @velse. Hjelp: For n > 2: teenk pa permutationer af {z,z2,....2,} som
liggende i intervallet [a, b]).

Ved hjelp heraf far vi sa
7 — . ‘ / ! l Y ¢ / ' Z ! "
Uit =) = 1 z/_oodt Hit) + 5(=1) /_wdt /_Oodt T{H (Y HA (") ...

) 1 i t t
+ (-—z)”n~|/_ dﬂl)/~ dt@).../_ AT (EOVH () L H (1))

+ (5.54)
og endelig far vi Dyson’s formel for S-matricen, idet vi benytter, at
Hift) = /d% Hi(7,0)
§ = Ufoo,~o0)
3 (*ni,)n /°° d'zy /°° dzy...... /w Ao, T{H(z1) ... Hi(z2)} (5.55)
n=0 T+ J-oo -0 -0
Idet vi husker, at H; = —L;, kan vi ogsa skrive dette simpelt og kompakt som
S = Texp{+i/d4x Li(z)) (5.56)

der skal forstas pa den made, at eksponentialfunktionen skal udvikles i sin szedvanlige
Taylor-reckke, derpa skal ([ d*z L£)™ erstattes med et produkt af n 4-dimensionale inte-
graler, og endelig skal T-operatortegnet virke pa integranden.

5.6 Eksempel: efe” — utu~

I en systematisk fremstilling ville vi nu analysere matrikselementer af 7-produkter af
feltoperatorer vha det sk Wick’s teorem. Dette teorem fgrer derpa til opstilling af
Feynman-reglerne. Her vil vi indskrzenke os til at studere ét simpelt eksempel 1 de-
talje: e¥e™ — pTp~ 1 laveste ikke-trivielle orden i perturbationsudviklingen. Vi vil bevise
Feynman-reglerne for denne ene proces og derpa i naste paragraf anfere Feynman-reglerne

generelt.
Det fysiske billede af processen (i laveste orden) vil vise sig at kunne beskrives bekvemt

ved Feynman-diagrammet, fig. (5.1). Ien “fjern” fortid beveeger en elektron og en positron
sig mod hinanden med 4-impulser p¥ og p%. Omkring “kollisionstidspunktet” annihilerer
de og bliver til en “virtuel foton, 4” med 4-impuls

k* = pZ + ph
Denne foton er virtuel i den forstand, at k,k* # 0. Faktisk er
k* = k,k* = (p_ + py)? = (totale c.m.-energi)?

som er en stor positiv stgrrelse i typiske moderne eksperimenter. Som eksempel kunne vi
teenke pa en energi, PETRA-acceleratoren ved DESY (Hamborg) kunne preestere i 1980:
Ebearn = 19 GeV, svarende til

k2 = (2-19GeV)? = 1444GeV?
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[flg. kvantemekanikkens usikkerhedsrelationer er det muligt for en foton at vere sa
langt vaek fra masseskallen i et tidsinterval, der er af stgrrelsen

1 1

At ~ ~
AE  38GeV

~ 1.7 x 107 *®sek (5.57)
Hertil svarer ogsa et rumligt omrade af stgrrelsen (¢ = % = 1)

AR~ c- At ~ ~5-107%m =5 x 107°% fm (5.58)

38GeV

Hvis processen ete™ — utyu~ eksperimentelt opfgrer sig, som vi regner den ud efter QED,
kan vi derfor sige, at QED er testet ned til sa sma afstande og tider.

Gar vi til de hgjeste LEP-energier ved CERN (1992), svarende til massen af Z°-
partiklen, ca. 90 GeV, vil vi dels se afvigelser fra QED (endda yderst drastiske afvigelser,
svarende til eksistensen af Z°), dels ogsa at disse afvigelser er beskrevet perfekt (inden
for maleusikkerheden) af GSW-teorien (kap. 8).

Vi kan ogsa udtrykke det pa den made, at elektroner, positroner, myoner og fotoner
opfgrer sig som punktformede, strukturlgse elementere partikler i den forstand, at de
beskrives ved et lokalt felt, som er en funktion af begivenhedspunkter (ikke omrader).
Grensen for disse partiklers indre stgrrelse, svarende til Z% massen er ca. 2 x 1072 fm,
eller ca. 2 promille af protonens stgrrelse!

Lad os nu ga tilbage til fig. (5.1). Efter at den virtuelle foton har levet i tiden af
sterrelsesordenen (5.57), vil den “materialisere” sig til fysiske partikler. Det kunne veere til
elektron-positronpar eller kvark-antikvarkpar, men nu spgrger vi altsa om amplituden for,
at sluttilstanden er et u*u~-par med specificerede 4-impulser ¢,.* og q_* og specificerede
spintilstande oy og o_ (= #1/2). Tilsvarende antages de indkomne partikler e~ og e* at
veere i spintilstande s_ og s4.

Vi spger altsa et udtryk for S-matrikselementet

<,LL_(q_, 0'_), u+(q+, 0'+)|S|€_(p_, 3—)7 €+(p+7 3+)> = Sfi (559)

Det er bekvemt at indfgre T-amplituden eller den invariante Feynman-amplitude ved
(jfr afsn. 1.2)
(fISI) = (fli) +i(2m)*6*(Py — P)(fITI0) (5.60)

e (p-) w(a-)

Figur 5.1: Feynman-diagram for ete™ — putu~ til laveste orden i finstrukturkonstanten.
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hvor [1) og | f) er begyndelses- og sluttilstande. medens Py og P, er de totale 4-impulser i
slut- og begyndelsestilstanden, altsa her

Pr=p+pt Pt =g+

Vha T-matrikselementet kan det differentielle tveersnit skrives (i c.m., jfr. (1.123))

2

(JIT]:)
87\/s
hvor df).,, er et rumvinkelelement for én af de udgaende to partikler; py og p; er de

numeriske vaerdier af hhv slut-3-impulsen og begyndelses-3-impulsen, og /s er den totale
energl 1 c.m. systemet, altsa

dd . pf
dQc.m. - i

(5.61)

s =k*®

5.6.1 2. ordens perturbationsteori

Vi vil nu bruge Dyson’s formel (5.56) til at beregne S-matrikselementet (5.59) og bla se,
at et simpelt udtryk for (f|7T|¢) hermed fremkommer. For £; tager vi

EI = ’8;/’.’6 A'l/)e - GJ‘L //(2/);1 (562)

hvor v¥.(z) og v,(x) er Dirac-felter for hhv elektroner (og positroner) og for myoner.
Vi far for de tre fgrste led 1 (5.56)

S=1+ z'/d“zﬁI n (—;)j/d“a: dty T{LH(2)L1(y))} (5.63)

Det farste led svarer til det forste led i (5.60) og beskriver amplituden for, at der ingen vek-
selvirkning har fundet sted. Det bidrager for det forste aldrig til 7-amplituden, og for det
andet har det selviglgelig ingen matrikselementer mellem vores e*e™-begyndelsestilstand
og vores ptp~-sluttilstand. Andet led bidrager heller ikke til de matrikselementer, vi
studerer: A,(z)-feltets annihilationsoperatorer vil give 0, nar de virker pa begyndelse-
stilstanden (som ikke indeholder nogen foton), og dets skabelsesoperatorer vil af samme
grund give 0, nar de virker pa sluttilstanden.
Fgrste ikke-trivielle bidrag far vi af 3. led 1 (5.63). Vi skriver

(p™pt|SleTe™) = *%ez(u'uJ’i/d“w dy
T{(T.(2) Al2)bele) +T,(0) A2} (2)
(Ve(y) Ay)be(y) +18,(y) Aly)Puly))}eTe™) (5.64)
Integrandens led af formen ¥, () A(x)ye(x)d,(y) Aly)(y) vil give 0, da det ikke skaber
nogensomhelst p-excitationer (p* partikler), og derfor er orthogonal pa sluttilstanden.

Tilsvarende vil leddet med fire myon-operatorer give (0. Tilbage bliver to led med to
e-operatorer og to u-operatorer. Deres sum er symmetrisk i z og y, sa vi far

(1t 1Sleme®) = =2 [ da dy(u (T {D.() A2)bue)b,(0) Alp)bu(y)blee?)
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Dette udtryk skal vi nu udregne, idet vi bruge» de ombytningsrelationer, som gealder
for frie felter - det er jo idéen i perturbationsudviklingen. Specielt vil vi udnytte, at
e(x) kommuterer med A,(z) og A,(y) og antikommuterer med 1, og ¥ ; tilsvarende for
., 1, og Z/)—“. Nar vi derfor fgrst betragter virkningen af ¥_(z) og w.(z) i ovenstaende
matrikselement, ser vi, at det er den samme som i matrikselementet

[ e ) OB (e )y 2] e (pos ) e (b5 ) (5.65)

Vi bruger nu *

Ye(2) = 3 [us(B)b(F, s)e ™% + vy(B)d' (5, 5)e*]

—

Bs

bol(z) = 3 [W@(F)b(B, $)e™ +0,(F)d(7, s)e ™"

P,s

og

I matrikselementet (5.65) er det kun annihilationsoperatorerne, som kan bidrage, og vi

far
[ @2 Aa) T 5l (e O O e (o2 ). ()

78,0 48
Nu er
le™(pys-), e*(py,s4)) = (P, s_)d'(Fy,5,)[0)
idet vi bemeerker, at raekkefplgen af fermionerne har betydning for fortegnet: Den partikel,
som star lengst til hgjre, er skabt fgrst. Men

<O|d(ﬁ’a3’)b(ﬁa3)bT(ﬁ—7S—)dT(ﬁ+75+)|0> = <0|d(ﬁ’,5l){b(ﬁ,3)7b*(ﬁ,,s-)}dt(ﬁ+,s+)‘0>

idet nemlig det ekstra led giver 0, nar b' antikommuteres gennem d og virker pa (0|. Nu
er

{b(ﬁ» S)’ bT(ﬁ—a 3—)} = é‘ss_éﬁﬁ_
og idet vi bruger samme trick pa dd'-leddet, far vi
[ A@) T Bl usl5)bis b5 8oy b 5, ™ =04

Y
P8P S

i

[ d'a Au(@)e™ =05, () u, (5-)
= [ &% Ae)e R0, (B)v ue (5-) (5.66)
En fuldstendig tilsvarende behandling af u-feltet giver
+ [ dty Ay) TG )7 00, (0 4)
For det samlede S-matrikselement finder vi sa

Sfi: - 82684.(ﬁ+)7uus—(ﬁ—)ﬂo—(‘i‘—)"fyva+(q_‘+)

’ /d4“’ d'y e PHEHO|T{ A, (2) AL (y)}0) (5.67)

4b’erne og d’erne skulle her egentlig have passende e-indices pa sig for at vise, at talen er om
elektronfelt-operatorer. Tilsvarende for myonfelt-operatorer. Vi sgger at simplificere notationen i hab
om at undga misforstaelser
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5.6.2 Fotonpropagatoren

Det sidste dobbelt-integral er stort set fotonpropagatoren (se nedenfor), og vi skal nu
udregne dens veerdi. Matrikselementet beskriver en situation, hvor en foton skabes pa
stedet y til tiden yo (hvis yo < z¢) og derpa annihileres pa stedet Z til tiden z, (for
ro < yo ombyttes skabelse og annihilation). Det er dette fenomen, som i Feynman-
diagrammet (3.1) er beskrevet ved fotonlinjen (bglgelinjen), der forbinder de to punkter.
Vi ser, at den fulde amplitude fas ved at summere (dvs integrere) over alle muligheder.
for at denne skabelse og annihilation kan forekomme. Amplituden indeholder desuden en
faktor, som beskriver amplituderne, for at e*e™ annihileres under skabelse af den virtuelle

foton:
Vs, (P4 )7 us_(P-)
samt en faktor, der beskriver amplituden, for at fotonen annihileres under skabelse af et

{-par:
eo_ (7 +)7 Vo, (7 +)

Vi udregner nu fotonpropagatoren, idet vi benytter (k? = 0)

Ar(z) =3 [ (R)a?(R) e + &7 (R)a”' () et
e

Og . -
[a?(k),a” (k)] = —g" 6z

Forst bruger vi translationsinvarians til at skrive
(01T {Au(2)Au(y)}10) = (0T {Au(z — y)A,(0)}]0)
og derefter skifter vi variable fra (z,y) til (z,y), hvor z =z — y:
[ dtz diy R HPPIOIT{A4,(2)A,(0)}0)

= (2n)'6Y(P; — P) f d'z e= P (0] T{Au(2) AL(0)}0)

der viser, at der i processen er total 4-impulsbevarelse som en fglge af translationsinvarians,
jfr. (5.60). Fra (5.60) finder vi sa ogsa

H(fITNS) = =01 (B )y g (5 )T (§ = )1 Vo4 (§ +) D (P
hvor
Du(P) = [d' =P (0T{4,(:)A.(0)}10)
= / d*z e"PED,,(2) (5.68)

og hvor vi har indfgrt propagatoren i konfigurationsrummet D,,,(z) og i impulsrummet,

D, (F;). Vi skriver nu
(0T {AL(2)AL(0)}]0) = 0(20)(0]AL(2)A.(0)]0) + 8(—20)(0] A, (0)AL(2)]0) (5.69)
hvor #-funktionen

51 for 29 > 0
0(z0) = { 0 for 20 <0
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har samme virkning som T-produktet. Af planbglgeudviklingen for fotoner har vi sa

(0] Au(2)A(0)]0) = 3 € (k") e (k) e**°(0]a, (k ")al(k)|0)
P
o0

(- * TN —ik!
= 2 el (ke (k)e™ ™ (=g)bz7
PR
psp’

_ —ikz - d’k —iw2® +ik-7 -
= Ze (—9w) = —9u (2#)32w6 (5.70)
k

hvor vi har benyttet (5.33), og hvor w = ||.
Dette udtryk skal vi nu indseette i (5.69), men desuden behgver vi fglgende
repraesentation for #-funktionen

0(t) = lim [~ &1

e—0t Jooo 2T U + 1€

e (5.71)

At denne formel er korrekt ses let saledes: For ¢ > 0 kan vi lukke integrationsvejen med
en stor halvcirkel 1 den nedre komplekse halvplan 1 u-planen, thi her er, idet v = ug +1u;
med ugr og u; < 0 reelle,

—tut = —tupt + ugt

hvor sidste led er negativt for ¢ > 0, saledes at integralets vaerdi pa denne halvcirkel er
forsvindende. Integrationsvejen indeholder polen ved u = —ie (e > 0), og residuet er
+1/2m. For integralets veerdi fas derfor

, i
6(t) = —2m1 x (2—7;) = +1

hvilket er det gnskede. Minustegnet hidrgrer fra, at vi har integreret rundt om polen i
negativ retning. For ¢ < 0 kan vi tilsvarende lukke integrationsvejen i den gvre halvplan,
men her er ingen poler, og 6(¢) = 0, hvilket ogsa er det gnskede.

Vi skifter nu integrationsvariabel fra u til k° —w, hvor £° er den ny fri variable, medens
stadig w = |k|. Leeg altsé maerke til, at det, vi hidtil har kaldt k* = 0 var stgrrelsen w?— k2.
Nu derimod, reserverer vi navnet k2 til (k°)? — k?, der udmeerket kan vaere forskellig fra

nul, da kO er en helt fri variabel: (w, k) # (k° k). S& far vi

\ &k di° 2 i i ik
0(20)(0144(2)A,(0)0) = _guu/ (2m)32w %—(ko —w + ie)e e "
4 : '
= d*k 1 ¢ e—zkz (572)

I (2m)% 2w KO —w + 1€

Tilsvarende fas

dk 1 ) iks
0(_ZO)<E'|AV(O)AM(Z”U> = —g;w/ (2r) 2% kO —w+ i€ ettt

- _gu,,/ P —— (k — —k)(5.73)
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QL
It

Disse to bidrag skal nu adderes. Vi har {pa ner e-led i teller)

1 ! ] ? 2w ?

‘Zw[ko —w + 1€ + —k0 —w + ée] T % (k02 — (w —1€)?  (k9)2 —w? +i¢

hvor ¢ = 2we >0, da w > 0. Men w? = k?, s& vi har endelig

d4k ! —ikx - -
(OIT{Au(2)A,(0)}10) = =g, [ e (5.74)
hvor k2 = k,k* = (k%)% — k2.
For D, (F;) 1 (5.68) finder vi sa
R -
DIH/(Pz) - Pf + i€ ('3"'3)

og vi er sa feerdige til at nedskrive det endelige T-matrikselement

Hptp™|Tlete™) = (—ieﬁs+(ﬁ+)7’“us_(ﬁ-)) (p%) (*ieﬂa_(fi’—)’vuvﬂ(fh)) (5.76)
Dette matrikselement kunne vi nu evaluere fx ved at benytte de eksplicite lgsninger for
u'erne og v’erne og y-matricerne 1 kap. 3. Herefter kunne 7-matrikselementet indsattes i
(5.61), og tversnittet beregnes. Denne metode er meget besverlig. Navnlig i situationer,
hvor begyndelsestilstanden stammer fra beams med lige mange partikler med spin T og
spin | (upolariserede beams), og hvor tilsvarende detektorsystemet ikke kan se forskel pa
partikler med forskellige spin, findes der langt enklere metoder til at udregne absolutkva-
dratet af (5.76). Dem skal vi leere om 1 afs. 5.8
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5.7 Feynman-reglerne for QED

I denne paragraf vil vi angive en kogebogsforskrift for, hvorledes matrikselementer af
QED-processer beregnes. Vi vil stort set kun teenke pa laveste ikke-trivielle orden. Vores
eneste “bevis” for disse regler bliver en henvisning til udledelsen af ete™ — p*u~ i forrige
afsnit, men det skulle efter denne gennemgang veere plausibelt, at et generelt szt af regler
kan bevises.

Forst tegnes “alle” Feynman-diagrammer, som man agter at tage hensyn til. I princip-
pet veelger man en bestemt orden i e, som man gnsker at regne til, og derefter nedtegnes
alle diagrammer med dette antal vertezer. Et vertex er et punkt 1 diagrammet, hvor en
fotonlinje: _~_~_~_~ mgder en fermionlinje: saledes:

vertex: I diagrammet er underforstaet en tidsret-
ning (vi veelger den fra venstre til hgjre). Fermioner reprasenteres ved fuldt optrukne
orienterede linjer med pil i samme retning som tiden. Antifermioner med fuldt optrukne
linjer med pil i modsat retning af tiden:

_— :  fermion
_— : anti-fermion
N AV AW :  foton

Forst tegnes lige sa mange fermion-, antifermion- og fotonlinjer i venstre del af diagram-
met, som der er tilsvarende partikler i begyndelsestilstanden |¢), og analogt behandles | f)
1 hgjre side af diagrammet.

Derpa ferdigtegnes diagrammet, idet det forlanges opbygget af sammenhangende
fermionlinjer og fotonlinjer, der enten forbinder to vertexer eller forbinder et vertex med
en foton i |z} eller |f). Kun sammenheangende diagrammer behgver at blive undersggt.
To diagrammer, som er topologisk akvivalente, regnes ikke for seerskilte. Som eksempel
kan vi tegne en topologisk ®kvivalent version af fig. (5.1): fig.(5.2).

Nar hvert af de mulige diagrammer er tegnet, tilordnes de en talveerdi efter ne-
denstaende Feynman-regler. Derefter adderes vaerdierne for hvert diagram, og resultatet
er T-matrikselementet

U fIT])

Hvert linjeelement 1 Feynman-diagrammet tildeles en 4-impuls. For de ydre linjer giver
tilordningen sig selv. For de indre valges en orienteringsretning, og deres 4-impuls udreg-
nes, idet der forlanges 4-impulsbevarelse i hvert vertex. For fermioner er det ofte bekvemt
at lade fermionpilen angive den retning, 4-impulsen flyder. Men bemeerk herved, at en
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antifermion med 4-impuls p* (p° > 0) har en 4-impuls af sterrelsen —p# langs pilens
retning.

Desuden tildeles hvert vertex et graesk bogstav - et Lorentz-indeks mellem 0 og 3. samt
to Dirac-indices mellem 1 og 4, nemlig ét for vertexet og ét efter (regnet i fermionpilens

retning).
Herved kan vi nedskrive samtlige diagramelementer samt deres tilordnede sym-

bolveerdl. Dernaest skal vi forklare, hvorledes elementerne sammensattes i et forelagt
Feynman-diagram:

(a = 1.2,3,4 = Dirac-indeks, p = polarisations-indeks, ¢ = Lorentz-indeks)

I. Ydre linjer i |2):

. e = us(p,s) (indkommende fermion)
— « o = ®(p,s) (indkommende antifermion)
e eﬁ(g) (indkommende foton) (5.77)
II. Ydre linjer i |f):
e . = TU,p,s) (udgéende fermion)
o——- = v(p,s) (udgiende antifermion)
e~~~ = — (k) (udgiende foton) (5.78)
II1. Vertexet:
(
o n

.
= ‘_Z'e(?/p.)ba (579)

k
TR VaVa Vel —ig‘“’k2—+2,E (fotonpropagator)
p ? Z( [f + m)ba
a —————p = ( —Jbe = — 2 4
p—m+ e p? —m? + e
(fermionpropagator) (5.80)

Verdien af et Feynman-diagram er nu simpelthen produktet af alle diagramelementer-
nes verdier, summeret over indre Lorentz-, Dirac- og polarisations-indices. Det er ofte
bekvemt at undlade at nedskrive Dirac-indices, men i stedet bruge matriksprodukt skri-
vemaden. Fx skrev vii (5.76) y*u i stedet for (T),(7*)as(t)s.

Reglen er her som fglger:
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Hver fermionlinje giver anledning til et komplekst tal af form som et “lukket” matriks-
produkt, dvs et udtryk af formen

(adjungeret spinorreekke)(diverse y-matricer)(spinorsgjle).

Produktet findes ved at folge fermionlinjen fra dens slutning til dens begyndelse imod
pilens retning og nedskrive diagramelementerne efterhanden. Alle andre diagramelemen-
ter er c-tal, og deres placering er underordnet.

Pga fermionoperatorens anti-kommutationsegenskaber gzlder serlige regler om ekstra
fortegn, nar der er flere ydre fermionlinjer. Der gzelder fglgende regel, idet vi forlanger at i
alle diagrammer hgrende til samme proces skal de ydre fermionlinjer forekomme 1 samme
reekkefslge regnet fra oven og nedefter (denne rackkefglge kan naturligt veere reekkefglgen
for fermionerne i |7) og |f)):

V. Ekstra fortegn:

For hver gang to fermionlinjer krydser hinanden, multipliceres amplituden med —1.
For hver antifermion, der passerer kontinuert fra begyndelses- til sluttilstanden, multipli-
ceres amplituden med —1.

Fermionloops giver ogsa en ekstra faktor —1, men vi vil naesten ikke her beskaftige os
med dem i dette kursus.

Det ses nu umiddelbart, at Feynman-diagrammet (5.1} vil give anledning til ampli-
tuden (5.76). Det er ogsa klart, at der ikke er andre mulige diagrammer med blot to
vertexer.

Af diagrammer med fire vertexer er der mange (hvorfor er der ingen med tre?). Vi
givet et par eksempler i fig.(5.3) Det fgrste diagram viser en sk vacuumfluktuation. Ifglge
vores regler skal det ikke talles med. Det forteller os noget om, at det fysiske vacuum -
1 forhold til hvilket vi regner - er mere indviklet end som sa, men man kan vise, at dette
“fysiske” vacuum 1 perturbationsteorien stort set blot afviger med en fase fra det simple
vacuum.

De andre diagrammer indeholder allesammen lukkede lgkker (closed loops). Dette
giver anledning til 4-impulsveerdier i disse, som tkke er specificeret af de ydre 4-impulser.
Reglen er, at der skal integreres over sadanne uspecificerede 4-impulser {* med vagten

d*l
/ (2m)*
Desvaerre viser det sig, at visse sadanne bidrag giver anledning til divergente integraler!
Imidlertid er det muligt at give en fuldsteendig entydig omfortolkning af teorien.

Det kan nemlig vises, at teorien sadan som vi har formuleret den, indeholder stgrrelser,
som principielt ikke kan observeres, fx forholdet mellem den ladning, “elektronen virkeligt
observeres at have”, og den ladning, “den ville have haft, hvis der ingen elektromagnetiske
vekselvirkninger havde vaeret”. Som fglge af disse vekselvirkninger vil jo nemlig elektro-
nen omgive sig med en sky af ladning hidrgrende fra, at de virtuelle elektroner i vacuum
frastgdes, medens positronerne tiltreekkes (vacuumpolarisation). Det er muligt eksperi-

mentelt at treenge delvist ind i denne ekstra ladningssky, og effekten heraf kan males og
beregnes. Men det er ikke muligt helt af fjerne effekten.
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Det kan vise, at alle divergerende integraler kan skjules konsistent i sadanne storrelser.
som principielt ikke kan observeres. Bedre: ved omhyggeligt at formulere teorien sa
den kun refererer til observerbare stgrrelser, forsvinder “problemet” med de “divergente
integraler” helt. Denne omformulering af teorien kaldes rerormering. Den spiller kun en
rolle 1 hgjere ordener, og vi skal ikke beskzftige os med den i nogen detalje i dette kursus.

Om fermionpropagatoren

1
(p—m + i)
navner vi blot, dels at den fas som den Fourier-transformerede af

(01T {whn(2),(0)}|0)

i analogi til den made fotonpropagatoren opstod pa, dels at vi kan teenke pa den som den
inverse Dirac-operator 1 impulsrummet. | z-rummet er Dirac-operatoren

(t §—m)

og 1 impulsrummet

(f—m)

Propagatoren er (pa ner faktoren ) den inverse hertil. Singulariteten ved p? = m? skal
undgas vha den anfgrte +ze-forskrift. Tilsvarende kan vi opfatte fotonpropagatoren: I
Lorentz-gauge d,A* = 0 lyder de klassiske bevagelsesligninger:

OA* = —j#
(0= V2= 92 = —0?) eller i p-rummet
pPAs = —j*

Den til p? inverse operator er netop fotonpropagatoren (igen pa ner 1).
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NN TN

et

Figur 5.2: Topologisk skvivalent version af foregaende diagram.
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>
3

(T

Figur 5.3: Eksempler pa Feynmamdiagrammer med 4 vertekser.
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5.8 Regler for beregning af tvaersnit

[ alle de situationer, som vi skal interessere os for. har vi at ggre med upolariserede
partikler 1 begyndelsestilstanden. | sadanne tilfeelde er vi derfor kun interesserede i gen-
nemsnitsverdien af |(f|T|¢)[* midlet over alle begyndelsesveerdier af spin. Tilsvarende
interesserer vi os kun for eksperimenter, hvor telle-detektoren giver signal uanset slutpar-
tiklernes spin. Vi er derfor kun interesserede i summen af alle |( f|T'|7)|*-veerdier. hgrende
til forskellige slutspintilstande.

Det viser sig nu, at udtryk af formen

Z(ﬂsflus/)(ﬂsfgusf)* (581)

s.8'

samt tilsvarende udtryk, hvor det ene eller begge u’er er erstattet af v’er, kan udregnes
efter en reekke simple regler, som vi nu skal skitsere udledelsen af.
Vi kan omskrive (5.81) som folger:

SN (@ rus) (@ Taug )™ = Y (@ Dius ) (uh T () tws) = 3 (@ Thus ) (@ Tou,)

5,8’ s,8' s,8"

hvor

(jfr. (3.73)), og hvor der geelder

,YM — 7/1 , 5-‘,“/ _— UuV , 75 —_ ——’7’5 R l’ys - 2’75 (582)
Videre har vi sa for (5.81)
Z(Hs)a[Fl]ab(us’)b(—ﬂs’)C[T—Q]cd(us)d = TI’{(Z usﬂs)rl(z us’ﬁs’ )T2} (583)

s,s'

hvor vi har underforstaet summation over Dirac-indices, og hvor sporet af en matriks er
defineret ved

TT'{A} = Z Aii (5.84)
Det viser sig m.a.o. nyttigt at udregne spinsummerne

Ar(p) =D us(p)us(p) og A_(p) = - v.p)v,(p) (5.85)

s

(bemerk at disse er 4 x4-matricer: sgjle x reekke).

Der gelder nu
Ay(p)=p+m , A_(p)=—p+m (5.86)

Disse ligninger vises let ved at bemaerke, at der for bade venstre- og hgjre-siderne geelder

Ay(p)us(p) = 2m us(p) ; W(p)Ay(p) = 2m T, (p)
Ai(pjos(p) =0 ; T,(p)A+(p) =0 (5.87)

samt Ay (p)? = 2mA,(p) (dvs A4 er en projektionsoperator). For at bevise dette skal
man ganske enkelt anvende Dirac-ligningen og normeringen af spinorer

T(p)us (p) = 2mée.
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Tilsvarende for A_(p).
Vier nu i stand til at nedskrive et simpelt udtryk for absolutkvadrater af vores am-
plitude for ete™ — ptu~ (5.76):

c 2
AP, - e” o RN _ SN
(" ut|T]e"e™) =+?[vs+(m)v“us_(P—)J[ua_(q‘mvu(q +)]

(s = P? = PJ? = k?) eller, idet Tr(AB) = Tr(BA)

st Tl = STr{(Ae + mer (e = ma)y)

X Tri{(d+ = mu)vu(d- + mu)v} (5.88)

5.8.1 Feynmanregler for amplitudekvadrater

Inden vi angiver reglerne for beregning af disse spor, angiver vi en simpel regel, hvorefter
udtrykket (5.88) direkte kan nedskrives uden fgrst at nedskrive amplituden efter Feynman-
reglerne:

[ almindelighed vil T' vaere givet som en sum af bidrag hgrende til forskellige diagram-
mer:

T=Ti+Ty+ -

0g
TP = (Ti+ Lot - JT7 + T5 +--) = [T + 2Re(ThT5) + -

Vi angiver en regel for at nedskrive realdelen af T7T7:

Tegn Feynman-diagrammet hgrende til 7. Tegn en lodret linje til hgjre for det. Tegn
det spejlvendte diagram af det, som hgrer til T3 og vend herunder alle fermionpile og 4-
impulsretninger. Forbind de to diagrammers linjer, saledes at linjer med samme 4-impuls
heenger sammen over den lodrette streg.

Veerdien Y., Re(T1T5) fas sa ved at bruge Feynman-reglerne pa dette sammensatte
diagram, idet der gelder flg. ekstraregler:

= (B+ma
= —€ €= —gu (5.89)
Hver fermionloop bidrager med en faktor —1. Krydsende fermionlinjer bidrager eks-
tra faktorer —1. Alle +17 faktorer udelades fra Feynman-reglerne (eller om man vil: de
optreaeder i det spejlede diagram i komplekst konjugeret skikkelse).

Lad os illustrere processen pa ete™ — ptp~ (fig. (5.4)). Myonloopen giver os en
faktor

~Tr{vw(4- + mu)vu(— 4+ + m,)}e’
elektronloopen giver faktoren

=Tr{v.(f- +me)v(— By + me)}ez
og de to fotonpropagatorer giver faktorerne

v v
gli g#
S S
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hvorved (5.88) pany reproduceres.
Denne metode skal vi vise et par eksempler pa 1 det fglgende. Det er dog ofte naesten
lige sa nemt at “udlede” reglen i hvert enkelt tilfzlde.

5.8.2 Regler for beregning af spor af gamma-matricer

Vi angiver nu en raekke regneregler for spor og for y-matricer. Beviserne henvises til
pvelserne:

TT‘(AlAQ...An) = TT'(AQA:;AnAl) = ...
(cyklisk invarians)
Tr(I) = 4

Tr(d §) = 4a-b
Tridy do ds ga) = 4[(ar- a2)(az- as) — (a1 - az)(as - aq) + (a1 - ag)(az - a3)](5.90)

hvor af er 4-vektorer.

Tr{y* -4 ...4*"} =0 for n ulige (5.91)
Yo Y = -2 4
Tu b Y = da-b

WA = 244 (5.92)

5.8.3 Det endelige udtryk for tvaersnittet for ete™ — ptu~ til
laveste orden

Vi vender nu tilbage til beregningen af ete™ — ptu~. Det er bekvemt at indfgre den
totale c.m. 4-impuls

-~

E* =pi* +pt=q* +9-* =(V5,0) icm. (5.93)
til fordel for p.* og q4+*. Vi far sa for myonsporet

Tri{v.(4- + m)n(f= g- —mu)} = Tr{ifu(d- +m.) f(k= 4- —mu)} = wy (myon)

hvor 7, er en 4-vektor, hvis v-komponent = 1, alle andre = 0 i det aktuelle inertialsystem.
Vi bruger nu sporreglerne (5.90) og (5.91)

wuV(muon) = Tr{??u 4 1 k} - Tr{’iu - N 4—} —mZTT{”u ﬂu}
= 4[(q-)uk, = gk - q- +(g-)uku — (g-)ulg-), + guuqi

(q—-)u(q-—)u - miguu]
= 4{(g-)uks + (g-)vku — 2(g-)ulg-)v — gurk - ¢-] (5.94)

Pa tilsvarende made findes elektronsporet

w(elektron) = Tr{y*(4- +mr*(Br —m.)}
4[p" k" + pY k* — 2p2 Y — ¢*'k - p_]; (5.95)
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w,, (myon)w"{elektron) = 16[2(p_ - ¢_)k*
+ 2(g- - k)(p- - k) = &(p- - q-)(p- - k) — 2(q- - k)(p- - k)
— Hp-q-)g- k) +4(g-p-)" +2¢2 (k- po)
2(p- - k)(g- - k) + 2p2 (k- q-) +4(k - ¢_)(p- - k)]
= 16[2s(p- - ¢-) +2(p- - k)(g- - k)
— 4(p-a-)(p-k+q- k) +4(g- - p-)’
+ 2mi(k-po) +2mi(k-q7)] (5.96)
Vi udregner dette i c.m. systemet, hvor vi satter (se fig. (5.5))
H=(E,0,0,pe)) , pe¥ =(E,0,0,-py)
= (F, 0 s P(u) Sin 6, pe,y cos 0) q+“ = (E,0, —p(u sin b, —p(, cos 6)
k* = (2E,U) (v/s,0) =E-8., pw=FE B, (5.97)

Her star § for hastighed i enheder af lyshastigheden og indices (e) og (u) refererer til
partikelnavne og ma ikke forveksles med Lorentz-indices. Heraf fas

p--q- = E*(1—f.Bucos8) =12 51— B.5,cosh)
p_-k = %S:q_~k

Herefter fas
4
wy, (myon)w*” (elektron) = 4s*[1 + B252 cos® § + =(m?2 + m?2}]
s

Hvis vi derefter midler over de fire mulige spintilstande for |ete™) og summerer over de
fire mulige spintilstande for |utp™), far vi

— . ) 4
Y {utuT|Tlete™) | = e*[l + 8282 cos® 6 + ;(mi + m?)]

spin

Vi indsetter dette udtryk i formlen for det differentielle tvaersnit (5.61)

do _ B e ( 2 2 2 4 2)
. = B ks \LHPeBucost 04 S(my +me)
o? ﬁu 292 2 4, 5 2
= (1+ﬁeﬂ cos“ 8+ —(m +me)) (5.98)
4s 8. # s ¥
Vi kan let finde det totale tvaersnit
do
= | d)—
7 / gy
idet
dQ} = dgd cos 6

Udtrykket for er uathengigt af ¢, sa vi far

marﬂu( 1 o202 é 2 2)
o= 3, 14+ =6; +3(mu+me) (5.99)



5.8 REGLER FOR BEREGNING AF TV.ERSNIT 165

For hojenergetiske eksperimenter, hvor £ = 15> my,, m. kan vi negligere sidste led
og sette 3, = 3, = 1. Vi far sa

) o _da’r  8Tnb 100
e pOR) o = = S(Gev) (5.100)

ofe®

hvor vi brugte o o~ 2= il sidst og indferte GeV-enheder. Index, pt star for point cross

section, og refererer til en approksimation i hvilken ingen leengde (eller masse) indgar.

(Ovelse: - enheden nb = nanobarn betyder 10-37m?).
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Figur 5.4: “Feynman-diagram” for kvadratet pa amplituden for ete™ — ptu~ til laveste
orden.

Figur 5.5: Koordinatvalg for spredningsprocessen, ee™ — utpu~
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5.9 Bhabha-spredning

Som et sidste eksempel til illustration af hele vores nyerhvervede formalisme betragter vi
ete™ — ete™ i laveste ikke-trivielle orden. Denne proces kaldes Bhabha-spredning. Den
har den principielle interesse, at den er velforstaet og rimeligt bekvem at male, hvorfor den
kan bruges til at male den “effektive” luminositet (et mal for hvor mange partikler, der
har mulighed for at stpde sammen hver gang de to “bunches” af henholdsvis elektroner og
positroner passerer igennem hinanden) i en ete™-accelerator som f.eks. LEP ved CERN.
Der er to Feynman-diagrammer, se fig. (5.6). Viindfgrer seedvanlige Mandelstam-variable
(jfr. kap. 1):

s = (p+p)® = (p) + 1)
= (p—p)?=(ph—p) , s+t+u=4dm’
u = (p1—py)* = (p2~p))* (5.101)

Vi vil kun interessere os for den hgjenergetiske graense s > m? sa s+t +u ~ 0.
Det spinsummerede amplitudekvadrat er sa givet ved

Zsp,-nf<€+6_fT(e+e'>|2 = i{“ﬁg. (5.7)"}

= 1 |GEVTH B )TH= - ) ()
b ST A= A Tr(= A Ain) (B)
+ 2;6—.2(*1)]17'{[5,17# Py (= )7 (= Bo)vo} (€

(5.102)
Vi far sa :
A o Tr{pve sy} Tri{p” 7"}
= 16[p},p1v + Pl p1. — Py P19 PE Py + PipY — P2 Phg™]
= 32((p; - p2)(p1- p3) + (py - P2) (p1 - P2))
= 8(u2 + 32)
B Tr{py. 120 }Tr{py" K"}
= 16[p},p3, + 1,05, — PL - Pagu][Phpy + papt — p1 - p2g”™”]
= 32((p} - p2)(p1 - p3) + (py - P1)(P5 - P2))
= 8(u2 + tz)
C : Tr{pyv. hy" p7" bave}
(brug(5.92))
= =2Tr{p, b2 b1 Fove} = —8p1 - pyTr{f, Po}
= —32(p1 - P) (P - p2)
= —8u? (5.103)
Heraf fas, idet v = —s — t medfgrer u? = s% + ¢? + 2st:

2, 2 24 42 2
+ - + -\12 PR u‘+t 2u
) spm|<e e |TleTe™)|” = 2e 7 + > +——St
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SIS U AL L U
~81&2752523215—*-5Jr
t 2
= 4et (§+—+1> (5.104)
og
do ot st
— = (=+=-+1) 5.10:
dQc.m S(t+8+ ) (O 05)
[ c.m. systemet kan vi satte
p= L0000 gk =Y00,0,0-1)
pt = ﬁ(l,@,sin@,cosﬂ) , pé“:?(l,ﬂ,-—sinl?,—cos@) (5.106)
Saer ,
=3 [ ein?h— (1 — 2l = 5 — — _s-sin®~
t—4[ sin“ g — (1 cosB)]— 2(1 cos ) = —s - sin 5
Og ,
do o? 1 5, 0
— = —|—7+sin°=- -1 5.107
dQem. s (sinZ% e 2 ) ( )
der viser den fra Rutherford-tversnittet bekendte divergens ved # — 0 af formen
1
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Figur 5.6: De to Feynman-diagrammer for Bhabha-spredning til laveste orden.

4!
,///
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W NN

k=pi+p; =p;+ 0y

—ph
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Figur 5.7: “Feynman-diagrammer” for amplitudekvadrat-bidragene til laveste ordens

Bhabha-spredning.
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5.10 Gaugeinvarians

Vi vender nu tilbage til en kort diskussion af kravet (5.35) til en amplitude for produktion
af en foton med 4-impuls &, og polarisationsvektor €,. Vi pastod i afsn. 5.4, at en sadan
amplitude ville veere linezer i €, med koefficienter M* uathaengige af fotonens polarisation.
Dette er en direkte fglge af Feynman-reglerne (5.78). Endvidere pastod vi, at M, k* = 0,
og vi antydede, at denne betingelse ville sikre, at vores ejendommelige behandling af
ufysiske fotoner ville blive konsistent.

Vi betragter nu et simpelt eksempel pa en proces, hvor en foton bliver produceret:
Comptonspredning

v(k,€) + e (ps) = (K, €) + e (P, ).

Der er to Feynman-diagrammer til laveste orden, fig. (5.8). Og amplituden er efter

\ k'l, €l ~ k)e klaél /‘\_,
{/I \_,\ IS -

p,$

Figur 5.8: De to Feynman-diagrammer for Compton-spredning i laveste orden. Ingen af
diagrammerne er gauge-invariante, men summen er!

Feynman-reglerne

1 1
P E—m

hvor de to led i parentesen hidrgrer fra de to Feynman-diagrammer.

Pastanden er nu, at hvis vi erstatter ¢ med k', sa bliver resultatet 0. Dette galder
ikke for hvert diagram taget for sig; det geelder kun for summen. Vi udtrykker det pa den
made, at de individuelle Feynman-diagrammer i almindelighed ikke er gaugeinvariante.
Det har altsa ingen stringent fysisk mening at spgrge om, hvor meget af amplituden for
v+ e~ — v+ e, der hidrgrer fra det fgrste Feynman-diagram: Svaret vil atheenge af,
hvilken gauge vi arbejder i. I Feynman-gauge (som vi bruger) er svaret givet ved fgrste
led i (5.108).

Idet vi bruger ¥’ = p + k — p’ i forste led og derfor

F =p+ f—m—(f —m),

samt k' = p — (p — k') 1 andet led og derfor

F=p-—m-(p-F-m),

Ty = 1’ (p') | ¢ ¢ us(p) (5.108)
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far vi for parcntesen i (5.108) (nar ¢ erstattes af £'):
B+ == (F =)l ¢
-m—(p —m)l—o—
“p+ F-m

1 ' "—m)
m[lﬁ—m—(ﬁ~k /]
l 1

= f/-(p "m)m ¢+ ﬁ/m(ﬁ“m)*f (5.109)

+

Her haever ¢-leddene hinanden. Desuden giver ( ' —m) nul til venstre pga Dirac-ligningen
for Ty (p’), og ( p — m) giver nul til hgjre pga Dirac-ligningen for u,(p).

Hermed har vi vist, at amplituden (5.108) tilfredsstiller gaugeinvarians-betingelsen, at
¢ — k' giver 0. Tilsvarende vises, at ¢ — k giver 0.
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6.1 QED SOM ABELSK GAUGETEORI I

Denne gruppe betegnes som /(1) : Gruppen al unitzre 1 x ! matricer™. Den er
et eksempel pa en Lie-gruppe: En gruppe, somn kan forsynes med en topologi. og hvori
man lokalt kan indfere koordinater, hvorefter gruppeelementerne kan differentieres. Disse
koordinater benavnes Lie-gruppens parameire.

[ {’(1) kan vi lokalt bruge fasen, y, selv som koordinat (den kan ikke bruges globait,
da ex+27) = X} Vi kan ogsa differentiere efter y:

Lo

dx
Gruppen U(1) er desuden kommutativ, dvs den er en Abelsk gruppe:

e X1t . Gilxatx2) - iz pixy

Al)e grupper indeholder det identiske element. [ en infinitesimal omegn af det identiske
element kan vi (pga differentiabilitet) skrive et generelt gruppeelement

U{a)) =1 +iZB.’E (6.3)

Operatorerne {7;} (differentialkvotienter i\ 1) benzvnes Lie-algebraens generalorer, og
vektorrummet bestaende af alle linearkombinationer af disse benzvnes Lie- algebraen. Som
en basis i denne kan vi abenbart benytie {7;} selv. Vi skal kun interessere os for Lie-
algebraer af endelig dimension. Denne dimension kaldes ogsa dimensionen af Lie-gruppen.

12°(1) er Lie-algebraen mangden af reelle tal med addition som kompositionsforskrift.
og gruppens generator er en konstant, her, {1}:

e =1+iy-1 for y infinitesimal

Efter dette sidespring vender vi tilbage til Lo (6.1). Vi postulerer altsa, at vores teori
skal vaere invariant under transformationerne

Y(z) — eXEy(a) }

—

Hz) = e xOP(a)

hvor x(z) er en arbitrar reel funktion.
Men det er klart, at Ly i (6.1) tkke er invariant under (6.4). Vi har nemlig

Lo(z) = $(z)(i #—m)Y(z)
— iB(z) e D Pe(a)| - mP()em P (z)en
= i(z)e XOi( Px(x)) - eXp(z) + X P(z)] — mP(z)(z)
= w(z) PY(z) — (z) Px(z)v(z) — mi(z)(z)
= Lo(z) — ¥(z) Px(2)¥(z) # Lo(2) (6.5)
Vi konkluderer, at hvis gaugeprincippet er korrekt, sa kan Lg givet ved (6.1) ikke vaere
hele den tilsvarende Lagrange-tathed.
Misren er, at differentialoperatoren ikke transformerer geuge-kovariant under en
gaugetransformation. At en operator D, transformerer gauge-kovariant betyder, at under
en gaugetransformation galder

D, — D, = eX9p, ¢=x(®) (6.6)
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6.1 QED SOM ABELSK GAUGETEORI |

Lemma: Lad f(x) vere en funktion al en eller flere variable, x, og lad 8 betegne den
partielle afledede (mht en af dem). Si er

[0, f] = (9]) (6.14)

Meningen er her. at pa venstre side betegner d en differentialoperator, der virker pa alt
til hojre for den, mens den pa hejre side kun virker pa funktionen, /.
Beuvis: Vi virker pa en vilkarlig ny funktion, A med udtrykket og far:

[0, f1h = 0(fh) — f(8h) = (8])h

qed.
Herefter kan vi udregne

Fuw = [DAMDU]

((8u + Au(2)), (0 + A(z))]

(04 0] + (O, Al) + [AL, D) + [ALy A

= 0+9,A — 8,4, +0 (6.15)

altsd
Fo(z)=0,A.(z) - 0, A,(z) (6.16)
der viser, at F,, simpelthen blot er et sadvanhgt multiplikativt felt, der minder os
om Maxwell-(eltet. Heral folger ogsa, at F,, ikke alene er gauge-kovariant, men
gaugeinvartant:
Fow = Fpu (6.17)
Vikan sa trivielt konstruere et Lorentz-invariant, gaugeinvariant bidrag tii £ og herved
(a vores endelige resultat

L=P(2)i P —mp(z)+ vFLF* (6.18)

Leddet vF,,F** er det “minimale” bidrag til den mulige dynamiske udvikling af A,-
feltet. Der findes selvfglgelig uendeligt mange andre muligheder, som bade er Lorentz-
invariante og gaugeinvarianter. Fx kunne vi bruge enhver funktion af F,,F**, og vi kunne
taenke pa at rekkeudvikle den, sa det naste (ikke-trivielle) bydrag blev pa formen

Y (FuF™)? (6.19)

Der findes imidlertid meget alvorlige indvendinger mod (6.19) og hgjere potenser af
(FF*¥). Vi kan her blot antyde baggrunden for disse.

Lad os starte med at give en dimensionsanalyse af de enkelte bidrag til (6.18). Vi
betegner dimensionen af en funktion f med [f] og angiver hermed den potens af energien
som enheder af f regnes i. Fx

(m)=1 , [dz)=[dt] =1 (6.20)

idet jo ¢ = h = 1. Da nu virkningsintegralet = [ diL = [ d*zL har samme dimension som
h (som ogsa er en virkning) og altsa regnes dimensionslgst i vores enheder, gzlder

(L] = +4 , [¥]=3/2 (6.21)

[A)=00.] = +1=3[F.)=2 [Fu.F*]=4=[4]=0 (6.22)
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6.3 Elementer af teorien for kompakte, simple Lie-
grupper

Som allerede nzevnt er en Lie-gruppe en topologisk gruppe, som lokalt kan forsynes med
koordinater, efter hvilke der kan differentieres. Hvis gruppen, betragtet som topologisk
rum, er kompakt, taler vi om en kompakt Lie-gruppe.

Eksempel:
U(1) = {eX]x € R} er en kompakt Lie-gruppe; dens elementer kan afbildes pa den kom-
plekse enhedscirkel, som er kompakt.

Eksempel:
Gruppen af specielle Lorentz-trans{ormationer uden rotation, med hastighed langs z-
aksen, er en ikke-kompakt Lie-gruppe. Som koordinat kan vi bruge hastigheden 8 for
Lorentz-transformationen. Da —1 < 8 < 1, ligger 8 i et abent, ikke kompakt interval.

Mzngden af alle parametriserede kurver i gruppen gennem enhedselementet define-
rer en tilsvarende mangde tangenter i enhedselementet. Mangden af disse tangenter
danner et vektorrum (tangentrummet), kaldet Lie-algebraen. Vi antager vektorrummets
dimension endelig og kalder den bade dimensionen af Lie-algebraen og dimensionen af
Lie-gruppen.

Mzngden af de gruppeelementer h, som kommuterer med alle gruppens elementer,
kaldes gruppens centrum. De udgpr en kommutativ, dvs Abelsk, undergruppe. Hvis cen-
trum er diskret, siges gruppen at vare semi-simpel..

Eksempel
U(1) er en Abelsk gruppe med en kontinuert maengde af elementer. Den er sit eget ikke-
trivielle centrum. Den er altsa tkke semi-simpel.

Eksempel
SU(2) hat centrum= {+I,—1}, hvor I er 2 X 2 enhedsmatricen. Centret er diskret og
gruppen er semi-simpel (endda simpel, se nedenf.).

Man kan vise, at enhver endelig dimensional, kompakt Lie-gruppe G kan skrives som
det direkte produkt af undergrupper, som fglger

G=UMn®U()n®. .. ®Ul)w &G ®. .8 Gim (6.39)

Her er grupperne U(1);) undergrupper, der alle er isomorfe med U(1), og hvis elementer
alie kommuterer med alle gruppens elementer. Undergrupperne G; har fig. egenskaber:
De kan ikke pa nogen made deles i to dele ¢g; @ ki, hvor g; er en undergruppe, og hvor alle
elementer | mangden A; kommuterer med alle elementer i g;. Sidanne grupper G; kaldes
simple. Alle elementer i G; kommuterer med alle elementer i G; for 2 # 3. Undergruppen
G ® ... 8 G, kaldes den semi-simple del af G.

Hele vores Yang-Mills konstruktion er uafhzngig af, om gaugegruppen er simpel, semi-
simpel eller ikke-semi-simpel. | QCD er den SU(3)¢, som er simpel.
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{ omradet omkring enhedselementet 1 kan vi skrive vores gruppeelementer som

UG =1+:0-T (6.40)
hvor g = (0y,....64) er d reelle, infinitesimale tal, nar gruppens dimension er d, og hvor
T =y 74) er de d generatover af Lie-algebraen: basisvektorer | tangentrummet.

Ved at sammens®tte elementer af formen (6.40) kan vi vise, at
exp{if - T) (6.41)

er et gruppeelement, ogsa nar 8 er en endelig vektor.
Lad ‘
u) = 6197 og u2 — CI‘TS
veere 2 gruppeelementer, idet 8 og 7 er reelle, og 7 og S er elementer i Lie-algebraen. Sa

er ogsa
UT U UhU,

et gruppeelement. Ved at udvikle til 2. orden i # og 7 kan man vise, at dette element (for
8.7 sma) er pa formen (¢t afhznger af 8 og r)

1+ il[T, 5] (6.42)

som viser, at hvis 7 og & tilhgrer Lie-algebraen, sa ggr (: multipliceret med) deres kom-
mutator det ogsa.

Lad os nu betragte den ved {6.40) definerede basis til Lie-algebraen {7;}. Da kommu-
tatoren (7, 7;] er et element i Lie-algebraen, ma den kunne skrives som en linearkombi-
nation al basiselementerne

(T, T3} = iC5Th (6.43)
hvor vi har underforstaet summation over k fra 1 til d, og hvor sxttet {Cf)} kaldes
algebraens strukturkoefficienter. De er klart antisymmetriske i 7 og 7 (venstre side). Det
kan endvidere altid lade sig gore at vzlge nye linearkombinationer af 7;’erne, sa at de
tilsvarende nye strukturkoefficienter bliver antisymmetriske i alle 3 indices. Vi bruger sa
skrivemaden

(75, T5) = 1 fiie T (6.44)

Normalt vil vi interessere os for unitzre transformationer. Sa er - efter (6.40) - gene-
ratorerne hermiteske og strukturkoefficienterne reelle.

Vi kan forme en vigtig invariant operator C, kaldet Casimir-operatoren. Den er in-
variant 1 den {orstand, at den kommuterer med alle generatorerne og derfor kommuterer
med alle gruppeelementer. Vi definerer den ved

¢ =TT, (6.45)

3 For at bevise at den er invariant, bematker vi fgrst den meget nyttige egenskab ved
kommutatorer:

[C,AB] = [C, A]B + A[C, B]

3Strengt taget kan denne definition farst siges at have mening i en matriksrepraesentation (se nedenfor),
fordi produkiet af Lo generatorer ikke a priori er defineretl i algebraen: det er kun kommutatoren. Men
nar sa Casimiroperatoren er defineret i alle matriksreprasentationer, er den de facto defineret generelt.
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der viser hvordan reglen [ungerer ganske som differentiation af et produkt. Sa er

C.T) = [T+ TT.T)
LiitTe T + 2T, [0 T
= 1fije(TkT; + T.T;)
= { (6.46)

da f,;x er antisvmmetrisk i 1, £ medens koefficienten er symmetrisk.
Ved en matriksrepresentation af Lic-algebraen forstas et szt al d matricer T,, for
hvilke
[T.‘,T_"] = 1 finTs (6.47)

Disse genererer en matriksreprasentation af gruppeelementerne:
U = exp(i - T) — U(6) = exp(i - T) (6.48)
Det er klart, at hvis Uy — U, og Uy — U,, sa gzlder
Uiy = U, U, etc.

Ud fra strukturkoefficienterne kan vi danne en szrlig vigtig matriksreprasentation:
den adjungerede reprasentation. Fgrst bruger vi den trivielle identitet

(70,17, 7)) + [T, [T, Tl + [T, (T3, 1)) = 0

til at bevise den sk Jacobi-identitet for strukturkoefficienterne

ffjkfklm 4 fi“‘fkim + fhl:fk)m =0 (649)
Heraf folger, at d x d-matricerne {af hvilke der er d)
(Behe = 5 fae (6.50)

tilfredsstiller algebraens ombytningsrelationer:
[041051 = ifubc gc (651)

Vi vil nu sarlig koncentrere os om SU(N): Grupperne af specielle (det = 1), unitzre
N x N matricer. Sidanne matricer danner selv en reprasentation af gruppen, som kaldes
den fundamentale repraesentation. At determinanten af en uniter N x NV matrix er = |,
er ensbetydende med at sporet af generatoren er 0:

Lad U vare en N x N matrix tzt ved 1:

U=1+:x-T
hvor T er den hermiteske matriksgenerator, og ¢ er lille. Sa er

detU = det(1+ieT)= (1 +1eT)(1 +ieTs) - ... - (1 +ieTwn) + O@E*T?)
= 1+ied Ti+ O(?) (6.52)

der viser, at sporet af T er 0.
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Den mest generelle. komplekse N x N-matriks indeholder 2 x A’? reelle parametre. en
hermitesk VNV matriks har reelle diagonalelementer og indeholder ! x 2 x (N2~ N)+ .V =
N1 reelle parametre. Er endelig sporet 0, er der tilbage N? ~ | reelle parametre.

Heraf folger. at SU(V) har dimension N? — 1: Der er (N? — |) generatorer. For
generatorerne 1 den fundamentale repraesentation kan N — 1 valges diagonale, fx

/1700 . . . 0 /0 0 0 OW 000 .. . 0
000 ... 0 01 0 0 000 0
000 ... 0 0 00 0 000 . 0
000 . .0 0 000 . .0 O 000 . .1 0
000 . .0 =) \0 00 . .0 -l 000 . .0 —1

der alle har spor 0. I SU(N) findes med andre ord N — )| generatorer, som kommuterer.

Eksempel:

SU(2)

Som en velkendt reprasentation af generatorerne 1 den fundamentale reprasentation tager
vi de 22 — 1| = 3 Pauli-matricer

(01 _Fp =3 (10
=l 0,25 i 0) " RT Lo -1

idet g3 er diagonal, oy, symmetrisk og reel, samt o, antisymmetrisk og imaginar. Der
gelder
(0:,0;) = 2igi;x ok

Valges i stedet 7, = 10, fas
I7iy15) = deanme

Betegnes de abstrakte generatorer I, er Casimir-operatoren
I’ =11

der som velkendt er en SU(2) invariant, der har véerdien j(j + 1) i en irreducibel
reprasentation svarende til spin j (7 heltallig eller halvtallig).
[ den adjungerede reprazsentation er

(0a)bc = "‘iEAbc
eller
0 0 0 0 0 —1 010
y=-:]0 O 1| .,8=—2|00 O ,83=—-1(~-1100 (6.53)
0 -1 0 10 O 000
for hvitke

(65, 85] = icijx Ox
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6.5 Renormering. “The Running Coupling Con-
stant”. Asymptotisk frihed

QCD-teoriens renormaliserbarhed beror (somn det var tilfeldet 1 QED) pa det forhold. at
koblingskonstanten g er dimensionslas.

Lad os et ojeblik betragte Lgep 1 den tilnzrmelse, hvor vi ser bort fra alle andre
kvarker end u- og d-kvarker, og hvor vi endvidere ser bort fra disse kvarkers masser. |
denne approksimation er teorien {uldstandig “skalainvariant”: Omdefinerer vi enheden
for lengde og (hvad der er det samme) energi ser vi, at teorien {orbliver invariant, nar
felterne tilsvarende omnormeres. Dette ville ikke vare tilfzldet med masseleddet, og det
ville ikke veere tilfzzldet med en teori indeholdende en koblingskonstant med en dimension.

En sddan teori uden parameter med en dimension synes at vare en yderst darlig
kandidat til en teori for de staerke vekselvirkninger. Det er velkendt, at de starke vek-
selvirkninger netop sa at sige peger pa en karakteristisk lzngde eller energi. Vi navner
eksempler pa karakteristiske parametre - alle af samme storrelsesorden - som ma antages
at vare nart forbundet:

Hadronernes dimension ~1fm~5GeV"!
totale hadrontversnit ~ (1fm)?

den universelle Regge-hzldning o ~1GeV?
middelvardien (p,) al transversalimpuisen af

sekundzre partikler i hgjenergetiske stgd: (pL) ~ .2 — 4GeV
de laveste hadronmultipletters masser ~ 1GeV.

“Heldigvis” viser det sig at en kvante-feltteori baseret pa vores Lagrange-funktion Locp
(6.69}) kraver en ikke-triviel omfortolkning af betydningen af alle teoriens parametre.
Denne omfortolkning betegnes som en renormering af teorien.

Ganske som i tilfzldet af QED, synes en simpel fortolkning af teoriens loop-
diagrammer at give anledning til divergente integraler. Men via renormeringsproceduren
absorberes disse 1 en redefinition af de fysiske parametre i teorien. Dette er nelop mu-
ligt, fordi koblingskonstanten g ikke indeholder en dimensioneret skala. Men under denne
renormering skifter teorien i virkeligheden karakter pa en temmelig radikal made: Der
indfgres ¢n ny parameter med en dimension tl erstatning for g! Man taler undertiden
lidt jargonagtigt om “dimensional transmutation”.

Vi kan her slet ikke ga ind pa detaljerne i, hvorledes dette f2nomen opstar, men vi
skal forsgge kort at beskrive det:

Lad os fgrst forsgge en intuitiv indfaldsvinkel. En koblingskonstant er analog til en
elektrisk ladning. Stgrrelsen er noget, vi kan forsgge at male ved at lade ladningen veks-
levirke med passende felter. Den elektriske ladning maler vi ved at lade den vekselvirke
med et elektromagnetisk felt. Colour-ladningen, dvs. QCD-koblingskonstanten, males i
princippet pa samme made, bortset fra, at vi ikke har noget “klassisk™ felt til radighed,
vi ma pa en eller anden made ngjes med de kvante-felt-ekscitationer, der opstar under
(orskellige kollisioner mellem kvarker og gluoner.

Denne ladning/koblingskonstant har en sterrelse, hvis “sande vardi” stort set ikke har
nogen mening, og som i hvert {ald ikke kan males. Det eneste, vi kan male, er den effektive
veerdi, som er resultatet af den afskerming, eller antiafskermning, de gvrige felter giver
anledning til. Afskzermningen er analog til den polarsation, der forekommer klassisk i et
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dielektrikum. Her vil atomernes negative ladningsdele tilraekkes af en positiv proveladnjng
anbragt i dialektriket, mens de positive ladninger 1 stoffet vil frastgdes. Resultatet er, at
den totale ladning inden for en vis kugleskal bliver modificeret i forhold til den tilsvarende
veerdi | vakuum. [ kvantefeltteorien optrazder et tilsvarende {&nomen, selv i vakuum. De
elektrisk ladede felter (elektron-positronfelterne) rundt om en prgveladning undergar selv i
vakuumtilstanden uundgaeligt kvantefluktuationer analogt til nulpunktsfluktuationen for
en enkelt harmonisk oscillator 1 dens grundtilstand, dens “vakuum”. Disse fluktuationer
beskrives i1 et Feynmandiagramsprog ved vakuumdiagrammer, hvor der virtuelt dannes et
elektron-positronpar, som kort efter annihilerer. Men praveladningen vil uveegerligt veks-
levirke med disse fluktuationer med det resultat, at préveladningens effektive storrelse,
dvs stgrrelsen inklusive korrektionerne fra feltfluktuationerne, igen athanger af radius i
den kugleskal, man maler indenfor. I et eksperiment, der foregar som et spredningseks-
periment karakteriseret ved en vis (invariant) impuloverfgrsel, vil man pa grund af ube-
stemthedsrelationerne vaere bundet til en “rumlig oplgsningsevne” af stgrrelse som den
inverse impuls. Man kan forestille sig eksperimenter udfgrt ved hgjere og hgjere energier
og impulser, hvorved vi bliver istand til at skrzlle mere og mere af denne korrektions-
sky hidrgrende fra kvantefluktuationerne fra. Det bliver sa et spgrgsmal, hvordan den
effektive ladning — eller 1 QCD, den effektive koblingskonstant — afhznger af stgrrelsen af
denne uundgaelige korrektionssky.

Det viser sig, at effekten heraf kan beregnes i perturbationsteori under forudsatning
af, at den effektive koblingskonstant er passende lile. Det uhyre interesante resuitat er, at
hvor der for QED finder en vis afskzrmning sted, er forholdet for en ikke-Abelsk gaugeteori
som QCD helt modsat. Den omstzndighed, at ikke blot kvarkerne, men ogsa gluonerne
deltager i afskeermningen, viser sig at bevirke, at der effektivt sker en anti-afskermning:
Den effektive koblingskonstant bliver ikke mindre jo sterre prgvekuglen bliver, den bliver
stgrre. Modsat nar prgvekuglen bliver mindre: ved meget korte afstande er den eflektive
koblingskonstant lille. Det er dette forhold, der omtales som asymptotisk frihed, og som
bevirker, at QCD kvalitativt kan redggre for, hvorfor kvarker ikke kan {jernes fra hadroner,
men alligevel se nasten fri ud inden i hadronerne.

Lad os herefter skitsere en lidt mere formel bebandling af problemet. Betragt det
fundamentale kvark-gluon-vertex:

Ha
k2 — ing‘?'u

P2—M =

p? P}

(6.78)

Nar hensyn tages til hgjere ordener ) perturbationsudviklingen kan vi forestille os, at der
kommer korrektiouer til dette vertex. Vi kan kalde det abstrakte vertex, som i princip-
pet er resultatet af at addere alle Feynman-diagrammer med to ydre kvarklinjer og én
gluonlinje for

i, (P2, 03, KT

hvor der altsa galder
Ly=9n+ O(gz)
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Som sagt er de hojere ordeners Fevaman-diagrammer udtrykt ved tilsyneladende diver-
gente integraler, hvis divergenser imidlertid forsvinder nar de absorberes i “den fysiske
koblingskonstant”.

Men hvordan er den defineret? Ja, i QED kunne vi tenke os naturligt at definere
elektronens ladning ved det klassiske udtryk for tverrsnittet for at sprede lavenergetisk
elektromagnetisk straling pa en elektron. Nar ladningen herved er malt, kan vi broge
formlerne i kvanteelektrodynamikken til at udtrykke de divergente integraler og den ure-
normaliserede ladning e herved. Derefter kan alle andre observable udtrykkes ved den
(ysiske ladning alene.

I QCD har vi ikke denne raulighed: Kvarker og gluoner eksisterer kun simpelt 1 ha-
dronerne, og vi kan ikke tale om den klassiske graenseveerdi for kvarkers farve. Hvad vi i
stedet kan gore er al indfgre et navn for vertexfunktionen (og dermed for den renorme-
rede koblingskonstant), nir de invariante p?, p3, k? har visse bestemte foreskrevne vaerdier.
Dette navn reprasenterer sa et endeligl tal, og alle andre observable kan herefter beregnes
udirykt ved delte Lal (efter renorraering). Vi benavner dette tal

9r(Q%)

Den renormerede koblingskonstant (gr) defineret ved veerdien af vertexfunkiionen i det
pinkt, hvor
Aep=i =

Men hvad nu hvis vi en anden dag valgte at renormere for
2 2 2 2
pL=p = k* = Q' 7

Vi ville sa 3 alle observabie udtrykt ved et andet tal gr(Q"?) ; bl.a. kunne vi udtrykke

gr(Q*) ved gr(Q’*). Denne sammenhang er givet ved den sk renormeringsgruppe. Hvad

sammenhzengen er i detalje, ved vi ikke, fdr vi har lgst teorien eksakt; men det har varet

muligt at finde et simpelt udtryk for sammenhzengen i den granse, hvor Q%,Q* — oo.
Der geelder, idet vi indfgrer “den starke finstruktuckonstant”,

_ 9r(@Y)
a,(Q%) = ype
Q) -a7'QY) = oS . QL@ oo .
hvor b = (33 —2Ny) '

(N = antal kvarkflavours, tallet 33 er specifikt for 3 colours, for NV colours fas [1 - N).
Dette resultat er en streng konsekvens afl QCD. Vi kan bringe det pa en simplere form
ved at differentiere mht log Q*;

d
dlog Q?

Losningen til denne differentialligning er

o;'(Q%) = blog @ + C

(ar'(@%) =b

og, idet vi kalder integrationskonstanten for C = —blog A?, far vi

w27 ]
(@)= 339N, iogQiA?

(6.80)
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Forste diagram giver anledning til leddet “33". Hvis gaugegruppen er SU(LV) i stedet
for SU(3)c fas 11 - N. Diagram (b) giver bidrag al modsat fortegn, og ved meget hoje
energier, hvor vi kan se bort fra kvarkernes masser, bidrager kvarker med forskellig flavour
preecist lige meget. Decfor er bidraget herfra proportionalt med antallet Ny af kvarkfla-
vours. Antallet af kvarkflavours er det antal flavours, der er “abne” ved den energi. vi
betragter. Hermed menes, at kvarker, hvis masser er sa store at de ikke kan pardannes
ved den pagaldende energi, ikke tzlles med. Vi bemaerker igvrigt, at nye undersegelser
al Z-mesonens henfald tyder pa at der kun findes 3 kvark-lepton-generationer, altsa 6
kvark-flavours. Vi satter ofte N, >~ 3 — 4 i praktiske anvendelser af “den lsbende kob-
lingskonstant” i de energiomnrader, vi idag kan studere.

Bemaerk, at i QED har vi det analoge fznomen beskrevet udelukkende ved diagram
{b). Derfor bliver konstanten b i (6.79) negativ i QED, og (6.80) viser sa, at formlen i
QED kun kan bruges, nar ogsa log @*/A* — —o0, dvs Q@ — 0. QED opfarer sig altsd helt
modsat QCD. I virkeligheden er QED ikke helt “infrared fri”, idet den endelige vaerdi af
elektronmassen ma tages i betragtning. Men det er klart, at for store vardier af Q? kan
vi formentlig ikke anvende perturbationsteori i QED! Imidlertid kan vi skenne, at vi férst
kommer i vanskeligheder, nar

] 3%

T log Q%/m}

eller .
Q g mee')x-l37 A ]0249C;CV

et tal, der ikke har nogen umiddelbar mening, bl.a. da den samlede energi i hele universet,
anslas til ~ 1052GeV.

Det er imidlertid et meget interessant resultat, at de eneste feltteorier {baseret pa
kvarker), som giver asymptotisk (rihed, er ikke- Abelske gaugeteorier som QCD.

6.6 Kvark-confinement. “Bag”-modellen

Hvis vi vil bruge QCD til at beregne, hvorledes kvarker bindes sammen tii hadroner,
og hvad disse hadroners masser og andre egenskaber er, ma vi abenbart anvende ma-
tematiske metoder, som er langt mere generelle end perturbationsteori. Sadanne me-
toder er i analytisk henseende endnu kun temmelig ufuldstendigt udviklet, ja man ved
strengt taget ikke, om QCD kan anses for at vare en modsigelsesfri teori ved store af-
stande, ligesom antagelsen om kvark-confinement ikke er eftervist i detalje. De stgrste
forhabninger om fremskridt i si henseende knytter sig ti! formuleringer af QCD pa et
rum-tids-gitter. Dernast udfgres renormeringsproceduren, som betegner overgangen til
en kontinuumsteori. Disse skridt kan i princippet udfgres med vilkarlig ngjagtighed af en
computer. De seneste 10-15 ars udvikling har vist betydelige fremskridt, men vi ma vente
pa ny og bedre computere for virkelig at teste teorien i den detalje, vi kunne gnske.

En anden metode bestar i at supplere teorien med forskellige mere eller mindre plau-
sible “gt” om, hvordan den opfgrer sig: Vi kan forsgge at bruge modeller. En meget
populeer model har varet den sk MIT bag model (seekmodel) i forskellige udformninger.

Efter denne tznker man sig hadronerne som sma “sa&kke”, omrader, inden {or hvilke
kvark-gluonfelterne er approksimativt 1 den asymptotisk frie, perturbative fase. Uden






6.7 HADRONERNES HYPERFINSTRUKTUR 197

magnetisme. Symmetrien (duvaiiteten) er kun brudt af del forhold, at der ikke findes
magnetiske, men kun elektriske ladninger. Der har vearet {remsat mange spekulationer
og forslag gaende ud pa at lede efter feltkonfigurationer y QCD, som mere eller mindre
kunne simulere “colourmagnetiske monopoler” (dvs magnetjske ladninger).

6.6.1 OZI-reglen

Vi kan nu danne os en begvndende forstaelse af OZ)-reglen (jfc. kap. 4.7). Lad os betragte
en tung meson bestiende af tunge kvarker Q@ og som kan henfalde stzerkt til et system
bestaende af lette kvarker. Sa kan vi forestille os henfaldet finde sted i to skridt (jfr. fig.
(6.5)): -

Ferst annihilerer Q og Q til 2 eller flere gluoner inden i seekken. Hvis massen al mesoner
er stor, kan vi bruge perturbationsteori til at vuordere amplituden. Den bliver proportional

med .
(9n(M*))

hvor n er antallet af gluoner, og gr(M?) er “the running coupling constant”. Den fysiske
meson er en colour-singlet. sa annihilation til Un enkelt colour-octet-gluon er forbudt. Med
andre ord: n > 2. Viskal senere se, at for ¢- og J/1-mesonerne er n > 3. Amplituden for,
hvorledes gluonerne omdannes til fysiske hadroner, ved vi ikke, hvordan vi skal beregne,
men vi ved, at denne omdannelse finder sted med sandsynlighed = 1. Altsa far vi for den
totale stzerke bredde af den tunge meson:

C~ (au(M?)" ~ (log M?/AY)™ (6.83)

Nar M?/A? er sa stor, at a, er vaesentlig mindre end 1, giver dette udtryk en lille bredde
i overensstemmelse med OZl-reglen. Vi ser ogsa, at reglen bliver bedre og bedre, jo stgrre
M? er. Den er ekstra god, hvis n = 2 er forbudt, sa n > 3. Dette gazlder, som vi skal se,
nar C = —1. Den eksperimentelle vardi for a, ligger i det energiomrade, vi for tiden kan
undersege, pa omkring

a, ~ 0.1

6.7 Hadronernes hyperfinstruktur

[ denne paragraf skal vi give et simpelt argument for, at QCD kan forklare masseforskellen
mellem singletmesonerane (7, K, n) og tripletmesonerne (p, K~ ,w) samt mellem spin-1/2
baryonoctetten (N, A, £,Z) og spin-3/2 decupletten (A, £7,=%, Q7). Vi skal ogsa se, at
vi her far brug for den ikke-Abelske struktur af QCD.

Den pagzldende masseforskel ma abenbart bero pa en spin-spin vekselvitkning. En
sidan kaldes i atomfysikken for en hyperfin vekselvitkning. [ hadronfysikken er a, imid-
lertid ikke sa lille, og det kvantemekaniske overlap mellem kvatker er storre end mellem
elektironer og kerne, sa hadronernes “hyperfin” splitning er ganske betydelig.

Af PDG-tabellerne finder vi:
p—7n: 628MeV |, K°~ K : 398MeV | w—1n: 233MeV;

i middel
(AIW)QS_‘S = 420MeV






6.7 HADRONERNES HYPERFINSTRUKTUR 199

Den energiforskel, AE, som H.y; giver anledning til, er givet ved

AFE(HIHY = (H|H.;|H) =/d3‘z:(H|H,H(.i~T\O)1H)

= (27)°8(Py — P)(H[H.y;(0)| H)
]
= ——(HIHYH|H.;/(0)|H) (6.86)
2By
hvor £y er massen al hadronen, og vi pany har brugt translationsinvarians. Vi har sa for
den sogte energiforskel

AE = ———(H|T|H) (6.87)
2Fy
sorn umiddelbart kan beregnes efter Feynman-reglerne i den omtalte approksimation.
Det er instruktivt at udfgre beregningen i to skridt. Kvark-gluon vertexet er identisk
med elektron-foton vertexet i QED - bortset fra colour matricen i %Af‘}. Lad os derfor
ferst gennemfgre beregningen uden colour faktorer. Dette svarer til en teori, i hvilken
de steerke vekselvirkninger har fuldstzndig samme struktur som de elektromagnetiske.
Som vi skal se er resultatet i kvalitativ modstrid med (6.84). Dernzest vil vi udregne
virkningen af colour (aktorerne. Disse vil z2ndre resultatet og bringe det j smuk kvalitativ
overensstemmelse med data.
Lad os fgrst se pa “foton”-udveksling mellem 2 ladede fermioner (ikke fermion og

antifermion):
1
P () 2y
lq

P2 (2) P

g=p—p,=py—m

Feynman-reglerne giver

} -2 g ] 7!
Iy = ra (=1e) (T 5" w)(T 7uu2)
62
~Ti = - 5@ru) @) (&5

Vi gnsker at evaluere dette udtryk i den urelativistiske approksimation, hvor den
udvekslede foton er “blgd” (men “hard” nok til at vi kan bruge perturbationsteori i
QCD!). I den urelativistiske approksimation er

El ~m > Iﬁll etc.

¢ =E-E,h-51)==-h-5) (6.89)

Vi bruger nu den eksplicite reprasentation for v, og v og T

I o0
H— (A0 5y 0 _ e
=007 7—(0 _1).7—(~

Qo
< Qi
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hvor sa {p p2|H) er relateret til en modelathzngig belgefunktion. [ vores vderst simple
beskrivelse antages disse bslgefunktioner kun at vare forskellige (ra 0. nar py = —p; og
Py = = %MH. Endvidere antages de retningsuath@ngige (S-tilstande). Resultater
af disse kornplikationer bliver sa blot at indfsre passende faktorer My i ligning (6.91).
saledes at dimensionen kommer Lil at passe. [midlertid benyties ingen steder den fak-
tiske (modelathaengige) verd: for x, si ®ndringen far ingen praktisk betydning for den
efterfolgende diskussion.)

Det vigtigste resultat i (6.91) er. at vi hac vist, at forlegnet pa koeflicienten er negativ.

Lad os nu betragte et fermion-anti-fermion system, som ligger nzrmere pa vores kvar-
kmodel for en meson. Sa har vi - i stedet for (6.88) -

3
—-Y}:==‘*éaﬁfivuulxﬁ¢w“v;J (6.92)

hvor det wndrede fortegn hidrgrer fra, at vi har en aenti-fermion, der passerer (ra
begvndelses- til sluttilstanden. Der er da ogsa fyvsisk set oplagt, at energizndringen ma
skilte fortegn for et system af to modsatte ladninger j forhold til et system af to ladninger
med samme fortegn.

[midlertid er

Ty = (Byvy)T = U;T*;“Tv{r

Men iflg. (3.124), (3.125) og (3.126) er
v;T =a5CT Tl = Cluy= =Cuy og CT47C = —4*

hvoraf

Tyy“vy, = -1 QCTv“TCUQ = 47 37 uy

og —-1; = +Z—:(U'lyuu|)(ﬂ'fﬂ”u-2) (6.93)
for et fermion-anti-fermionsystem. Vi har altsa
- {ermion-fermion

AEHS) = FxgM 7 for { (6.94)

fermion-antifermion

Lad os derpa udregne 7! - ;) for singlet- og tripletmesoner. ldet § = 0 eller ) er
spin-kvantetallet, bar vi for matrikselementer

S(S+1) = () =(G"+,7

= (G (O +261 -7
11 i1

= slz++g(z+ 1)+ 79 (6.95)

eller

+1 for triplet

AE(H f(mesoner) ) = +%rc(5(,5 +1)- g) =% X (6.96)
for singlet

|-

t
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Kapitel 7
ete -STOD UNDER Z0

7.1 Eksperimentelle anleg

[ Igbet af 70’erne blev store eTe™-lagerringsacceleratorer udviklet. Det drejer sig iszr om
3 storre anleg: PETRA ved DESY, Hamborg, med Eycom ~ 10—17 GeV, PEP ved SLAC
med en lignende (knap sa stor) energi, og CESR ved Cornell med en beamenergi i omradet
omkring 6 GeV. Disse anlzg var stzzrkt medvirkende til det markante gennembrud, som
standardmodellen oplevede 1 1970'erne og 1980°erne. Det er denne fysik og dens moderne
fortsettelse, vi skal beskzeftige os med i dette kapitel. I 1987 ko den japanske accelerator
TRISTAN med med en beamenergi pa 32 GeV.

I 1989 abnedes CERNS’s ny store LEP accelerator. Med sin omkreds pa 27 km og sin
beamenergi pa 60 GeV (der er under opgradering) er den langt den sterste. Vi vil 1 dette
kapitel omtale visse resultater fra LEP, men dens hovedopgave har varet underspgelsen
al Z%-resonansen, som vi fgrst omtaler i detalje i kap. 8 og 9.

Den vigtigste parameter for en e*e”-accelerator udover energien af beamet er ma-
skinens Juminositet L. Alle maskiner arbejder med en designluminositet pa ca. L =
10%2/em?/ sek, men i praksis er der ofte vanskeligheder med at ni denne vaerdi. Som
regel ligger den anvendelige luminositet noget under designluminositeten.

Luminositeten er det tal, man skal multiplicere et givet tvarsnit med for at fa
txllehastigheden ved maskinen. Lad os betragte ete™ — utpu~, for hvilket tvrsnittet
ved hgje energier er (5.100)

_ 8Tnb 87 10" em?
T s/(GeV) T s/(GeV)?

Tallehastigheden for utpu™ ved Eyeam = 15 GeV og L = 103! bliver sa

T =33
STlog—sek" ~ 1073 /sek (7.1)

Der gar ca. 20 minutter mellem hver y¥ u~-begivenhed! ved hgjere energier er forholdet
meget vaerre pagrund af faktoren 1/s 1 udtrykket for tvaersmttet. Dette siger noget om
de praktiske vanskeligheder ved at udfgre e*e™-eksperiruenter.

Resultatet (7.1) er endda optimistisk. For det fgrste skal “tzllehastigheden” multipli-
ceres med detektorens effektivitet. For moderne detektorsystemer er den 90% eller mere.
For det andet tager (7.1) ikke hensyn til, at maskinen ma standses flere gange pr. degn
for pany at blive fyldt med elektroner og positroner.

Opt

teellehastigheden = 10
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I praksis “trigges” detektoren ca. hvert sekund af falske begivenheder, dels kommende
fra kosmisk striling dels fra e* eller ¢™-stad pa den tilbageveaerende gas i det ellers hardt
udpumpede beamrgr.

Fig. (7.1) viser en typisk detektor (ALEPH) ved LEP. Man sgger sa vidt muligt
at omgive vekselvirkningspunktet fuldstzndigt med hgjeffektive elektroniske detektorer.
Disse detekterer farst og fremmest 4-impulsen af de resulterende partikler efter fslgende
strategi:

}. Ladede partikler detekteres gennem deres ioniseringsspor i et gmstkammer med
hgjspendingstrade (MWPC = Multi Wire Proportional Counter);

2. elektroner og fotoner detekteres gennem deres elektromagnetiske byger (showers) i
materialer, der indeholder kerner med store Z (blyglas fx);

3. neutrale hadroner detekteres ved at lade dem vekselvirke med detektorens kerne-
partikler og derpa male den afsatte energi (calorimeters, {x flydende Argon). I en
elektromagnetisk shower afsattes energien i lgbet af fa stralingslzngder. Hadron-
showers adskiller sig herfra ved at energien afszttes mere gradvist;

4. p-partikler ligner 7-partikler til forveksling hvad angar deres spor ¥ MWPC. Men
de adskiller sig fra hadroner ved deres evne til (nesten) uhindret at kunne passere
store stofmaeengder, som fx det tykke jernag (iron yoke), der omgiver detektoren, og
i hvilket returmagnetfeltlinierne lgber. Derfor anbringes yderst om detektoren et
szrligt sact p-kamre.

De ladede partiklers impuls fastlaegges via krumningen af deres baner i magnetfeltet.
Dette er et aksialt felt (i beamets retning). Det har tendens til at gdelzgge acceleratorens
beamoptik, sa derfor anbringes sarlige kompensationsfeltmagneter {gr og efter detektoren.

Neutrale og elektromagnetiske partiklers energi males via kalorimetrene, og deres ret-
ning fastlegges af geometrien. Figur (7.2) og (7.3) viser eksempler pad computerrekon-
struktioner af begivenheder i ALEPH. I den fgrste figur ses en e*e™ — eTe™ begivenhed,
mens den sidste viser en e¥e™ — p*u~ begivenhed. Det ses hvorledes elektronerne giver
signal i de elektromagnetiske shower-counters, men ikke trenger gennem jern-aget for
magneterne. Det ggr til gengzld my-leptonerne, der giver signal i my-kamrene, men ikke
i de elektromagnetiske shower-counters.

Et sadant detektorsystem har en udmarket 4-impuls og ladningsoplesning, men er
darligt til at skelne {x m-mesoner fra K-mesoner. I mange tilfelde er man heller ikke
interesseret i en sidan, men er den onskelig, ma detektoren udvides, fx med Cerenkov-
kamre til maling af partiklernes hastighed.

Pa trods af de eksperimentelle vanskeligheder er en raekke af 70’ernes 80’ernes vigtigste
resultater i hgjenergifysikken opnaet med ete™-acceleratorer.

7.2  Verifikation af QED

Den simpleste, rent elektromagnetiske proces i e*e™-maskiner er e¥e™ — ptu~, for hvil-
ken (5.98)

do ot 2
*deosb . 2 (L 3 cos™d} (72)
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ved hoje energier (s = (2£3.0m)?). Eksperimentelt stemmer bide vinkellordeling og den
omstaendighed. at

do
“dcos b

er nafheengig at s.
Fig.(7.4) viser eksperimentelle resultater for Bhabha-spredning ved forskellige energier.
[ (5.107) fandt vi
& + sin’? ? 1]?
dcos@ 2
ved hoje energier, uafhangigt afl s. Figureo viser overensstemmelser inden for den ekspe-
rimentelle maleusikkerhed.

Ved hgjere energier ses afvigelser {ra QED, som er helt forventet i standardmodel-
Jen. De skyldes iszr tilstedeveerelsen af Z° resonansen, der bidrager en veldig top til
tvaersnittet, som skitseret i fig. 7.5 for standardprocessen ete™ — ptpu~.

Divergensen i {7.3) for 8 — 0 ligger uden for det praktisk tilgzngelige maleomrade.
For 8 — 0 gar den spredte elektron videre inden i beamrdret. Man kan vise, at divergensen
forsvinder, nar man ) stedet spgrger (mere fornuftigt) om tvarsnittet for efe™ — eTe™
+ et uspecificeret antal {otoner med energi mindre end en vis malevardi. Sadanne brem-
sestralefotoner dannes i stort tal (synchrotronstraling) og er med til at gore tilvaerelsen
besvarlig for e* e -eksperimentatorer. Kurverne i (7.4) indeholder visse korrektioner bade

herfor og for andre QED-stralingskorrektioner.

! (1.3)

= 2ra? [sin”

3

N D

7‘3 “R”

Fig.7.6 viser data for det totale e*e™ tvarsnit. Hovedparten af sluttilstandene bestar
al hadroner. Det ses, at tvarsnittet har en slaende lighed med tvaernittet for pu™p~
produktion. Bortset fra (lokalt dramatiske!) resonanstoppe (afsn. 7.5), ser vi igen en
energiathangighed som 1/s. Dette forhold skal vi nu give en yderst simpel fortolkning
inden for rammerne af kvarkmodellen.

Hertil indfgres den bergmte stgrrelse, R, defineret ved

o(ete™ — hadroner)

R= (7.4)

o(ete — putu~)

[ e*e~-eksperimenter dividerer man nzesten altid tvarsnittene med o,,. Resultatet er
sa tzllehastigheden relativt til tzellehastigheden for u*u~, som antages bekendt fra QED.
Herved omgar man eventuelle maskinusikkerheder vedrgrende luminositeten.

Kvarkmodellen suppleret med asymptotisk frihed og med en antagelse om, at hadro-
nisering af kvarkerne er en “venlig” proces, der ikke @ndrer resultatet, giver os en uhyre
simpel teori for R.

Betragter vi {grst den hypotetiske proces ete™ — g (¢ = kvark med ladning Q,-¢, e =
protonladning), s& er trivielt ved energier meget hgjere end kvarkmassen

oclete” — q7) _ o (75)

oletem = ptpm)

Dette resultat burde vaere rimeligt ved hgje energier, under forudsztning af at vi kunne
udigre detektionen af kvarkerne ved meget sma afstande. S& ville nemlig - ifglge asymp-
totisk frihed - QCD-koblingen a,(3) vere sa lille, at vi kan se bort (ra gluonkorrektioner.
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3.7 CeV. Sa har vi u,d og s-kvarker, hver med 3 farver:

5 5 L5 1,1 6
R=3x |G+ (-5 +(-3)] =3xZ =2
[ omradet mellem c-tarsklen og b-tzrsklen far vi yderligere AR =3 4/9 = 4/3, og efter
b-tzrsklen nok en tilvaekst pa AR =3 x (~1/3)* =1/3.

Vi ser, at eksperimentcrne er i imponerende kvalitativ overenssternmelse med dette
yderst simple billede. 1 fig. (7.8) er vist et par mere sofistikerede forsag pa at fitte
data. Kurven markeret QPM (quark parton model) er i det vaesentlige ovenstaende model
med simple beskrivelser af terskelomradet. Kurven QPM+QCD+2Z°, viser, at sma (ret
indviklede) QCD (gluon-) korrektioner giver en meget fin overensstemmelse med data,
samt at vi ved de hgjeste energier begynder at se halen af Z%resonansen.

Umiddelbart fgr en ny kvarkteerskel forekommer 0, 2 eller 3 meget smalle resonanser
(kvarkoniumtilstande). Straks efter tzerskelen har R-kurven et meget kompliceret ndse-
ende svarende til forekomsten af resonanser med OZI-tilladte henfald.

R-kurven ville blive i meget skarp modstrid med data, hvis vi ikke havde colourfaktoren
(3) ti) hjzlp. R-kurven er i dag et af de mest direkte beviser, vi har pa, at kvarker har
colour. Tilsvarende (og faktisk endnu mere numerisk ngjagtige) forhold ger sig gzldende
ved beskrivelsen af henfaldsbredderne for 7-leptonen og ikke mindst for Z° resonansen,
men herom senere.

7.4 7-leptonen

Et af de meget bemearkelsesvardige resultater af e*e~-fysikken er opdagelsen i 1976 af
den ny tunge lepton, kaldet 7 med en masse pa

m, = 1784 £ 3 MeV (7.7)

Som lepton adskiller 7 sig fra andre partikler i ete™-stad dels ved sin produktionsmade
dels ved sine henfald. T naste kapitel skal vi studere de svage henfald, mens vi her stort
set bare vil studere produktionsmaden.

Signalet for en ete~-begivenhed er dog afhzngigt af r-henfaldet. Levetiden for en sa
tung lepton er for kort til, at dens spor vil kunne detekteres j szdvanlige et e -detektorer.
(Dog er den faktisk malt ved en szlig teknik til (0.308 +.008) x 10~!? sek., herom i naeste
kapitel.) Henfaldene (der alle er svage) er dels leptoniske, dels hadroniske:

r~ = v, + leptoner
7~ — v, + hadroner (7.8)

hvor vi antager, at 7 er ledsaget af sin egen neutrino forskellig fra de to til elektronen
og myonen hgrende neutrinoer. Der findes en lang reekke evidenser herfor, vi ikke skal
komme ind pa. Begivenheder af formen

ete” = 7

1
S
4+
o
)
SNk
<
o

¥
™ o U+ pt o, (7.9)
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vil detekteres som en ¢~ og en g7 i sluttilstanden og intet andet! Sadanne henfald kan. sa
vidt vi ved. kun komme {ra e*¢™ — 7¥77. Nar de observeres. er problemet at overbevise
sig om, at det ikke bare er detektoren. der har mistet de ovrige partikler. Med moderne
detektorer er usikkerheden minimal.

Mere information far man ved at benytte, at de feste r-henfald kun giver aniedning
til én ladet partikel. I fig.(7.9) er vist sterreisen

oleTe™ — ¢=.2prong.

~—

R = (7.10)

>

oete” = utyu~)

Sluttilstanden er specificeret ved at indeholde én elektron {eller positron), 2 prongs (dvs
2 ladede partikler, altsa én ladet partikel foruden e*). samt noget uspecificeret. uladet
(X).

Vi kan nemt nedskrive et nyttigt teoretisk udtrvk for denne sterrelse. Da 7 i alle
henseender produceres som g, far vi fra (5.99), idet vi sztier 3. = 1 for s > m}:

: % } ,  4m?
O’(cﬂ-e__’—?‘__):"‘&TJ‘_(l—i——,d;*l'_ml—)
S 3 s
hvor
] 2 dvnd
Py 1 m 4m
61, = —_—= E? — 2 = —_ T = - u
b= g =g VEI - V' TE TV
Altsa
o(ete” = rtr7) \/ 4m? o2m?
R, = — =yl —-— (1 4+ — 7.11
(etem — utp-) S (1+ s ) (7.11)

Sierrelsen Rf; er proportional hermed. Proportionalitetsfaktoren er sandsynligheden for,

al den ene 7 henfalder til en ¢* og den anden ti! én ladet partikel (+ uladede).
1

Afgerende for formen (7.11) er, at 7 bar spin ;. Dette er vist pa fig.(7.9), hvor
den fuldt optrukne kurve cetop er (7.11) (pauzr en konstant faktor). Hvis i stedet det
producerede partikelpar havde spin 0,1 eller 3/2, ville man fa andre kurver, der ikke
fitter data. Datapunkterne pa (7.9) beskrives meget smukt afl kvadratroden i (7.11) og
herfra bestemmes veerdien (7.7) for r-massen. Det er endvidere bemarkelsesvardigt.
at ved hgje energier stemmer udtrykket (7.11) stadig. Denne meget langsomme, jaevnt
forlgbende energiafhzngighed (R, — 1,s 3> (2m,)? er i skarp kontrast til den takkede
R-kurve, (7.7), og viser, at 7-partiklen ikke deltager i resonansdelen af tvarsnittet. Dette
er naturligvis i overensstemmelse med, at 7 er en lepton - ikke en hadron.

Fig.(7.10) illustrerer netop dette forhold. Fig.(7.11) viser en begivenhed i ALEPH
detektoren med bide en myon og en elektron i sluttilstanden, foruden to hurtige og
nogle Jangsomme hadroner. Tolkningen i termer af 7-henfald vil blive klarere i naste
kapitel. Men den involverer, at der er sket en 77~ produktion, hvor den ene lepton
er henfaldet leptonisk ti] en muon (og to usynlige myon- og 7-neutrinoer) og den anden
7-lepton er henfaldet hadronisk til et kvark-anti-kvark par (samt er usynlig r-neutrino),
der efter hadroniseringen har givet anledning dels til ladede hadroner, dels til en #°, der
bar manifesteret sig ved et signal i den elektromagnetiske shower counter.
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Figur 7.12: Resonansproduktion via virtuel foton.

7.5 Resonanser i ete —stgd

Genpembruddet for e*e~—fysik kom med opdagelsen af charmoniumresonansen J/+ (3097
MeV) i efteraret 1974 ved SLAC. Her skal vi igrst studere resonansproduktion i "¢~ -sted
sa generelt som muligt.

7.5.1 Kvantetal i e*e~ produktion.

I laveste orden i finstrukturkonstanten & ~ 1/137 ma resonansproduktion forega efter
et diagram af typen, (7.12). Lad os forst se pa hvilke mulige kvantetal, der kan komme
pa tale for en sddan resonans. Da produktionsmetoden er elektromagretisk, er P og C
bevaret (foruden ladning og angulart moment).

Da vi endvidere har en virtuel foton som mellemstand, og fotonen har Q =0, JP¢ =
1=~, kunne vi vere fristede til at konkludere, at resonansen ma have samme kvantetal.
Konklusionen er ogsa korrekt, mep argumentet er ikke overbevisende, da udledelsen af
fotonens kvantetal benyttede fysiske fotoner pa masseskallen. Vi vil derfor bruge et andet
argument.

Amplituden for processen, (7.12), kan skrives

T o Tulfur Yraua(Fec) S(RIJI0) (7.12)

Her kommer faktoren oy,u fra eTe™vy-vertexet, og faktoren 1/s er folonpropagatoren,
idet s = (totale c.m. energi)?. Matrikselementet (R|J*|0) er, hvad der er tilbage som
relativt ukendt. |R) er resonanstilstandsvektoren, og J* er den elektromagnetiske strom,
som indeholder resonansdelen. I vores behandling af ete™ — ptp™ fandt vi et lignende
udtryk med den forskel, at (u*p~|J¥|0)~delen her kunne beregnes.

Imidlertid kender vi transformationsegenskaberne for J*: Bade J, og A* transformerer
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ens, saledes at £; o A,J*" er invariant:
CI'C ' ==J% , PIPI=J, (7.13)

og J* transformerer som en 4-vektor.
Heraf fas, idet C|0) = [0) og P|0)=]0) og C=C'=C', P="P"!

(RIJ*0) = ~(RIcJS*Clo) = —~((RIC")J“|0)

eller

C|R) = —|R)
For paritetstransformationen er argumentet mere indviklet, da g = 0 synes at give P =
+1, medens p # 0 synes at give P = —1. Imidlertid er jo (R|J#{0) kontraheret med Ty, u.

Og i e*e~-systemets c.m. (som er laboratoriesystemet) har vi for p = 0
D (Pet )10 (Be- ) = v (—Pe- us(Be-) = 0

ifr. (3.89). Pga formen af ete™+y vertexet skal vi altsa kun betragte u # 0. Herefter falger
det straks, at |R) transformerer under P som J, og at [R) transformerer under rotationer
som J, altsi som en rumlig vektor, og altsd har spin 1. Altsi i ete —stgd har direkte
producerede resonanser

JPC = 1" (7.14)

7.5.2 MaAling af resonansers partielle henfaldsbredde til e*e™.

Forst ser vi pa udtrykket for [, : Overgangen R — ete™.

Lad matrikselementet herfor vaere T, hvor vi undlader at specificere alle impuls- og
spinvariable eksplicit. Idet vi teenker os, at vi har produceret et sample af upolariserede
spin-1 resonanser, er overgangshyppigheden pr. tidsenhed til e¥e™ givet ved (smlgn. kap.

1)
Vil )
Fe = 47‘(‘W 5 Z |T| (7.15)

spin
Faktoren 47 kommer fra vinkelintegrationen, idet der er isotropi, nar vi betragter spin-
surnmen svarende til et upolariseret sample. Faktoren 1/3 kommer fra, at vi midler over
alle de tre mulige spintilstande for spin-1 resonansen.
Lad os dernaest se pa tvarsnittet for processen e*e~ — R. Af det generelle udtryk i
kap. 1 findes

&SP 11 -

_ T2 2 454 : + _ P
(2,)3252ﬁ4s§| 1*(27)"6 (pa + s )
Her er P* 4-impulsen for resonansen R med P,P* = M? hvor M er resonansmassen.
E = P° =resonansens energi for impuls P ; p, og ps er 4-impulserne for ¢~ og et ; T er
amplituden for ete™ = R.

Hvis der er time reversal invarians og paritetsinvarians,' galder (principle of detailed

balance)
Y71 =1

spin spin

o(ete” - R) =

"Time reversal operationen vender bade impulser og spin, medens paritetsoperationen vender impul-
serne, men ikke spinnene tilbage. Derfor ma vi summere over spin for at {3 lighedstegnet opfyldt.
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Nar vi betragter stod al upolariserede elcktroner og positroner {4 spin tilstande) og ndforer
d® P-integrationen i c.m. for eTe™, far vi

olete” = R) = g—iwﬂ\./XZ]TP(S(\/;- M) (7.16)
- spin

hvor igen /s er den totale c.m. energi. Vi ser, at Lvarsnittet er nul, undtagen nar /s
har den “rigtige® veerdi. Nar /s = M, udviser o en uvendelig hej top. Dette resultat er
naturligvis urealistisk, og det beror pa, at vi har negligeret resonansens endelige bredde.
Men for de her betragtede resonanser er det faktisk meget fornuftigt at se bort fra den
i f[arste omgang. Disse resonanser har nemlig bredder, der er lang mindre end accelera-
torbeamets energipreecision. Den observerede bredde i “ra” data er derfor blot et udtryk
for maskinens energiudtveering. Hvad vi i praksisk kan male er derfor kun infegralet over
resonansens top: summen af alle begivenheder med energier hen over toppen.

Inden vi derfor eksplicit indfgrer den rigtige resonansbredde, omskriver vi (7.16), idet
vi eliminerer ¥, [T1? {ra (7.15) og bruger VA~ M? ndr M > ms:

B 67, .

o(e¥e™ - R) = VE §(/s — M) (7.17)

Dette udtryk kan vi trivielt generalisere til et udtryk for o(e*e™ — R — f), hvor f
reprasenterer en bestemt defineret sluttilstand. Idet nemlig B, reprasenterer den pro-
centdel af alle R-henfald, som fgrer til sluttilstanden f (og kaldes forgreningsforholdet),

og idet vi indferer partialbredden

1 lighed med [, = B, - T, og

L=5T, eller > B =1
/ /

har vi
- 67‘—2Fe
olete” = R—= f) = 817/12—6(\/;_ M) (7.19)
Dette er vores ségte nggleresultat. Vi vil nu anvende det til en eksperimente! be-
stemmmelse af bredden af J/y-resonansen. Fig.(7.13) illustrerer situationen og viser de
oprindelige malinger for produktion af J/i med efterfglgende henfald til hhv hadroner
(a), ptu~ (b) og e*e” (c). Enheden for tversnittet o er nanobarn (nb), som er 10™%
em?. “lcos8] < 0,6” i (b) og (c) henviser til hvilket vinkelomrade, detektoren har dakket.
Datapunkterne er de historiske fra SPEAR (A.M. Boyarski et al., Phys. Rev. Lett.34,
13537, 1975). Man ser pzne resonanstoppe for tveersnitiene

o(ete™ — hadroner) , ofete™ — u*u™) og clete” = ete™)
men bredderne er = maskinens energiopldsning ~ 10 MeV. Dette tal er langt mere end
resonansernes virkelige bredde.

Imidlertid viser figuren ogsa, at integralet under resonanstoppen kan bestemmes med

god nejagtighed. Indfgrer vi
Si(efe™ = f) E/ dE o(ete” = f)

resonanstop
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far vi af (7.19)
_ 6r?
E(ee “‘*f)=mrc'r!/r

Benyttes dette for f = hadroner, p*p~ og e*e. findes (jir PDG, 1989)
e ~T,=472+0.35keV , B, =86.0%20%

svarende til, at
r_]/w = 68 + 10keV

idet andre (elektromagnetiske) henfald kan negligeres | sammenligning bermed.

7.5.3 Breit-Wigner resonansformlen

Selvom den virkelige bredde af J/y-resonansen altsa ikke direkte kan ses i de aktuelle
cksperimenter, vil vi alligevel {or fuldsteendighedens skyld udlede Breit-Wigner formlen
for resonansers form. Vil vil senere fa brug for den i forbindelse med Z°-resonansen, hvis
bredde vil vise sig at vaere langt storre end beamets energi-ubestemthed.

Vi ensker (grst at argumentere for, at resonanser optreeder som komplekse poler i
energiplanen for spredningsamplituder. Dette er os ikke ganske ukendt. Vi har set, at
propagatorerne for fotoner og elektroner svarer til poler i p?~planen pd den reelle akse.
ot fotoner er polen ved p? = m? = 0, og for elekironer ved p? = m2.

Lad os ngjes med et heuristisk argument {or resonanser (om ikke andet er argumentet
godt, nar man skal huske fortegn og faktorer):

Bglgefunktionen for en stationzr tilstand indeholder tidsfaktoren

E—IE(

i Schrédinger-billedet. For en partikel i hvile med masse M har alle amplituder derfor
{aktoren

e—.’Mz

Transformeres en sddan amplitude fra tidsvariablen til energivariablen, {as

% =Mt _ 4Bt l
/O dt e x € X m
idet vi antager, at integranden iudeholder passende andre faktorer, som gor integralet
konvergent. Integralets greenser har at ggre med, at vi ma taenke pa en situation, hvor
tesonansen vides at eksistere til en bestemt tid, her ¢ = 0, uden at vare henfaldet. Vi ser
altsa, at der optrazder en pol for £ = M.
En ustabil partikel med levetid 7 har en bglgefunktion (bedre: er beskrevet ved am-
plituder), hvis kvadrat henfalder eksponentielt med faktoren

-t/ —tr

b {

(4

hvor 7 og I er henholdsvis levetiden og den totale bredde. For at fremkalde denne opfgrsel
kraeves, at M har en imaginzrdel:

I
j"[ '—‘MD —25
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hvor My er resonansens masse. og I' dens bredde. Sa har nemlig balgefunktionen fakioren

. iyds o -
C—#.‘\I( =e 1 Mg X € T4 og ll'/;l? ~ ¢ I

Men sa har igen den Fourier-transformerede (dvs amplituden som funktion af £} en
pol ved

E=A{=)wu—l§'

Vi kan benytte dette resultat til at finde faconen pa energiathangigheden al o(ete™ —
R) i omegnen af resonansens masse. Vi ved, at et totalt tversnit som o(ete™ — R)
(summeret over alle mulige henfaldsmader for R) er nart forbundet til imaginerdelen af
den forlaens elastiske amplitude (jfr. kap. | om den optiske s&tning). Men som alle andre
amplituder indeholder denne polen (£ — (My —1T/2))™" = (/s — (Mo —i'/2))7", og dens
imaginzrdel er derfor proportional med

/2
(E — Mo)? + I'2/4

Im x

Vi kan derfor satte
r/2
(E - Mp)2 +T?/4

o(ete” — R) = konstant x

i nerheden af £ = /s = M,. Denne form er tzt pa en §-funktion ved £ = M, for sma
verdier af . Vi kan ogsa finde konstanten ved at forlange, at integralet over resonan-
stoppen skal stemme overens med (7.17). Nu er

g 1 - 2.
[7 b hreg T

—00 22 + a? Tee

& |3

Heraf fas Breit-Wigner formen

3 S §
M (Vs = M)* +T?/4

(7.20)

ole*e” — R) =

(bvor igen M = resonansmassen). Tilsvarende for tvarsnittet for resonansproduktion
forende til en bestemt specificeret sluttilstand, f:

LA 5 ¥

T OM2(s — M)? +T/4

a(efe” - R—> f) (7.21)

7.6 Kvarkonium — [T~

Lad os forsgge at konstruere en model for henfald af et kvarkoniumsystern til et leptonpar,
m.a.0. for henfaldsbredden I'. (og I',). Vi kan tenke pa J/y-resonansen, men behand-
lingen er gyldig for alle nzesten urelativistiske kvarkoniumresonanser med J¢ = 1--.
Vi tanker os, at henfaldet sker pa den made, at kvarken og antikvarken inde i hadronen
annihilerer med hinanden under dannelse af et leptonpar. Vores strategi bliver derfor

felgende:
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|. Beregn tveersnittet for gg — [T1” svarende til, at ¢-svstemet danner en coloursinglet
med JF¢ =]~

o

Multiplicer resultatet med fluxen svarende til hyvppigheden al “kvarksammenstoed”
t hadronen. Resultatet er sa antallet al annjhilationer til ¥/~ or. tidsenhed. aitsa
netop .

Tvaersnittet for g — {71~ kan vi nzsten afleese af tvarsnittet for eTe™ — 1H{~ {5.99)
o?
olete” — p"',u,_) = —— %—

: (1+ - ,3232 ;1 (m? +m?)) (7.22)

Bortset fra, at vi skriver ¢7 | stedet for ete™ og 1™ i stedet for u* ™, skal vi blot huske.
{1) at kvarkens ladning er @ - € i stedet for e (dette giver en faktor Q i amplbtuden og en
faktor Q21 o), og (2) at vi betragter den superposition af kvark-antikvark, der svarer til
en coloursinglet:

% lg13,) + 19232} + 1ga75)]

For hver tilstand far vi en amplitude som den, der gav (5.99) uafhengigt af kvarkparrets
farve. Derfor kommer der en ekstra faktor /3 i amplituden. Altsd finder vi
3Q%*r p 1 -

il (1+§63,33+ﬁ m +m,)) (7.23)

coloursinglet s ﬂq

olqg — I*17)

Vi gnsker nu 2t anvende dette pa J/¢ for eksempel og betragte kvarkerne som urela-
tivistiske. Nar vi videre negligerer leptonmassen 1 forhold til kvarkoniummassen samt
satter
s = M? ~ (2m,)?
far vi 3Q2 . 2
a’r
1t 7.24

Dette er tveersnittet for upolariserede kvarker, dvs vi har summeret over 4 mulige
spinkonfigurationer af qg og derpa divideret resultatet med 4. Irnidlertid ved vi, at kun
triplet tilstanden kan bidrage til vores behandling af J7¢ = 1~ ~-resonanser. Sagt med
andre ord: Singlettilstanden véd vi vil give 0. Hvad vi har brug for i beregningen af [,

er
1

= 2
. T

spin af 1--
s3 fglgelig er tvzersnittet for g7 i en triplet tilstand (7.24) multipliceret med 4/3.

Endelig: For at beregne henfaldshyppigheden pr. tidsenhed ma vi multiplicere
tvaersnittet med fluxen af ¢g 1 sammenstpdet. Teatneden af kvarker er

[ (0)I°

hvor ¥(Z) er den urelativistiske bglgefunktion. Den relative hastighed af ¢ og 7 (urelati-
vistisk system) er 2 - §8,. Vi far derfor omsider

22
F(=167r a’Q

- lw(0)! (7.25)
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Vi skal senere vurdere [1(0)|%. men lad os forst bruge de eksperimentelle vardier for
[ il at se, hvad de aktuelle veerdier af [(0)|?/M? er.

For p° og w har vi ikke urelativistiske systemer, s3 det er noget tvivisomt hvor nyttigt
det er at anvende formlen. Alligevel giver en anvendelse gode resultater, sa vi forseger.
Dog ma vi huske, at vi vi ikke bar en simpel ¢g-tilstand, men (jlr. kap. 4)

|dd) - |uﬁ)) og |w)= ——I\/.E (idz} + [uﬁ))

Det virker derfor, som disse mesoner har effektiv ladning Q(p°) og Q(w) af sterrelsen
(tzenk pa amplituderne)

N I - N U L S N
Q(p)—ﬁlfg—gl—‘ﬁ 0g Q(w)—ﬁ(“§+§)——m

rp°)=%(

[ nedenstaende tabel har vi angivet I'; og ') /Q? for en raekke kvarkoniumtilstande med
Fre = [,

Table 7.1

Q? T.(keV) | T./Q (keV)
P11/ 6.8+0.3 3.6 + .6
w |1/18]060+0.22] 108+4
6 11/9 | 1.37+£.05 | 123+.5

Jib | 4/9 | 4.72£0.35 ] 106+ .8

T [1/9 1.34 £ .04 12.1 £.5

Vi ser, at der er en slaende overensstemmmelse med vardierne for FC/QQ. Dette er
et veesentligt argument for at tillegge b~kvarken en ladning pd —~1/3. Med vardien 2/3
ville vi have faet T./Q? = 3.0 keV/, som er en faktor 4 mindre end vardien for ¢ og J/y.

I tabellen har vi antaget “e-p-universalitet” : At I, = [,. Dette fglger af vores
teoretiske behandling og er i overensstemmelse med malingerne inden for usikkerheden
(omend forholdene for w og p° er komplicerede bl.a. af w-p-mixing).

7.7 Potentialmodellen for kvarkonium

Vi betragter nu en model for et potential mellem kvarkerne, ¢ og 3 i en kvarkoniumtil-
stand med kvarkmasser m, sa store (specielt i forhold til /\QCD), at en urelativistisk
potentialbehandling kan forsvares.

Vores diskussion vil stort set kun blive brugt pa charmonium, som er det system, der
historisk (i slutningen af ‘70’erne) kom til at spille en afggrende rolle for vores overbe-
visning om kvarkmodellens rigtighed. Men en helt tilsvarende analyse kan gennemfpres
for Tfamilien bestiende af bb. Det fremgir specielt heraf, at ét og samme potential



230 e* e -STOD

kan beskrive begge systemer. Dette er en bekrafielse af en al QCD teoriens vigtigste
forudsigelser: flavour-invarians af kvark-gluon-koblingen.

Det urelativistiske QCD-potential kan 1 princippet udledes, men som s@dvanlig har
vi vanskeligheder med pracise beregninger af andet end potentialets form ved sma af-
stande, hvor vi kan benytte perturbationsteori. [ de senere ar er der dog fremkommet ret
troveerdige beregninger al potentialets form ogsa ved store alstande pa basis al omfattende
numeriske undersageiser af QCD’s gitter-formulering. Disse resultater bekrzfter stort set
de mere modelafhangige gat, man har gjort. Vi vil her se pa den sakaldte Cornell-model
for potentialet (mere interessante QCD-inspirerede modeller findes, men det vi) her fore
for vidt at diskutere dem).

Idet » er afstanden mellern g og G, ansastter vi

V(r) =

_g asfr) + % + nulpupoktsenergi (7.26)

Dette potential er inspireret af QCD og feenomenologi pa flg. made:

For sma afstande er interkvarkkreefterne domineret af enkeltgluonudveksling med en
lille veerdi for den stzerke finstrukturkonstant a,. Vi har allerede set, at nar r — 0 venter
vi, at?
|

- log(rA)-! B

a(r)
] praksis behandler vi o, (r) som en effektiv konstant, hvis vardi er bestemt al de karak-
teristiske afstande, som er vaesentlige for balgefunktionen. Formen —«/r er den velkendte
Coulombs lov for tiltreekningen mellem modsat ladede partikler under udveksling af en
foton. I QCD giver enkeltgluonudveksling os en ekstra colourmatrix faktor

2 2

Kontraheres med coloursinglet bglgefunktionerne i begyndelses- og sluttilstanden
l PY 1
B

og summeres over alle gluoner a = 1,...,8, fas (jfr. (6.59))

6im

1 1 16 4
— 1 i Tr())) = — = =
43 E r(*A%) =15 =3
som er den ekstra faktor 3 i (7.26).
For store afstande venter vi, at potentialet skal vare approksimativt linezrt pga fore-
komsten af retlinjede Regge-trajektorier.
Energien af et to-kvarksystem med impulser p og —p i potentialet (7.26) er

2

14
= 4V
E=—+V(r)

2] (6.80) angav vi @, som funkticn af en typisk impulsoverfgrsel Q. Iflg. usikkerhedsrelationerne svarer
dette til en typisk afstapd r ~ Q~'.
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hvor m = {m, er den reducerede masse. Hvis kvarkerne i det vaesentlige er lokaliseret
inden for afstanden R, er impulsen af sterrelsesorden R™', og den laveste tilstand er s
den. hvor hvilken

d 1 ] )

02273 32'2m+v(r)] =" R3m-+V(R)>_ R3m + A2
eller
A? b
R = (;—) (7.27)

Vi ser, at jo tungere kvarkoniumtilstanden er, jo mindre en del af potentialet er relevant
for bplgefunktionen. I modellen (7.26) synes det, som sidste led er det dominerende for
charmonium, mens forste led er lige sa vigtigt for T.

Lad os fprst danne os et skon over energiniveauerne, nar {grste led i (7.26) negligeres,
og lad os straks generalisere behandlingen til et vilkarligt potenspotential, se fig.(7.15),

=]

by =55 =[5 =] (7.25)

hvor R er en karakteristisk afstand for separationen i charmonium. Vi bemzerker sa, at i

denne afstand har potentialet (7.28)

|
A?

Vi(r) = for r= R uathangigt al p

Endvidere har vi valgt nulpunktsenergien, sa V,(R) = 0 for alle p. Skant vi serligt
onsker at studere spektret for p = 1, er det interessant at se pa spektrets afhzengighed af
p. Schrédinger-ligningen kan nemlig ikke loses eksakt for p = 1, men for p = —1 kender
vi resultatet: Spektret er det sadvanlige Balmer-spektrum, der galder i et Coulomb-
potential. For p = +2 kender vi ogsa resultatet: Spektret er her niveauerne i en harmonisk
oscillator. Vi kan herefter vurdere spektret for p = +1 ved at interpolere mellem disse to
yderligheder. Hertil bemarkes, at V,(r) er analytisk i p. Specielt har vi for p — 0

d
XP=X+px — (XP)| =1+plogX
dp p

altsa

R r
V,,(r)—»;ﬁlog Z for p—0

[ fig.(7.16) viser vi spektret for p = —1, 41 og 2. For ! = 0 tilstandene har vi (pa nar
nuipunktsenergi)
1

E, « —— for p=—1
n

E, x +n for p=+2 (7.29)

1 fig.(7.16) har vi normeret og valgt nulpunktsenergien, sa de to laveste S-tilstande har
en energiforskel = M((36835)) — M (J/¥(3097)). 1 Coulomb-potentialet er som bekendt
[ > 0-tilstandene udartede med S-tilstandene (bortset fra, at de laveste mangler). [ det
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Vi er nu i stand til at vurdere storrelsen af balgefunktionen i 0 : 2:(0).
Lad os forst give et last overslag baseret pa usikkerhedsrelationerne. Vi forventer den

karaktenstiske afstand
R~ (A?/m)'7?
mellem kvarkerne (jfr. (7.27})). Antager vi [¥(Z)|* nogenlunde konstant i en kugle med

enne radius, enfor, rer vi integr |t ul 1, far vi
d dius, men 0 udenfor, og normerer vi integralet over [1|% uil 1, far vi

1 3 m

is( 2~ = — a—
RO = T3 T o A

(7.36)

Faktisk kan vi finde ;3(0){* eksakt for det linezre potential. Der geelder nemlig helt

generelt for en S-tilstand
m dV I m e em
T S mw .
hvor (%) er den kvantemekaniske middelvaerdi af V” i tilstanden, men for det lineare
potential fas sa trivieli det sidste lighedstegn (7.37). Bemerk den kvalitative overens-
stemmelse med (7.36).

Farste lighedstegn i (7.37) bevises ret let saledes: Vi indfgrer pa sedvanlig made den

radiale bglgefunktion

(O =

X(r) = Vi ry(r)
saledes at |x(r)|?dr = 4rridrl)(7)|? = sandsynligheden for, at afstanden ligger mellem r
og r + dr. Der galder sa
x(0) =0, x'(0) = Vi (0) (7.38)

og Schrédinger-ligningen for en stationer tilstand med energi E og anguleert moment
I=0(h = 1) lyder

1 P 3
= 5 X (1) + V(r)x(r) = Ex(r) (7.39)
Vi multiplicerer med x’(r) og integrerer over r fra 0 til co:
[T @ [-5sox OX )+ VXX @] = B [Taxtr) (1.40)
Integreres partielt og bruges x(0) = x(o0) = 0 = x'(o0) fas

X OX0) + [T dr [+5mx (IX(r) = VX ()X () = Vx|

2m 2m

= _E/:o dry'(v)x(7) (7.41)
Adderes dette til (7.40) fas (x(r) er reel)
5 (KO = [T dr(V () = (V')

som iflg. (7.38) er det pastaede (7.37).
Lad os nu bruge (7.37) i (7.25) og {3 en absolut forudsigelse for T, og ', safremt A er
kendt fra den foregdede analyse. Vi satter m = 1/4M og far sa

1

WA (7-42)

Iy(lkin.pot.) = 2a°Q?
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Vi kan ogsa valge, at bruge resultatet il endnu en bestemmelse afl 4 ud {ra data for [

Med o = 1/137. Q=2/3, M =3.1 GeV og ', = 4.7 keV’ giver dette for J/v
A=18GeV™! (7.43)

i zod overensstemmelse med den tidligere nzvnte overslag. Mere omhyggelige lasninger af
Schrodingerligningen giver noget bedre resultater, men det skal n&vnes. at der forekommer
ret betydelige gluon-korrektioner, som vi her ser bort fra.

Forfelger vi succesen og bruger (7.25) ti] al sammenligne ['; for J/w (3097) og $(3685).
far vi, idet |3(0)|? er uvaendret iflg. (7.37), for et linezrt potential

DiJ/0) [ Myess) 2=14
My '

T (1(3685))

mens den eksperimentelle verdi er 2.2 £0.2. Og dette forhold er ret uafhangigt af gluon-
korrektioner. Forklaringen pa afvigelsen ma soges i Coulomb-delen af potentialet, som vi
hidtil har negligeret. Det er ogsa forstaeligt, at denne Coulomb-del vil “suge” den laveste
S-tilstand lidt l&engere ind mod r = 0 (og altsi forege |¥(0){* ), end tilfzldet er med den
nzste S-tilstand (¥(3685)). 1fg. (7.37) vil (V') vare starst for den laveste S-tilstand.

Vi ser ogsa af (7.42), at det linezre potential tkke forklarer den omstzndighed, at
['1/Q? er uafhzengig af kvarkoniummassen (jfr. tabel 7.1). Tvaertimod giver det linezre
potential masseafhzngigheden

N/Q* o« M~ (7.44)

Vi kan hurtigt vurdere masseafhngigheden for et rent Coulomb-potential. Da |¥(0))?
bar dimension af (lengde)™ ~ (energi)*?, har vi

l‘b<0)l200ulomb X Ma

Coulomb-potentialet indeholder jo nemlig ingen dimensioneret parameter, sa den eneste
masse | problemet er kvarkoniummassen selv. Af{ (7.25) far vi sa for Coulomb-potentialet

I/Q* x M*! (7.45)

Vi ma sa tenke os kombinationen af bidrag fra det linezre, og Coulomb-potentialet
udbalancerer hinanden, sa I';/Q? er temmelig vafhzengig af M, men for virkeligt hgje
kvarkoniumsystemer vil vi fra (7.45) vente, at T',/Q? stiger igen. Det kunne vare meget
interessant at se om denne forventning ville blive bekrzftet i forbindelse med en eventuel
opdagelse af top-kvarken med en masse pa mere end 120 GeV sadan som det nu forventes.
Men med en sa stor masse vil top-kvarken faktisk at henfalde “lzge fgr”, den nar at danne
hadroner.

Lad os sluttelig sammenligne masseforskellen mellem niveauerne i forskellige kvarkoni-
umsystemer. Specielt vil vi interessere os for forholdet mellem massediflerencerne mellem
15 og 25 tilstandene:

M((3685)) — M(J/1) = 588 GeV og M(Y(10023)) — M(T(9460)) = 0.563 GeV

Lad os skrive Schrodinger-ligningen (7.39) for et potenspotential V(r) = ar?+ nul-
punktsenergi pa formen

5 Xor) + aXn() = Emn(?)
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hvor index m refererer til, at losningen athanger af massen.

Vi onsker nu at vise, at nar vi fastholder potentialet i overensstermmelse med QCD-
forventningerne, men varierer m kontinuert, vil lesningen y,, og egenvardien E,, have en
simpel m-afhangished. Mere pracist: Vi gnsker at vise, at for alle m er x,,(r) pa formen
{pa nar normering! Jfr. opgaverne)

Xm(r) = x(z)
hvor \ tkke afhzenger eksplicit af m, men hvor z = a,, - r 0g a,, har en m-afhangighed.
vi vil bestemme. [det vi skriver

o A v
V@)= Z3@) o Xalr) = Txn(r) = an¥()

r

ar vi
h 2

o 5 -
—2y"(z) + aa Pz x(z) = By x(x)
2m

eller

—X"(2) + 2maa; P 2% (z) = B - 2ma?x(2)

Da denne differentialligning for y(z) involverer en funktion, som ikke afhanger eksplicit
al m, ma koefficienterne ogsa veere vafhengige af m. Altsa

i -
2maal?"? uvathangig al m = o, x MmPT og

: - 2 = g
Ew-2m-a;? uafbengigal m= E,xm™ o’ cmPi ' =mir  (7.46)

For det linexre potential har vi p =1 og —p/p+ 2 = —1/3. Altsa forudsiger det, at

M(Y(10023)) — M(Y(9460)) _ ( M{J/) )"3 -
M(p(3685)) — M(J/¥) — \Mr(9460)) ~

men eksperimentelt er dette forhold = 0.563/0.588 =~ 0.96.
For et rent Coulomb-potential har vi —p/p+2 = +1, og forudsigelsen for ovennzevnte
forhold bliver

3.1

Vi ser igen, at den eksperimentelle veerdi ligger mellem forudsigelserne for p = | og
p = —1. Det er klart, at for et logaritmisk potential (p = 0, j{r. diskussionen efter (7.28))
bliver forholdet 1 i neer overensstemmelse med data. Dette betyder formentlig blot, at det
“rigtige” potential ligner et Jogaritmisk i det omrade af r-intervallet, hvor de relevante
bolgefunktioner er vasentligt forskelige fra 0.

7.8 Spinkomplikationer. C og P

Hidtil har vi set bort {ra kvarkernes spin. Lad os starte med at repetere kvantetallene i
kvarkoniom (jfr. diskussionen i kap. 4.3).

ldet S = 0 eller 1 betegner det totale kvarkspin, L = baneangulart moment og J =
totale impulsmoment, betegner vi en generel kvarkoniumtilstand ved symboler af formen

B+, ellee JFC
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Dog skriver viofte S, P, D, F,... 1 stedet for L =0,1,2,3,.... Deallerede nzevnte tilstande
er sa

J b : 38, med JPC =|—-
P(3685) : 3§ " JPC=)|--
»(3770) : 3D, > JPC=)-- -
-Y(E ) . :!Po) wo JPC g+ (7.47)
X1 B S
X2 . 3P2 » JPC - -2++
Generelt har vi
P=-(=) | C=(-)**° (7.48)

De eneste resonanser, der direkte kan produceres i e*e™-stgd, er dem med JPC = |-,
Dette kraver altsa L lige og S ulige. Da S = 0eller | og J = |L = S}, ma vi ogsa have
L <?2foratfadJ=1. Altsa kan vi kun studere tilstande af formen

35) ) le

direkte, men selv{plgelig kan vi have mange forskellige radielle excitationer.
Nedenstiende tabel angiver JFC for de laveste tilstande:

Table 7.2

]50 ‘Pl ‘DQ 35'1-1_3‘1);7 ‘jPl 3p2 3D] JD2 303
il (ot 1= (P 1 [ oFt [ 1= |2~ |3~

Tilstande med JP¢ # 17~ kan undertiden nis ved forst at producere en kvarkonium-
tilstand med 1™~ og derefter studere y-overgange. Eksempler herpi er

H(3685) —  xo X1 X2+ Y
V(3685) — 7.+~ (7.49)

hvor 7). er den laveste (07%,' Sp) tilstand.
[ (5.15) sa vi, at

-

EL_E BL4+B,ES-E, BS-B

Vi ser, at ¥(3685) — x + v kan foregd som en elektrisk dipolovergang, medens
¥(3683) — 71, + v kraever en magnetisk dipolovergang.

Den omstandighed, at s3 mange af disse tilstande er etablerede (ifr. (7.17)), ma i sig
selv betragtes som et helt slaende udtryk for, at vi har at ggre med et bundet system af
en fermion og en antifermion. At den simple potentialmodel endda fungerer og giver en
forste kvantitativ approksimation er bade opmuntrende og overraskende.

Massesplittet mellem triplet P-tilstandene kan nogenlunde forstas som en spin-bane-
koblingseffekt.

I lighed med vores behandling af hyperfinstrukturen i QCD (kap. 6.7) venter vi,
at singlettilstanden *So(n.) skal ligge lidt lavere end triplettilstanden 35,(J/%). Denne
allerlaveste charmoniumtilstand blev farst opdaget ved ca. 2.8 GeV med en uforstaeligt
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stor overgang fra J/w — 5. + 5. Senere eksperimenter tilbageviste disse resuliater. men
nu er tilstanden definitivt pavist med en {ornuftig hyvppighed | processerne

v(3683) — n.++ og Jjv o p 41

med en masse pa
min.y =2981.6 £ 1.6 Mel’

Resonansen v(3770). som er *>D;. blev forst overset men omsider opdaget uniddelbart

over charmtarskelen pa
2 x A//Do = 3729 MeV

[fig. vores behandling skulle en sadan D-tilstand ikke kunne produceres, da dens
kobling I'. til eTe™ er proportional med ,u(0)|*. som er =0 for | > 1. Imidlertid viser en
nzrmere behandling. at der kommer bidrag til [, vagtet med

d"

dvrn

x(0) x (p/M)"

hvor p er kvarkernes impuls, og A/ er resonansens masse. For urelativistiske systemer er
disse bidrag forsvindende {or store n. men {or D-bolger giver de dog et [. # 0. Endvidere
(og vigtigere) kan der forega en vis mixning mellem

35) = JD]

der begge har JPC = 17, Hverken (3685) eller ¥:(3770) er helt rene L-tilstande, og
et lille 3S)-bidrag i bglgefunktionen for ¥(3770) er nok til at forklare den observerede
kobling.

Til slut naevner vi, at en aldeles tilsvarende behandling er mulig for bottomonium-
systemet. Figur (7.18) viser den eksperimentelle situation. Igen er det stort set kun
iriplettilstandene, der har kunnet studeres. Vi ser det interessante nve forhold, at der nu
er hele tre S-tilstande, der ligger under tzrskelen for at kunne henfalde OZI-tilladt til
BB mesoner. Tilsvarende har vi si denne gang to szt af triplet P-tilstande, at studere.
Bottomonium-systemet kan fittes med samme QCD-lignende potential som charmonium-
systemet ) overensstemmelse med QCD’s forventninger. Den tungere vardi af bottom-
kvarkens masse bevirker, at bglgefunktionerne er falsomme over for detaljer i potentialet
tzettere pa r = 0, men det kan endnu ikke pastas, at den Coulomb-agtige facon for sma
r-vzrdier, er bekraftet. Hvis top-kvarken derimod bliver fundet om nogle ar med en
masse pa mere end 100 GeV, sadan som det nu forventes, sa vil et studium af topponium-
systemet kunne af- eller bekrzfte denne vigtige QCD-{orudsigelse.

7.9 Lgst og fast om Charmonium-henfald.

Fig.(7.17) viser de laveste charmonium-tilstande med forskellige henfaldsmader indtegnet.
Vi skal her ggre nogle fa kvalitative bemzaerkninger herom. Hovedindtrykket bliver.
at OZI-reglen fungerer forbleffende godt. Det er kun takket vare den, at de “normale”
hadronhenfald er tilstrazkkeligt undertrykt til, at vi kan studere de forholdsvis “eksotiske”
henfald, der er indtegnet.
Lad os begynde med de mest OZI-forbudte henfald. Som antydet i fig. (7.)9) (b)
foregir de med en tre-gluon-mellemtilstand.
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producerede y-tilstand (astlexgges. Det ses. at der er en tvevydighed i fastlaggelsen af
y-massen: Vi ved ikke straks. om processen er

0(3685) — x +y  eller  $(3685) — x + 7
x =ty X = /Y + (7.50)

Da imidlertid den sidst udsendte foton vil have en Doppler-udtveeret energifordeling.
kan tvetvdigheden elimineres med passende statistik.

7.10 e'e” — 2 kvark-jets

Maske kommer den mest direkte bekraeftelse pa kvarkernes eksistens, som vi kender i dag,
fra studiet af “jet—fysik”.

En hgjenergetisk kvark (eller gluon), som produceres i en eller anden proces, vil til-
syneladende i sit lorgeeves forsdg pa at gennemtrange vacuum “ionisere” dette og derved
frigore et storre eller mindre antal kvark-antikvarkpar, som slutter sig sammen i en “jet”
af hadroner. Summen af 4-impulserne af disse hadroner (jettens 4-impuls) kan vi sa bruge
som et mal for kvarkens 4-impuls.

Vi kan give yderligere et par intuitive ord med pa vejen: Hvad er en kvark og en gluon
overhovedet? De reprasenterer feltekscitationer i situationer hvor feltet anslas som ap-
proksimativt frit! dvs ved sa sma afstande (sa hgje impulsvardier) at asymptotisk frihed
kan bringes i anvendelse. Men efterhanden som disse nasten frie plane belger udbreder
sig, treeder lngere bglgelengder 1 funktion, og de vekselvirker kraftigere med de svrige
kvark- og gluonfelter. Denne selv-vekselvirkning forages mere og mere ved stgrre og storre
afstande og resulterer tilsidst 1 de uhyre komplicerede feltkonfigurationer, der svarer til
dannelsen af “et sprajtet”: en jet, af hadroner. Alle disse ord kan indti! videre ikke direkte
underbygges af detaljerede beregninger, da de vedrerer omrader af teorien hvor pertur-
bationsteori ikke kan bruges. I en lidt fjernere fremtid kan de formodes at blive delvist
retfeerdiggjort af computersimuleringer baseret pa gitterformuleringer af QCD. Indtil da
ma man i sine dataanalyser ty til mere eller mindre vellykkede model-gzt. Ydermere ma
vi forvente, at de producerede hadroner har 3-impulser, hvis retning er tzet pa retningen
af den oprindelige kvark. Vi vil nemlig vente, at i den udstrakning en eventuel 3-impuls
vinkelret pa denne retning forekommer, er dens stgrrelse begraenset af parameteren Agep
til nogle fa hundrede MeV (Fermi-impulsen af kvarken inden i hadronerne). I kap. 7.12
skal vi diskutere korrektioner til dette billede.

Fig.(7.20) viser en typisk 2-jet begivenhed ved /s = 91.57GeV, malt i ALEPH-
detektoren. Energien svarer til Z%massen, som igvrigt i denne forbindelse ikke spiller
anden rolle end at denne resonans voldsomt forgger antallet af de begivenheder, der kan
studeres. Man ser rekonstruktioner af sporene for de ladede partikler.

Det er umiddelbart klart, at man uden vanskelighed kan rekonstruere en hovedreining
af de 2 jets (se nedenfor), svarende til den retning kvark-antikvark parret ma formodes at
vare lgbet.

Med moderne detektorer er det som regel muligt ogsd at rekoustruere de neutrale
partiklers 3-impuls. De er pa figuren angivet ved forskellige signaler i kaorimetre. Det
viser sig da, at disse {alder sammen med jet-retningen til samme grad af ngjagtighed som
de ladede partiklers.
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En ofte anvendt metode til at bestemmme jettens retning anvender stdrrelsen thrusi
(andre metoder baseret pa “sphericity” og “spherocity” har ogsa vaeret brugt). Man
tenker sig samtlige 3-impulser af de udkommende hadroner afsat i et 3-dimensionalt
vektorrum. Gennem begyndelsespunktet tzenkes forst indlagt en vilkarlig plan med normal
n. Sa kan vi danne vektorsummerne P+ og P_ af dels alle 3— impulser, der peger til samme
side af planen som normalen 7, \PI.) dels summen af dem der peger til den anden side,
(P_). Deter klart, at P, = — P_, da der er impulsbevarelse i processen. Vha en computer
finder vi nu den plan, for hvilken |Pi 7| e maksimal. Det er ogsa klart, at si er Py og »
patallelle. Denne fzlles retning af P og n kaldes “thrust-retningen”, og den kan bruges
som erstatning for den ukendte retning af kvarkerne: Jet-aksen.

Som et ma | for, hvor “god” jetten er, indfgrer man verdien af thrust som

ﬁ mazx + i
T=| +( ) ni (7

- 51)
21‘&04 Ip=|

hvor Q, er mangden af partikler, hvis 3-impulser har positiv projektion pa thrust-
retningen.

Det er klart, at for en “perfekt” jet, hvor alle 3-impulser peger i samme retning, er
T = 1. For en isotrop impulsfordeling (helt u-jetagtig) er T = 3 (Dvelse).

Et mere direkte mal for jettens “kvalitet” fas ved at sammenligne (p;) og (pL). Her

skriver vi for hver hadron dens 3-impuls som

pP= i+ PL
hvor 7y peger langs jetaksen, mens py er vinkelret derpa. Middelvardien tages dels over

hadronerne i Un begivenhed, dels over mange begivenheder. Nar p; vokser fra 3 til 15
GeV, findes (p.) at holde sig nasten konstant, men langsomt at vokse i intervallet

(pL) ~ 220 — 330 MeV (7.52)

Vi kan nogenlunde forsta denne vardi som f{glger: Vardien af kvarkernes 3-impuls
i hadroner (m-mesoner, K-mesoner etc.) er af stgrrelsesordenen (7.52). Booster vi en
hadron langs jet-aksen, bliver py selviglgelig stgrre, men p, for kvarkerne bevarer samme
stgrrelse som i hvilesystemet (jfr. formen af en Lorentz-transformation). Nu reprasenterer
(7.52) ikke direkte kvarkernes bevasgelse i hadronerne, men hadronernes p, i forhold til
den oprindelige kvark-retning. De to har dog tyde]igvis noget med hinanden at ggre.

(7.21) viser middelantallet af ladede hadroner i e*e™-kollisioner som funktion af ener-
gien. Denne stgrrelse formodes at veere proportional med middelvzerdien af antallet af alle
hadroner, multipliciteten (n). Tidligere forventninger om, at (n) skulle vokse logaritmisk
med W synes i nogen grad at vare gjort til skamme (jfr. afsn. 7.11 og 7.12). De ville
svare til at data skulle gruppere sig om en ret linje i et diagram hvor energi-aksen er
logaritmisk.

Vi har nu set, hvorledes jet-f2nomenet tillader os at rekonstruere kvarkernes impuls i
processen

ete” = qg

skgnt vi ikke detekterer kvarkerne selv men kun deres hadronfragmenter. Situationen
kan minde lidt om den made, en neutral hadron detekteres pa. Den ioniserer ikke en
gas eller en vaske, s dens spor direkte kan iagttages. Dens energi kan dog males i et
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hvor vi om sluttilstanden blot specificerer, at den indeholder hadronen A plus hvad som
helst andet (X). Det invariante faserumselement for A er (pa nzr konstanter):

d’py,
En

hvilket forer os til at studere tvarsnittet

do
" &

Vi skriver nu &®ps = dQyp}dps. Videre tzznker vi pa en e*e™-proces med den totale energi
V5. Energien af den kvark, som h er et fragment af, er s& 1\/5, og hvis vi negligerer masser

og satter
[

Eh=l'§\/§

har vi sa

do 4
d - do (7.55)

" Bpr T s z dzdQ)
hvor vi kan bruge dQ0 = kvarkens rumvinkel i stedet for hadronens rumvinkel, hvis hadro-

nen ligger paent 1 kvarkens jet.
Vi ansztter nu®

1
z

do(ete™ = h+ X)
dzdQ

_ do(ete™ — q7) A
= ; o) X Dq(z)

eller, integreret over dQQ,

do(ete™ = h + X) _ _
— = S ole*e” = q@)Di(2)

1

Nu er o(ete™ — qq) proportional med 1/s. Modellen forudsiger derfor, at storrelsen

s-% (ete” - h+ X)
vil “scale”, dvs vzere uafhzngig af s: Kun have en z-afthzngighed, som kan bruges til
bestemmelse af fragmenteringsfunktionerne - hvis der altsa er scaling.
[ fig.(7.23) er denne storrelse vist for A = ¥, K* K° + F’O,pﬁ (dvs summen over de
2 er taget hver gang). [ stedet for z er skrevet z. m-mesonens hastighed, 8 = 1, i vores
approksimation. Det ses, at scaling fungerer godt ved de viste energier.
Det ses, at

7 + o 4 7 ’|’+ = -
D? + D? < DX* + DX™ ~ Df" + D} < D] + D] (7.56)

Man kan vise, at multipliciteten (n) forventes at vokse logaritmisk med energien 1 de
simpleste fragmenteringsmodeller. For at se pointen kan vi ngjes med at tage hensyn til
Un slags hadron. Lad os kalde den gennemsnitlige vardi af z, som en hadron udsendes

3g—indeksel lgber over save) kvarker som antikvarker.



712 ce¢te” = NVARK-JET + ANTINVARN-JET + GLUON-JET 243

med. for {z). Eiter at have udsendt én hadron vil en kvark med energien £ i middel
have energien

Ei=E~{:E=1[={5E
og elter udsendelsen af 2 hadroner er dens energi i middel
Ex=(1 =0 NE =1 =()PE osv.
Hadronernes energi er hhv
(E . (2B = (=)(1 - (z))E  osv.

Denne proces kan hojst blive ved. sa lznge hadronens energi er storre end dens masse.
Nar det gennemsnitlige antal hadroner (n) er udsendt. er kvarkens energi sammenlignelig
med hadronmassen m:

m ~ Ewy = (1 = ()"E

hvoraf

-~
ot
-~1I
~

(n) ~ log(E/m)/log() = (=)™ (7.
der viser, at (n) vokser logaritmisk med energien.
Fig.(7.21) viser, at dette passer nogenlunde med data ved jkke for hoje energier. Af-
vigelsen skal vi komme tilbage til i nzste afsnit.

7.12 eYe” — kvarkjet + antikvarkjet 4+ gluonjet

En af QCD-teoriens mest igjnefaldende forudsigelser er eksistensen af gluoner pa niveau
med eksistensen a{ kvarker. Da gluonerne ikke har elektrisk ladning, er de mindre oplagte
at producere end kvarker. I de senere ar er de blevet studeret som jets, fx i proton-
protonstad ved meget hgje energier. hvor en kvark i den ene proton spredes mod en kvark
eller gluon i den anden.

Her skal vi studere muligheden for at se gluonjets i eTe -sted. Til laveste orden i o,
er Feynman-diagrammerne vist i fig.(7.24).

Ved hgjere energier kan produktiionene ogsi finde sted via Z°resonansen i stedet for
fotonen, men dette zndrer for s3 vidt ikke prinicipielt pd pointen. Vi kan naturligvis
ikke detektere kvarkerne og gluonerne direkte, men vi kan forestille os, at de giver an-
ledning til 3 jets, som kan detekteres, og hvis energi kan bestemmes. Vi betragter derfor
tvaersnittet for e¥e™ — ¢gg beregnet vha fig.(7.24) af Fevnman-reglerne som en model for
det tilhorende 3-jet tvaersnit.

Lad kvark, antikvark og gluon have 4-impulser

p: = (Eq,Pq) p; = (E&ﬁi) og P: = (Eg, py) (7.58)
Vi negligerer kvarkmasserne (gluonen er masselds). Da eksperimentet udferes i ete™-
svstemets tyngdepunkisystem, er

Pyt pPs+py = 0

sé de 3 jets ligger i en plan. Idet /s er den totale energi, og /s den energi, ¢ og g ville
have haft, hvis der ikke var udsendt en gluon, definerer vi
E E; E
1\}- s I7 lq og Io=17g-
2V 2V 2VS

(7.59)

I, =






























7.12 e*e~ — KVARK-JET + ANTIKVARK-JET + GLUON-JET

Figur 7.20: Typisk 2-jet begivenhed i CERN's ALEPH-detektor ved LEP.
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c o
Figur 8.2: Lavenergetisk 4-fermion vekselvirkning.

Lznge inden fremkornsten af sadanne teorier var det kendt. at man i en eller anden
effektiv forstand kunne beskrive de svage vekselvirkninger ved en 4-fermion vekselvirkning
svarende til fig.(8.1) eller fig.(8.2) af formen

G
V2
hvor h.c. star for hermitesk konjugeret, og hvor J“ er den sakaldte svage strégm, medens
G - den sakaldte Fermi-konstant - har stgrrelsen

Hy = —= JIJ4) L hee, (8.16)

G = 1.1664 107°GeV~?
o l.0><10"‘:‘r'rz;2 (8.17)

hvor den sidste form er bekvem at huske. Tilstedevarelsen af den hermitesk konjugerede
del er dels en folge af gaugeteorierne dels nedvendigt for overensstemmelse med eksperi-
menterne. 2

Forekomsten af en koblingskonstant (G) med dimensionen (energi)~? gjorde, at teorien
ikke kunne renormeres, men salznge man blot anvendte den til at beregne amplituder i
laveste orden, stemte resultaterne meget fint med eksperimenterne.

[ dag ser vi forekomsten af dimensionen (energi)™? som et udtrvk for propagatoren
i (8.15). 1 Standardmodellen, er gauge-koblingskonstanten g? af samme stprrelse som
finstrukturkonstanten o ~ 1/137, idet denne teori (delvist) forener de svage og de elek-
tromagnetiske vekselvirkninger. Ved at sammenligne (8.15) (med {t| < M?) med (8.16)
og (8.17) finder vi sa

M? ~ % ~ 10 GeV? (8.18)

1 denne delteori af Standardmodellen ~ Glashow-Weinberg-Salam-modellen (Nobelprisen
1979) - findes bade to ladede (W*) og en neutral (Z°) vektormeson. Deres masser er nu
malt til

m(W*) =806 %04 GeV og m(2° =91.18 £ 0.02 GeV
Disse vardier er som vi skal se i smukkeste overensstemmelse med teoriens forudsigelser,

efter at en bestemt parameter (Weinberg-vinklen, se senere) var blevet malt ) neutrino-
eksperimenter.

?Hvis koblingskonstanterne desuden er reelle, betyder det, at vekselvirkningen er time-reversal in-
variant. Vi skal i dette kursus ikke behandle de fa kendte meget svage brud herpa. 1 gaugeteon-
modellemne har disse en forholdsvis naturlig beskrivelse, men kun hvis der (som observeret) er mindst tre
fermiongenerationer.
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I begyndelsen af dette kapitel vil vi stort set basere os pa formen (8.16), idet vi dog
senere skal se, hvilke pracise forudsigelser angaende formen af J¥| der folger af ovennasvnte
model, og til hvilken grad disse forudsigelser er blevet eftervist. | nzste kapitel skal vi
nermere sc pa teoriens ideer orn hentald og produktion af W og Z partiklerne.

Vi skal nu studere konsekvenserne af (8.16). Farst opdeler vi J* | en leptondel og en
hadrondel

J¥ = J*(lepton) + J¥(hadron) (8.19)

Her skal vi {orst studere leptondelen, men siden skal vi se, at hadrondelen har en meget
lignende form, huis den udtrykkes i termer af kvark{elter.

For hver del i (8.19) opdeler vi videre i CC og NC (engelsk: Charged Current og
Neutral Current) svarende til en kobling til W= (CC) eller Z° (NC). Her vil vi forst
koncentrere os om J4~(lept.), som har den simpleste form.

Som enhver anden gaugestrom venter vi,> at den skal have formen

Jécllept.) = 1y (z)y*lx(x)
hvor I(z) og lz(x) er to leptonfelter. Helt pracist vil vi tage

Jec(lept.) =2 >~ v(a)yvir(x) (8.20)

1=e,. .7

Her har vi antaget (i overensstemmelse med hvad der synes at gelde eksperimentelt),
at hver lepton (e, g, 7,...) er ledsaget al sin egen neutrino, og at der ikke findes overgange,
der [orvandler fx en elektiron til en p-neutrino. Endvidere optrader i (8.20) kun det
vensirehandede neutrinofelt vy (z) = é(] — ys)v(z).

For i = e finder vi

2¢, 4 ver)t = (@71 - ‘;'s)Vc]' (‘7’; =)
= UL =97 7 e = vl (1 — s 0%
= To(l+%5)17" Yove = Te(l + %)%
Ty (1 = ys) e (8-21)

i\

Altsz har vi
JhcQlept.) = B 7*(1 = ys)ve + 0,7 (1 = vs)vu + B, 7*(1 = y5)vs
Jec(lept.)! = Ty (1 = ys)ve + v (1 = vs)hu + Zey(1 = )9y (822)

(4 evt. andre ukendte leptonbidrag.) Lad os studere, hvorledes denne strpm transformerer
under P og C. For et generelt Fermi-felt gaelder

C‘d)c—l = CJT og ij)(f‘t)’/p' = 7o¢’(_5st) (823)

For det venstrehandede neutrinofelt galder sa

Pu(Z,0)P! = P %(1—ws)u(f,t)]P*=%(1—75)%(5,1)13‘

= %(1 — ) vov(=2Z,t) =70 [%(l + 75)"(—5vt)]

= yovr(—Z,1) (8.24)

3Jfr. koblingen af fotonsr til elektroner eller gluoper il kvarker.
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Figur 8.3: Fevaman-diagram for p~-henfald.

Altsi: Under paritetsoperationen gar det venstrehandede neutrinofelt over i et hajrehandet
felt. som ikke forekommer i J¥. Heraf folger, at de svage vekselvirkninger (i vores model)
ikke er paritetsinvariante.

Under ladningskonjugering har vi tilsvarende

CyC~'=¢C [%(1 - “15)1/] ¢! = %(l - y)CvC! =

-~

(1 ~ ~5)CT7

| —

Nu er Cvs = vsC (brug (3.125)),(3.79) og (3.39))); tilsvarende er (45)7 = ~s. Altsa har

Vi

’
CnC'=C [%F(l ~ 75)} = C(vr)”

hvor Up = %D(l —~~s), medens vy = %T/‘{l + vs). Igen ser vi. al C producerer et felt. der
ikke forekommer i J#: De svage vekselvirkninger er ikke invariante under C.
Kombinerer vi imidlertid P og C, far vi

¢ [Pu(z,0)P!|Ct = 7°%(,1 + 45 )Cu(~3, 6)C™ (8.25)
|
= 70-2-(1 +45)CTT (- £,1) = 4°C [pu(-Z.1))" (8.26)

Herefter er behandlingen analog til vores behandling af P og C for den elektromagnetiske

stram:
cP

P (Z, 074} = ys)e(F,£) = —Te(=F, 1)7u(1 = v5 ) (T, 1) (8.27)
som er et led 1 Joc (lept.)! taget i (—Z,t). Heraf {alger, at i hvert fald for leptondelen er
de svage vekselvirkninger invariante under den sammensatte transformation PC.

[ det folgende skal vj studere konsekvenser af formen (8.22) og se, at den giver en
beskrivelse, som modsvares al eksperimenter.

8.3 pu-henfald

Denne rent leptoniske proces kan vi nu behandle. Feynman-diagrammet er vist i fig.(8.3).
Nar p-tal, e-tal og ladning skal bevares, er der ikke andre mulige diagrammer i laveste
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Figur 8.4: Myonhenfald med maksimal elekironenergi.

(i1) Energifordelingen (8.40) af elektronen findes at vare i noje overensstemmelse med
data. Forseger vi at tillade andre led i den ladede leptonstrem. {x led med
hojrehandede neutrinoer og venstrehandede antineutrinoer. findes ved er tilsvarende
regning at de giver en anden energifordeling. Formen (8.40) tester bade. at neutrin-
omassen er tat pa nul, og at paritetsbruddet er maksimalt: Kun venstrehandede
neutrinoer forekommer.

(ni) Af (8.40) ses, at den maksimale sandsynlighed for elektronens energi forekommer.
nar energien er maksimal. se fig.(8.4). De sma pile angiver heliciteterne. Vi har set.
at formen

vV (1 = ys)ve = ¥ (1 + )y ve

bade svarede til produktion af venstrehandede elektronneutrinoer (hejrehandede
antineutrinoer) og til produktion af venstrehindede elektroner (hojrehandede po-
sitroner) i graeensen m, ~ 0 (jfr. afsn. 3.1). Dette har kunnet eftervises eksperi-
mentelt: Elektronernei ug= — ¢~ + U, + v, er “altid” venstrehandede, positronerne
iut — et + v, + 7, er “altid” hgjrehdndede. Bemark, at hvis p-stremmen sva-
rede til produktion af hejrehadndede neutrinoer (af u-slagsen), vil pilen ved v, blive
vendt i (8.4). Det totale spin er sa 3/2 i impulsernes retning, og denne kinematiske
konfiguration ville vare forbudt, da spinnet af p~ er 3.

Vi ser ogsa af (8.4), at elektroner fortrinsvis udsendes modsat spinretningen af u~,
Dette klare brud pa paritetsinvarians er ligeledes bekreeftet eksperimentelt.

8.4 Den ladede hadronstrgm

Vi har tidligere antydet eksistensen af en forbindelse mellem leptondubletter og kvarkdu-

)0 ()] (5)-() e

Denne forbindelse baserer sig pa forhold vedrgrende de svage vekselvirkninger. De
bedst kendte overgange svarer til 5-henfaldet af en d-kvark

d—u+e +7. (8.44)

som det ses fx i neutronhenfald fig. (8.5) og i 7*-henfald, fig. (8.6) og fig. (8.7).
Imidlertid forekommer ogsO 3-henfald af en s-kvark til en u-kvark

e” + 7,

s—+u+{#_+_ﬁﬂ (8.45)
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som det ses fx i A-henfald, fig. (8.8) og 1 A*-hepfald. fig. (8.9).

Som vi snart skal se, loregar d-henfaldet med omtrent samme styrke som p-henfaldet.
medens s-henfaldet er noget svagere.

Vi vil her straks rabe den gaengse opfattelse af, hvad der foregar, og sa efterhanden se
denne bekrefter ved sammenligning med data.

Den gengse oplattelser (som er helt nédvendig for at kunne formulere en gauge-teori.
se afsn. 8.9) gar ud pa, at den ladede, svage kvarkstrgm har helt samme form som den
ladede, svage leptonstrgm, samt at den kobler med przcist samme styrke. For at denne
opfattelse (universalitet, eller Cabibbo-universalitet) kan vare forenelig med forholdene
vedrorende d- og s-henfald, ma vi antage, at de “naturlige” felter ¥4, og ¥;,, som indgar
i beskrivelsen af de svage vekselvirkninger, ikke er helt de samme som de felter, der i de
starke vekselvirkninger svnes mest naturlige: ¥4 og ¥,. Derimod gxlder, at det ene sat
er lidt roteret i forhold til det andet:

',f’dc = cosf¢ ¥y +sinde v,
Ys, = —sinb¢ g+ cosbc ¥, (8.46)

Da alle flavours kobler ens ti) gluoner, er QCD-Lagrange—funktionen lige sa simpel
skrevet j felterne 4, og ¢, som skrevet i felterne 147 og 3, - 1 hvert fald bortset fra
masseleddet. Dette sidste er kun diagonalt 1 ¥4 og ¥, ikke i ¥4, 08 ¥,,. Der er i dag en
tendens til at opfatte felterne Y4, og ¥, som de “mest naturlige” og sa sige, at ¥y og ¥,
er den linearkombination heraf, sorn diagonaliserer masseleddet.

Forste linje i (8.46) er essensen af Cabibbos teori for de svage vekselvirkninger fra
omkr. 1963. Anden linje blev tilfgjet af Glashow, Nliopoulos and Maiani i 1970 og var
basis for deres teori om eksistensen af en charmkvark. Vi skal komme tilbage hertil i afsn.
8.7.

Det er klart, at formalismen nu kan udvides yderligere ved at tage hensyn til en

i ‘. . i
eventuel b dubiet, men vi vil se bort herfra i dette kursus.

Vi postulerer altsa nu, at i termer af kvarkfelter har den svage, ladningsendrende
strgm felgende simple udseende for hadroner

J:L(hadr) — Edﬂp(l - YS)JJ\: +: J;c‘}'“(l - '75)¢’c (847’

hvortil kommer den hermitesk konjugerede strgm.

8.5 w*-henfald og K*-henfald

Behandlingen af 7= =y~ +7, (77 -5 pt +y,)ogaln” - e +0. (7t — et +u,)
forlaber pa samme made. Eksperimentelt er forgreningsforholdet for # — p-henfald meget
teet pa 100%, medens m — e-henfaldet kun foregar med et forgreningsforhold pa

B(m —e)=(1.22£0.01) x 107" (8.48)

Forklaringen herpa skal vi straks se.
Lad os betragte 7 — u-henfaldet. Hvis U- og d-kvarkerne i 7~ var frie, ville vi urniddel-
bart kunne nedskrive matrikselementet for overgangen vha (8.47) og (8.46) som (pa neer
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Figure 8.10: Helicitetsforhold ved = — ¢~7,-heniald.

Udtrvkket for = — e-henfald har helt samme form. For forgreningsforholdet far vi

der{or , . _—
Il:(( =4 (i) (___.‘-mg - ’";’) = 1.28 x 107" (8.53)
T—pu)  \m,/ \(m}-m])

i god overensstemmelse med det eksperimentelle resultat (8.48). Den beskedne afvigelse
tilskrives hojere ordens korrektioner.

Dette er en interessant test af udtrvkket for leptonstrommen. som vi kvalitativt kan
forstd (fig. (3.10)).
Da spinnet af 7-mesonen er 0. ma impulsmomentet langs den falles flugtlinje af 7. og
€ ) w-mesonens hvilesystem vare 0. Men 7, har altid helicitet +21: derfor ma ogsa
heliciteten af ¢~ vare +%. Imidlertid har vi set i afsn. 8.1, at (1 = 55) projektionen pa
neutrinoen ogsa virker pa elekironfeltet. sa relativistiske elekironer fortrinsvis ogsa bliver
venstrehandede: Har helicitet = —%. Konfigurationen. fig. (8.10). er altsd “forbudt” i
den approksimation, hvor m, = 0. Korrektionen er ifig. afsn. 8.1 af storrelsen m./m. ~
m,/m, i matrikselementet. Heraf falger kvalitativt, at forgreningsforholdet er sa lille som
1 (8.33). For m — y-henfald er argumentet ikke effektivi, da u-massen er nasten lige sa
stor som 7-massen, saledes at p-leptonen er urelativistisk.

K — pu- og K — ¢-henfaid kan vi behandle pa fuldstzndig samme made. Sammenligner
vi figurerne (8.6), (8.7) og (8.9) eller bruger vi (8.46), ser vi, al det er rimeligt at indfere en
K -henfaldskonstant fg, saledes at f, cos O¢ erstaties med [x sin f¢. Forgreningsforholdet
bliver dog unafhaengigt af denne henfaldskonstant:

_ 2 2 2\ 2 )
L(_K_c_)= (."l’_) (M) =257 %103

'K —u) m, mpy — m}

i overensstemmelse med det eksperimentelle resultat pa 2.4 x 10™° £ 0.1 x 107*. Videre

finder vi 2 . 2
M — /_/\ 2, ™k |1 —m,/my )
T(r—p) (f") tg°0c e | 1l (8.34)

Det er nu nzerliggende at forsgge at sztte fi ~ f,, da vi venter, at u3-bolgefunktionen
ien K* er nzsten den samme som ud-bslgefunktionen i en 7+ (SU(3)-flavour-symmetri).

e 0.635
1.237 x 10-8sek

1
= 2.603 x 10-2sek

D(K - p) =
0g

P(x — p)

far vi heraf
tg 8c =0.28 eller sinfe =0.27












8.8 LOST OG FAST OM CHARMPARTIKLER
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Figur 8.13: Fevnman-diagram for 5® = p*u~ under udveksling af c-kvark.

Lgst og fast om charmpartikler

Det anbefales lzeseren at fglge med i PDG tabeilerne over partikler med charm-kvarker
under den felgende diskussion.

()

(ii)

(it3)

(iv)

Massen af partikler med charm kan forstas i forbavsende detalje ved at tildele c. s
og (u.d)-kvarkerne karakteristiske bidrag (jfr. tabel 4.1).

Charm produceres mest effektivt i e*e~-eksperimenter ved en energi svarende til
en resonanstop (charmoniumresonans) over charmtzrsklen. Resonansen, ¥(3770).
umiddelbart over tazrsklen er af szrlig interesse. idet henfaldet stort set kun er til
D°D° eller D*D~. Disse kan herved studeres. At charm iszr produceres gennem
en charmoniumresonans er i overensstemmelse med, hvad vj venter efter OZI-reglen.

Levetiden af charmpartikler kan vi vurdere ved at behandle ¢ — s-henfaldet analogt
til - — v;-henfaldet, idet vi antager, at de @vrige kvarker spiller en relativt passiv
rolle i charmhenfaldet. Approksimationen cos? 8- = ) (jfr. (8.33) og (8.46)) forer
sa som i (8.60) til

| 5
™=, (E) ~ 3107 sek (8.62)

mp

Emulsionseksperimenter har givet vardierne

ps = 10.6 £0.3 x 107%s
o = 4.2%0.1x107"s (8.63)

Afvigelsen (som er beskeden i betragtning af at vi bar med et relativt indviklet
hadronsystem at gore) tilskrives gluon- og andre korrektioner.

Den omstzndighed, at de observerede partikler overhovedet har henfaid til kanaler
med leptoner, viser, at detr mé vare tale om partikler, som er stabile over for stzerke
henfald.
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8.9 Glashow-Salam-Weinberg-modellen

Den direkte 4-fermionvekselvirkning (8.16) kan ikke betragtes som en tilfredsstillende teori
(oc de svage vekselvirkninger. Den involverer nemlig en koblingskonstant (G) med negativ
dimension. og som tidligere (remhavet betyder dette, at teorien ikke er renormerbar.

Gennem 50°erne og 60’erne blev der gjori en lang rzkke forség pa at konstruerer
{aznomenologisk tilfredsstillende renormerbare teorier for de svage vekselvirkninger. Om-
kring 1970 skete et gennembrud, idet 't Hooft var i stand til at vise, at en klasse al
gaugeteorier med sakaldt spontant symmetribrud var renormerbare. Gaugeteorier uden
symmetribrud er utilfredsstillende, idet de lader de svage vekselvirkninger forega under
udveksling af gaugebosoner analoge til fotonen og gluonerne, og de er, som vi har set,
masselose. Dette er i skarp modstrid med strem x stremformen (8.16), der svarer til
udveksling af et uendeligt tungt objekt og som beskriver eksperimenter vedrorende svage
vekselvirkninger ved lave energier.

Omkring midten af 60’erne blev man opmarksom pa, at hvis man i en gaugeteori
indforte en kobling til et skalarfelt (Higgs-felt), sa var der mulighed for, at den laveste ener-
gitilstand (vacuumtilstanden) for passende parametervalg kunne blive tkke-gaugeinvariant,
pa trods af at Lagrangefunktionen er fuldt gaugeinvariant. [ en sadan situation vil nogle
(men ikke alle) af de oprindelige gaugebosoner opfore sig, som om de havde en masse.

Ved hjzlp af denne Higgs-mekanisme kan man forsyne partikler med en dynamisk
masse, som udelukkende er et resultat af, at vacuumtilstanden bryder gaugeinvarians.
Lagrangefunktionen er stadig gaugeinvariant, og 't Hooft kunne vise, at dette var nok til
al bevare teoriens renotmerbarhed.

Allerede i 1961 havde Glashow foreslaet den SU(2) ® U(l)-gaugemodel for svage og
elekiromagnetiske vekselvirkninger, som vi snart skal formulere, men han manglede Higgs-
mekanismen, og hans arbejde vakte ikke stgrre opmarksomhed. Det blev Weinberg og
Salam, der gjorde opmarksom pa nytten af denne, og i 1967 nedskrev Weinberg den {ulde
teori. Han kunne imidlertid ikke vise dens renotmerbarhed, og forst efter 't Hoofts arbejde
fik modellen sit gennembrud.

Ved lave energier (dvs mindre end Z%-massen pa ca. 90 GeV) er den mest sliende
forudsigelse af teorien, som er blevet bekraftet, eksistensen af neuirale stromme med helt
specificerede egenskaber. Hidtil har vi kun studeret svage vekselvirkninger formidlet af
ladede strgmme, som vi bar betegnet med W=, men i SU(2) @ U(1)-teorien findes svage
overgange svarende til udveksling af en tung neutral boson kaldet Z°. Sadanne stremme
blev i 1973 observeret i Gargamelle boblekammeret i CERN 1 reaktioner afl typen

v, + kerne — v, + hadroner (8.66)
en proces, der adskiller sig fra den “normale” ladede proces
v, + kerne — 4~ + hadroner (8.67)

ved tkke at indeholde en ladet lepton (u#7) i sluttilstanden. Neutrinoen i sluttilstanden )
(8.66) kan naturligvis ikke identificeres, men manglen pa en g~ sammen med en hadron-
shower er et tydeligt signal.

SU(2) ® U(1)-teorien giver en lang rekke detaljerede (orudsigelser om strukturen af
disse neutrale strgrame, og disse forudsigelser er s godt som alle blevet eksperimentelt
efterpravet (jfr. Nobelprisen i {ysik for 1979 til Glashow, Salam og Weinberg).
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koblingskontant for en simpel gruppe (kap. 6.4). Gruppen S[7(2) @ U{1) er ikke simpel.
derfor de to koblingskonstanter.

Vi vil nu postulere, hvorledes de forskellige fermionfelter skal fransformere.

Vi betragter leptonparret (v, e ) og kvarkparret (u,d.). Andre lepton- og kvarkpar be-
handles identisk hermed, SU(2)2L°(1)- generatorerne antages at kommutere med SU(3).-
colour generatorerne.

Forst postulerer vi, at ladningsoperatoren Q er reprasenteret ved

!
Q=T3+§Y (8.74)

i enhver reprasentation.
Dernast dekomponerer vi alle fermionfeiter ¥ 1 deres venstre- og hejrehandede kom-
ponenter

| 1 ==
=YL+ ¥r= 3(1 -+ 5“ + 1) (8.73)

Det ejendommeligste traek ved teorien er, al vi valger at lade ¢y og vgr transformere
forskelligt under gruppen. Maske er denne fremgangsmade ikke s merkelig endda. Vi
har set, at for masselpse partikler er cer ingen egentlig PoincarlU-transformation, der
forbinder hajre og venstrehandede tilstande, og i svage vekselvirkninger er der heller ingen
paritetsinvarians, der kan komme til hjzlp ()fr. afsn. 2.8).

Reglen er nu folgende:
alle hoyrehandede feller transformerer som SU(2)-singletter;
alle venstrehdandede felter transformerer som SU(2)-dubletter.

Bade
v, u -
( = )L og (dc )L (8.76)

har saledes svagt isospin [/ = { og I3 =%}
Ved hjxlp heraf og (8.74) kan vi nu angive alle kvantetal for disse fermioner:

Tabel 8.2
et 7 | I | @ [Y=2(Q-1)
va | 0 | O 0 0
lp | O 0 -1 -2
ug | 0 0 2/3 4/3
dn | 0| 0 [-1/3 - 2/3
ve [1/2]1/2] 0 -1
Iol1y2]-172] -1 1
w, (172 12| 23 /3
dy |1/2]-1/2]-1/3 1/3

Lad

du.—(% )L

vare en venstrehindet dublet (leptoner eller kvarker). Sz er dens vekselvirkning med
gaugebosonerne A, og B, efter (8.69), (8.70) og (8.71) givet ved

= I i 7
9¢L§~$¢L+g —z’iw,,wu (8.77)
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Vi betragler et bestemt kvark- eller leptonfelt v, der kan veere hejre- eller venst-
rehandet, men som har egenvaerdien [, og %}" og altsa ladning Q) = /3 + %)

Al (8.77) og (8.78) finder vi for vekselvirkningen af dette med de ikke-ladningsandrende
gaugebosoner A® og B, :

gl Ay + 9 (Q - L) B (8.83)

Vi indferer nu en ny notation, hvis betydning snart vil fremga. Forst definerer vi
Weinberg-vinklen 8y ved

]

: —r (8.84)

cosby = ——= , sinfy =
‘/gl_,_gli 192+gl7

Dernzest definerer vi falgende linearkombinationer af A} og B, :

cO
(&4}
_

72, =sinbwB, — cos GwAi ; A, = cosbwB, + sin 6WA2 (8.

eller
A =sindwA, —~cosbwZ, ; B,=cosbwA,+sinbwZ,

Nar disse udtryk indsattes 1 (8.83), far vi, ved at bruge (8.84)

gsinbw Q% A + ———(Qsin’ b — L)% F (3.56)
cos By

Dette udtryk frister os til at identificere A,-feltet (8.85) med det sedvanlige elekiro-
magneliske fotonfelt! Der er to grunde hertil: For det fgrste er koblingen proportional med
partiklens elektriske ladning, og for det andet har vi (derfor) ngjagtig samme kobling (or
hgjrehandede som for venstrehandede felter. Betragter vi derfor summen af A,'s kobling
til bade de hajre- og venstrehandede {rihedsgrader af et bestemt felt, far vi

gsinbw - Qb AYL + Yp AYR]

men
Tonde+ Fandn = 701+ 7m0 =10 + 70— w)w(l + 1)
= %En(l - %)’ + 411’3%(1 +5)
= %@n(l - ys)¥ + %Tz)vu(i + )Y = b (8.87)

Vi ser altsa, at A,-feltet kobler praecist som fotonfeltet: Ligeligt til hgjre- og venst-
rehandede komponenter og derfor til den szdvanlige 4-strgm.
Heraf folger ogsa, at
gsinfy = e (8.88)

Feltet Z, derimod kobler uens til hgjre- og venstrehdndede komponenter pa grund af
I-afhengigheden. Imidlertid kobler Z,, bade til hgjre- og venstrehandede komponenter i
modsatning til W¥, der kun kobler til de venstrehindede.
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hvor 6(*) henholdsvis annihilerer og skaber kvanter ¢+* og »~, medens 6/ henholdsvis
annihilerer og skaber kvanter 99 og 3° (omvendt for ' = (0!, 6(9)). Egenvardien 1Y
veelges, sa p* og 0 (ar elektrisk ladning £1 og 0.
Den kinetiske del af Higgs-Lagrange-funktionen har sa formen
d,8'0"8 (8.94)

hvortil kommer et “potentialled” (jfr. (3.89)) V(9), som gor vacuumforventningsvardien

al det neutrale felt ¢(®
(01610} = v >0

Idet vi “gauger” (8.94) samt indskranker os i)l ikke-exciterede tilstande al & :
, 0
? 1))

1l T o7 4 aaX ol Y
¢ (292 Au+zg23u)( ng A 1928“ @

(for hvilke 8,4 = 0) far vi

hvor %Y =Q—-l= +%, og hvor 17 er dubletreprasentationen for 7. Som i (8.79) far vi

2
53
) 2 g
(o,v)[%(#w; +r W)+ gTaAi + z%Bul
_L +y1+u il P VAt _i_g 3“_'-‘1 H 0
X [ \/2_(7' WT 4 1~ W) _21'3A 223](0)
2 9'2 ; 1 342
v {?W;W-H‘-i' Z(g B, —gA}) } (8.95)

som viser, at Higgs-koblingen har tildelt en masse til W=-feltet og til feltet

ngu = 9/4‘3 = \/92 + g’z [SiD BWB‘, — COS 0u/42] = \/92 + g’z Zu

ifr. (8.85).

Derimod er der ikke noget masseled for {otonfeltet
A, = cosbwB, +sinfw A o« gB, +¢'A}

Vi ser, at Higgs-koblingen praecist har udfert, hvad vi gnskede: Teoriens masselgse
gaugepartikler er erstattet af en masselgs foton samt af massive partikler W* og Z°.
Normale masseled for disse partikler ville give {glgende bidrag til Lagrange-funktionen

(ifr. (8.80))
= (%MgoZuZ“ + M} W;W*“)

Ved at sammenligne med (8.95) far vi sa

2 v? 2 ”
Mz = ?(9 +47)

2 v? 2
ML = 79 (8.96)
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8.10 Svage, neutrale strgmme

2 U(1)-modellens succes ved lave energier beror pa. at den ved hjaip al den
ene parameter sin® Oy, har kunnet beskrive et meget betydeligt eksperimentelt mate-
riale vedrerende sadanne svage vekselvitkninger, hvor der ikke udveksles elektrisk ladning
mellem lepton- og hadronsiden.

[ lobet af 60’erne opstod der en vis formodning om, at svage neutrale stromme slet
ikke eksisterede. Formodningen var iszr baseret pa den meget lille veaerdi af forgrenings-
forholdet for K — u*u~ (jfr. kap. 8.7), som viste, at der matte veere tale om en 2.ordens
svag proces, hvor to ladede strgmme tilsammen giver Jadningsudveksling nul.

[ SU(2)®U(1)-modellen er der, som vi har set, svage neutrale stremme til stede, men
de er fuldstzendigt flavour-diagonale, dvs at en proces som K°® — utu~ ikke finder sted
(i ).orden), da den involverer en udveksling af flavour (strangeness) mellem J°-mesonens
3- og d-kvarker. 1 udtrykket (8.86) for Z%-koblingen ser vi, at det er det samme felt, der
star pa hver side af Z°. Dette er i modsetning til koblingen (8.82) for de ladede stromme.

Den omstzndighed gor det vanskeligt at studere neutrale stramme. En #°-meson kan
gapske vist henfalde svagt via en Z° (7%en bestar af u% og dd), men den kan jo netop
derfor ogsa henfalde elektromagnetisk, og da o > Gm?, er det elektromagnetiske henfald
{uldstaendigt dominerende.

De eneste svage, neutrale processer, som :kke kan domineres af elekiromagnetiske, er
neutrino-reaktioner. Med en enkelt (meget vigtig) undtagelse stammer al vor viden om
neutrale stremme fra sidanne neutrinoreaktioner. Vi skal i kap. 10 beskaftige os i detalje
med, hvorledes de kan analyseres i kvark-partonmodellen. Her vil vi blot navne hvilke
reaktioner, der har veret studeret, og hvorledes resultatet stemmer med SU(2) & U(1)-
modellen.

Problemet med neutrinofysik er det utroligt lille tvaersnit, som disse reaktioner har.
Amoplituden indeholder en faktor G ~ 10~* x m;?, og tvarsnittet derfor en faktor G?. Da
imidlertid tvaersnittet har dimension af en l&ngde kvadreret ~ (energi)~2, ma det totale,
invariante neutrinotvarsnit vare af formen

SU(2) ®

or ~s-G*

hvor s er kvadratet pa den invariante tyngdepunktsenergi. Betragter vi et eksperiment,
hvor neutrinoer (produceret via henfaldende 7- og K-mesoner) med energi £ i laboratoriet
rammer ep targetpartikel med masse m, sa er

s=(E+m; 0,0,E))=2Em+m?~2Em

og derfor
or(neutrino) ~ £ -m - G* (8.103)
Denne form er kun gyldig ved (c.m.)-energier, der er lave i forhold til Z- og W-
masserne. Vi ser det meget karakteristiske forhold, at tvzrsnittet vokser linezrt med
laboratorieenergien. Denne opfarsel er testet med stor nejagtighed, og man kan heral
slutte, at Z- og W-masserne ma vare stgrre end ca. 20 GeV, bvilket er langt under
vaerdierne (8.102).
Lad os vurdere tvarsnittet (8.103) numerisk, idet vi sztter G ~ 1073m_? og betragter

v + p-spredning:
E
ar ~ (—) -m;? x Lo=ae

Mp
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Faktoren m;? er, hvad vi har for et typisk hadrontvaersnit (som er geometrisk). Neutrino-
tvaersnittet er altsa mindre end hadron-tveersnittet med faktoren

£ .10°10

My
For neutrinoer med £ ~ MeV og E/m, ~ 1072, som vi har i kernereaktioner, er det
tydeligvis nzsten hablast at studere deres tvaersnit. Ved moderne acceleratorer har vi
imidlertid £/m, ~ 10 —200, og ved at benytte meget store targets (mange hundrede tons
jern ') er det muligt at studere neutrinoreaktioner i ganske imponerende detalje.

Vi ser ogsa af (8.103), at tvaersnittet for v + e-spredning er mindre end tvarsnittet for
v + p-spredning med en {aktor m,/m, ~ 1/2000.

Som tidligere forklaret (kap. 8.5) henfalder K- og m-mesoner sz godt som kun til
p-neutrinoer. [ praksis er det derfor kun p-neutrino- (og antineutrino-) beams, der kan
produceres med hgj energi. Ved lave energier ({2 MeV) kan meget intense e-neutrinobeams
fas fra kommercielle eller eksperimentelle kernereaktorer.

De eksperimenter, som er udfart, er

Vy+e =y, +e” (a)
v,+e —=v,+e” (b)
Vy+tu—v,+u vp+d—-v,+d (c)
V,+u—T,+u vV,+d—-ov,+d (d)

(8.104)

hvor u og d betegner u- og d-kvarker. Vi udsatter til kapitel 10 at forklare naermere,
hvorledes neutrino-kvark-vekselvirkningen bestemmes, men idéen er selviglgelig at skyde
neutrinoer ind pa de kvarker, der ligger inde i kernens protoner og neutroner. Ved de hgje
energier, vi har med at ggre, er neutrinobsigelzngden 10-100 gange mindre end protondi-
ameteren, sa idéen (sammenholdt med forestillingen om asymptotisk frihed) forekommer
fornuftig.

Det afggrende signal i alle disse eksperimenter er forekomsten af en sluttilstand uden
en ladel myon. Processerne (a) og (b) udfgres typisk i et boblekammer, og begivenheden
registreres ved, at et elektronspor “pludselig” kommer til syne “ud af ingenting”. I (¢)
og (d) ses en hadronshower, men ingen myon. I de store eksperimenter med jernblokke
vekslende med tzllerudstyr er det meget nemt at se f{orskel pa hadroner og myoner: De
sidste kan lgbe gennem hele target’s 20 m, medens hadronerne ikke lgber mere end 0.5-1
m, {gr de absorberes.

Det sidste og meget smukke eksperiment, vi vil naevne, er af typen

e” +(u,d) = e” + (u,d) (8.105)

Denne proces er selviglgelig helt domineret af den elektromagnetiske fotonudveksling,
men man benytter sig nu af, at de neutrale strsmme har forskellig styrke for hgjre og for
venstrehandede elektroner. Hvis de neutrale strgmme havde haft samme struktur som de
ladede, ville der overhovedet kun ske vekselvirkning med de venstrehandede elektroner,
og koblingen til den hgjrehandede ville vare nul. Af (8.86) ser vi, at dette i SU(2)QU(1)-
modellen kun vil veere tilfeeldet, hvis sin?8w = 0. Under alle omstandigheder opfgrer de
elektromagnetiske kreefter sig ens over for hgjre- og venstrehandede elektroner.
Eksperimentet er blevet muligt, efter at man ved SLAC har varet i stand til at pro-
ducere polariserede elektronbeams. Mau studerer sa forskellen i tvarsnittet {or hgjre- og
venstrehandede elektroner. Denne forskel kan kun hidrgre fra de svage, neutrale strgmme.
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pa plads al passende elektromagnetiske felter, hvis virkning afhanger af malingen. Ved
at gentage denne proces et stort antal gange opnas beamforbedringer med en faktor 10°

Det nedkelede beam vendes, sendes tilbage | PS'en, accelereres til 26 GeV, sendes til
SPS’en og accelereres til 270 GeV. Tilsvarende hehandles et protonheam, der laber den
modsatte vej rundt i SPS’en (som nu er blevet en SPPS).

Pointen ved W* og Z%henfaldene i (8.108) er ikke, at de er de hyppigste, men at de
giver det reneste cksperimentelle signal pa grund af elektronerne, der giver karakteristiske
signaler i de elektromagnetiske “shower counters”.

| tilfaelde af Z%partiklerne kan deres masser direkte konstrueres, nar 4-impulserne af
e* og e (eller p* og p~) er malt. For W-henfaldene er situationen kompliceret af,
2t neutrinoen ikke detekteres. | dette tilfxlde er det karakteristiske signal: (i) tilste-
devarelsen af en enkelt energirig lepton. og (i1) mangel pa en stor portion 4-impuls, efter
at alle synlige partiklers 4-impuls er malt.

Det skal fremhaeves, at analysen af eksperimentet i avrigt er ekstremt kompliceret, men
W* og Z9-begivenhederne er set pa overbevisende made af begge grupper; massevardierne
fandtes at vaere

UAL: Mw =809+28GeV/c? , Mz =966%33 GeV/

UA2: My =81.0=28GeV/c? , Mz=91.2+21 GeV/

i overensstemmelse med teorien, lign. (8.102).

Siden 1989 har CERN's LEP accelerator fungeret som en fzbrik til masseproduktion
af Z° partikler. Det observerede antal det forste par ar er over to millioner. Herved kan
langt mere ngjagtige resultater opnas. Massevaerdier (1992) er

Mw = 806 =04 CeV/c® , Mz =91.18+0.03 GeV/c?

8.12 Sammenfatning og fremtidsmusik

Lad os forsege kort at opsummere Standardmodellens billede af strukturen af de steerke,
svage og elektromagnetiske vekselvirkninger, som vi har behandlet dem i vores teoretiske
ramme i dette kursus. Samtidigt angiver vi de vigtigste kvantetal og egenskaber i evrigt

for “byggestenene”.
Nar bortses fra de gravitationelle vekselvirkninger, kan de gvrige tilsyneladende be-

skrives ved en gaugeteori baseret pa gruppen
SU(3)e @ SU(2) @ U(1) (8.109)

Vi ser (lidt flot) bort fra komplikationer med Higgs-felter og kan sa sige, at elementarpar-
tiklerne er opbygget ved hjalp af to slags byggesten:

(a) spin-} fermioner og
(b) spin-1 gaugebosoner
Fermionerne deles igen i to klasser:

Leptoner, der transformerer som singletter under SU(3)¢, og

kvarker, der transformerer som tripletter.
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Dette billede af de fundamentale vekselvirkninger og elementarpartikler repraesenterer
pa mange mader et gennembrud i 70'ernes hojenergifysik. Der er dog mange, der foler,
at vi endnu kun star overfor en fragmentarisk forstaelse. En meget populeer idé gar ud
pa at “den sande™ gaugegruppe er storre end (8.109), men blot indeholder denne som en
undergruppe. Den mindste simple gruppe, der kan komme pa tale, er SU(53). En gauge-
teori for en simpel gruppe har kun en gaugekoblingskonstant. Forskellen i g,,4, ¢’ ma sa
bero pa at disse selviplgelig skal forstas som “running coupling constants” (jlr. kap. 6.3).
hvor argumentet sa for de forskellige vekselvirkninger herer til de forskellige masseska-
laer. Disse forskellige masseskalaer beskrives ved forskellige vacuumforventningsvardier
af forskellige Higgs-felter, men deres eventuelle oprindelse er ganske uafklaret. Et meget
karakteristisk treek ved sadanne teorier, der pa zgte made {orener vekselvirkningerne, er
forckomsten af mange flere gaugebosoner (for SU(5)) : 3> = 1 = 24). De ukendte af
disse postuleres at vaere meget tunge, men de er typisk i stand til at omdanne kvarker til
leptoner (') i modsatning til de 12 ovenfor navnte. Herved forudsiges fx, at protonen
skal vace ustabil! 1 SU(5)-teorien er dens levetid

75 ~ L031%! 4r
Eksperimenter, der vil forsége at detektere protonhenfald som
p—r’4et

og lignende, har i en arrazkke taget data. Protonhenfald er imidlertid ikke iagttaget, og de
cksperimentelle graenser er nu (1992) sa stringente, at den simple udgave al SU(5)-teorien
ma opgives. Andre, for eksempel “supersymmetriske”, generaliseringer og/eller sadanne.
der baserer sig pa et strengteoretisk billede, kan ikke udelukkes.
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er 3 al Higgs-frihedsgraderne blevet “opslugt™ af W- og Z- gauge-feiterne. Disse
sidste er derved blevet massive (“har spist sig tunge”), og har derfor som alle or-
dentlige. massive spin-1 partikler faet 3 polarisationstilstande. Til gengald er der
kun en enkelt (ysisk (ikke-gauge-) Higgs-frihedsgrad tilbage som felt til at beskrive
en enkelt. neutral Higgs-partikel. Vi har derfor fslgende antal frihedsgrader for lihv
fotonen, W'erne, Z og Higgs'en:

o

+3-3+1 =12
i overensstemmelse med, hvad vi fandt fgr.

Det er ikke helt simpelt i detalje at redgere for forholdene omkring de forskellige gauge-
valg, nar man som her har med en spontant brudt gauge-invarians at ggre. Vi nojes derfor
med en simpel — forhabentlig plausibel - procedure.

Lad os forst betragte et helt generelt 4-vektor-felt, V#(z). Et sadant felt vil i alminde-
lighed beskrive bdde spin 1 og spin 0 partikler. Spin 0 partiklerne haenger sammen med,
at feltet

d(z)=0,V*(z)
netop transformerer som en Lorentz-skalar, og derfor vil skabe/annihjlere spin 0 eksci-
rationer. For et 4-vektor-felt, der vdelukkende beskriver spin | ekscitationer, ma derfor
gzlde
o, V¥ (z) = 0.

Mere pracist: dette udsagn galder, hvis vi ikke har en gaugeteori. [ en gaugeteori, er det
nok, at ovenstaende er “en ren gauge’: noget, der kan “gauges veek”. Men det betvder
netop, at vi ihvertfald kan finde en geuge, hvor betingelsen er opfyldt. Vi forudsztter nu,

at vi anvender en sadan gauge.
For polarisationsvektorerne 1 impulsrummet, €}(p), betyder det

puci(p) =0

Lad os sa se pa de tre polarisations-vektorer i den massive vektorbosons hvilesystem, hvor
p = 0. Der ma da galde

0 —
) hvilesystemet for A = 1,2,3. Vi kan (slgelig simpelthen tage

- —

€y = €

hvor &, €;, €3 er de 3 orthonormale enhedsvektorer i det almindelige 3-dimensionale rum.
(Som i foton-tilfzldet er det kombinationerne, &, &£ 2€3, der svarer til partikler med J3 =
*1, men alle basisvalg er lige gode). Der gzlder {glgelig - stadig 1 hvilesystemet -

3 - .
> dd =6
A=l
der umiddelbart kan generaliseres til den Lorentz-invariante betingelse
pp’

1 = =g 4)
Ztl\s)‘ L) e 2 Iwz (94;

A=)
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Dette bevises ved (i) al bemarke, at udtrykket transformerer Lorentz-kovariant (hvilket
er trivielt), og (ii) ved at kontrollere, at det giver det rigtige resultat i hvilesystemet. For
it v # 0, er (ii) korrekt, idet sd p* = p* = 0. For g = v = 0 er bade

00=l

og
P°p°

M?
mens venstre side er 0 i hvilesystemet. Herved er pastanden bevist.

9.1.2 Amplituden for Z°-henfald
Vi bruger Dyson’s formel (kap. 5 (5.56))
5= T{exp[z’/d“‘a:ﬁza}}

til laveste orden:

(271')454( PJ/ s P,)T =

(Qsin? by — I) /d*w ) 2(x)b(z) (9.5)

cos 0w

Hvor fermionfelterne refererer til felter med bestemt chiralitet, og hvor forskellig chiralitet
giver forskellige vaerdier for [3: 0 for R og =3 for L. Det er imidlertid bekvemt at arbejde
med de fulde fermionfelter, og dernzst {or hvert felt reservere navnet, [y, til den ikke-
trivielle venstrehandede komponent. Vi kan sa skrive koblingen helt generelt for summen
al bidragene {ra hgjre- og venstre-komponenter 1 samme fermion, f, som

(27)'6* (P, — P)T =

2 (z)y*(Q sin® bw — 132(1 = 5)) Zu(2)¥s(z) (9.6)

Vi ser nemlig, at med denne notation vil bidraget fra den hgjrehandede feltkomponent
automatisk kornme med koefficient 0 for savidt angar leddet med I5: nullet skyldes vepst-
rehands-projektions-operatoren, ikke veerdien af /3, men resultatet er det samme. Tilsva-
rende vil bidraget fra venstrekomponenten ogsa blive reproduceret korrekt. Vi omformer
udtrykket endnu en gang til

(2r)'84(P; — P)T = -

[ &0,V = AP as)Zul@sa)  (97)

2 cos Bw

hvor vektor- og aksiai-koblingerne er

Ay = LifL)
[s(fr) — 2Q; sin? bw] (9.8)
For eksempel har vi sa for enhver lepton,
1
Au — 5
1
V, = 5
1
Ai- = —3
Ve = —%+2sin20w (9.9)
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medens vi for up- og down-agtige kvarker finder:

oo L
2
|4,
Vu = é--gam 0w
{
Ad=—_“2—
Vi = l+2"0 9.10
4 = 5 3Slnw {9.10)

Ved hjalp af de saedvanlige planbglgeudviklinger er det nu meget nemt at finde matrixe-
lementer af T-operatoren:

(f(D(ITIZ(P)) =

&

" 2cos w TPy (Vs — Agvs)v(q)ean(P) (9.11)

idet integrationen pa hgjre side af (9.5) netop vil reproducere en deltafunktion for 4-
impulsbevarelse. ¢,,(P) er polarisations-4-vektoren for Z°-bosonen svarende til polsarisations-
indeks, A\, medens fermionernes spin-indeks ikke er eksplicit noteret. Hvad vi her har gjort

er selvfelgelig blot at udlede Feynman-reglerne i dette specielle tilfaelde.

9.1.3 De partielle henfald
Vi benytter formlen fra kap. | (1.134) for 2-partikelhenfald, her

N2 = /) = gyt [ 1T (9.12)
hvor |T|? repraesenterer kvadratet pa amplituden (9.11), summeret over slutspin og midlet

over de 3 spintilstande for Z° i begyndelsestilstanden. Dette giver os nu pa sadvanlig
made ved at benytte fermionernes spinprojektionsoperatorer (kap.5)

T = L Ly oo
4cos20w3 o u
Tr{(F+ m)v" (Vs = Apws) (4 — my))(Vy + Aps)y) (9.13)

Summen over Z°-polarisationerne er givet ved (9.4) og giver os en symmetrisk tensor i
u,v. Vi behdver derfor kun at evaluere den symmetriske del at sporet. Vi finder

Tr{(f+m)v (Vs = Apvs)(d — my) (Vs + Apvs)y")
= VIT + AJT3" + VAl (T3 + TL) (9.14)

hvor

TV = Te{(d+mv"(4—mp)r")

Ty = Tod{(p+m)v"(4+ms7"}

73" ~Tr{(B+ ms)¥*vs( 4 — ms)¥"}

Ty = =Te{(B+mg)y' (4 — m)7 s} (9.15)
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Figur 9.1: ete™ — ff via en virtuel foton.

9.2 Elektron-positron-produktion af Z°

[ kap. 7, Ign. (7.21) fandt vi {olgende Breit-Wigner udtryk for det vinkelintegrerede
tveersoit for resonansproduktion fra ete™ med efterfplgende henfald til en bestemt kanal:

3r I‘CI‘,

ogw = M (s M)+ /4 (9.32)
Lad os omforme udtrykket idet vi multiplicerer i taller og neevner med
(Vs + MY ~ 4M?
i nerheden af resonansen: 124L.T,
(9.33)

TBW = 5 = M) + MT?

Lad os pu se hvordan en beregning af teoriens Feynman-diagrammer giver en generalisering
beraf. Farst bemaerker vi, at “produktion af Z° strengt taget er et lidt meningslost
begreb: Det eneste vi kan male pa, er produktion af en bestemt sluttilstand af stabile
partikler. Denne produktion kan si eventuelt vare domineret af Z°-resonansen, men vi
ma altid i en kvantmekanisk behandling medtage samtlige andre produktions-amplituder
(evt. til en bestemt orden i koblingskonstanter). 1 vores aktuelle tilfzlde ma vi saledes
medtage produktion via en virtuel foton.

Til laveste orden er der de 2 Feynman—diagrammer, fig. (9.1) og (9.2). Amplituderne
for disse 2 diagrammer skal adderes for at konstruere den tulde amplitude. Nar resultatet
absolutkvadreres fas (i) kvadratet pa fgrste diagram, som vi allerede har behandlet i stor
detalje i kap. 5; (ii) kvadratet pa sidste diagram, som vi nu vil behandle; og endelig (iii)
interferensledet.

Med en indiysende notation finder vi for amplituderne:

T = T(x)+71(2°
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T"(}‘{-‘ha(ve - E‘)5 I“‘ﬁfV

4

2RT(Z)T()] = 55Qux0c0s 8
Tr( By (Vi — Apys) B71°)
Tr(]‘-b-'ﬁl(ve - Ae'YS) ﬁ—A/V) (94‘0)

Disse spor kan nu uden videre beregnes som beskrevet flere gange tidligere. Det rene
fotonbidrag har vi behandlet i kap. 5 med resultatet

IT(v)I> = 167%6°Q}(1 + cos’ 6)

hvor 4 er “spredningsvinklen” mellem den indkommende elektron og den udgaende ferm-
ion, f, 1 CM systemet.
For sporene i det rene Z%bidrag finder vi {orst

(Vi = Apys) = Vi + AL = 2V, Ay

Dernaest. bemaerker vi, at sporene uden s er symmetriske | uv, medens sporene med vs er
antisymmetriske. Nar derfor (f)-delen kontraheres med (¢)-delen, fas kun de to led, der
bestar af hhv (symmetrisk) x(symmetrisk) og (anti-symmetrisk)x (anti-symmetrisk). Den
symmetriske del er herved identisk med sporene j den rene foton-del. 1 de antisymmetriske
dele benyttes (8.32)

Trivs $17* Bry"} = 4ie™*Ppraky

ete. Vi far s&

il

IT(7)]? 16%207Q}(1 + cos? 8)
T(Z%* = 167%a*x}
- (V] + ANV + A2)(1 4 cos® 6) + 8V, AV, A, cos 6)
2Re[T(Z)T (7)) = 327%a’Q xocosbo
« {VyV.(1 + cos® 0) + A A, cos B) (9.41)

Det differentielle tveersnit fas ved at addere disse bidrag og dividere resultatet med 6477s.
Lad os nedskrive det eksplicit som {glger:

2 = S+ T2+ /7
B = 2Q2(1+cos 29)
jg(zo) - Né% (s—ME)c’Fj—M IT%, ‘Ajg
{(1 + cos?8) — 7 iﬁ?)j(;;i ) cos 8}
Z_;(’Y/ZO] = an\/cii’lz (s—ifsfz_)fj—%f)‘ IM2

{(VVe(L + cos® 6) + Ay A, cos 6} (9.42)















Kapitel 10

DYBT UELASTISK
LEPTON-HADRONSPREDNING

10.1 Indledning

[ forbindelse med bygningen af Stanford Linear Accelerator Center (SLAC) i 60’erne
loreslog Bjorken 1 1966, at eksperimenter af typen

e+ N — e+ X (10.1)

kunne tenkes at give fundamentale oplysninger om nukleonens struktur, specielt om dens
hypotetiske kvarkindhold. T (10.1) betegner X, at sluttilstandens hadronsystem ikke
observeres, dvs at man skal summere (varsnittet over alle mulige hadronsluttilstande:
Danne det inklusive tversnit. Denne omstaendighed ggr studiel af begivenheder (10.1) il
et szrlig simpelt eksperimentelt problem. Det var far 1966 uklart for de fleste, hvorfor det
at undlade at klassificere begivenheder efter hadronindhold skulle {gre til szrlig interessant
information om nukleonens struktur. Men Bjorken argumenterede for, at kvarkmodellen
maske burde medfgre den fundamentale scaling egenskab af tvarsnittet (10.1). Hans
argumenter var baseret pa Gell-Mann's stramalgebra og temmelig abstrakte i forhold til,
hvad vi har diskuteret i indevaerende kursus.

1 1969 blev scaling i dybt uelastisk elektronspredning (dvs reaktionen (10.1)) ekspe-
rimentelt etableret ved SLAC. Denne opdagelse skulle f2 gennemgribende indflydelse pa
udviklingen af partikelfysikken i 70’erne.

Det blev Feynman, som i sin partonmodel gav en overmade simpel fysisk fortolkning
af scalingfzenomenet og som herigennem gav stgdet til formodningen om, at kvark-kvark
vekselvirkningen burde vzre asymptotisk [ri, saledes som det er tilfzldet i QCD.

Idéen bag de dybt uelastiske leptoneksperimenter forstas lettest ved en analogi ti
Rutherfords bersmte eksperiment, 1 hvilket han opdagede atomkernen 1 1910.

Rutherford formodede {ukorrekt), at atomets positive ladning var javnt fordelt over
atomet. Hap indsa, at denne ladningsfordeling matte kunne besternmes ved at undersgge
afbgjningen af a-partikler i atomets ladningsfordeling. Hvis ladningen var (nzsten) jevnt
fordelt over atomet, ville a-partiklerne aldrig afbgjes ret meget. Han blev derfor meget
forbavset ved at observere, at de ikke sjzldent blev afbgjet sa kraftigt, at de endog fig)
tilbage i den retning, de kom fra. Rutherford konkluderede korrekt, at den positive
ladning matte vare samlet 1 en ganske lille kerne, og at det var det steerke elektriske felt
nzr kernen, som var skyld ) de store afbgjninger.
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Vi kan udtrykke det saden, at som (unktion af impulsoverforslen falder tvzersnittet
itkke som ventet: Det er stort selv for meget store impulsoverfersler. Ved at studere spred-
ningen som funktion af impulsoverfgrslen far vi sa at sige dannet et Fourier-transformeret
“billede” af ladningsfordelingen. At hgje Fourier-komponenter forekommer betyder, al
ladningsfordelingen er “tzet pa " en é-funktion i rummet: Atomkernen er lille.

[(10.1) studerer vi nukleonens struktur efter en lignende idé. a-partiklen er erstattet af
en elektron, men det er stadig via det elektromagnetiske felt, at nukleonens ladningsforde-
ling studeres. For virkelig at kunne se “ind i” protoner og neutroner ma vi bruge impulso-
verfarsler Q, der er store i forhold til protonens inverse udstrakning ~ 1fm™" ~ 0.2 GeV.
Det var derfor {grst efter fremkomsten al elektronbeams pa mange GeV, at undersggelser
af denne art blev mulige. Bemaerk, at vi ikke uden komplikationer kan erstatte elektronen
med en hadron, som selv har en kompliceret struktur!. Tilsvarende beror successen af
Rutherfords eksperiment pa, at en a-partikel selv er meget lille 1 forhold til et atom.

Eksperimentelt findes tvarsnittet af (10.1) at veere (meget nzr) uafhengigt al im-
pulsoverforslen @Q,? sdfremt det undersages i et naje specificeret kinematisk omréde, som
Bjorken angav. Dette f&nomen kaldes Bjorken-scaling og blev af Feynman fortolket som
en opdagelse af nukleonens “kerner” eller partoner, som han kaldte dem: Punktformede
bestanddele, som barer nukleonens ladning. Det er i dag den almindeligste opfattelse, at
Feynmans ladede partoner er identiske med kvarkerne, medens de uladede (som eksperi-
menterne kraever) antages at veere gluonerne.

Efter at neutrinoeksperimenter i 70’erne er blev udviklet, har det vieret muligt at
studere processer af typen

v+ N =24+ X  (CO)
v+ N=asv+ X (NC) (10.2)

hvor v i praksis enten er en v, eller en 7, og I star for u*. CC betyder charged current
og NC neutral current. Som vi skal se i dette kapitel, kan man herigennem ikke alene fa
bekreltet partonmodellen, men ogsa dels uddybe sin viden om nukleonens struktur, dels
efterprgve SU(2) @ U(1)-modellen for svage vekselvirkninger.

Disse indledende bemarkninger kan forhabentlig tjene som ledetrad gennem den st-
edvis lidt tunge formalisme, vi nu skal i1 gang med.

10.2 Kinematiske variable

Fig. (10.1) illustrerer de kinematiske forhold. Begyndelsestilstanden bestar af en nukleon
med 4-impuls p* og masse M samt en lepton (eller antilepton) med 4-impuls k*. Sluttil-
standen bestar af et vist hadronsystem i en tilstand, vi betegner ved {n) og med 4-impuls
p* samt af en lepton I’ med 4-impuls £’#. Vi vil negligere leptonernes masser.

Pa fig.(10.1) symboliserer bglgelinjen med 4-impuls ¢ enten en virtuel foton (elektron-
eller myonproduktion) eller en W# (CC neutrinoeksperiment) eller en Z° (NC neutrino-
cksperiment). Vertexet ved Jeptonens udsendelse af en vektorboson vil vi tzenke os bekendt
og strukturlgst (y”-kobling). Cirklen ved nukleonens omdannelse

‘¢ +p—In) (10.3)

‘Hadron—hadron spredning har dog bestemt fgrt til afgarende ny indsigt pa flere punkter!
2PA nzr en triviel faktor; jfr. (10.48), (10.49).
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[\

hvor Dirac-feltet e(z) heorer til elektronen etc. Hadronstrammen kan ndtrykkes i
kvarkfelter som

Jia) =32 Qalr) v a(x) (10.14)

hvor » nummererer kvark{lavours, og hvor vi kan underforsta en passende coloursum.
der gor J¥ til en coloursinglet.

Bemeerk, at medens matrikselementet dannes relativt triviejt af ;*| er dette ikke
tilfeldet med J#, da de relevante tilstande her er fysiske hadrontilstande, som er
opbygget pa kompliceret og delvis ukendt made af kvarkfelterne 1 (10.14). Det er
netop denne opbygning, vi ensker at studere.

Charged Current neutrinoproduktion:

Efter kap. 8.2 og 8.4 far vi

G

b = — 10.
7 (10.15)

= S Iyl = 5s)un eller hoe (10.16)
l=e,ur

Jt = Im"(l — e )¥u +-L'7&‘y“(l — 55 ). eller h.c. (10.17)

Neutral Current neutrinoproduktion:

Her kan vi forelgbig kun pa simpel made nedskrive udtryk, salremt vi tillader os
selv at betragte kvarktilstande. Vi betragter altsid processen

“l/“ + uqn — “1/“ + dtq” (1018)

Her betegner “v” en venstrehandet neutrino af et bestemt leptontal eller en tilsva-
rende hpjrehandet antineutrino. Analogt betegner “¢" en venstre- eller hgjrehandet
kvark eller antikvark afl bestemt flavour. Vi finder sa ved at kombinere resultater

fra kap. 8, specielt ligningerne (8.82), (8.84), (8.86), (8.88), (8.97) og (8.99)

& = V2G(Iy— Qsin® 0w ) (I3 ~ Qsin® By )«pr (10.19)

* o= e (=) (10.20)
!

o= Y Pl ) (10.21)
g

hvor (1L £ 4s) skal bruges, alt efter om vi betragter hgjre- eller venstrehindede
kvarker.

Bemark, at da /5 = +§ for venstrehandede neutrinoer, medens @ = 0, gzlder altid

(Is ~ Qsin? By ) = (10.22)

L
2

for neutrinoreaktioner.
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[ det {olgende vil vi overalt benytte ovenstaende, hvad leptonstromrmern angar. Derimod
vil vi endnu i dette afsnit danne en modeluafhangig formalisme for matrikselementer af
hadronstremmen.
Lad os ferst opskrive udtrykket for det inklusive tveersnit (efter kap. 1):
do = 4 l S (2r)'8 (p+ k = po = K)|TP (10.23)
2B/ (27 ) 3/3 & (pt+k=p.

Her tanker vy os, al 3, dels inkluderer en sum over de forskellige hadronkanaler
N+ 7, N +2r,..., dels et flerdobbelt integral over de respektive 4-impulser:

&*p;
2E;(27)3

endvidere er 2v/A ~ 2p° - 2k° = 4 M E i laboratoriesystemet.
Endelig vil vi underforsta, at der er udfgrt en sum over spin-egenvardier i sluttilstan-

den og en tilsvarende midling over dem i1 begvndelsestilstanden.
Ved hjeelp af (10.11) skriver vi sa (g = k — k')

S(2m) 6 (p + ¢ = pa)ITI* = A7 @ w W (10.24)
hvor vi har indfert lepton- og hadrontensorer w,, og W**:

w,, = (spinsummeret /midlet) (!'|7,(0)))(!'|7,(0)|{)" (10.25)
som vi snart ska) evaluere eksplicit, samt

W = (Spinsummeret»/miclle")41_1rr > (27)* 64 (p+q=pa) (Pl (0)In)(n|J*(0)ip) (10.26)

n

Vi bruger nu (2.10), at _ _
Ju(r) - clzPJy(O)e—!zP

hvoraf
(plJ(z)In) = €==2")(p{J(0)|n)

W = = T T [ 'z el @0l
Lﬂfspin / d*z = (p|J"(z)J*(0)Ip) (10.27)

da ¥, |n)(n| = identiteten.
Vi ser, at W*" er en Lorentz-tensor, sorn afhanger af de to 4-vektorer p og ¢. Heraf
fis, idet vi udvikler pA symmetriske og antisymmetriske tensorer, 3

Il

p*p” *q” L ,
we  — _ Hv v v _i
W g W) w2 Nf’z 2M'} (p»q + p q )W4
1 v
+ 2M H OﬁpaqﬂW3 + QM’) (p“qu - p q»“)We (1028)

3Fortegnet pa Wa ses ofte modsat, men det skyldes en modsat konvention for ¢. Vi benytter ¢2122 =
~Eo133 = +1.
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hvor vi har indfert 6 skaleere strukturfunktioner W, .. som afhaenger af de to Lorentz-
invarianter

P 9

M

For at danne det differentielle tvarsnit skal dette udtryk kontraheres med w,,. [ naste

paragrafl skal vi udregne w,, og herved se, at

Q'=—¢" og v=

v
0=q¢dw,, =q¢"w,,

i greensen, hvor vi negligerer leptonmasser. Vi kunne saledes egentlig sc helt bort f{ra
Wy, Wy og Ws. Imidlertid er der tradition for at benytte en notation, der er inspireret af
elektronproduktion tilfzzldet. Her har vi pa grund af strgmbevarelse

oJ =0
og ved at bruge (10.27) og partiel integration

q,W" =0 (10.29)
Symmetriske tensorer med den egenskab, at kontraktion med g, giver nul, er

o M(
qqz = g* +q .

5 P.q y 29 Y _ Mv | , L Mv
(p*yq“)(p‘7Q)~(p“+ Eq)(pr?q)

Heraf fas, idet vi negligerer W,, Wy, W,

Hq” 1 My My
wr = (o ) me g (e g ) e o)

478 o qsWs (10.30)

9" -

0g

4

?
2M?
Bemaetk, at g,[e“"*p,qs] = 0 af symmetrigrunde. Det viser sig bekvemt at definere
Fi(Q%z) = W(Q%v)

1

F-I(Qz‘I) = WUWQ(Q%V)

RQ%7) = %VWAQ’, V) (10.31)

hvor vi har valgt de to uafhangige variable som Q? og z = Q?/2Mv fremfor Q2 og v.
Vores endelige udtryk for W bliver sa

v v, 99" ] ( q“)(u q“)
K - Hu —_— —_—
W (g +Q2)F‘+MV o) (P ) B
L oy oFy (10.32)

+2Mu

Bjorkens scalingsforslag var, at de dimensionslgse strukturfunktioner £y, £y, F3 kun skulle
afhaenge af z for store veerdier af Q2. Dette resultat skal vi udlede i partonmodellen.
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Indszttes i (10.56) (as omsider

l 1 1 I 7,9,
V. = 0Q%(z) | — [} e e e — 5
Wa = QqQ(I) My (Pu 4 .Zw(ht)(Pv + Qqu) >r (9#» @ J] (10.38)

Sammenligning med (10.32) viser sa at i en nukleon med flere kvarkfordelingsfunktioner
qi(2) (1 star for flavour, antiflavour etc.) haves

Fy(z,Q%) = Y Q;ax) (10.59)
F(z,Q%) = 2zF\(z,Q%) (10.60)

Disse fundamentale resultater indeholder essensen af partonmodellen:

(1) Strukturfunktionerne afhaznger kun af z, ikke af Q%
(i1) F3 maler kvarkfordelingsindholdet i nukleonen;

(1) relationen (10.60) kaldes Callan-Gross relationen og kan vises at veere en konsekvens
al, at kvarkerne blev behandlet som spin-1/2 partikler (vi sztter jo hadrontensoren
proportional med leptontensoren). Denne relation er ensbetydende med

R=0 (10.61)
hvor R blev defineret i (10.46).

Eksperimentelt angives tvaersnit oftest som kurver for Fy(z,Q?) (eller vW,(z, Q%))
samt for R(z,Q?).
Lad os indfgre fglgende kvark/antikvark fordelingsfunktioner:

u(z) = =z gange u — kvark fordelingen i en proton,

eller d — kvark fordelingen i en neutron;

d(z) = =z gange d — kvark fordelingen i en proton,

eller © — kvark fordelingen i en neutron;

u(z) og d(z) de tilhorende antikvark fordelinger;

s(z) =3(z) = uzgange s — kvark fordelingen 1 protoner
eller neutroner;
¢(z) =¢éz) =  gange c — kvarkfordelingen i protoner
eller neutroner (10.62)

Vi har her antaget, at protoners og neutroners kvarkfordelinger fremgar af hinanden ved
at ombytte u og d. Videre har vi brugt, at nukleoner har strangeness og charm = 0 samt
antaget, at protoner og neutroner har identiske sg-kvark fordelinger.

For dybt uelastisk elektron- eller myonspredning pa protoner og neutroner har vi s j
denne model efter (10.60) og (10.62)

1 i

FP = 5[4(::.+E+c+z)+d+al+s+§]
{ -

Fr o= §Pw+d+c+a+u+ﬁ+s+ﬂ (10.63)
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| praksis udfores eksperimenter ofte pa tunge, nasten isoskale@re kerner. hvor vi kan
satte antallet af protoner lig med antallet af neutroner. For et sadant isoskalerl target
far visa,idetc=c og $=3s:

pai=t % ;1(u+u+d+d)+80 F2s
Indlares betegnelserne

Zut+d+s+c of G=u+d+35+¢ (10.64)
haves

~ j—(q—i—q) for kun sma mangder s og ¢ (10.63)

o

10.6 Partonmodellen II. Neutrinoproduktion. CC

Vi ensker igen aL bruge vores behandling af leptontensoren w,, givet ved (10.40), (10.42)
og (10.43) som en model {or behandlingen af hadronitensoren. Analogien er her gyldig
mellem dels

v, - W¥ 4 p”
og
I’VH_ + ("un b udv) og W_ + ”‘d“ —_ ”ﬁ“; (1066)
dels mellem
- W~ + ,U+
og —
‘/V+ ag® — 4gv og w* SO LN “067)

Her star (“u”, “d”) for enten (u,d) eller (c,s). Sammenlignet med leptonvertexet har
kvarkverte\(et en faktor cosfc eller +sinfc pa sig, og altsd faktorer cos?Ac og sin’éc i
Da sin? 8¢ ~ 0.05, og cos? 8¢ ~ 0.95 (jfr. (8.35)), vil vi for simpelheds skyld sxtte
cos2 GC ~ | og sin? ¢ ~ 0, men korrektioner herfor er trivielle at indfare.
[ anti-neutrinoreaktioner har vi saledes processerne:

W™ +u—d og W™ +c— s, derinvolverer venstrehandede kvarker, samt
W-+d—u og W™ +3— ¢ derinvolverer hgjrehdndede antikvarker (10.68)

[ neutrino-reaktioner har vi tilsvarende:

Wted—u og Wtr+s—e, der wvolverer venstrehandede kvarker, samt
W*+u—d og Wt +7—3, derinvolverer hojrehdndede antikvarker  (10.69)

Vores behandling af den ikke-paritetsbrydende del af W,, forleber pu fuldstzndig
som for elekironreaktioner i forrige paragraf. Vi skal blot huske pa, al da nukleonen
behandles som upolariseret, antager vi, at den i middel indeholder lige mange hgjre-
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og (or et isoskalart target

2FTP = (utd+2%-T—-d-2)=qg—G+2%—2s

eFE0 = o q+2s—>c
— I v. v.l= -
i = -2-(,;1? Y e (10.76)

Lad os endelig nedskrive do/0xdy i partonmodellen i de forskellige tillelde. For
simpelheds skyld negligerer vi detaljer vedrerende de sma s- og c-se-kvark fordelinger og
bibeholder kun ¢ og g-delene af alle ovenstaende udtryk.

Fra (10.48) og (10.49) finder vi, idet R = 0 pa grund af Callan-Gross-relationen, og
idet vi kun betragter isoskal®re targets:

2 '
daie}  dme EM--{% (14 (1= v)] (a(=) +73(2))

drdy o
do(v) G* "
ay = EM la(2) + (1 - y)'5()]
— 2
%’T—(d_i) Y [3(z) + (1 = ¥)q(2)] (10.77)
zdy ™

Vi ser her, hvorledes et studium af de eksperimentelle y-fordelinger kan bruges til
at bestemme kvark/antikvark forholdet i nukleoner, og at resultaternes konsistens kan
efterproves ved at sammenligne data fra v- og U-beams.

Det er kvalitativt forstaeligt, hvorfor vq og U § spredningerne er “isotrope” i y, medens
vg og Vg spredningerne udviser en vis “vinkelfordeling”: (1 — y)*. [ begge tilfzldc er
sammenstgdet “meget punktformigt™ (da W-massen er sa hg)), saledes at kun s-bslger
bidrager. Endvidere er for vg (og 7) det totale spin langs beamretningen nul. Savel v
som ¢ har nemlig helicitet = — 3 (ellers vekselvirker de slet ikke). For v derimod har v
helicitet = —3, men 7 hehcntet, = +3. Det totale angulzre moment har derfor [J,| = 1
langs beamaksen, og vinkelfordelingen er bestemt af en ikke-isotrop kuglefunktion.

A (10.77) fas folgende integrerede tvarsnit

d«;(:) - -C;EM [q(x)+‘;1;‘7("')]
da(;(:) _ QEM[Q($)+ ‘7")]

o(v) = G?QEM/oldz [q(z)-}-%?(z)]

a(v) = GzEM / de [q(r)+ q(:c] (10.78)

som vi ogsa far brug for.

10.7 Eksperimentelle resultater

10.7.1 Bjorken-scaling
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magnetfelter anledning til synchrotronstraling og energitab. De hgjest opnaelige energier
er for tiden o. 45 GeV 1 LEP, men denne maskine er ikke beregnet pa dybt uelastiske
forsgg. Netop nu (1992) begynder imidlertid indkgringen af et nyt stort anlaeg, HERA
ved DESY nar Hamborg. Her studeres sammenstgd af 26 GeV elektroner med 280 GeV
protoner, hvorved hidtil uhgrt store vaerdier af Q2 opnas. Tilsvarende vil man snart kende
strukturfundtionerne meget mere ngjagtigt, og derved “protonens indre” langt mere de-
taljeret. Bruges en lineaer accelerator (SLAC), krzeves meget lange acceleratorer. Typisk
opnaelige energier ligger o. 30 GeV. Til sammenligning har gz-beams og neutrinobeams god
intensitet op til ~ 200 GeV: Neutrinoerne produceres fra henfaldende 7- og [(-mesoner.
som er produceret af protonsynchrotronernes protoner ved 400-300 GeV.

Det er meget instruktivt at sammenligne scaling i de inklusive tvaersnit med resultater
for eksklusive tvaersnit, hvor man studerer processer med en fast, specificeret hadronkanal.
Det simpleste tilfeelde er elastisk spredning

ec+N e + N
hvor (jfr. (10.8))

| — =z

W= M242Mv - Q*=M" 4+ 2Mv(l —2) = M?* + Q? = M?

eller
r=1

For en sadan proces afthanger “strukturfunktionerne” altsi kun al én variabel, Q?.
For det elastiske tilfzlde findes eksperimentelt

F;laatiak(Q!) ~ (QQ)—A
Data plottet som i fig.(10.4) ville sd udvise en voldsom QZafhaengighed: Fsl*st** ville
falde med 4-5 sterrelsesordener i det eksperimentelle omrade.
Hvorledes kan det da overhovedet lade sig ggre at fa scaling frem? Forklaringen ligger

i,at for et fast z < 1, vil voksende Q? betyde voksende W? (ifr. ovenfor). For disse hajere
og hajere masser af hadronsystemet bliver der flere og flere kanaler dbne:

e+ N-ose " +Nr |, e +N—oe + Norm,...

Skaent tvaersnittet for hver kanal for sig {alder voldsomt med Q?, stiger antallet af kanaler
og deres faserum abenbart tilstrekkeligt til fuldstzendigt at kompensere herfor.

Beskrevet pa denne made virker scalingfzenomenet som noget yderst mystisk og ejen-
dommeligt. Hvad vi bar set under partonmodellen er imidlertid, at det har en meget
simpel interpretation i termer af frie, punktformede kvarkbestanddele.

Som et sidste eksempel pa scaling viser vi i fig.(10.6) data for de totale neutrino- og
antineutrinotvarsnit divideret med beamenergien. Af (10.78) ser vi, at disse stgrrelser
forventes at have en fast vardi uathaengig af Q* (dvs af E,z). Data er i smuk overens-
stemmelse hermed. Videre ser vi af (10.78), at hvis nukleonen kun indeholder kvarker
(ingen antikvarker: F(z) = 0), sa er

alot(u) _
relD) O

Eksperimentelt er forholdet ca. 2, hvilket viser at kvarkindholdet nok dominerer, men
antikvarker dog spiller en rolle.
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10.7.2 Callan-Gross-relationen

Vi husker [ra (10.60), at antagelsen om spin-1 kvarker med{grer

_ F2 - 2IF) .
Fig. (10.6) viser data for denne stgrrelse. Faktoren
2 2 aM?
1+—Q——1+ il =1+ 2:r2—>1 for Q' — oo
v Q

Vi har approksimeret den ved 1 i vores behandling. Data er stort set konsistente bade
med partonmodellens veerdi pa nul og med den lille af QCD forudsagte korrektion hertil.
Kvarkernes spin er altsa malt i dybt uelastisk spredning. Vardien er ; i overensstemmelse
med, hvad vi allerede har setl pa basis af jet-fysik.

10.7.3 Nukleonens antikvarkindhold

Af (10.77) kan vi aflzese, at antikvarker og kvarker har forskellig y-fordeling i neutrino og
antineutrinoeksperimenter. Dette er skitseret skematisk i fig. (10.8). For at fa et mere
precist numerisk billede er det bekvemnt at indfgre middelveerdien afl y : < y >. Af
fslgende identiteter

) o\ 1 / N2 _l
[awo-w== o [a0-vr=3 , [dy=;
fas af (10.77)

=
I-._

<Yy>, = q+£2..q
g+ 57
1~ 1
34 + 134
<ySy = = 10.79
Y G+ g (10.79)

hvor ¢ = f; dz g(z) ete.

Fig. (10.8) viser, al disse stgrrelser er uafhangige af neutrinoenergien som kravet. Af
< y > ~ 1/3 findes straks

~

og <y>,~05 (10.80)

Q |
D

Farste resultat viser, at 10-20% af de ladede partoner er antikvarker, medens den {orud-
sagte vardi af < y >, er konsistent med fig.(10.9).

10.7.4 Sammenligning mellem elektron- myon- og neutrino-
data

Af(10.65) og (10.72) far vi for produktion pa isoskalare targets, nar vi negligerer detaljer
vedrgrende s- og c-sgen:

%
bk
=
ey
w
I

(¢(2) +7(2))

18 7
q(z) + (=) (10.81)



























10.9. QCD OG SCALINGBRUD T

Afsattes sammenheorende vardier af R og B i et (R, K)-plot som funktion af sin* &y
fas en “naselormet” kurve. Tages hensyn til det nu kendte antikvarkindhold. ryvkkes
kurven en smule. Eksperimentelle vaerdier af R og R (alder pracist pa kurven svarende
til den i (2.106) angivne vard) al Weinberg-vinklen

sindw ~0.23

Hertil kommer sa de evrige | kap. 8 og 9 behandlede successer af SU(2) & L(l}
modellen.

10.9 QCD og scalingbrud

Vi har set, at partonmodellen baserede sig pa den antagelse, at kvarker inde i nukleoner
opferte sig som nasten frie partikler. Ved partonmodellens fremkomst virkede denne
antagelse egentlig meget urimelig i betragtning af, at kvarker (hvis de da eksisterede)
matte vaere bundet sa st@rkt | hadroner, at de ikke kunne lesrives.

Som flere gange [remhavet er det en 2f QCD-teoriens storste fortjenester, at den
via asymptotisk frihed har lagt en teoretisk basis for forstaelsen af denne egenskab ved
kvarker.

Loseligt formuleret foregar argumentet ved at betragte udtrykket for den effektive
kvark-gluonkobling

12x
(33— 2N,) log Q*/A°
For Q? ~— oo vil as(g®) = 0, kvarkerne bliver frie: Vi ma have Bjorken-scaling !

Og dog' En narmere eftertanke afslorer, at argumentet ikke kan vare helt ngtigt. Da
partonerne er masselase (dette gzlder eksakt for gluoner og approksimativt for kvarker),
kan vi ikke pa 4-impulsen se forskel pa en fri kvark og en kvark ledsaget al en gluon, hvor
begge har passende mindre 4-impulser. Ved en sadan opspaltning

as(Q?) =

q—q +g

med lille transversal impuls p; , er den effektive koblingskonstant ikke as(Q?) men snarere
as(pl). Man kan overbevise sig om, at den dominerende amplitude, for at en kvark absor-
berer en foton med virtuel masse = —Q?, er givet ved en situation, hvor kvarken forst har
“bremsestralet” et antal gluoner “af sig”, indtil dens egen masse er blevet sammenlignelig
med Q2. Herved har den for store Q? misten en stgrre del af sin 4-impuls (til gluonerne).

I konsekvens heraf forudsiger QCD, at kvark-struktur-funktionen ikke er helt Q*-
uafhaengig. For meget hgje Q*-vardier “ser” fotonen relativt flere kvarker med smai z-
vaerdier end ved mindre Q*-vaerdier. Med andre ord: F(z, Q?) vil vokse med @Q? for sma
z-vardier og aftage med Q? for z nar 1.

Fig. (10.14) viser dette faenomen eksperimentelt sivel som overensstemmelsen med
teorien.

Denne succes for QCD har 1 et vist omfang praget diskussionen om dybt uelastiske
eksperimenter de senere ar. Det bar dog nok fremhaeves, at mange korrektioner ikke kan
udferes helt tilfredsstillende ved de energier, hvor data er taget, men at disse forhold
forventes stzrkt forbedrede nar nye HERA-data bliver tilgengelige.

Det afgerende er dog iszr, at scaling-invarians selv er en sa imponerende god approk-
simation.
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