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Kapitel 1

DEN RELATIVISTISKE
SPREDNINGSPROCES

1.1 Relativistisk kinematik

J dette kapitel! skal vi beskrive spredningsprocesserne kinematisk. Vi drøfter Lorentz
transformationen i et simpelt sprog, der bygger på firevektorer og invarianter. For
udsætningen for at forstå det følgende er kendskab til de specielle Lorentz-transformationer.

Kapitel 1 er i højere grad end nogen andre kapitler i disse noter, et "service-kapitel",
der indeholder en systematisk gennemgang af kinematiske aspekter. Ikke alle dele er lige
afgørende for forståelsen af resten af noterne. Det anbefales, at man særlig gør sig fortrolig
med afsnittene:

1.1.1,1.1.2,1.1.3,1.1.4,1.2, 1.3, 1.4,
og så iøvrigt benytter kapitlet til tilbageslag.
Visse formler vil spille en gennemgående rolle i resten af kurset. Det gælder (1.38),

(1.43), (1.123), (1.134).

1.1.1 Den fire-dimensionale notation

Forbindelsen mellem de rum-tidslige koordinater (t, x, y, z) og (t', x', y', Z/) for samme begi
venhed set fra inertialsystemerne S og S' er givet ved de specielle Lorentz-transformationer

x' = ,(x-vt)
Iy = Y
I

Z Z

t' , (t - :~)

l

( v2) -2,= 1- -
c2

(1.1 )

(1.2)

Her bevæger S' sig langs den positive x-akse i S med hastighed v. Det er forudsat, at
akserne i S' er parallelle i de tilsvarende akser i S, og at begyndelsespunkterne i S og S'
falder sammen til tiden t = O (se fig. (1.1), næste side). Konstanten c er lyshastigheden i

l Dette kapitel er forfattet af Poul Olesen o. 1973. Enkelte ændringer senere tilføjet.

1
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Figur 1.1:

vakuum. I det følgende simplificerer vi notationen ved at sætte

c = l

Alle hastigheder måles således relativt til lyshastigheden.
Ved benyttelse af (1.1) ses ved ved en simpel regning, at

t
'2 12 12 12 t2 2 2 2-x -y -z = -x -y -z

Den kvadratiske form

(1.3)

(1.4)

t 2 _ x 2 _ y2 _ Z2

er således invariant under de specielle Lorentz-transformationer. Dette er analogt med,
at

x 2 + y2 + z2

er invariant under sædvanlige rotationer. Vi kan derfor betragte Lorentz-transformationer
som rotationer i et fire-dimensionalt rum. På grund af minustegnene i (1.4) er dette rum
imidlertid ikke sædvanligt euklidisk. Vi kalder det for Minkowski rummet.

Indfører vi betegnelserne

1, x = x , 3, x = z (1.5 )

er ethvert punkt i rum og tid karakteriseret ved en fire-dimensional vektor

(Il = 0,1,2,3)

Vi benytter den konvention, at græske indeks går fra O til 3, mens latinske kun går fra l
til 3. Symbolet

er den sædvanlige tre-dimensionale vektor, og firevektoren x skrives ofte som

x = (t, i) = (x°,i)
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Figur 1.2:

Lorentz- transformationen (1.1) er en fire-dimensional lineær transformation af formen

3

x'IJ = L AJ-l"x"
,,=0

med transformationsmatricen

Den kvadratiske form, kaldet kvadratet på x,

o
O
1
O

(1.6)

(1. 7)

(1.8 )

er - som tidligere nævnt - invariant under den specielle Lorentz-transformation (1.6), dvs

(1.9 )

Relationen (1.9) er imidlertid mere generel. Man kan vise, at den mest generelle
Lorentz-transformation mellem to inertialsystemer S og S' (se fig. (1.2)), hvis nulpunkt
falder sammen til t = 0, er af formen (1.6) og tilfredsstiller invariansen (1.9).

Omvendt kan man vise, at enhver transformation af formen (1.6), som lader x 2 in
variant og som har positiv determinant, det IAJ-lvl > O og AOo > 0, kan interpreteres
som en Lorentz-transformation mellem to inertialsystemer. Hvis det IAJ-l" I og Aoo ikke
nødvendigvis er positive, taler vi om Lorentz-transformationer med rum- og ticisrefiekti
oner.
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1.1.2 Gymnastik med Lorentz-indekser

Vi indfører-nu den berømte summationskonvention: Hvis et indeks optræder to gange i et
udtryk (nemlig en gang for oven og en gang for neden), skal vi summere over indekset.
Vi kan da skrive (1.8) som

2 iJ. v
X = giJ.VX X

hvor den såkaldte metriske tensor giJ.V er givet ved

(1.10)

giJ.V = O

goo = 1

for f-l =f. 1/

g11 = g22 = g33 = -1 (1.11)

Det er også bekvemt at definere
v

XiJ. = giJ.VX

Den nye vektor x iJ. har komponenterne

(1.12)

ixi =-x (1.13)

Lign. (1.10) kan så skrives

Definerer vi nu
g

iJ.V _ g
- iJ.V

(1.14)

(1.15)

fås

og

{
IiJ.A _ iJ. - iJ. -

g gAV - gv = 8 v = O
for f-l = 1/

for f-l =f. 1/
(1.16)

(1.17)

Af (1.12) og (1.17) ses, at g/w løfter indekset, mens giJ.V sænker indekset på xiJ.. Vi skal
benytte giJ.

V og giJ.V til at løfte og sænke indeks, ikke blot på x men på ethvert symbol med
sådanne indeks.

Det gælder således fx, at

således at lign. (1.6) kan skrives

Hvis vi omvendt løfter indeks, fås

1 A v
xiJ. = iJ.vX (1.18)

X'iJ. = AiJ. vx
V = AiJ.

V
xv (1.19)

Ved hjælp af disse to ligninger kan vi udtrykke invariansen af kvadratet på x, lign. (1.9),
ved

( ')2 AiJ.P A (J' px = x p iJ.O'x = xpx

hvor (1.18) er benyttet. Dette viser, idet x er en vilkårlig firevektor, at

AiJ.PA - f:P
iJ.O' - u (J'

Denne ligning kan benyttes til at finde den inverse transformation

(1.20)

(1.21)
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Lad os dernæst finde, hvorledes differentialoperatoren

å

åX IL

transformerer. Fra (1.21) haves

å _åxv a _AlL å
-åI - -åI -a - Il v-å

x lL x" Xv Xv

.J

Ved sammenligning med (1.19) ses, at -jL transformerer på samme måde som vektoren
uX!'

x lL (og ikke som x lL ). Man indfører derfor ofte symbolet

Ved at sænke indekset fås en vektor alL med komponenter

(1.22)

å åao=-=-
åxo åt

1.1.3 Firevektorer

å å
åi = --å = +-a.

Xi X'
altså å = ~

IL åXIL
(1.2:3)

Ethvert sæt af fire størrelser alL, der transformerer på samme måde som x lL , kaldes en
firevektor. Ved hjælp af 9ILv kan vi altid konstruere den til al-' svarende vektor al-' (alL og al-'

omtales som firevektorens kontravariante henholdsvis kovariante komponenter). Vi har
altså ifølge definitionen

(1.24)

Det skalære produkt af to firevektorer al-' og bl-' defineres som

(1.25)

Udfra ortogonalitetsbetingelsen (1.20) fås, at produktet ab er invariant under Lorentz
transformationer. Specielt er a2 = al-'al-' en invariant.

En af de vigtigste firevektorer er fireimpu!sen p for en partikel med masse m og has
tighed v. Man har

pO = PO == E = m,
p = m,v I = (1 - v2tt

Komponenten Po er partiklens totalenergi. Det bemærkes, at

- pv= -
E

Kvadratet på fireimpulsen findes udfra (1.26),

(1.26)

(1.27)

(1. 28)
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1.1.4 Systemer med to partikler

Lad os betr-agte et system (fig. (1.3)) bestående af to partikler a og bmed masser m a og mb.

Lad fire-impulserne være pa og Pb. Et sådant system forekommer i spredningsprocesser
før partiklerne er kommet i vekselvirkning og i sluttilstanden i processer, hvor en partikel
henfalder til to partikler. De eneste Lorentz-invarianter, vi kan konstruere ud fra de to
firevektorer Pa og Pb, er

samt PaPb. Af disse har kun Papb kinematisk interesse. Partiklerne siges at være pa
masseskallen når p2 = m 2 og p2 = m 2

, a a b b'

I stedet for invarianten PaPb er det sædvane - og også mere bekvemt - at indføre den
invariante størrelse

(1.29)

Brugen af s er naturligvis knyttet til den kendsgerning, at den totale fireimpuls Pa +Pb er
bevaret i spredningsprocesser.

To inertialsystemer er af speciel interesse, nemlig tyngdepunktsystemet (center of mo
mentum system) CM, der er karakteriseret ved, at den totale 3-impuls er nul, dys:

(1.30)

og !abomtoriesystemet (Lab), der er karakteriseret ved, at en af partiklerne, b fx, er i hvile,
dvs

Lab: pfab = IT (1.31 )

Det er forudsat, at mb =1= O(en masseløs partikel har intet hvilesystem). I praksis kommer
man ofte ud for at skulle udtrykke CM-størrelser i laboratoriet og omvendt. Det udføres
nemmest ved at benytte, at s i lign. (1.29) har samme værdi i begge systemer. Fra (1.30)
fås

(1.32)

hvor

(1.33)

Pb

b

Figur 1.3:'
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er den totale CM energi. På den anden side fås i Lab-systemet udfra (1.:31) og (1.:29)

(1.:34)

Ved sammenligning af (1.32) og (1.34) fås

( 1.:35)

Det mest signifikante træk ved denne ligning er kvadratroden, der betyder, at ved høje
energier hjælper det ikke forfærdeligt meget at forøge Lab-energien. I de acceleratorer,
der eksisterede før 1971, kunne man opnå Lab-energier omkr. 30 GeV. I proton-proton
vekselvirkning bliver dette omkring 7.4 GeV total CM-energi. Den moderne accelerator
teknik giver i dag langt højere CM-energier ved at anvende kolliderende beams. Således
i CERN's SppS 2x300 GeV protoner på anti-protoner (fra 1981), i Fermilab's TEVAT
RON, 2x1000 GeV protoner på anti-protoner (fra 1987), og i CERN's LEP, 2x60 GeV
elektroner på positroner (fra 1989).

Af (1.33) fås
(W - E~M)2 = (EfM)2

Ved at kvadrere parentesen og benytte, at (fås fra (1.:30))

(E~M? - (EfM)2 = m~ - rn~

fås

Ombyttes a og b fås
+ 2 2

ECM _ s mb - m a

Jb - 2.JS
Fra (1.36) og (1.37) fås CM-impulsen

-G·M -CM V)..(s,m;,mn
IPa I = IPb I = 2.JS

hvor vi har indført den kvadratiske form

)..(x,y,z) = x 2 + y2 + Z2 - 2xy - 2yz - 2zx

A kan udtrykkes på mange ækvivalente måder. De vigtigst er

Bemærk, at for ultrahøje energier (s ~ (ma + mb)2) fås af (1.36), (1.37) og (1.38),

E~M ~ EfM ~ Ip:CMI ~ IPbCMI ~ ~JS
2

Udfra (1.34) kan vi finde lab-variablene (med b i hvile). Vi finder

E Lab _ S - m; - m~
a - 2mb

(1.36 )

(1.37)

(1.38)

(1.39 )

(1.40)

(1.41)

(1.42)
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-,.Lab j)..(5,m~,m~)
IPa 1= 2mb

Af (1.34) fås den vigtige tærskelbetingelse

5;::: (m a +mb)2

(1.43 )

1.1.5 Kinematisk beskrivelse af spredningen af to partikler
med to partikler i sluttilstanden

Hvis vi lader et beam af partikler af typen a ramme et target bestående af partikler af
typen b, vil vi se en proces af typen

a+b~c+d+e+f+'"

hvor to eller flere partikler kommer ud i sluttilstanden.
Hvis sluttilstanden består af partilderne a og b, kaldes processen elastisk spredning af

a og b,

Alle andre processer er uelastiske. I dette afsnit skal vi betragte kinematikken for en
type af uelastiske processer, der ofte kaldes kva5ieia5tiske (eller blot 2 ~ 2 processer),
fordi der kun findes to partikler i sluttilstanden,

Energi- og impulsbevarelse giver

Pa + Pb = pc + Pd (1.44)

Denne relation viser, at CM-systemet er det samme for begge to-partikelsystemer (a, b)
og (c, d). Lab-systemerne er ikke de samme. Vi vælger naturligvis et lab-system, hvor
enten a eller b er i hvile.

Processen (1.44) beskrives fra et kinematisk synspunkt fuldstændigt ved hjælp af to
variable (dette ses let ved at gå til CM-systemet). Foruden 5 er det ofte bekvemt at
indføre to nye variable t og u. Vi har pr. definition

5 (Pa +Pb)2 = (Pc +Pd)2

t = (Pc - Pa? = (Pd - Pb)2

U (Pd - Pa)2 = (Pc - Pb)2

(1.45)

(1.46)

(1.47)

hvor (1.44) er benyttet. De forskellige variable er illustreret i fig. (1.4). 5, t og u er ikke
uafhængige. Ved brug af (1.44) ses let, at

(1.48)

Vi skal først diskutere disse variable i CM-systemet. Vi definerer begyndelses- (initial)
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c

t -

a

og slut- (final) CM-impulser,

s

Figur 1.4:

d

b

Cl

Pi = Ip?ly! I = IpfM I

Pi = læMI = IP1M I
Ved brug af resultaterne fra afsnit 1.1.4 fås straks

(1.49 )

+ 2 2
EaC,\.! .s m a - mb

(1. 50)2yS

Eb
cM s+ mt - m~

(1.51)= ------

2yS

Pi
V>..(s, m~, mn

(1 ..52)2yS
+ 2 2

Ec
CM s m c - m d (1.53)2yS

Ed
CM s + m~ - m~

(1.54 )
20

Pi =
V>"(8, m~, m~)

(1.55)
2y's

Vi kan nu indføre spredningsvinklen () mellem retningerne af Pa og Pc i CM, dvs

Af (1.46) og (1.47) fås så

t

eller

... .... ()Pa . Pc = PiPi cos

m 2 + m 2 _ 2E CM E CM + 2p'p cos ()a c a c tf

m~ + m~ - 2EaCM Ed
CM - 2PiPf cos ()

(1.56)

(1.57)

(1.58 )

t

li

(EcCM - EaCMf - (Pi - Pi)2 - 2PiPi(1 - COS ())

(Ed
CM

- EaCMf - (Pi - Pi)2 - 2PiPi(1 + COS ())

(1.59)

(1.60)
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c

Pi

a

d

....
Pi

\ e
)

b

L.~ _

Figur 1.5:

Størrelsen 5 må tilfredsstille

og (1.61)

Dette udtrykker simpelthen, at den totale CM-energi må være større end summen af
masserne i såvel begyndelsestilstand som sluttilstand.

For de variable t og u, der kaldes (kvadratet på) de invariante impul50verjørsler, finder
vi for et givet 5, at variationsområdet begrænses af

(EcCM _ EaCM )
2

(EdCM _ EaCM) 2

(Pi + Pi)2::; t::::: (Ec
CM - EaCMf - (Pi - Pi)2

(Pi + pf)2 ::::: U::; (EdCM - EaCM )2 - (Pi - Pf)2

(1.62)

(1.63)

Ved hjælp af (1.50) - (1.55) kan vi udtrykke disse grænser ved hjælp af 5, således at de
kinematiske grænser kan udtrykkes på invariant form.

En betragtelig simplifikation opstår, når vi går til det elastiske tilfælde, hvor

(1.64)

Vi får så

Pi Pi =. P

(1.65)

ECM _ ECM
b - d

For t fås

Omvendt fås af (1.52)
2st

cos (} = 1 + \( 2 2)
A s,ma,mb

(1.66)

(1.67)
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a

De kinematiske grænser for t er

a

Pr

b ~1d
Pd '{

d

Figur 1.6:

\
\f), c

c

Lab. system

l

-A(5, m~, ml)---"---'- < t < O
s

For u fås

(1.68 )

(1.69)

( l.70)

(1.71)

(1. 72)

'2 2,2
(mb - maj 2

U = - 2P (l + cos B)
S

Ved elastisk spredning af to partikler med samme masse (elektron-elektron, elektron
positron, proton-proton, .,.) falder det første led i (1.69) bort. For s ~ 00 er dette led i
øvrigt forsvindende.

Vi skal dernæst kort diskutere variablene i lab-systemet. Her er det mest bekvemt at
bruge den kinetiske energi T = E-m. Af (1.45) - (1.47) fås

s (m a + mb)2 + 2mbTa Lab
2 L bt = (md-mb) -2mbTd a

U = (mc - mb)2 - 2mbTc Lab

Heraf findes impulserne let [Ifil = /T(T + 2m) ]

~ b /)..(8, m~, mD
IPa

a I = 2mb

/A(U, m~, ml)

2mb

. /)"(t, m~, mD
IPiabl = V

2mb

Der er to spredningsvinkler Oc og Od (se fig. (1.6)). For t og U har vi

t = (Pc - Pa)2 = m~ + m; - 2EcLab Ea Lab + 21pc Labl I~abl cos Bc

U = (Pd - Pa)2 = m~ + m~ - 2Ed
Lab

Ea Lab + 21~abll~abl cos Od

Udfra disse relationer kan vinkler udtrykkes ved invarianter.

(1. 73)

(1.74)

(1.75)

(1. 76)

(1. 77)
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1.1.6 Bemærkninger om produktionsprocesser

Den generelle produktionsproces

a + b -+ Cl + C2 ..• + cq ( i. 78)

er selv fra et kinematisk synspunkt meget kompliceret at beskrive. Antallet af ualliængige
kinematiske variable, der beskriver processen (1.78), er 3q-4 (hvorfor?). Hvis partikjerne
har spin, stiger antallet af frihedsgrader.

Selvom processen (1.78) er undersøgt eksperimentelt, er det klart, at det er svært at
præsentere de eksperimentelle data på overskuelig vis. Man må nødvendigvis integrere
over en række variable og nøjes med at studere processens forløb i nogle få variable. Vi
skal senere vende tilbage til produktionsprocesser.

1.2 Den relativistiske S-matrix

Mens vi i kap. 1.1 udelukkende beskæftigede os med de kinematiske forhold i sprednings
processer og henfald, skal vi nu se, hvorledes man i kvanteteorien kan beskrive sådanne
processer. Vore betragtninger vil være meget almene, men i senere kapitler vil vi gang på
gang få brug for diverse specialtilfælde af denne almene formalisme. Det er derfor i høj
grad nyttigt først at gøre sig fortrolig med de almene træk.

1.2.1 Spredningseksperimenter og den dynamiske S-matriks

Vi har allerede i kap. 1.1.5 og 1.1.6 nævnt begrebet spredningsproces. Vi var da inter
esserede i de kinematiske træk ved processerne. Lad os imidlertid forsøge at analysere
spredningen fra et kvantemekanisk synspunkt.

På fig. 1.7 ser vi en meget skematisk tegning af et spredningseksperiment. Fra proton
acceleratoren udtages et beam vha en magnet. Dette protonbeam fokuseres og sendes ind
i et boblekammer, 2 hvor beamets partikler vekselvirker med brint. Boblekammeret virker
altså både som target og detektor. Vi skal senere møde andre eksempler på, hvorledes
eksperimenter rent faktisk udføres. Ovenstående må blot opfattes som en grov skitse.
De principielle træk ved ovennævnte type af spredningseksperimenter kan udtrykkes ved
nøgleordene "beam", "target" og "detektion". Eller sagt mere udførligt:

(a) Beam: Ved hjælp af maskiner accelereres beampartiklerne op til den energi, man
ønsker at studere. Ved hjælp af magneter tages beampartiklerne ud af acceleratoren.

(b) Target: Beamet ledes ind i et target, og selve spredningsprocessen finder sted. Er
der tale om to beams, der kolliderer, er target selvet beam.

(c) Detektion: Resultatet af vekselvirkningen mellem beam og target detekteres. I
figuren produceres to ladede partikler (sluttilstanden består af fire ladede partikler
- eventuelle neutrale partikler kan ikke direkte ses i boblekammeret, men nok i visse
andre detektorer).

2 De fleste boblekamre er nu "pensionerede" til fordel for elektroniske detektorer, men ideen er stort
set den samme
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accelerator beamrør

0
"EM-

I
afbøjning afskærmning

EM-
~ /

afbøjning ·1'·,0:.--------........
-'"

~/Llli~lll~__b_e_a_m_~ t_ar_g_e_t_O_g_d_et_e_k_t_o_r ~
Figur 1.7:

Principielt kan vi derfor beskrive en spredningsproces ved ligningen

a+b->c+d ... +e
--..-- -----i

(1. 79)

Her indeholder begyndelsestilstanden (i) (i står for "initial" ) to partikler, mens sIuttil
standen (1) indeholder to eller flere partikler (1 står for "final").

Der er altså tre trin i en vilkårlig spredningsproces, "konstruktionen" dvs begyn
delsestilstanden (i), spredningen, og detektion af sluttilstanden (1). Konstruktionen af
begyndelsestilstanden finder sted så langt fra spredningsområdet, at vi kan karakterisere
begyndelsestilstanden med et sæt af kvantetal for frie partikler (impulser, spin, etc.). Den
således karakteriserede tilstand betegner vi kort med li). På samme måde vil detektionen
foregå udenfor spredningsområdet, og sluttilstanden lf) er karakteriseret ved et andet sæt
af kvantetal for frie partikler.

For at redegøre for eksperimenter er vi interesserede i overgangssandsynligheden Pii
for, at et system bestående af beam plus target, og som oprindeligt beskrives ved tilstan
den li), senere måles at være i tilstanden If). Kvantemekanisk set er Pii imidlertid ikke
den fundamentale størrelse. I henhold til generelle kvantemekaniske regler er Pii propor
tional med kvadratet på en overgangsamplitude, som vi betegner med UlS/i). Ved denne
betegnelse har vi tilkendegivet, at overgangsamplituden afhænger af kvantetallene for de
indkommende partikler. I stedet for UISIi) skriver man ofte Sii.

Mens li) og li) er tilstande, der indeholder frie partikler, beskriver bogstavet S selve
spredningen. Transjormationsoperatoren S beskriver altså dynamikken.

Hvis der ingen vekselvirkning findes, må vi have li), altså S = 1. Det er bekvemt
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straks at separere den trivielle mulighed at intet sker. Vi skriver derfor

UISIi; = (iIi; + UIUli; (1.(0)

UIUli; beskriver den egentlige spredning. I begyndelses- og sluttilstanden har vi velde
finerede totale fire-impulser Pi og PI henholdsvis. Da energier og impulser er bevarede.
gælder

UIU!il = O for Pi:F PI (1.81 )

Dette repræsenterer en vigtig randbetingelse på U-matricen. I impulsrummet er UlUli)
kun forskellig fra nul i det punkt, hvor Pi = PI' Det er derfor naturligt at forvente (da
fire- impulserne jo er kontinuerte variable)

UISIi)
(1. (2)

hvor den fire-dimensionale D-funktion udtrykker bevarelsen af energi og impuls.
T-matricen UITli) udtrykker således den egentlige dynamik. Faktoren, i(21l")4, er blot
indført af bekvemmelighedsgrunde (se senere afsnit).

Det bemærkes, at definitionen i (1.82) naturligvis forudsætter, at vi har detekteret
alle partikler i sluttilstanden (ellers vil vi jo ikke observere energi-impulsbevarelse). På
fig. 1.7 vil der således ikke være udetekterede neutrale partikler.

Vi skal i kap. 1.4 se, hvorledes man beskriver den situation, at visse typer (fx neutrale)
partikler unddrager sig vores detektors opmærksomhed.

1.2.2 Tilstandvektorer i Heisenberg-billedet

l de foregående betragtninger er der tilsyneladende en mangel på symmetri mellem til
standene II) og li), idet li) i spredningsamplituden kun indeholder to partikler.

Er der tale om et henfald

indeholder li; kun en partikel. Det er klart, at denne mangel på symmetri kun er til
syneladende, idet såvel li) som If) er karakteriserede ved, at de er egentilstande for et
fuldstændigt sæt af kommuterende observable. De observable er defineret ved hjælp af
detektorerne, der benyttes ved karakteriseringen af II) og li). Vi kan således forestille os,
at II) og li) begge udgør et komplet sæt af tilstande, - den kendsgerning, at li) består af
en eller to partikler, er således en ren praktisk restriktion.

Indtil nu har vi været meget upræcise med hensyn til karakteriseringen af II) og
li). Som bekendt kan man i kvantemekanikken beskrive tidsudviklingen af et system på
flere måder. I Schr6dinger-billedet indeholder tilstandsvektorerne hele tidsafhængigheden,
mens operatorerne er tidsuafhængige. I Heisenberg-billedet er alle tilstandsvektorer tids
uaibængige, mens operatorerne varierer med tiden. Desuden findes en række "billeder"
(fx vekselvirkningsbilledet ), hvor en del af tidsafhængigheden ligger i tilstandsvektorerne
og en del i operatorerne. Schr6dinger- og Heisenberg-billederne bliver således ekstreme
tilfælde.
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l urelativistisk kvantemekanik er samtlige tidsudviklingsbilleder ækvivalente, og det
er en bekvemmelighed og en smagssag, hvilket man vælger. For systemer med uende
lig mange frihedsgrader (fx relativistisk kvantefeltteori) er dette imidlertid ikke længere
tilfældet. Det viser sig, at Heisenberg-billedet er det tidsudviklingsbillede, der bar størst
chance for at eksistere fysisk og matematisk. Det er unødvendigt for os i dette elementære
kursus at komme nærmere ind på disse subtile spørgsmål. Vores eneste pointe er, at der
er god grund til at benytte Heisenberg-billedet i det følgende.

I Heisenberg- billedet beskriver vi systemet til alle tider ved en vektor I<I> ~. Denne
tilstandsvektor beskriver tilstande for systemet uafhængig af hvilke mere eller mindre
dramatiske begivenheder, der sker i løbet af tiden. I Heisenberg-billedet er den indkom
mende tilstand (begyndelsestilstanden) betegnet ved li,in), hvor i igen står for et sæt
af kvantetal for frie partikler (impulser, spin, etc.). Analogt står If, out) for tilstanden,
der specificeres af detektorerne i sluttilstanden. Tilstandene li, in) og If, out) er tidsu
afhængige, da vi er i Heisenberg-billedet. Derfor går li, in) heller ikke med tiden over i
If, out). Man kan snarere sige, at systemet en gang for alle er beskrevet enten ved li, in)
eller If, out) - tilstandene.

Beskrivemåden kan minde lidt om beskrivelsen af en planets bevægelsestilstand ved
hjælp af baneelementer. Normalt tænker vi måske på at specificere planetens position
og impuls som funktioner af tiden. Men samme information er tilrådighed ved at angive
baneelementerne: parametre for Kepier-banens størrelse, form og orientering i rummet
samt den afgørende vigtige epoke, der angiver tidspunktet for en bestemt perihelpassage.
Herefter kan position og impuls altid simpelt beregnes til enhver tid. Men spcijikationen
af planetens tilstand er tidsuafhængig.

Tilsvarende med tilstandsvektorer i Heisenbergbilledet. Deres tidsuafhængighed er
ingenlunde et udtryk for at alle målinger på systemet vil give samme resultat til alle
tider. Sådanne målinger vil være relaterede til visse matrixelementer af visse observable,
og disse sidste vil være tidsajhængige.

Overgangsamplituden i -+ f er da givet ved

Sji = U, outli, in) (1.83)

idet 5ji ifølge denne definition er amplituden for et system, der præpareres i tilstanden
li, in), vil blive fundet i tilstanden If, out). Da såvel li, in) som If, out) udgør fuldstændige
sæt, kan vi fx udvikle li, in) på If, out~. Af (1.83) fås

li, in) = l.: If,out)U,outli,in) = l.: If,out)Sji
j j

I operatorformulering kan vi skrive (1.84) som

Sji = U, outlSli, out) = U, inlSli, in)

(1.84)

(1.85)

Sædvanligvis vil vi undlade "out" og "in" i betegnelsen for tilstandene og blot skrive
Sji som UISIi). Det er underforstået, at Ul og li) tilhører samme sæt af tilstandsvektorer
(dvs enten "in" eller "out"-sættet).



16 DEN RELATIVISTISKE SPREDNINGSPROCES

1.2.3 U nitaritet

Da "in"- og "out"-tilstandene er fuldstændige, har vi

2:: If, out) U, outl = 2::li,in)(i,inl = 1
f

(1.86)

Vi forudsætter her, at tilstandene er "normerede til l": at (i en vis forstand, se nærmere
afsnit 1.3)

Ulf) = l

Af forrige ligning fås ved at tage matrikselementet mellem U,outl og 11', out) at

hvor alle tilstande er out-tilstande (jfr lign. (1.86)). Tilsvarende

2:(iISt lJ)UISli') = (iii')
f

Altså er S-matricen unitær. I operatorformulering gælder

sst = sts = l

(1.87)

(1.88)

(1.89)

Denne ligning udtrykker blot (via (1.86)), at da "in"- og "out"- tilstandene hver for sig
udgør fuldstændige sæt, vil de være forbundne med en unitær transformation.

Unitariteten (1.89) kan også udtrykkes vha den egentlige dynamiske størrelse UIT!i),
defineret i lign. (1.82). Ved simpel algebra fås

+2:: (27l")8t54(p'Y - Pa)t54(p'Y - pø)(-yITla)*hITI13) (1.90)
'Y

Benyttes, at t54(p'Y - Pa)t54(p'Y - pø) = 84(Pa - pø)t54(p'Y - pø), fås

(aITI13) - (13ITla)* = i 2:(27l")4t54(p'Y - pø)(,ITla)*hITI13) (1.91)
'Y

Bruger vi
(1.92)

kan T-matricens unitaritet udtrykkes på følgende simple måde

n

Summationen går over et fuldstændigt sæt af (normerede!) mellemtilstande karakteriseret
ved kvantetallene n.



1.3 EKSKLUSIVE TVÆRSNIT 17

(1.94 )

Cnitariteten er en vigtig egenskab ved 5- (og T-) matricerne. Hvis man har en eksakt
dynamisk teori for spredningsprocesser (og henfald). må unitariteten naturligvis være
eksakt opfyldt. Har man derimod kun brudstykker af en dynamik for spredningsprocesser.
giver unitariteten et vigtigt bånd på de relevante amplituder.

Et vigtigt specialtilfælde af (1.93) fås, hvis li) = If). Da er

1m(iITli) = ~ 2)27l')484 (Pn - Pi)I(nITliW
- n

Imaginærdelen af den forlæns (forlæns, fordi de to Ii)- tilstande er nøjagtigt ens) amplitude.
1m (ilTIi) er altså positiv. I tilfældet topartikelspredning viser det sig, at (1.94) er identisk
med den berømte optiske sætning3 .

1.2.4 Nogle vigtige historiske bemærkninger

Den sædvanlige urelativistiske kvantemekanik kan naturligvis formuleres vha en S-matriks
for så vidt angår beregningen af spredningsprocesser, idet man går ud fra at Schrodinger-lig-

ningen kan udtrykke UlS li) i termer af potentialet. At S-matricen imidlertid er et nyttigt
generelt hjælpemiddel, selv i tilfælde hvor man ikke har bevægelsesligninger, er først
påpeget klart af Heisenberg "Die beobachtbaren Grossen in der Theorie der Elementar
teilchen", Z. Phys. 120 513 (1943) .

I studiet af vekselvirkningen mellem partikler ved høje energier ("højenergifysikken",
"elementarpartikeJfysikken", "partikelfysikken", ... ) er vi netop i den situation, at vi
- trods de seneste par årtiers store fremskridt - ikke i al fremtid kan formode fuldt ud at
forstå dynamikken, især hvad angår produktionsprocesser

a+b~c+d+e+ .. ·+f

I en sådan situation kan S-matricens generelle egenskaber (fx unitariteten) være meget
nyttige.

1.3 Eksklusive tværsnit

I dette afsnit skal vi beskæftige os med processer, hvor sluttilstanden II) består af et
bestemt antal partikler, altså processer af typen

a + b~ Cl + C2 + ... + en (1.95)

Sådanne processer kaldes (efter Feynman) eksklusive processer, idet udetekterede partikler
i sluttilstanden er udelukket. Hvis (1.95) fx er observeret i et boblekammer, må man ved
at undersøge energi-impulsbalancen sikre sig, at sluttilstanden virkelig ikke indeholder
flere end n partikler.

1.3.1 Definition af tværsnit

Eksperimentelle resultater for spredningsprocesser udtrykkes vha tværsnit. Vi skal først
definere tværsnittet for processen (1.95), og i de følgende afsnit vil vi derpå finde forbin
delsen mellem tværsnittene og den i kap.1.2 definerede S-matrix. Fig. 1.8 viser meget

3Bemærk, at i almindelighed er venstre side af (1.93) ikke imaginærdelen af (fITIi).
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beam I i)

detektor

dN[

dt

tæller

Figur 1.8:

skematisk, hvad vi observerer i spredningseksperimentet i laboratoriesystemet for b. Lad
beamet have den konstante partikelintensitet la, dvs la partikler passerer et enhedsa
real vinkelret på beamretningen pr. tidsenhed. Target antages at være så "tyndt", at
vi kan se bort fra multipel-spredning. Lad antallet af "aktive" target partikler (dvs de
targetpartikler, der befinder sig i den del af target, der gennemskæres af beamet) være
Nb. Sluttilstanden II) registreres af detektorer, der befinder sig langt fra target. Lad
tællehastigheden, dvs antallet af gange tilstanden li) registreres pr. tidsenhed, være
dNf / dt. Tværsnittet for i -+ i, (Jfi, er da defineret ved

(1.96)

Det ses, at (Jfi har dimension som et areal. Bemærk her, at dNf / dt trivielt er propertional
med laNb. (Jfi indeholder den ikke-trivielle, interessante information.

Man kan også let direkte se, at (Jfi har dimension af et areal. Betragter vi systemet
over en tid T, da er det totale antal af partikler i beamet

(1.97)

(1.98)

hvor A er beamtværsnittet. Intensiteten la er forudsat at være konstant i tiden.
Tællehastigheden er da også konstant, og det totale antal begivenheder, der registreres i
sluttilstanden i er da N f = T(dNf / dt). Af (1.96) fås så

Nj
(Jji = --A

NaNb

der klart viser, at tværsnittet er et areal. Det bemærkes, at NaNb er det totale antal
af mulige vekselvirkninger mellem partiklerne a og b. Man kan derfor sige, at (J ji er det
effektive areal en indkommende partikel må ramme, for at sluttilstanden i kan optræde.
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En lille advarsel: For et target bestående af mange partikler er tællehastigheden ikke
altid IVb gange tællehastigheden for et target bestående af en enkelt partikel. Et velkendt
eksempel, hvor dette ikke er opfyldt, er diffraktionsspredning af elektroner i en krystal (Da
visson og Germers eksperiment), hvor den koherente vekselvirkning af beamelektronerne
med krystalatomerne giver anledning til interferenseffekter. Tværsnittet for elektron
krystalspredning er da meget forskellig fra tværsnittet for elektron-atomspredning. In
terferenseffekten vil dog i almindelighed kun optræde, når de Broglie- bølgelængden for
den indkommende partikel er sammenlignelig med de interatomare afstande i krystallen.
Ved større impulser er det tilladeligt at se bort fra disse effekter, og i det følgende vil \·i
antage, at dette er tilfældet.

Til sidst vender vi os til den situation, hvor sluttilstanden er lig begyndelsestilstanden,
dvs f = i. Dette tilfælde optræder fx i elastisk spredning a + b -+ a + b, når sprednings
vinklen går mod nul. Eksperimentelt kan vi ikke skelne de partikler, der går gennem target
uden at blive spredt (dvs, de partikler der svarer til leddet Uli) i S-matricen (1.82)) fra
de partikler, der spredes i forlæns retning. Da tællehastigheden dN j Idi varierer diskonti
nuert, når tælleren placeres i forlæns retning (og dermed rammer det ikke-spredte beam),
kan definitionen, (1.96) ikke benyttes i forlæns retning for f = i. Imidlertid kan vi såvel
eksperimentelt som teoretisk benytte kontinuitetsbetragtninger ved definitionen af det
forlæns elastiske tværsnit.

1.3.2 Relativistisk normering

Som bekendt fungerer den kvantemekaniske formalisme på den måde, at udsagn om sand-
synligheder fås fra visse matrix-elementer ved at tage absolutkvadratet på disse sidste. For

at denne regel kan fungere umodificeret, må det forudsættes, at vi benytter tilstande hvis
"absolut-kvadrat" eller normering er givet ved et l-tal. I relativistisk fysik er det ofte
mere bekvemt, at arbejde med tilstande, der ikke adlyder denne normering. Faktisk er
det umuligt at opretholde denne normering i alle inertialsystemer, som vi nu skal se. Men
det gør heller ikke noget når blot vi husker altid at dividere med tilstandsnormeringen
lige inden vi beregner sandsynligheder.

Er således en tilstand I'Ø) defineret med en normering ('Ø I'Ø) =f 1, så er tilstanden
(('Ø I'Ø ))-1 /21 'Ø) enhedsnormeret :

Tilsvarende kan vi skrive fuldstændighedsrelationen for et sæt af orthogonale, men ikke
nødvendigvis orthonormale tilstande som

1 = L In)(nl
n (nln)

Først minder vi om, at den ikke-relativistiske bølgefunktion for en partikel med impuls
p er givet ved

'Øp(i) = (ilft) = eiP'x

Disse tilstande tilfredsstiller normeringsbetingelsen ((ilft)* = (Pli))

(1.99)

(1.100)
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og fuldstændighedsrelationen
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(1.101)

r abstrakt form kan denne ligning skrives

Narmeringsbetingelsen (1.100) er invariant under rumlige rotationer, dvs

([;1f )= (pIP)

for enhver rotation

(1.102)

(1.103)

-, R '
Pi = ikPk

Dette følger af, at ortogonalitetsbetingelsen for rotationen R, nemlig Rik· R kl 8i!
medfører, at det R = 1 (for egentlige rotationer). Heraf følger

rr
3

8(R ( , )) 1 83 ( -> ->')
i=1 ik Pk - Pk = Idet RI p - P

83(p _ p') (1.104)

hvilket medfører (1.103).
Normeringen er endvidere invariant under Galilei-transformationer

:.. I -, -.
P = P - mv p= p- mv

Fuldstændighedsrelationen (1.101) er naturligvis også invariant under disse transformati
oner.

I en relativistisk kvantemekanik arbejder vi også med egentilstande af impulsen p.
Men i en relativistisk teori er det ubekvemt at benytte normeringen (1.100) pga dennes
Galilei-invarians. Det vil være mere praktisk at have en Lorentz-invariant normering. Vi
skal se, at en sådan opnås ved at vælge

(1.105)

Ep er altså energien af partiklen med impuls p. Invarians under sædvanlige rotatio
ner er klar. Det er derfor tilstrækkeligt at vise invariansen under specielle Lorentz
transformationer,

p'x = ,(Px - vEp )

E'p = ,(Ep - vpx)

P'y I= py P z = pz

I = (1 - v2t~ (1.106)

(og analogt for il). Invariansen af y- og z-komponenterne er triviel. For x-komponenten
haves

(1.107)
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Argumentet for b-funktionen er kun nul [Ol' Pr = qr, og vi kan benytte, at
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(1.108)

der gælder for monotone funktioner (generelt: i omegnen af et isoleret nulpunkt for f).
Altså er

( , , ) l ) Ep
fy p r - q r = Px b(px - qr = ø 8(px - qr)

I - IV Ep , p

Denne relation viser, at (1.105) er invariant, dvs:

(p '1<[ ') = (P1<[)

Fuldstændighedsrelationen influeres så også. Fra (1.105) fås

eller, i abstrakt form,

(1.109)

(1.110)

(1.111)

Denne betingelse er Lorentz-invariant, fordi 1? er Lorentz-invariant (dette ses let vha
p

(1.106) og (1.109)).
Det er ofte bekvemt, at indføre en notation, der minder om, hvad vi er vante til fra

diskrete variable, og skrive

(1.112)

Dette er reglen for at gå fra en formel sum over en kontinuert impulsvariabel til et integral
over denne variabel.

Med denne notation kan vi så skrive (1.111) som en formel sum,

L: 1f)(Pl = 1
p

som om p var en diskret variabel. Hertil svarer notationen

(1.113)

For den her indførte Lorentz-invariante normering gælder, at den ikke giver "enheds
normerede tilstande". I stedet har vi for en 1-partikeltilstand

(1.114)

hvor V betegner "kvantiseringsvolumenet", det område af rummet i hvilket vi (via meget
store bølgepakker) trods alt er sikre på at have partiklen indespærret (således at impulsen
kun bliver helt veldefineret i grænsen V ----+ 00). Der gælder nemlig
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1.3.3 Sammenhængen mellem tværsnit og S-matricen

Det næste -problem består nu i at sammenknytte det eksperimentelt betonede tværsnit,
(Jji, med den kvantemekanisk mere relevante S-matrix, der direkte giver overgangsampli
tuden mellem begyndelses- og slut-tilstandene li) og If).

I praksis vil tilstandene li) og If) være karakteriserede ved partiklernes impulser (for
uden evt. spin etc.). Dette giver anledning til en vanskelighed fra et kvantemekanisk
synspunkt, fordi en partikel med veldefineret impuls ikke kan lokaliseres ifølge ubestem
thedsrelationerne. Sandsynligheden, for at en sådan partikel befinder sig i et endeligt
volumen, må derfor være nul. Dette er til en vis grad upraktisk, og vi skal derfor indgå
det kompromis, at vi som før nævnt tænker os alle fysisk relevante systemer indesluttet
i et endeligt, men vilkårligt stort volumen, V. Impulserne kan da ikke være fuldstædigt
bestemte. Ved at udføre grænseovergangen V ---+ 00 i vore slutresultater kan vi imidlertid
opnå impulsdefinition med vilkårlig nøjagtighed.

Lad os nu igen betragte processen li) ---+ If) , hvor li) består af to partikler, a og b,
mens If) er en tilstand bestående af et bestemt antal partikler (~ 2 normalt). Lad os
endvidere antage, at b er i hvile. Vi betragter a som værende beskrevet ved en kasseagtig
bølgepakke, der bevæger sig med hastigheden V a (med et snævert impulsspektrum), og som
har tværsnittet, A, vinkelret på bevægelsesretningen. Lad T være den tid, det tager for a

at passere et givet punkt. Længden af bølgepakken er da vaT. Partiklen ber også beskrevet
ved en bølgepakke (næsten i hvile) med volumen V. Vi antager, at b-bølgepakken kan
indesluttes fuldstændigt i a-bølgepakken. V er det "effektive vekselvirkningsvolumen" .
Det spiller også rollen som kvantiseringsvolumen for partiklen b.

Efter foregående afsnit har vi så for normeringen af begyndelsestilstanden

(Vi, == V). Overgangssandsynligheden fås fra S-matricen såfremt tilstandene er enheds
normerede, og det er kun tilstandene

':' _ li)
IZ) = JUli) og

- _ If)
If) = f(M

Vi får så fra (1.98), idet overgangssandsynligheden

_ N j

Pji = NaN
b

indføres,

hvoraf

(1.115)

1.3.4 Tværsnittet og T-matricen

Det netop fundne udtryk er ikke nyttigt, da det involverer allehånde normeringsvoulmener,
som vi i praksis ikke ønsker at skulle holde styr på. Problemet løses dels ved at se på det
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Figur 1.9:

differentielle tværsnit, dels ved at benytte T-matricen (1.82) fremfor S-matricen. Som al
lerede omtalt har T-matricen også den fordel, dels at den har indbygget 4-impulsbevarelse,
dels at den har udsepareret den trivielle mulighed, at intet sker. Fra (1.82) får vi

(1.116)

Her har vi taget kvadratet på deltafunktionen, en størrelse, der er endnu mere matematisk
suspekt end deltafunktionen selv. Meningen er, at vi altid bør tænke på en situation.
hvor vi har endelige (omend meget store) bølgepakker, så at deltafunktioner erstattes
med sædvanlige funktioner, der approksimerer deltafunktioner, men for hvilke det at tage
kvadratet strengt taget godt kan forsvares. For enhver sådan sædvanlig funktion, f (x),
gælder

f(x)b(x) = f(O)8(x)

hvorfor vi også vil sætte
(b(X))2 =b(O)8(x)

eller i vores tilfælde

Videre bruger vi igen deltafunktionens Fourier-transformerede til at skrive

(271")484 (0) =Jd4xe iO
.
x = VT

hvor V er "kvantiseringsvolumenet" og T er den tid, eksperimentet tager, så at VT er
det "effektive" 4-volumen af vores rum-tid. Igen: i en mere omhyggelig behandling ville
integrationen ikke blot være over plane bølger, men over bølgefunktioner, der virkelig
forsvandt (bedre: ikke havde noget overlap) uden for dette 4-volumen.

Vi får så

(1.117)
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Dette udtryk er stadig behæftet med uønskede normeringsvolumener:

(fIfl = I1(2Ei V)

Vi kommer ud over også dem ved at studere et eksperimentelt set mere fornuftigt tværsnit:
det differentielle tværsnit. Antag at II) er på formen

Eksperimentelt vil bestemmelsen af impulserne, Pi, altid være behæftet med en vis
måleusikkerhed hidrørende fra detektorernes endelige opløsningsevne. Hvad vi kan måle,
er derfor summen af alle begivenheder, hvor de enkelte impulser ligger inden for et vist
område, d3pi, omkring Pi. Antallet af kvantetilstande inden for et sådant område er som
bekendt (som i elementær kvantemekanik)

Heraf fås så

y derligere gælder, at

d3 pn
.... (211" )32E

n
(1.118)

Vapapb = 4mbl~abl = 2J>..(s,m;,m~) (1.119)

en form, der eksplicit godtgør, at denne faktor er invariant under Lorentz-transformatio
ner.

Ved integration over en eller flere impulser fås tværsnittet svarende til eksperimenter,
hvor en eller flere af partiklernes impulser ikke måles.

1.3.5 Det kvasielastiske tværsnit

Lad os nu i mere detalje studere det kvasie1astiske tværsnit, dvs vi betragter

a+b----tc+d

og (1.118) giver

da = ~(211")4J8
4
(Pa + Pb - Pc - Pd) I(c +dlTla + b) 12 d

3
pc d

3
pd

2 J>..(s,m;,m~) (211")32Ec (211")32Ed

(1.120)

(1.121)

Her vil vi vente med at specificere over hvilke variable, det er underforstået, at vi inte
grerer. Vha rumparten af 8-funktionen kan vi integrere over Pd og får så i tyngdepunkt
systemet

(1.122)
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hvor Ed = Vii Z+ m~ pga Pc --j- Pi = O. Da

2.5

I ~ I d(Ec + Ei )

d Pc = d(Ec + Ed)/dIPcl

fås, efter integration over Ec+ Ed,

d(Ec + Ed)

IPe I (Ec + E d )/ EcEd

~ = Pi I UITli) 1

2

dflcM Pi 81rVS

hvor vi har benyttet lign. (1.38):

(1.12:3)

Her er (da-jdn)cM det differentielle tværsnit pr. enhedsrumvinkel i tyngdepunktsystemet.
Indføres den invariante impulsoverførsel t vha lign. (1..57) fås

og derfor er
d(j

dt
=

I(c +dlTla +bW
16Jr ,\( s, m;, mO (1.124)

(1.125)

Det er her forudsat, at partiklerne er spinløse, eller at man midler over spin (således at vi
får det upolariserede tværsnit). Ellers vil vi ikke kunne integrere afhængigheden af den
azimutale vinkel ud i (1.123).

1.3.6 Faserum

I eksklusive processer, med tre eller flere partikler i slut tilstanden, bliver de kinematiske
forhold ret komplicerede. Man kan derfor forvente, at de dynamiske effekter også er ret
komplicerede.

For at adskille dynamik fra kinematik benytter man ofte såkaldte faserumsbetragtnin
ger: Man siger, at den rene kinematik svarer til, at T-matricen er konstant. Tværsnittet
(1.118) må da opføre sig som

konstant Jd3
Pl d

3
pn .c4( ~ )

(j ji = -- ... --u Pa + Pb - ~ Pi
)>'(5, m;, mt) 2El 2En i=l

Afvigelser fra denne opførsel viser dynamiske effekter.

1.4 Henfald

En proces af typen
(1.126)

hvor et system (en partikel) med masse M henfalder til et antal partikler al, az, . .. , an med
masser ml, m2, ... ,mn , kaldes en henfaldsproces. En sådan proces er også eksklusiv, idet
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alle partikler registreres. Ved at gå til i's hvilesystem ses, at en betingelse for henfaldet
er, at

Impulsbevarelsen
p = PI + P2 + ... + Pn

(1.127)

(1.128)

er også særlig simpel i i's hvilesystem. For et henfald til to partikler følger det straks af
diskussionen i (1.1. 5), at

\/\( lV/z, m~, mn
2M

2M
(1.129)

Som i afsnit (1.3.3) kan vi nu beregne overgangssandsynligheden pr. tidsenhed. Kaldes
denne r fi, haves (for Nf ~ Ni)

(iii) = 2MV (1.130)

(1.131 )

hvor vi har benyttet tilsvarende betegnelser som i afsn. 1.3.3 (se især lign. (1.115)). Som
i (1.116) ff. fås så

r ._ (271")4<54(pf - Pi)IUITliW
]J - 2MU\f)

Normeringsvolumenet V og tiden T går altså ud igen. Det er klart, at r fi har dimensio
nen l/(tid).

I almindelighed kan i henfalde til flere sluttilstande. Den totale overgangssandsynlig
hed pr. tidsenhed er da

r. _ (271")4" 84( _ .) IUITli)1
2

I - 2M ~ Pf PI Ulf)

r fi er den partielle overgangssandsynlighed.
For henfaldet (1.126) fås overgangssandsynligheden (som i afsn. 1.3.4)

(271")4 J d3PI d3pn 4
r fi = 2M (271")3 2E

I
... (271")3 2E

n
<5 (p - PI - ... - Pn)

l(al(PI) + ... + an(Pn)ITli(M))1 2

Ved benyttelse af metoden i afsnit (1.3.5) fås for et henfald til to partikler

dr 1)"(M2 m 2 m 2)
--E = V 'al b IUITliW
dn 6471"2M3

Middellevetiden for systemet i defineres ved

l
Ti =ri

(1.132)

(1.133)

(1.134)

(1.135)
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hvor
ri = L f j;

j

Begrundelsen for dette resultat ses således:
C betegner det totale antal henfalds begi ven heder (totalt fordi vi tæller alle henfald

sammen, uanset hvilken henfaldskanaL der er tale om; for ir+ -henfald således både ir+ ---t

fl+VIl og ir+ ---t e+ve osv) pr. tidsenhed, relativt til det forhåndenværende sample af
henfaldende partikler. Er antallet af endnu ikke henfaldte partikler N,(t) gælder altså

_._I_d1'1;(t) = -f;
1'1;( i) di

eller
1'1,(i) = N;(O)e-r,t = N;(O)e- t

/
T

,

Hvis N;(O) = 1, er sandsynligheden for at partiklen henfalder i tidsintervallet (t,t + df)
altså

P(i) = f;e- tf ,

således at

Middellevetiden er da

lX! dtP(t) = 1

100 d 100
tf d 1 1< t >= dt· tP(t) = -f;- dte-' = -f;--. = - = T;

o df; o df; f; f;

Overgangssandsynligheden for et henfald til tre partikler er givet ved

(21l")4 J d3PI d3
p2 d3

p3 4 . 2

rj ; = Ud (21l")3 2E
l

(2ir)3 2E2(21l")3 2E
3
6 (p - Pl - P2 - P3)IUIT!l)1 (1.136)

Man kan analysere dette integrals kinematiske indhold (Dalitz-analyse), men resultatet
er ret kompliceret og afhænger en del af masserne ml, m2 og m3' Derfor udføres en sådan
analyse bedst i forbindelse med konkrete eksempler, hvor der ofte foreligger simplifikati
oner (fx ml = m2 = m3)'

1.5 Inklusive eksperimenter

Indtil nu har vi diskuteret generelle egenskaber ved den relativistiske S-matrix og fundet
sammenhængen mellem denne og de eksklusive tværsnit for processer af typen

(1.137)

Eksperimenter af typen (1.137) er karakteriseret ved, at sluttilstanden er nøje specificeret.
Antallet af uafhængige kinematiske variable nødvendige for beskrivelsen af (1.137) er
stort, og den fænomenologiske og dynamiske tydning af givne eksperimentelle data kan
derfor være overordentlig kompliceret. Et overblik over forholdene vanskeliggøres i høj
grad af, at menneskets visuelle forestillinger begrænser sig til tre dimensioner. Man må
derfor (for overblikkets skyld) udvælge nogle ganske få kinematiske variable af gangen,
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tæller

~

Figur 1.10: Denne figur illustrerer det inklusive enkeltpartikeltværsnit

afbilde tværsnittets variation med disse få variable og forsøge at uddrage empiriske regler
og lovmæssigheder udfra disse afbildninger. Det er klart, at man på denne måde ikke
har nogen garanti for at få den mest adekvate fremstilling af de dynamiske forhold i de
eksklusive tværsnit.

Den mindst oplysende, men samtidig også den simpleste information om (1.137) får
man ved at betragte det totale tværsnit for produktion af n partikler. I det følgende
betragter vi en pseudo-verden bestående af identiske, spinløse partikler. Generalisation
til en mere realistisk verden med ikke-identiske partikler (evt. med spin) er simpel. I
(1.118) fandt vi da, at tværsnittet kunne udtrykkes ved formlen

x
i=l

(1.138)

Faktoren l/n! er en statistisk faktor, der optræder, fordi vi har n identiske partikler i
sluttilstanden.

1.5.1 Definition af inklusive eksperimenter

Feynman har diskuteret en klasse af eksperimenter af typen

(1.139)

Denne klasse af eksperimenter kaldes inklusive. (1.139) svarer til en eksperimentel op
stilling (fx vha tællere), hvor vi detekterer et vist antal partikler, mens et ukendt antal
partikler unddrager sig vore tællers opmærksomhed.

I fig. 1.10 har vi illustreret tilfældet n = 1.
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1.5.2 Totalt tværsnit og optisk sætning

:29

Det simpleste inklusive eksperiment er det, hvor vi ikke observerer partiklerne i sluttil
stanclen. dvs

a + b -+ h.s.h. (1.140)

hvor h.s.h. står for "hvad som helst". Dette er altså en sum af tilstande med et varierende
antal af partikler. Det eneste bånd på (1.HO) er derfor, at den totale CM-energi JS er
specificeret, og at partiklerne a og b har bestemte kvantetal. Tværsnittet O'ab( 3) for (1.140)
er åbenbart

00

O'ab(S) = L O'n(S)
n=2

(1.141)

hvor O'n(S) er det i (1.138) definerede tværsnit for produktion af n partikler. Tallet n af
partikler kaldes ofte rnultipliciteten, og O'n( s) kaldes da rnultiplicitetsjordelingen.

Det er evident, at tværsnittet O'ab indeholder langt mindre information end produkti
onstværsnittene O'n' På den anden side er O'ab på mange måder en let tilgængelig størrelse,
fx hvad angår måleligheden.

Der eksisterer en fundamental relation mellem det total tværsnit og den forlæns ela
stiske amplitude. Går vi tilbage til unitariteten af S-matricen i afsnit 1.2.3, ses af (1.94),
at

Irn(a + blTla + b) ~(2Jr)4 ~;»4(Pa + Pb - Pn) ~! l(nlTla + bW

)>"(8, m~, mt)O'ab(8) (1.142)

Den statistiske faktor l/n! optræder igen pga de identiske partikler, og den anden linie i
(1.142) følger (1.138) og (1.141).

Man ser altså, at imaginærdelen af den forlæns T-amplitude kan udtrykkes i termer
af totaltværsnittet. Udtrykt i laboratoriet, hvor b er i hvile, fås

(1.143)

1.5.3 Middelmultiplicitet

Definitionen i (1.141) udtrykker essentielt en normaliseringsbetingelse. Lidt mere infor
mation om O'n får vi ved at definere middelmultipliciteten (n),

00

(n)O'ab(S) == L nO'n(S)
n=2

(1.144)

Denne definition er et lån fra statistikken. Hvis produktionstværsnittene O'n(8) er til
strækkeligt snævre omkring middelværdien (n), vil (n) være et udtryk for, hvor mange
partikler man kan forvente at få produceret ved en given energi JS (i en statistisk for
stand).

Tilsvarende defineres
00

(nq)O'ab(S) == L nqO'n(S)
n=2

(1.145)

Et mål for den statistiske spredning er da størrelsen (n 2
) - (n)2. Det inklusive tværsnit

(1.141) kan da grafisk illustreres på flg. måde,
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2

L
x

a, a a I a::- :<b rv 1m Xb:X b I b (1.146)

hvor vi i sidste trin har benyttet den optiske sætning (1.143). Den anden ligning er et
udtryk for, at

I(n IT Ia + b) 1
2

= (a + bITt In) (n IT Ia + b)

Ved at benytte en grafisk symbolik som i (1.146) kan man ofte illustrere relativt kompli
cerede formler på simpel vis.



Kapitel 2
,

POINCAREGRUPPEN

2.1 Hvad er en elementarpartikel?

Vi skal i kurset give forskellige mere eller mindre idealiserede og brugbare svar på dette
spørgsmål. I dette kapitel skal vi forsøge en ganske bred definition: En elementarpartikel er
et kvantefysisk system, hvis tilstande transformerer irreducibelt under Poincare-gruppen.

Lad os kort forklare begreberne: Poincare-gruppen og irreducibilitet. Poincare
gruppen er gruppen af Lorentz-transformationer og rum-tids-translationer. At det fysiske
system transformerer irreducibelt betyder, at vi kan konstruere alle kvantetilstande af sy
stemet ved at anvende gruppetransformationer på en bestemt (vilkårlig) tilstand. Dette
er, hvad vi venter for en elementarpartikel: Starter vi med partiklen i hvile i en bestemt
spin-tilstand, kan vi danne tilstande med vilkårlig fire-impuls og spin ved at dreje og/eller
accelerere partiklen passende.

I modsætning hertil transformerer for eksempel et system bestående af to uafhængige
partikler (et sammensat system) reducibelt: Starter vi i en situation, hvor begge partikler
er i hvile, vil vi ved hjælp af Lorentz-transformationer kunne konstruere mange andre
tilstande, men i alle disse vil partiklerne have præcist samme hastighed. Vi kan altså ikke
ved hjælp af nogen Lorentz-transformationer danne nogen af de kvantetilstande, hvor
partiklerne i det sammensatte system har forskellige hastigheder.

Ovenstående definition kan, som vi skal se, også udtrykkes derved, at elementarpar
tikler er systemer med veldefinerede masser, spin og statistik. Vi skal i dette kapitel
studere den fundamentale sammenhæng mellem den specielle relativitetsteoris krav til
naturbeskrivelsen og begreberne fire-impuls og angulært moment.

Den nævnte definition på en elementarpartikel er i praksis for bred i den forstand, at
iflg. den er fx et atom i grundtilstanden en elementarpartikel. Men det er på den anden
side nyttigt at gøre sig klart, at et atom i grundtilstanden for så vidt er en elementarpar
tikel som det ikke kan afsløre atomets sammensatte natur. Den får vi først noget at vide
om ved at studere atomets ekscitationer. U-eksciteret derimod, har atomet "ikke andre
egenskaber" end masse, spin og impuls, netop som en elementarpartikel.

Ovenstående definition er på den anden side lidt for snæver i den forstand, at ustabile
"partikler" ikke regnes med, da de ikke har helt veldefinerede masser.

De Poincare-transformationer, som iflg. det specielle relativitetsprincip lader vores
naturbeskrivelse invariant, er kun sådanne, som kan forbindes kontinuert med identite
ten, dvs de bevægelsestilstande af et fysisk system, som kan fås ved kontinuert og konkret
at flytte, rotere og accelerere systemet til en anden hastighed. Sådanne transformationer
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analyseres bedst ved at studere de tilhørende infinitesimale transformationer (sådanne,
som kun afviger infinitesimalt fra identiteten). Herved ledes vi til gruppens Lie-algebra
med dens generatorer. Disse generatorer for infinitesimale transformationer er netop sy
stemets vigtigste observable: Fireimpuls-operatoren, spin-operatoren etc.

Skønt det specielle relativitetsprincip ikke udtaler sig om diskrete transformationer
(sådanne som ikke kan forbindes kontinuert med identiteten), er disse dog elementer af
Poincare-gruppen, og det kan derfor forventes, at teorier, som ifølge det specielle relati
vitetsprincip er tvunget til at være invariant under transformationer, som kan forbindes
kontinuert med identiteten, også vil have en "naturlig tilbøjelighed" til at være invariant
under diskrete transformationer.

Til de diskrete transformationer hører paritets- og tidsomvendelsestransformationerne,
og som bekendt synes det også at være en egenskab ved de elektromagnetiske og de stærke
vekselvirkninger, at de er invariante herunder, medens dette med bestemthed vides ikke
at være tilfældet med de svage vekselvirkninger.

2.2 Det specielle relativitetsprincip

Lad O og O' være to iagttagere i hvile i hvert sit kartesiske inertialsystem S og S'. De
beskriver en og samme begivenhed ved forskellige talsæt 1

O : xl" (xO,X 1,X2,X3) = (XO,x) = (t,x)

O' : x'/l- = (x 'O , x J1
, X'2 , x'3 ) = (x 'O , X ') = (ti, X ')

(2.1 )

forbundet ved den inhomogene Lorentz-transformation (Poincare-transformationen)

(2.2)

Lad os nu betragte en eksperimentel opstilling i hvile iS, som O bruger til at
præparere bestemte kvantetilstande af et fysisk system.

Opstillingen definerer tilstandene vha et fuldstændigt system af observable {Id. Vi
kan fx tænke på opstillingen som en accelerator, der producerer beams af elektroner og
positroner og lader dem kollidere. Det fuldstændige sæt af observable kan da fx være
fire-impulsoperatorerne for elektronerne og positronerne samt observable, der bestemmer
deres spintilstand.

Vi betragter dernæst et målesystem, som O bruger til at udføre målingerne på den
tilstand, hans opstilling har præpareret. I ovenstående eksempel kan vi naturligt tænke
på et ideelt detektorsystem, som kan måle fire-impulser, spin og arten af alle de partikler,
der produceres som følge af sammenstødet mellem e+ og e-. Lad et fuldstændigt sæt af
operatorer hørende til målesystemet være {Fd ("I" står for "initial" og "F' for "final").

Lad den tilstand, opstillingen præparerer, være en vis egentilstand af sættet {Ii} :

hvor altså {Ii} er sættet af egenværdier hørende til de observable {Ii}, og lad en egen
tilstand svarende til det fuldstændige sæt defineret af målesystemets observable være
I{Fi }) :

lSe kapitel 1 for en mere udførlig gennemgang af notation og gymnastik med Lorentz indices.
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Det bemærkes, at vi i relativistisk kvantefysik så godt som altid vil bruge tidsuafhængige
tilstande i Heisenberg-billedet. Den særlige rolle, som tidsparameteren har i Schrodinger
billedet, passer meget dårligt til en bekvem formulering af relativitetsprincippet. En
fuldstændig måling består da i en fastlæggelse af de talværdier, som brantemekanisk
beskrives af

I ( { Fi} I { Ii }) 1
2 (2.3)

Lad os nu betragte en ny eksperimentel opstilling med tilhørende detektor-udstyr,
nemlig den, som O' konstruerer ved nøje at følge de samme arbejdstegninger som O
således at (O')'s apparatur i hans koordinater beskrives præcist som (O)'s apparatur i
hans koordinater. Det specielle relativitetsprincip forlanger nu, at alle de målinger, som
O' udfører, skal stemme overens med de tilsvarende målinger, som O udfører. Vi ønsker
at studere den matematiske formulering heraf.

For det første følger det af relativitetsprincippet, at O' kan bruge nøjagtig de samme
tilstandsvektorer til beskrivelse af sit fysiske system, som O bruger til beskrivelse af sit.
(Strengt taget hører der forskellige Hilbert-rum til forskellige fysiske systemer, men de er
her isomorfe, og vi skelner da ikke mellem dem).

Ligesom Poincare-transformationen (2.2) i vores formulering er en transformation mel
lem to iagttageres forskellige beskrivelse af samme begivenhed, ønsker vi nu også at defi
nere den kvantemekaniske transformation, som overgangen fra (O') 's til (O) 's beskrivelser
af samme fysiske system. Hvis således O bruger tilstandsvektoren I{Id) til beskrivelse
af en tilstand af sit system, vil O' bruge en anden tilstand

I{I/} )

til beskrivelse af samme tilstand af (O) 's system. Er således denne tilstand en
enkeltpartikel-tilstand med fire-impuls pI-' i S, er den selvfølgelig en enkeltpartikel-tilstand
med fire-impuls

i systemet S'.
Vi kan nu formulere det specielle relativitetsprincip ved kravene:

1. Den transformation U, der forbinder de tilstandsvektorer I{I}) og I{I'}) henholdsvis
I{F}) og I{F'}), som benyttes af O og O' til beskrivelse af samme tilstande
af samme fysiske system, afhænger kun af den Poincare-transformation, (2.2), der
forbinder koordinatsystemerne S og S':

I{I'}) = U(A,a)I{I}) I{F'}) = U(A,a)I{F})

Her er altså

Til{I'}) = I:I{I'}) og Fil{F'}) = F:I{F'})

2. For tilstandene i (1) gælder

1({F'}I{I'})12 = 1({F}I{I})12 (2.4)
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Det kan vises, at (2.4) medfører, at transformationsoperatoren U(A, a) enten er unitær
eller antiuIlitær. Da endvidere U( A, a) er kontinuert forbundet med identiteten, følger
det, at U(A, a) er en unitær operator:

(2.5 )

(sml. (2.22)).
Observable beskrives kvantemekanisk ved operatorer, som er ualliængige af inertial

systemet, dvs O og O' benytter den samme operator for samme observable. Imidlertid
transformerer naturligvis matrix-elementerne (specielt egenværdierne)af disse operatorer
på samme måde som de klassiske variable. Lad os som et eksempel betragte fire-impulsen
af en partikel beskrevet af O ved pI-' og af O' ved p'l-':

hvor pM og p'M er de egenværdier af den fælles fireimpuls-operator, PM, som O og O'
observerer. Lad os dernæst betragte en bestemt tilstand af partiklen, som O bruger
vektoren la) til at beskrive, medens O' bruger vektoren la'):

la') = U(A, a)la)

Da gælder (idet 1,8) og 1,8/) på tilsvarende måde beskriver en anden tilstand)

eller
(,8IUt(A, a)PI-' U(A, a)la) = AI-' 1/ (,8IPl/la)

eller, idet la) og 1,8) er medlemmer af et fuldstændigt sæt,

Ut(A, a)PI-' U(A, a) = AMI/ Pl/ =p'l-' (2.6)

hvor vi har fundet det bekvemt at indføre symbolet plM, skønt O' som før nævnt, benytter
samme operator som O . Undertiden er det mere bekvemt at omskrive dette til

(2.7)

Vi ser, at under transformationen U transformerer operatoren pI-' "modsat" af de klassiske
egenværdier.

Et særlig vigtigt eksempel på transformation af operatorer har vi i felt-operatorer. En
felt-operator er en operator-funktion defineret på mængden af begivenheder. Klassisk be
skrives feltet som en sædvanlig (reel eller komplex) funktion af begivenhederne. Vi vil kun
få brug for felter, der transformerer lineært og homogent under Poincare-transformationer.

Lad os først betragte et klassisk felt, beskrevet af O ved funktionen <Pr(x), Index r
står for samlingen af alle de indices, som spiller en rolle for Lorentz-transformationen. Et
skalar-felt har således ikke noget index, et vektorfelt har r = f-l = 0,1,2,3, et tensorfelt
af rang 2 har r = (f-l, v) hvor f-l, v = 0,1,2,3. I kap. 3 skal vi også studere transformati
onsegenskaberne af Dirac-felter, som beskriver partikler med spin 1/2.

Det samme klassiske felt er af O' beskrevet ved funktionen

(2.8)
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hvor .r' og x er forbundet ved (2.2) x' = Ax + a (i matrix notation). Symbolet Srs er
en reel eller komplex matrix, som kun afhænger af Lorentz-transformationen A. Vi siger,
at Srs er en repræsentation af Lorentz-transformationen, og at feltet ør(x) bærer denne
repræsentation. I (2.8) har vi naturligvis underforstået summation over alle værdier, som
s kan antage.

Det tilhørende kvantefelt beskrives af operatoren <Pr, som er fælles for de to iagtta
gere. For en begivenhed, som for O har koordinaterne :Y, taler han om <pr(x). Matrix
elementerne af disse operatorer transformerer nu som det klassiske felt (2.8). Heraf fås
som i (2.6)

eller
(2.9 )

Et vigtigt specialtilfælde fås ved at sætte A = I og derfor 5rs = Drs ' Så siger (2.9), at

Sættes videre x = Oog skrives x for a får vi

(2.10)

2.3 Poincare-gruppens generatorer

Vi definerer på sædvanlig måde fire-intervallet hørende til begivenhedsdifferentialet dx v

hvor vi hæver og sænker indices med den metriske tensor 2

l.e. xJJ. = (xo, -x) etc.

Invarians af fire-intervallet medfører

(2.11)

Alle transformationer A, som tilfredsstiller (2.11) kaldes Lorentz-transformationer. Af
(2.11) følger straks

(det A)2 = +1

eller
det A = ±1

Endvidere fås ved at sætte Il' = II' = O

2Se nærmere kaptieIL

(2.12)
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eller

(2.13)

For Lorentz-transformationer, der kan forbindes kontinuert med identiteten:

AI-' v = 81-' v = {1 for J1 = v
O for J1 #- v

gælder selvfølgelig det A = +1, AO
o ~ 1. Sådanne transformationer danner undergruppen

af egentlige! orthochrone transformationer .c~. Det er disse, vi først skal studere. Lad AI-' v

være en infinitesimal Lorentz-transformation, så vi kan skrive

hvor 8wl-'v er 16 infinitesimale tal. Betingelsen (2.11) for, at A virkelig er en Lorentz
transformation, medfører

eller

91-'1 v' 8~, 8~/91-'v + 8~, dw
v

VI 91-'v + 8wl-' 1-'1 8~1 91-'v + O(8W)2

91-'1 VI + 8w
v

VI 91-'I V+8w l-' 1-'1 91-'vl +O(8w)2

91-'1 VI + 8Wl-'IVl + 8wvll-" + O(8W)2

(2.14)

Heraf fås

altså, at 8wl-'v skal være antisymmetrisk.

Øvelse: Vis, at der gælder et tilsvarende resultat for generatorerne for infinitesimale
3-dimensionale rotationer, de orthogonale transformationer.

For en infinitesimal fire-translation af længden 8x i-' har vi simpelthen

Til nulte orden i de infinitesimale størrelser 8wl-'lI og 8xJ1. har vi U(A, a) = 1, identiteten.
Til første orden kan vi indføre visse koefficient-operatorer Pi-' og MJ1.1I og skrive

(2.15)

Disse operatorer vil vise sig at have fundamental betydning for beskrivelsen af vores
fysiske system. Således vil PJ1. vise sig at være fire-impulsoperatoren, medens MJ1.V bl.a.
vil indeholde systemets spin-operatorer. At dette er tilfældet, skal vi se i de følgende
paragraffer. Lad os først gøre nogle almindelige bemærkninger.
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En infinitesimal, unitær operator af formen

u = 1+ icG

hvor c er reel, har en hermitesk generator G. Dette ses af

[= uut (I + icG)(I - icGt)

[+ icG - icGt + 0(c2
)

1+ ic(G - Gt) +0(c2
) :::> G = Gt

(2.16)

Allerede heraf vil vi forvente, at gruppens generatorer repræsenterer fysiske observable.
Svarende til den infinitesimale transformation karakteriseret ved parameteren c kan

vi nemt danne et udtryk for en vilkårlig endelig transformation, karakteriseret ved en
parameter~. Vi kan nemlig tænke os den endelige transformation opbygget af lY del
transformationer, hver karakteriseret ved parameteren UlY, og så lade lY -; 00:

Øvelse: Vis ved at betragte logaritmen, at

For en vilkårlig, endelig Lorentz-transformation kan vi så skrive

U(A, O) = e+ i / 2 wIJ."MIJ."

og for en vilkårlig rum-tids-translation

U(I, a) = e+iaIJ.PIJ.

(2.17)

(2.18)

Poincare-gruppen er et eksempel på en Lie-gruppe, et begreb som spiller den al
lerstørste rolle i moderne partikelfysik.

En Lie-gruppe er en uendelig gruppe forsynet med passende topologi- og differentiabi
litetsegenskaber. Specielt kan elementerne parametriseres ved "koordinater", efter hvilke
der kan differentieres. Lie-grupper klassificeres bekvemt gennem studiet af de infinitesi
male transformationer og de derved fremkomne generatorer.

Som det fremgår af ovenstående behandling af Poincare-gruppen, danner mængden af
generatorer et vektorrum:

Hvis GI og G2 er generatorer og cl og C2 infinitesimale parametre, således at

er gruppeelementer, så er også

et gruppeelement. Dette følger af, at U12 = Ul U2 + O((2
), der viser, at U12 tilhører

gruppen.
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Vektorrummet, udspændt af Lie-gruppens generatorer, kaldes Lie-algebraen. Dimen
sionen af vektorrummet kaldes også dimensionen af Lie-algebraen, eller dimensionen af
Lie-gruppen.

Vi kan let finde dimensionen af Lorentz- og Poincare-gruppen. Lorentz-gruppens ge
neratorer er sættet AfJ1.V (fl, 1J = 0,1,2,3), men da wJ1.V er anti-symmetrisk, er det kun
den antisymmetriske del af MJ1.V, der har interesse (den symmetriske del giver jo nul ved
kontraktion med wJ1.v). Bemærk også, at i summen over fl, 1J

forekommer hver uafhængig generator med vægten l. Da antallet af uafhængige elementer
i en antisymmetrisk 4 x 4 matrix (w!-,v) er H42 - 4) = 6, følger det, at

• dimensionen af Lorentzgruppen er 6;

• dimensionen af Poincare-gruppen er 10.

Det sidste følger af, at Poincare-gruppen foruden Lorentz-gruppens generatorer også
har rum-tids-translations- generatorerne.

Vi kan også tælle Lorentz-gruppens generatorer på en mere fysisk måde: For at spe
cificere bevægelsen og orienteringen af to inertialsystemer i forhold til hinanden skal vi
bruge en hastighedsvektor (3 parametre) samt fx Euler-vinklerne til specifikation af den
relative orientering (3 parametre mere).

I det følgende skal vi studere den fysiske betydning af generatorerne p!-' ogM!-'v og
hvorledes de fører til en første klassificering af elementarpartiklerne. Hertil skal vi indføre
det for en Lie-algebra centrale begreb: Generatorernes ombytningsrelationer. Lad os
imidlertid først se på et simpelt vigtigt eksempel.

2.4 Tidstranslationer

Vi ønsker at vise, at generatoren pO for tidstranslationer kan identificeres med systemets
Hamilton- eller energioperator (vi betragter kun afsluttede systemer).

Lad os betragte et fysisk system, for hvilket {A} er et fuldstændigt sæt af observable.
Lad os se på den tilstand af systemet, som er karakteriseret ved, at en måling af disse
observable til tiden t = to (t er den tid, O bruger i sit system, S) giver resultatet {o:}. I
Schrodinger-billedet er den pågældende tilstand tidsafhængig, og vi betegner den med

altså

I{o:}, to; t) (2.19)

Iagttageren O' vil benytte et inertialsystem S', som er hvile i forhold til S og bruger
de samme koordinatakser som S. Kun er urenes gang i S' sådan, at S'-tiden t' er givet
ved

t' = t + T
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hvor T = aO er tidstranslationen. Af O' beskrives tilstanden (2.19) på den måde, at til
tiden t' = to + I (nemlig til tiden t = to) giver en måling af sættet {A} resultatet {a}.
Altså bruger O' tilstandsvektoren i Schrodinger-billedet

I{a}, to + l; t')

til beskrivelse af samme tilstand. På grund af tids-translations-invarians er imidlertid
tilstandene kun afhængige af tidsforskellene. Dvs at i Schrodinger-billedet bruger O til
standen I{a},t - to) og O' tilstanden I{a},t - to - l). Nu gælder vores transformations
lov (1) for tilstandene i Heisenberg-billedet, som vi her vælger at stemme overens med
Schrodinger-billedet for t = O i S, henholdsvis t' = O i S'. Altså bruger i Heisenberg
billedet O tilstanden I{a}, -to) og O' tilstanden I{a}, -to - l) og der gælder derfor

eller (sæt to == -I)

(2.20)

der netop udtrykker tidsudviklingen i Schrodinger-billedet for en tilstand med Hamilton
operator H = po.

2.5 Poincare-algebraen

Vi ønsker i denne paragraf at finde ombytningsrelationerne (kommutationsrelationerne)
mellem alle Poincare-gruppens 10 generatorer PIJ. og MIJ.v. Dette kaldes at bestemme
Poincare-algebraen.

Nøglen til dette problem ligger i den måde to på hinanden følgende Poincare
transformationer virker på:

dvs

eller 3

x'IJ. Ai vxv + ai
x"IJ. = A~ vXIV + a~

= A~ v (Ar pX
P + an + a~

= (A~ vAr p)x
p+ (A~ var + a~) (2.21 )

(2.22)

Lad os først sætte både Al = I og A2 = I og betragte rene rumtids-translationer.
(2.22) siger da

3Strengt taget kan vi kun konkludere, at nedenstående ligning skal være opfyldt på nær en multiplikativ
fase. Man taler da om en strålerepræsentation (jfr. (2.46)).
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U(I, az) U(I, ad

Indføres U(I, a) = e+iPl"al" og rækkeudvikles til 2. orden i al og az fås

[1 . I-'p 1 I-' vp p] [ . 1-" 1 1-" v'p ]+ .~ az I-' - 2 azaz I-' v 1 + lal PI-" - 2 al all-" Pv'

1 . I-'p . I-"p I-'p I-"P+ la z I-' + ~al 1-" - az I-'a l 1-"

1 I-' vII-" v'-2 azazPI-'PV - 2 al al Pl-',PV ' (2.23)

Da vi ifølge ovenstående skal få samme resultat ved at ombytte al og az, slutter vi, at
(pas på rækkefølgen af to P -operatorer)

eller, da al og az er vilkårlige

eller
[PI-" Pv] = O (2.24)

Lad os dernæst se på ombytningsrelationerne mellem PI-' og MI-'v' Af (2.22) fås

U(A, O) U(I, a) = U(A, Aa)

og

U(A,O) U(I,a) U-l(A,O) = U(A,O) U(I,a) U(A-l,O) = U(A,Aa) U(A-l,O) = U(I,Aa)

hvor vi har brugt (2.22) igen.
Heraf fås hvordan translationsoperatoren transformerer under rene (homogene) Lorentz

transformationer:
U(A, O)eiPl"aI"Ut(A, O) = eiPI"(Aa)1" = eiPp.AI"vav

eller for infinitesimal al-'

hvoraf, idet al-' er vilkårlig,

(2.25)

der netop er udtrykket for 4-impulsoperatorens transformationsegenskaber, idet Avl-' ifølge
(2.11) er (A-l)J.L v (jfr. (2.6)).

Da vi allerede har overbevist os om, at pO er energioperatoren, og da komponenterne af
pI-' transformerer som fire-impulsoperatoren, har vi fuldført beviset for, at generatorerne
for rum-tids-translationer netop er 4-impulsoperatorerne.

Ligning (2.24) viser så, at alle komponenter er bevægelseskonstanter: De kommuterer
med Hamilton-operatoren pO. Da de endvidere kommuterer indbyrdes, kan de alle bruges
samtidigt til specifikation af en tilstand. Dette er selfølgelig velkendt og ikke overraskende,
men det er instruktivt at se hvorledes det følger af Poincare-algebraen.

Vi bruger nu (2.25) på en infinitesimal Lorentz-transformation
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(2.25) bliver da

. ,

Z l
(l + 2" wper ii'vf

pcr )PI'(l - 2"wpcrl~lpcr) = (5 11
1.1 - wllv)PV

hvor vi har brugt

Heraf fås . .
l l 2 '2
- W "i'vf pcr pil - - W pil }v/peT + O(w ) = -wl' p v + O(w )2 P(J 2 per \ v

eller

41

(2.26)

hvor vi har benyttet, at W per er antisymmetrisk. Heraf fås, idet WP(J er vilkårlig (antisym
metrisk)

(2.27)

(Bemærk, at da WP(J er antisymmetrisk, kan vi kun slutte noget om koefficienter til denne
tensor hvis også disse er antisymmetriske. Enhver tensor kan skrives som halvdelen af
den symmetriserede del plus halvdelen af den antisymmetriserede del. Det er det, vi har
brugt. )

Lad os dernæst definere masse-kvadrat-operatoren M 2 ved

(2.28)

for hvilken
(2.29)

ifig. (2.24). (2.29) viser, at masse-kvadrat-operatoren er translationsinvariant. At den
også er Lorentz-invariant, følger af

[M 2, MJ.LV] _ [PpPP, MJ.LV] = PpPP MJ.LV _ MJ.LV PpPP

Pp(PP MJ.LV _ MJ.LV PP) + (PpMI'V _ MJ.LV Pp)PP

= Pp[PP, MJ.LV] + [Pp, MJ.LV]PP (jfr. (2.27))

i Pp(PJ.L gPV _ p v gPJ.L) + i(PI' g~ _ p v g~)PP

i { p v PJ.L _ PJ.L p v +pI"p v _ p v PJ.L} = O

(2.30)

altså
(2.31)

Ligningerne (2.24) og (2.27) fortæller, hvorledes 4-impulsoperatoren (dvs 4-translations
generatorerne) kommuterer med samtlige Poincare-algebraens generatorer. (2.31) viser
videre, at der findes en invariant kombination: Masse-kvadrat-operatoren.
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Vi mangler at finde de indbyrdes ombytningsrelationer mellem l1,;f/lU -operatorerne.
Hertil benytter vi påny (2.22) med al = a2 = O. Først bemærkes, at

U(A, 0)U- 1 (A, O) = 1= U(I, O) = U(AA-1, O) = U(A, O)U(A-1, O) (2.32)

altså at U- 1 (A,0) = U(A- 1 ,0), et indlysende resultat, vi allerede har benyttet os af.
Dernæst fås af (2.22)

U(A, O)U(A/,0)U- 1 (A, O) = U(A1\', 0)U- 1 (A, O) = U(ANA -1, O)

Vi indsætter nu (2. orden)

(2.33)

U(A,O)

U(1\', O)

U-1(A,0)

i 1
1 + -(wM) - -(wM)(wM)

2 8

i( 1 ) 1( 1 (I )1 + "2 w M - 8" w M) w M

i 1
1 - -(wM) - -(w.M)(wM)

2 8

hvor (wM) == W/lUMILU

(2.34)

Endvidere A = I +w+~W2 , A' = 1+ wl + ~W/2 , A-l = I - w+ ~W2 i matrix-notation.
Vi kan opsamle leddene med w . w l på begge sider af lighedstegnet i (2.33) og få

. . . .

I L )( li) (L 1 )( L ) L ( 1 1~ -wM -w M - -w NI -wM = - ww - w w)M
2 2 2 2 2

Venstre side skriver vi

Højre side er tilsvarende
. .

!-(w (3W I (3 - wl w(3 )Mcn = ~w wl (gPU MWJ _ g(J1L MPU)2 et "Y et(3 "Y 2 ILU P(J

Vi kan først identificere koefficienterne til WILUW~(J når disse er antisymmetriserede i /W og
PO'. Dette er allerede tilfældet på venstre side af lighedstegnet. For højre side fås

altså
[MILU, MP(J] = i( _gPU M IL(J + g(J1L MPu + gPIL Ml/(J _ g(J1/ MPIL)

Dermed har vi fuldført opgaven at bestemme Poincare-algebraen.

2.5.1 Poincare-algebraens fysiske tolkning

(2.35)

Vi skal nu studere den fysiske betydning af alle disse ombytningsrelationer og herved
nå frem til en bestemmelse af den fysiske betydning af generatorerne. Vi har allerede
set, at translations-generatorerne pIL spiller rollen som systemets 4-impuls-operator. Vi
skal specielt se, hvorledes operatorerne MILI/ indeholder information om systemets spin.
Hertil er det bekvemt at indføre en ny notation. Den antisymmetriske tensor MlLv har 6
uafhængige komponenter. Vi indfører nu to 3-vektoroperatorer J og K som en alternativ
beskrivelse for MILI/ :
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(2.:36)

Bemærk, at vi bruger græske bogstaver til Lorentz-indices, som løber fra Otil 3 og latinske
bogstaver til sædvanlige 3-dimensionale indices. Symbolet Eijk er det sædvanlige Levi
Civita symbol:

+ l
l
O

når (ijk) er en lige permutation af (123)
når (ijk) er en ulige permutation af (123)
ellers

- -Operatorerne l og K har ikke nogen simple transformationsegenskaber under Lorentz-
transformationer , så vi indfører ikke Øvre indices på dem. Vi kan også skrive

(2.37)

Bemærk, at beskrivelsen af tensoren MIJ.I/ ved 3-vektorerne R og j er helt analog til
den velkendte beskrivelse af den elektromagnetiske felttensor FIJ.I/ ved de elektriske og- -magnetiske vektorer E og H.

Vi ser, at operatorerne, li vedrører sådanne "Lorentz-transformationer" som ikke
vedrører tids-variablen: de sammenblander kun rum-variable. Det viser selvføl~elig, at de
er generatorerne for rumlige rotationer. Tilsvarende beskriver generatorerne K netop de
egentlige Lorentz-transformationer. Således vil en Lorentz-transformation af formen

beskrive den sædvnalige "elementære" transformation hvor de to inertialsystemer har
parallelle akser og bevæger sig langs x-akserne i forhold til hinanden. Operatoren K 1

omtales derfor som en boost-operator langs x-aksen (amerikansk: en booster kan for ek
sempel være en raketmotor, der "booster" , dvs accelererer, raketten op til den ønskede
hastighed). Tilsvarende betegnes K z og K3 som boost-operatorerne langs y- og z-akserne.

Det er nu en triviel øvelse at omskrive ombytningsrelationerne (2.27) og (2.35) ved
hjælp af R og 1. Fra (2.27) får vi

Pj, Pk] - iCjl:1 PI

Pj, Po] - O

[Kj, Pk] i Po gjk

[Kj, Po] -i Pj

Tilsvarende giver (2.35)

[lj, lj] = i Cjjl: lk
[lj, Kj] = i Cjjl: K k

[1(, Kj] = -i Cijk lk

(2.38)

(2.39)
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Først en mere "filosofisk" bemærkning. Vi ser, at disse ombytningsrelationer i alminde
lighed ikke forsvinder. Dette er selvfølgelig blot den velkendte situation i kvantemekanik.
Men på den anden side udledte vi ombytningsrelationerne udelukkende ud fra gruppeteo
retiske betragtninger, og fra den synsvinkel udsiger den manglende ombyttelighed blot,
at Poincare-gruppen ikke er kommutativ, altså at den er, hvad vi kalder ikke-Abelsk. Men
hvor kommer kvantemekanikken overhovedet ind i billedet? En del af forvirringen kommer
af, at vi har sat li _ 1, samt fra, at den sædvanlige definition af observable indeholder
en faktor li mellem fysisk observabel og symmetri-generator. Indføres li overalt, vil vi
finde faktorer li på en del af højresiderne af ligningerne (2.38), (2.39). Det er altså kun
når 1i # O at identifikationen mellem observable og symmetrigeneratorer overhovedet kan
foretages. Men så er denne identifikation også et udtryk for selve kernen i kvantefysikken.

Lad os derefter kort gennemgå indholdet i de forskellige ombytningsrelationer. Først
ligningerne (2.38):

1. Den første ombytningsrelation udsiger dels at impulsen transformerer som en 3
vektor under rotationer, dels at impulsmoment og impuls i almindelighed ikke kom
muterer og derfor ikke samtidigt kan benyttes til karakterisering af tilstande; se
næste afsnit.

2. Energien er rotationsinvariant og energi og impulsmoment kan benyttes til samtidig
karakterisering af tilstande.

3. Under en infinitesimal Lorentz-transformation ændrer impulsen sig med et beløb,
der afhænger af energien.

4. Tilsvarende ændrer energien sig med et beløb, der afhænger af impulsen.

Tilsvarende tolkes ligningerne (2.39):

1. Impulsmomentet transformerer som en vektor under rotationer, og de forskellige
komponenter kommuterer ikke og kan derfor ikke samtidigt benyttes til karakteri
sering af tilstande.

2. Boost-operatorerne transformerer som vektorer under rotationer.

3. Den sidste ombytningsrelation indeholder blandt andet den berømte relativistiske
Thomas-præcessions-effekt, som blandt andet forklarer visse ejendommeligheder i
atomspektre. Den udsiger for eksempel, at hvis vi først booster i x-aksens retning
og derefter i y-aksens retning, begge gange uden at foretage nogen drejning af iner
tia/systemerne, og bagefter sammenligner det resulterende inertialsystem med det vi
får ved på passende måde at booste i den modsatte rækkefølge (først langs y-aksen,
så langs x-aksen), så vil de to inertialsystemer være drejede i forhold til hinanden!
Denne effekt er uforståelig for en fysiker, der er vant til Galilei-transformationer. I
vores behandling er denne interessante fysiske effekt "faldet ud" som et automatisk
resultat af den gruppeteoretiske undersøgelse. Vi skal i øvrigt ikke komme nærmere
ind på Thomas-præcessionen.
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2.6 Spin

Af formen (2.37) ses, at generatorerne j genererer sådanne Lorentz-transformationer som
ikke sammenblander rum- og tidskomponenter, men alene vedrører rumkomponenterne.
Det er derfor klart, at ] må være nært forbundet til generatorerne for rotationer. At
normaliseringen også er den sædvanlige følger af de første ligninger (2.39), der viser at J
adlyder de sædvanlige ombytningsrelationer for angulært moment. Af (2.38) ses, at ] i
almindelighed ikke kommuterer med Pil. Vi kan altså ikke benytte] og pil til en samtidig
karakterisering af en fysisk tilstand. Dog er der en særdeles vigtig undtagelse herfra, som
vi vil udnytte til at definere spinnet for et massivt fysisk system.

Vi har tidligere set, at ethvert fysisk system har en invariant masse-operator. Vi
betragter nu et system i en egentilstand af pil og altså også i en egentilstand af ./vF =
Pil pil , som vi antager :f- O. For sådan et system i en egentilstand af pil eksisterer der et

inertialsystem, hvor egenværdien af Per = O(kort 3-impulsen er O). Dette inertialsystem
kaldes hvilesystemet eller tyngdepunktsystemet eller centre-af-mass systemet (c.m.) for
det fysiske system.

Af ligningerne (2.38) følger, at i c.m. forsvinder alle matrixe!ementer af kommutat
orerne mellem j og Pil. Altså kan vi i dette system bruge operatorerne] til en karak
terisering af vores fysiske system uden at forstyrre den omstændighed, at P = Oher.
Operatorerne] benævnes spinoperatorerne i dette system. Fra kvantemekanikken ved vi,
at egentilstande af ] kan karakteriseres ved de ombyttelige operatorer ]2 og J3 , som har
egenværdier af formen

j(j + l) med ) l 3 J~
0, 2' 1, 2"" for

- j, - j + 1, ... , j - l, j for J3 (2.40)

Størrelsen j kaldes spinnet af det pågældende fysiske system. Det findes altså ved at
studere svstemets transformationsegenskaber under rotationer i hvilesystemet.

Spino~eratoren, ] transformerer ikke på simpel måde under Lorentz-transformationer,
men der findes en anden, nyttig operator, som er nært beslægtet med j og som trans
formerer som en (pseudo-) 4-vektor. Det er polarisationsoperatoren lilO". Den defineres
ved

WO" = _ ~EllvP'" M P2 IlV p

hvor cIlVP'" er den 4-dimensionale Levi-Civita tensor:

(2.41)

{
+ 1

tllVPO" = _ ~

når (J.LVp(J') er en lige permutation af (0123)
når (J.LVp(J') er en ulige permutation af (0123)
ellers

Øvelse: Vis, at CIlVP'" = _EjJ.VP'" ved at sænke indices.

Det er umiddelbart fra definitionen (2.41), at W'" transformerer som en 4-vektor under
homogene egentlige Lorentz-transformationer. Under paritetstransformationer skifter 3
delen ikke fortegn. Den kaldes derfor en pseudo-4-vektor. Dens slægtskab med] ses
ved at betragte alle matrixe!ementer af den i c.m.-systemet, hvor PO" har egenværdierne
PO" = (m, O, O, O), og hvor m er systemets masse. Idet vi nu underforstår, at vi betragter
sådanne matrixelementer, har vi:

WO=O
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da summen på højre side af (2.41) giver nul med mindre p = o. Men her giver den også
nul, da (]" = ° og EIlVPtJ er antisymmetrisk i p og (]".

For vVi med i = 1,2,3 fås tilsvarende kun bidrag, når p = 0, i hvilket tilfælde vi får

som let ses at give
(2.42)

ved brug af (2.37).
Den Lorentz-invariante operator

(2.43)

kommuterer med alle Poincare-algebraens generatorer og kan derfor benyttes på tilsva
rende måde som M 2 = PtJptJ til en invariant karakterisering af "elementarpartikler". At
vVtJ WtJ kommuterer med M/lv følger simpelthen af, at M/l v er generatorerne for Lorentz
transformationer , men W tJ WtJ er invariant under sådanne. At WtJ WtJ kommuterer med
Pil kommer af, at WtJ selv kommuterer med Pil' hvilket igen følger af, at dette åbenbart
er sandt i tyngdepunktsystemet ifølge det foregående, samt af at [WtJ , Pil] er en Lorentz
tensoroperator.

Hvad vi hermed har lært er, at operatorerne

samt

er invariante operatorer, som kommuterer med alle Poincare-generatorer. Dette betyder,
at vi - uanset bevægelsestilstanden for det fysiske system - kan bruge egentilstande af disse
to operatorer til at karakterisere systemet. Her har vi brugt, at alle bevægelsestilstande
af systemet hænger sammen ved Poincare-transformationer, altså at systemets tilstande
transformerer irreducibelt under Poincare-gruppen (jfr. afsnit 2.1). Egenværdierne er
Lorentz-invariante samt tidsuafhængige (kommutation med PO). Vi har simpelthen be
vist, at masse og spin er uforanderlige, karakteristiske egenskaber ved afsluttede (irredu
cible) fysiske systemer såsom elementarpartikler.

Vi understreger, at vores behandling af spin var helt afhængig af antagelsen om, at
systemets masse var større end nul. Masseløse partikler spiller også en stor rolle i elemen
tarpartikelfysikken, og for dem må vi derfor give en anden behandling. Vi skal komme
tilbage hertil i afsnit 2.8.

2.7 Helicitet

Heliciteten af en partikel er spinnets projektion på impulsens retning:

j.p
H-

- IPI (2.44)

(Bemærk, at der ikke er de store problemer forbundet med at definere, hvad man forstår
ved den inverse af IPI , selvom dette er en operator. Det er nok at definere den på et
fuldstændigt sæt, og som et sådant kan vi simpelthen vælge egentilstande af fi, og her
er der ingen tvivl - uden for hvilesystemet.) Denne operator er åbenbart rotationsin
variant. For den praktiske beskrivelse af relativistiske partikler med spin er heliciteten
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ofte at foretrække frem for spinprojektionen på en fast akse (z-aksen), som normalt er
clen foretrukne beskrivelse i urelativistisk kvantemekanik. Dette hænger sammen med, at
spintilstande altid må defineres i hvilesystemet. Tænker vi os imidlertid en spintilstand
langs hvilesystemets z-akse, er det ikke så klart, hvorledes vi skal interpretere denne til
stands beskrivelse i det system, hvor partiklen har impulsen p. I almindelighed vil jo
nemlig den Lorentz-transformation, der forbinder hvilesystemet med laboratoriesystemet
ikJ.~e kommutere med den rotation, Jer forbinder impulsens retning med z-aksens retning.

Disse komplikationer forsvinder med helicitetsbeskrivelsen, hvor den Lorentz-trans
formation, der forbinder hvilesystemet med laboratoriesystemet, har samme retning som
spinnet, således at der ikke bliver mulighed for flertydighed, idet den pågældende Lorentz
boost kommuterer med heliciteten iflg. (2.40). Den anden måde at anskue problemet på er
at tænke sig det totale angulære moment opbygget af en "banedel" rx pog en indre "spin
del". For en kvantemekanisk partikel med bestemt impuls er banedelen ikke veldefineret
(p og r kan ikke samtidigt specificeres), men dens projektion på il er 0, således at j. p
entydigt vil være givet ved spindelen alene.

Lad os slutte med at beskrive i detalje hvorledes helicitetstilstande konstrueres.
Vi betragter en partikel med masse m og spin j. Vi ønsker at angive, hvad vi forstår

ved tilstanden
Ij, m; p, A)

hvor per partiklens impuls og A dens helicitet:

A=-j, -j+l, ... , j-l, J

(2.45 )

Vi betragter først tilstanden
Ij, m; O,j3 = A)

af partiklen i dens hvilesystem (p = 6\ hvor spinnets projektion på 3-aksen har værdien
A.

Lad nu Zp være en "boost-operator" i 3-aksens (z-aksens) retning, som svarer til
Lorentz-transformationen fra piJ. = (m,O) til piJ. = (pO,O,O,p), hvor p = 1P1 og
(pO)2 _ p2 = m 2. Vi ved, at Zp er på formen

hvor ( er et reelt tal, hvis værdi vi ikke vil interessere os for. Lad nu p 's retning være
specificeret ved polære vinkler () og !.p. Vi definerer så

(2.46)

Læseren opfordres til at gøre sig fortrolig med den successive virkning af de forskel
lige boost- og rotationsoperatorer. Definitionen (2.46) indeholder en bestemt konvention
angående fasevalg for tilstanden. Vi skal dog ikke komme nærmere ind på disse tekniske
detaljer.

2.8 Masseløse partiklers spin

Vores definition af spin har været baseret på at betragte forholdene i hvilesystemet, som
ikke eksisterer for masseløse partikler. Vi ser også af (2.42), at

(2.47)
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for m = O, således at denne invariant ikke indeholder særlig meget nyttig information for
masseløse partikler.

Vi vil imidlertid nu bevise, at for en masseløs partikel er (middelværdien af) po
larisationsoperatoren W er proportional med (værdien af) 4-impulsoperatoren, samt at
proportionalitetsfaktoren kan fortolkes som partiklens helicitet.

Først bemærkes, at
(2.48)

Dette følger af definitionen (2.41) for Wer og af ombytningsrelationerne (2.27) og (2.24).

Øvelse: Vis dette!

Det følger heraf, at vi kan vælge tilstande, lp, wj, som er samtidige egentilstande af både
fire-impulsen og polarisationsoperatoren. Den sidstes egenværdi kalder vi polarisationsv
ektoren, wl":

Wl"lp, wj = wl"lp, wj.

Vi indlægger koordinatsystemet, så

pI" = (p, 0, O,p) (1P1 = pO for en masseløs partikel).

Af definitionen (2.41) følger straks, at

idet wer Per = -t el"l/ per Mw PpPer , og PpPer er symmetrisk i (p, 0"), da Pp og Per kommuterer,
medens el"l/per er antisymmetrisk.

Vi har da
(2.49)

Endvidere havde vi
(2.50)

idet
0= (p,wIWerWerlp,wj = w<7(p,wIWer lp,wj = w".wer(p,wlp,wj

(2.49) giver p(wO - w3 ) = O , WO = w3 == W ,

(2.50) giver så (w l
)2 + (W

2
)2 = 0, eller w l = w 2 = O.

Altså har vi wl" = (w, 0, O, w) eller

(2.51)

Men da både pI" og wlt transformerer som 4-vektorer, følger det at konstanten A er
uafhængig af inertialsystemet. For en hvilken som helst 4-vektor nJ.L kan vi også skrive

hvor vi altså må få samme resultat for alle 4-vektorer nit (vi bør dog ikke vælge nJ.L ex pJl-,
idet så A" = "OJO). Vi benytter nu definitionen (2.41) for wer og får

A = (pIW<7lpjner _ -~ EJl-l/per (p IMJ.LI/ Ipjppn<7
(pltnJ.L) (pJl-n lt )
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Lad os udregne dette udtryk for n(J = (l, O, O, O)

-i {e/1v30 p3 (pIM/1vlp) + E/1V20 p2 (plM/lV lp) + E/1vlOP1 (pIM/1V lp)}
pO

{-P3(pIMn/p) +P2(p!MIJ!p) - PI (pi Afdp) }

Po

Po
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Po

p' (J)

IPl
idet 1P1 = Po (2.52)

Hermed har vi bevist, at J. kan fortolkes som den masseløse partikels helicitet.
Imidlertid er der nu en fundamental forskel på helicitetsforholdene for massive og

masseløse partikler. For en massiv partikel med spin j kan vi konstruere helicitetstilstande
med alle værdier af J. fra -j til j (spring på l). Dette skyldes, at vi kan gå til partiklens
hvilesystem og derefter booste i en ny retning. Har vi således en partikel med impuls p,
spin j og helicitet J. = +j, i Jaboratoriesystemet vil partiklen have impuls -p og helicitet
J. = -j i det inertialsystem, som fremkommer ved først at booste til hvilesystemet og
derefter booste til et system, hvor partiklen har samme hastighed, men modsat retning.

En sådan mulighed er helt udelukket for masseløse partikler. Her er

en identitet, som gælder eksakt i alle inertialsystemer! Masse/øse partikler findes overho
vedet kun med en eneste helicitet a priori! Den numeriske værdi af J. benævnes spinnet
for den masseløse partikel.

Et godt eksempel udgøres af neutrinoerne. Eksperimentelt er neutrinoer masseløse
partikler, hvis helicitet altid er -1/2 : Neutrinoen er venstrehåndet. Antineutrinoer har
altid helicitet = +l /2. Dette sidste følger af almindelige forhold vedrørende beskrivelse
af fermioner .

Lidt anderledes forholder situationen sig med fotoner. Fotoner findes faktisk med hel
icitet +1 såvel som med helicitet -l (men ikke med helicitet O l). Dette hænger sammen
med, at de elektromagnetiske vekselvirkninger er invariante under paritetstransformatio
ner (se kap. 5). Under en paritetstransformation går en tilstand med helicitet ,\ over i
en tilstand med helicitet -J.. Som bekendt er de svage vekselvirkninger ikke invariante
under paritet. Vi kan derfor ikke slutte os til eksistensen af højrehåndede neutrinoer ud
fra eksistensen af venstrehåndede neutrinoer i dette tilfælde.

I næste afsnit skal vi undersøge virkningen af paritetsoperatoren generelt.

2.9 Paritet

Paritetstransformationen af koordinaterne af en begivenhed er defineret ved

P: t-+t
... ...
x -+-x

Denne transformation kan opfattes som det "normale" resultat af en bestemt Lorentz
transformation (P), som blot ikke er forbundet kontinuert med identiteten. Denne meget
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"specielle" Lorentz-transformation's matrix vil vi betegne med PfJ,v (i stedet for AfJ, v). Vi
har altså

Matricen PfJ, v er på formen

'') -3)\ ~ ..J

o O
-1 O
O -1
O O

(2..54)

Det er klart, at p 2 = I eller p-l = P. Vi kan endvidere finde transformations
egenskaberne for energi, impuls, spin etc. på sædvanlig måde af kompositionsloven for
Poincare-transformationer (2.22) :

U(A 21 a2)U(AI , al) = U(A 2 A11 A2 a l + a2)

Heraf fås, med U(A21 a2) = p = U(P, O) :

PU(A,a) = U(P·A,P·a) ,og

PU(A, a)p-1 = U(PA, Pa)P = U(PAP, Pa)

Lad os se på sammenhængen mellem 4-vektorerne afJ, og (P . a)fJ, :

(2.55)

(2.56)

(2.57)

Vi ser, at 4-vektorerne afJ, samt dens "paritetstransformerede" a~ har samme tidskompo
nent - men modsatte rumkomponenter.

Videre gælder, idet A er en homogen , egentlig Lorentz-transformationsmatrix:

(Ap)fJ,v == (p. A· P)J.L
v

= PJ.LpAPuPUI/ = LgJ.LPAPugfjl/
p,U

Resultatet af paritetstransformation af A kan så anskueliggøres på følgende figur:

Felterne med minus-tegn viser komponenter af Ap , som har modsat fortegn af de tilsva
rende komponenter i A. Tilsvarende har de tomme komponenter samme værdi som i
A.

Lad os nu betragte en Poincare-transformation, som er en infinitesimal translation:

Vi har så:

AJ.L 1/

U(A, a)

8~ og afJ, = (8a)J.L

ei6a"P" ~ I + i8afJ,PJ.L

(2.58)

(2.59)
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[Bemærk: P er en (unitær) operator, og pil er (4) Herrniteske operatorer. 5ajJ. er fire reelle
tal, som P ingen virkning har på. Omvendt er pil v ikke en operator, ITlen blot en reel
matrix med komponenterne (2.54)]. Endvidere gælder ifig. (2.56)

PU(A,a)p- 1 u(P l\ P, Pa) = U(J, p . (5a) )

U(l, (ba)p) = 1+ i(8ap)Il PIl (2.60)

Ved sammenligning med (2.59), (2.57) og (2.60) fås (idet komponenterne af 8a ll kan antage
alle mulige infini tesimale værdier)

(2.61)

Hermed har vi vist, at 4-impulsoperatoren transformerer under paritet, ganske som vi
ventede det.

p å helt tilsvarende måde findes ved at betragte en infinitesimal homogen Lorentz
transformation:

pj(P- 1

pjp-l

--l{

+i (2.62)

altså boostoperatorerne transformerer som en polær vektor, anguJær moment operatorerne
som en axial vektor. Det ses let, at R og i transformerer som vektorer under rotation.

Øvelse: Gennemfør detaljerne.

For helicitetsoperatoren findes så

P1iP-1 ~ p ('~fii) p-I

pJp-1 . ppp-1

IPI
-H (2.63)

hvor vi har benyttet, at IPI er invariant under P (der gælder jo nemlig IPI = [(PO)2 
M2] ~ og pO er invariant under P). Vi ser, at helicitetsoperatoren transformerer som
en pseudoskalar under paritet (men husk, at H ikke er en Lorentz-invariant for massive
partikler, blot en rotationsinvariant ).

Vi ser også heraf, at for en helicitetstilstand med impuls p og helicitet A

lp, A)

fås for den paritetstransformerede tilstand, lp, A)p == Pip, A) :

Og

Plp,A)p
Hip, A)p

PPlp, A) = -PPip, A) = -PPlp, A) = -P1P, A)p

HPlp, A) = -PH/F, A) = -AlF, A)p (2.64)

hvor vi brugte PP = -Pfi, jfr. (2.61). Vi ser, at den paritetstransformerede tilstand
har modsatte egenværdier af Pog 'H. i forhold til den oprindelige tilstand. Hvis sættet af
helicitetstilstande er fuldstændigt, kan vi da slutte, at

lp, A)p == Pip, A) = 771 -p, -A) (2.65)
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hvor TI er en fasefaktor, der altid kan vælges reel, og som er udtryk dels for et konventi
onsvalg, dels for hvad vi kalder partiklens (systemets) indre paritet.

For at· nå en definition af hegrebet indre paritet uafhængigt af sådanne fase
konventions-valg, må vi se på egentilstande af paritetsoperatoren. Sådanne egentilstande
kan da ikke være impulstilstande, eller rettere: for impultilstande må vi kræve il = O, altså
gå til hvilesystemet. Det kan vi gøre for massive partiler, men ikke for masseløse. Vi ser
også at vi heller ikke kan benytte helicitetstilstande, men for massive partikler derimod
godt spintilstande med spinnet kvantiseret langs en fast akse i hvilesystemet.

For masse1øse partikler, må vi se på sådanne superpositioner af impuls- og helicitets
tilstande at resultatet bliver en egentilstand af paritetsoperatoren. Men for sådanne su
perpositioner er paritets-egenværdien delvist en funktion af tilstandens impulsmoment, og
det bliver til dels en definitionssag hvilket bidrag vi vælger at kalde "den indre paritet".



Kapitel 3

ELEMENTÆR
KVANTEFELTTEORI

3.1 Umuligheden af relativistisk Schrodingerteori

I den elementære kvantemekanik lærer vi, hvorledes enkeltpartikeltilstande beskrives i
Schrodingerbilledet. Beskrivelsen er baseret på eksistensen af en bølgefunktion 7);( Xl t) =
(xlt), som er det kvantemekaniske overlap mellem den tidsafhængige tilstandsvektor It)
og tilstandsvektoren (xl, som beskriver en lokaliseret tilstand af partiklen svarende tiL at
partiklen er på stedet x (i.e. er i en egentilstand af sted-operatoren med egenværdien, x).
Overgangen fra en beskrivelse ved de klassiske variable, energi E og impuls p. fås da ved
i de klassiske bevægelsesligninger at substituere (ti :::: l)

E
.å

--+ z-
åt

. å . å
p ~ -z - py ~ -z åy

x åx

Udtrykket for den frie Hamilton-funktion

(3.1 )

iPE=H=-
2m

bliver så til Schrodinger-ligningen for en fri partikel

ii. = __1_~
åt 2m

hvor disse differentialoperatorer skal virke på Schrodinger-bølgefunktionen.
Straks efter fremkomsten af denne formalisme meldte sig spørgsmålet om en Lorentz

invariant generalisation. Denne generalisation viste sig uhyre meget vanskeligere, end
man først kunne vente. Efter adskillige forgæves forsøg nåede man til den erkendelse,
at en direkte generalisation overhovedet ikke er mulig. Derimod førte anstrengelserne
til udviklingen af den relativistiske kvantefeltteori i 30'erne. Det er denne udvikling, vi
her kort skal gennemgå og dermed især interessere os for en konsistent beskrivelse af
fermioner, - en beskrivelse, vi i næste kapitel vil få brug for i kvarkmodellen, og som
vi senere skal bruge ved gennemgangen af de moderne teorier for elementarpartiklernes
vekselvirkninger: Stanclarclmoclellen.

53
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Først bemærker vi, at operatoroversæt telsen (;3.1) har et kovariant udseende

I, (0 -;ti •. 8 'r7) . 8 ';:lUP = P ,pJ -+ l t - , -~ v = + 1. - = + lU""
8t 8xl'

(3.2 )

et forhold, vi allerede ved, hænger nøje sammen med, at 4-impulsoperatoren er generatoren
for rum- tidstranslationer , som jo igen netop kan repræsenteres ved i81l , når den skal
virke på en funktion af (xl'). Bemærk her, at det er helt afgørende for kovariansen, at
Planck's konstant for energier og frekvenser er eksakt den samme som Planck's konstant
for impulser og bølgelængder. Det ville ikke have været nødvendigt i en urelativistisk
verden.

Da nu 4-impulsen oversættes kovariant, kunne man tænke sig at erstatte Schrodinger
ligningen med en invariant ligning fremkommet ved at anvende det relativistiske udtryk
for energien i stedet for iP 12m:

eller med (3.2)

m2'Ø(x) eller

o eller

(3.3)

(hvor D == 81'(11 ). Alle disse ækvivalente ligninger, som altså blot udtrykker, at
P!'PIl = m 2 for en relativistisk partikel, benævnes Klein-Gordon-ligningen og var første
forsøg i retning af en Lorentz-invariant Schrodinger-ligning. Det er da også indlysende, at
ligningen har løsninger, der synes brugbare til beskrivelse af relativistiske partikler med
4-impuls pil:

'Øp(x) = e-iPl'xl' (3.4)

er trivielt en løsning, såfremt P!,P!' = m 2 . Vi genkender formen fra bølgefunktionen for
en fri partikel i urelativistisk kvantemekanik

'ljJp(x) = e-iEte+ii'p

Her er ganske vist E = pO - m, men fasefaktoren e-imt har ingen observable konsekvenser,
så foreløbigt synes alt godt. Imidlertid er desværre også (3.4) en løsning, hvis pO < O(når
blot (pO)2 - (fi)2 = m 2), men en sådan løsning synes at unddrage sig fysisk interpretation.
Vi kan heller ikke blot erklære disse løsninger med negativ energi for ufysiske. Det kan
nemlig vises, at der via vekselvirkninger altid vil kunne ske overgange fra løsninger med
Po > O til dem med Po < O. Denne omstændighed hænger sammen med, at hvis vi
pålægger betingelsen po > O, danner løsningerne (3.4) ikke noget fuldstændigt sæt. Vi



3.1 U:vI ULIGHEDEN A.F RELA.TIVISTISK SCHRODINGERTEORI

skal senere se i feltteorien, hvordan disse løsninger kommer til at optra'dc som koefficienter
til annihilationsoperatorer, og enhver modstrid kan herved undgås.

Lad os imidlertid kort fuldføre den historiske gennemgang. Dirac bemærkede, at
Klein-Gordon-ligningen havde en anden skavank i forhold til Schrodinger-ligningen: Den
indeholder ingen 1. afledet mht tiden, kun en 2. afledet; men det betyder, at ligningen
slet ikke løses ved et sædvanligt randproblem med begyndelsesværdier for li,(O, i). Det
syntes nærliggende at antage, at denne skavank var beslægtet med forekomsten af både
positive og negative løsninger til ligningen

Dirac satte sig derfor det mål i en eller anden forstand at "uddrage kvadratroden" af Klein
Gordon-ligningen på en sådan måde, at problemet om de negative energier kunne undgås.
Dette førte til en af de vigtigste begivenheder i fysikken i dette århundrede: Opstillingen
af Dirac-ligningen, som vi nu ved danner udgangspunktet for studiet affermioner (se afsn.
3.5ff). Men ligningen løste overhovedet ikke problemet om de negative energier.

Baggrunden for disse problemer kan føres tilbage til selve definitionen af begrebet: en
enkeltpartikel bølgefunktion

1jJ(x, t) = (xlt)

som åbenbart benytter eksistensen af lokaliserede tilstande Ix). Sådanne lokaliserede
tilstande kan udmærket konstrueres i urelativistisk kvantemekanik:

d3

li t) = J-P-Ip-;::" e-ip.x e+iEt
., - (211-)3 J/

som er lokaliseret for tiden t = O. Man har nemlig

(x 'Ix, t) =

(3.5)

som for t = Ogiver

J(::~3eiP'(XI-X) = 83(x - x') (3.6)

Ligning (3.6) VIser, at tilstandene Ix, t) er orthonormerede, (for t = O) samt at sættet
{Ip)} er fuldstændigt. Et tilsvarende argument viser, at tilstandene {Ip)} kan udvik
les på tilstandene Ix, t), som derfor danner et fuldstændigt sæt. Undervejs anvendte vi
normeringsbetingelsen

men denne er ikke invariant. Argumentet kan højst gælde i et bestemt inertialsystem, og
i øvrigt er jo heller ikke P( i - x') invariant. Vi kan forsøge at anvende den invariante
normering

I så fald vil vores konklusioner kunne opretholdes i alle inertialsystemer. Desværre viser
det sig så, at de konstruerede tilstande ikke bliver lokaliserbare, i hvert fald ikke hvis vi
kun bruger tilstande med pO > O. For en nærmere redegørelse henvises til opgaverne.
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Konklusionen er, at vi i relativistisk kvantefysik helt må opgive at arhejde med nogen
generaliseret Schrodinger-ligning. Klein-Gordon-ligningen og Dirac-ligningen vil vise sig
at genopstå med fornyet glans, men kun som bevægelsesligninger for jeltoperatorer.

Vi har set, at selv for frie partikler udgør systemet af enkeltpartikeltilstande med po
sitivenergi ikke noget fuldstændigt sæt! Man kan spørge, hvilke tilstande et fuldstændigt
sæt så består af. Svaret vil vise sig at være: Nulpartikeltilstanden (vacuum), enkel
tpartikeltilstande, 2-partikeltilstande, 3-partikelstande, ... , hvor alle tilstande indeholder
identiske partikler. Hermed er vi imidlertid ført til at betragte et fysisk system med
uendeligt mange jrihedsgrader, nemlig (for eksempel) 4-impulskomponenterne for hver af
de vilkårligt mange partikler. Denne situation er radikalt forskellig fra den urelativisti
ske, hvor vi kan betragte enkeltpartikeltilstande for sig: Her har vi kun 3 frihedsgrader:

Px, PY' pz·
Som vi skal se, synes feltteorien som skabt til denne nye situation. En klassisk feltteori

er beskrevet ved en kontinuert mangfoldighed af frihedsgrader: Feltvariablen y(i, t) i hver
begivenhed. Kvantiserer vi et sådant klassisk felt, bliver antallet af frihedsgrader diskret,
og tilstande aj feltet viser sig at have en naturlig fortolkning som tilstande med forskelligt
antal identiske partikler.

Desværre kan dette program kun gennemføres på en helt simpel måde for spin-O partik
ler, af hvilke vi ikke kender nogen fundamentale (7f-mesoner antages at bestå af kvarker og
altså ikke at være fundamentale partikler. Selvom man godt kan indføre et effektivt 7f-felt,
bliver en feltteoretisk behandling yderst kompliceret undtaget i simple approximationer).
De fundamentale partikler, som vi ønsker at behandle, er kvarker og leptoner (spin-~

fermioner) samt fotoner, gluoner og intermediære vektorbosoner (spin-l gaugepartikler).
I begge tilfælde byder den feltteoretiske behandling på komplikationer. I GSW-teorien for
de svage og elektromagnetiske vekselvirkninger, indføres dog også såkaldte Higgs-bosoner,
som netop er spin-O partikler, muligvis endda ligeså "fundamentale" som de øvrige par
tikler i Standardmodellen. Higgs-partikler er (endnu?) ikke observeret eksperimentelt.

Under alle omstændigheder behandler vi først spin-O felter af rent pædagogiske grunde.

3.2 Klassisk feltteori

Lad os først minde om den kanoniske beskrivelse af systemer med et endeligt antal fri
hedsgrader {qi}' Det fysiske system er karakteriseret ved en Lagrange-junktion

af de generaliserede koordinater {qi} og de tilhørende hastigheder {gi}' Systemets tids
udvikling mellem de to konfigurationer

findes ved at udvælge den bane i konfigurationsrummet, som minimerer virkningsintegra
let

S(tz, tr) = r2

L(qi(t), gi(t))dtJtl
Betingelsen 8S = Ofører da til Euler-Lagrange-ligningerne

d åL åL
----=0
dt åg; åqi

(3.7)
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I almindelighed benævnes størrelsen

åL
Pi = [Jqi

som den kanonisk konjugerede impuls til qi. For kanoniske systemer kan ligningerne

Pi = Pi ({q}, {q})

(3.8 )

løses, så vi får udtrykt hastighederne ved impulserne. Indsættes disse udtryk for hastig
hederne i Lagrange-funktionen og udføres Legendre-transformationen

H(p,q) = pq - L(q,ij) (:3.9 )

hvor altså {q} skal udtrykkes ved {p} og {q}, fås Hamilton-formalismen. Bevægelsesligningerne
kan så skrives som Poisson-parenteser

{qi, H} = [JaH = qi
Pi

aH
{pi, H} = --a = Pi

qi
(:3.10)

og der gælder
(3.11)

hvor { , } er Poisson-parentesen.
Vi generaliserer nu denne formalisme til at inkludere systemer med en kontinuert

mangfoldighed af frihedsgrader. Det fysiske system, vi ønsker at betragte, beskrives ved
et felt

'P(x,t)

hvis værdi i hvert punkt repræsenterer en ny frihedsgrad. Hvis vi skriver

'Px(t) i stedet for 'P(i, t)

kan vi gøre analogien til det diskrete tilfælde tydeligere. I stedet for q skriver vi 'P. Både
q og 'P er funktioner af tiden t. I stedet for index i på q har vi nu et kontinuert index i

o

pa 'P
qi(t) -+ 'Px(t)

Vi gør analogien endnu tydeligere ved en approximativ beskrivelse, hvor vi opdeler rum
met i små terninger af størrelsen .6.Vi omkring "gitterpunkter" Xi. Vi indfører så mid
delværdien

'Pi(t) = A
1
11 r d3 x 'P(i, t) (3.12)

L.\ v, JUlV;)

Som i det diskrete tilfælde er systemets dynamik fastlagt via en Lagrange-funktion,
som afhænger af de generaliserede koordinater {'Pi} og disses tidsafledede

L = L({ip}, {ep}) (3.13)

Vi indskrænker os nu til at betragte såkaldte lokale teorier: Sådanne, hvor Lagrange
funktionen kan skrives som en sum

L = L.6.Vi.L:i('Pi(t),epi(t),'Pi±s(t))
,
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hvor de enkelte led i summen kun afhænger af feltværdien i det tilhørende gitterpunkt samt
dettes "lokale omegn", samt af den tidsafledede af feltet (den generaliserede hastighed):
(~i±s, epi). Den kontinuerte generalisation heraf lyder

(3.14)

hvor
J:, = J:,(<p(x,t),ep(x,t), ~<p(x,t))

hvor altså L kan skrives som et rumintegral over en Lagrange- tæthed, der kun afhænger
af feltet i det pågældende rumpunkt, samt af feltets 1. afledede. Denne indskrænkning
til afhængighed af de 1. afledede er den naturlige kovariante generalisation af hastigheds
afhængigheden i sædvanlig Lagrange-formalisme.

Systemets tidsudvikling fastlægges ved at forlange, at virkningsintegralet er minimalt,
når der pålægges faste begyndelses- og slutkonfigurationer for feltet:

0= 85 = 81: dt L({<p(t)} , {ep(t)}) = 8Jdt d3 xJ:,(<p(x) , å{L<p(x))

hvor vi nu skriver rum- og tidsvariable sammenfattet som (x, t) = (x), og rum- og tidsaf
ledede sammenfattet som å{L<p(x), For at udføre variationen betragter vi så to forskellige
fel tfunktioner

<p(x) og <p(x) +8<p(x)

som kun afviger infinitesimalt. Så er

85 =

(3.1.5)

Nu er
8(åIL<P) =åIL (<p + 8<p) - åIL<P = å{L<p + åIL 8r.p - å{L'P = å{Lb'P

Indføres dette og integreres partielt under hensyntagen til, at b<p == O for t = ±oo og alle
lxi pr. definition af virkningsintegralet, medens b<p = Ofor lxi = 00 og alle t pr. antagelse
om, at det fysiske system er begrænset, fås

eller, idet b<p er arbitrær,

(3.16)

Disse ligninger er de generelle Euler-Lagrange-bevægelsesligninger for enhver fe1tteori.
Bemærk, at virkningsintegralet er en Lorentz-invariant, og at Lagrange-tætheden er en
Lorentz-skalarfunktion, medens Lagrange-funktionen ikke har simple transformationse
genskaber under Lorentz- transformationer.
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Ovenstående generaliseres umiddelbart til situationer, hvor L afhænger af flere felter:
?r(.r): r = 1,2",' . (3.16) gælder så for hver komponent for sig.

Lad os nu gå tilbage til den delvis diskrete formulering (3.12), (:3.1:3) og se på de
kanonisk konjugerede variable:

( ) _ åL A F åL _ A l' ,

Pi t = å' ( ) = ~ v i ~() = w Vi 7r i I, t)!..pi t UYi t
(3.17)

(3.18 )
åL

11"(x) = åcjJ(x)

pi(t)} = bij fås såAf Poisson-parentesen {q)(t),

der viser, at det i det kontinuerte tilfælde er mest naturligt at tale om en kanonisk kon
jugeret impuls tæthed

{!..pj(t), Pi(t)} = bij (samme t 1)

eller
Ci Vi {!..p(Xj, t), 11"(Xi,t)} = bij

Heraffås, at {!..p( x, t), 11"(x', t)} er en funktion med den egenskab, at når man multiplicerer
den med et volumenelement og summerer bidragene, hvor x' vandrer over hele rummet,
fås bi)' Endvidere ses det, at {y(x, t), 11"(x', t)} = O, hvis x' -# X. Altså

{y(X,t), 11"(x',t)} = b3(i'- i) (3.19)

Af udtrykket for Hamilton-funktionen

fås

hvor Hamilton-tætheden er givet ved

ri = 11"(x)cjJ(x) - L(!..p,OIlY) (3.20)

og hvor udtrykket (3.18) for 11"(x) som funkition af!..p(x), fJ!..p og cjJ(x) skal løses, så ep
bliver udtrykt ved 11"(x), y(x) og fJy(x).

3.3 Kanonisk kvantisering

Overgangen for klassisk mekanik til kvantemekanik foretages i felt teorien bedst i Heisen
berg-billedet, hvor operatorerne er tidsafhængige, mens tilstande er tidsuafhængige. Dette
giver den eneste symmetriske behandling af den rum- og tidsafhængighed af feltoperato
rerne, som vi har i den klassiske teori.

Et system med et endeligt antal frihedsgrader kvantiseres som bekendt ved at postulere
ombytningsrelationer

(3.21 )



60 ELEI\llENTÆR Kv~~NTEFELTTEORI

Vi kan sammenligne med det klassiske udtryk for Poisson-parentesen

og herved formulere princippet om kanonisk kvantisering således, at klassiske Poisson
parenteser skal erstattes af kommutatorer og multipliceres med i, altså fås af (3.19)

[7r(i ' ,t), ~(i,t)] = -i83(i'- i) (3.22)

samt
[~(i I, t), ~(i, t)] = [7r(i', t), 7r(i, t)] = O (3.23)

Bevægelsesligningerne samt udtrykket for Hamilton-funktionen overtages uændret i den
kvantiserede teori.

3.4 Spin-G-feltet

Vi ønsker nu at konstruere en Lorentz-kovariant, konsistent kvanteteoretisk beskrivelse af
frie spin-O partikler. Vi vil vise, at Lagrange-tætheden

(3.24)

løser dette problem, når rp opfattes som et kvantefelt. Lad os først finde bevægelsesligningerne.
Vi har

åf:,

å~
åf:,

---
å(å/l'P)

2
-m ~

(3.25)

o

sa

Heraf fås iflg. (3.16):

åll (a(~~rp))
eller

(3.26)

(3.27)
åf:, åf:, o .

7r(x) = åep = å(åorp) = å ~(x) = r.p(x)

hvilket er Klein-Gordon-ligningen. Lagrange-tætheden (3.24) er naturligvis netop valgt
for at give denne ligning.

Vi har også

altså
[ep(i', t), rp(i, t)] = -ib3(i' - i) (3.28)
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For at interpretere ombytningsrelationerne (3.28) udvikler vi en vilkårlig løsning til
bevægelsesligningerne (3.26) på et fuldstændigt sæt. Et sådant kender vi allerede. nemlig
funktionerne

( -t) -ik xi'yk X, = e !-' (3.29)

(3.30 )

hvor blot k/Lki" = m 2
, men hvor vi må (og skal) bruge både positive og negative værdier

af kO. Vi kan så skrive

() J d3k [(k) -ik xi' t(k) +ik x!-']
rp X = (2kO)(271-j3 a e i' +a. e !-'

Her har vi for det første antaget, at rp( x) er et Hermitesk felt. Desuden har vi i (3.30)
adskilt bidragene med positive og negative kO-værdier explicit og ændret fortegnet på
eksponenten i 2. led, så at

kO == +Jm2 + k2

i (3.30). Koefficientfunktionerne i denne udvikling på et fuldstændigt sæt er operatorer,

aCk) og at (7.\ som skal være hermitisk konjugerede, for at rp(x) kan blive hermitesk.
Integralmålsfaktoren [(27T)3 . 2kO]-1 gør, at parentesen bliver Lorentz-invariant. Vi skal
undertiden bruge skrivemåden 1

o

nar

altså
rp(x) = L [a(k) e- ikx + at(k) e+

ikx
]

k

Vi har så for det kanonisk konjugerede felt

() '() 'J d
3
k [ (k.... ) -ikx t(k.... ) ikX]

7T x = rp x = l 2(27T)3 -a e + a e

Næste skridt bliver at bestemme ombytningsrelationerne mellem a(k) og at(k) og herved
vise, at disse er henholdsvis annihilations- og skabelsesoperatorer for partikeltilstande.
Hertil benyttes (3.28). Men først må vi løse for a(k) og at(k):

Jd3x d
3
k' [a(k ') e-ix(k'-k) + at(k ') eiX(k'+k)j'

2k'O(27T )3

J~~~ [a(k ')83(k' - k) e-it(k'O-kO) + at (k ') eit(k'D+k
D
)83(k' + k)]

2~O [a(k) + at ( _k)e2itkO] (3.31)

Tilsvarende

ljfr. kap.l, afsn. 1.3.2
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Af disse to ligninger fås
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og tilsvarende

(3.32)

Vi bruger nu fælles tid t = xO = yO og får så af (3.23) og (3.28)

[a(k), at(k ')] = Jd3xd3 y ei(k l.y_k.E) ei(kO-k'O)t[k°'P(x, t) + iep(x, t), k'°'P(iJ, t) - iepU], t)]

Jd3xd3 y ei(k l.y_tE) ei(kO-klO)t (ikO[ep(y, t), 'P(x, t)] + ik!O[ep(x, t), r.p(y, t)])

(3.3:3)

Tilsvarende

(3.34)

I analogi med

skriver vi somme tider (21rj383(k 1 - k)2kO --t 8kj; I' 2 Denne notation er konsistent, idet
vi har

Vi kan så opsummere resultaterne således:

For et bestemt k = k 1 er dette de velkendte ombytningsrelationer for annihilations- og
skabelsesoperatorer for excitationer i den harmoniske oscillator.

2jfr. kap.l, afsn. 1.3.2
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3.4.1 Teoriens fysiske fortolkning. Fock-rummet

Vi skal nu uddybe interpretationen af at(k) som skabelsesoperatoren for en partikel med
-- 1

impuls k og positiv energi kO = +(k2 + m 2
)2 samt af a(k) som annihilationsoperatoren

for en sådan partikel.
Først bevises. at Hamilton-operatoren er positiv definit, så vi kan være sikre på, at vi

er sluppet helt af med tilstande med negativ energi. Vi kan konstruere Hamilton-tætheden
af (:3.20), men det er lettere at bruge vores resultat fra kapitel 2. Af (2.10) og (2.1.5) har
vi således for hx infinitesimal

y( <5x) (I + i<5xJl-PI")y(O)(I - i<5X i1 PJl-)

y(O) + i<5xJl-[PI", y(O)]

men selvfølgelig også

y(6x) = y(O) +6xI" åay(O) eller
XI"

Heraf fås

åy _ '[Pp (.)]-8 -z ,y.r
XI"

By
åXI"

L [a(k) e-ikx (-iP)+at(k) e
ikx (+ikJl-)]

k

iL [-kl"a(k) e-Ikx + k1"a t(k) e
ikX

]

k
i[PI", y(x)] (:3.:36)

Vi vil nu vise, at løsningen for operatoren PP kan skrives

(:3.37)

hvor operatoren N(k) = at(k)a(k) betegnes antalsoperatoren Bemærk den totale parallel
til de velkendte forhold vedrørende den harmoniske osclllator. Beviset vil vise sig at
være en simpel følge af (de sædvanlige harmonisk-oscillator }ombytningsrelationer, vi nu
udleder:

Der gælder klart

at(k)a(k)at(k') - at(k ')at(k)a(k)

at(k)[a(k)at(k') - at(k ')a(k)] (da

= at(k)[a(k), at(k 'j] = at(k)8ø; I

[at(k'),at(k)] = O)

(3.38)

Tilsvarende gælder
[N(k), a(k 'j] = -a(k)8;;;; I

som følger af (3.38), idet N(k) er hermitesk:

(3.39)

(at(k)a(k))t = [a(k)]t[at(k)]t = N(k)

Lad os nu karakterisere tilstande vha den hermiteske operator N(k). Lad In(k)) være en

egentilstand af N(k) med egenværdien n(k). Så gælder

n(k) ~ O (3.40)
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Thi, hvis In(k)) er en normeret tilstand: (n(k)ln(k)) = l, så gælder

n(k) = (n(k)IN(k)ln(k)) = (n(k)lat(k ')a(k ')In(k ')) = (aia) ~ O

hvor
la) =a(k)ln(k))

Endvidere er tilstandene

og

egentilstande af N(k) med egenværdierne n(k) - l (for n(k) ~ l) og n(k) + l hen
holdsvis:

N( k)a( k) In( k)) a(k)N(k)ln(k))- a(k)ln(k))

(n(k) - l)a(k)ln(k)) (3.41 )

hvor (3.39) er brugt, og tilsvarende for at(k)ln(k)). Men det betyder, at vi ud fra til
standen In( k)) kan konstruere tilstande med mindre og mindre egenværdier ved at lade
a(k) virke på tilstanden et vilkårligt stort antal gange. P å grund af betingelsen (3.40)
kan dette ikke fortsættes. Altså må der findes en tilstand IO(k)), hvor der gælder

(3.42)

hvor altså egenværdien n(k) = O. Dette betyder også, at egenværdierne n(k) er positive
hele tal. Den tilstand, hvor (3.42) gælder for alle værdier af k, betegnes vacuumtilstanden
ID) :

a(k)IO) = 0= N(k)IO) (3.43)

Vi kan nu opbygge alle systemets tilstande ved at virke med et passende antal operatorer
at(k) på vacuumtilstanden. Vektorrummet udspændt af alle sådanne tilstande danner
teoriens Hilbert-rum, og betegnes for sådanne frie, ikke-vekselvirkende teorier, som den,
vi her betragter, Fock-rummet. For eksempel har tilstanden

at(k)at(k)at(k ')10) == 12(k), l(k ')) (3.44)

egenværdierne n(k) = 2, n(k') = l.
Lad os nu gå tilbage til (3.37), som vi lovede at bevise. Vi gør det ved at eftervise, at

(3.36) er en følge af (3.37) og ombytningsrelationerne (3.38), (3.39):

[P', <p(x)] = L kl'{[N(k), a(k')] e-ik'x + [N(k), at(k ' ]] eiklx}
k,k I

L kl'{-a(k') e-iklx5UI +at(k')5kkl eik/X}
k,k I

L kil {-a(k) e-ikx +at(k) eikX }
k

i overensstemmelse med (3.36).3

(3.45)

3 PJ.l er herved kun bestemt på nær led, der kommuterer med feltet: c-tal. Sådanne er uden fysisk
betydning, idet vi forlanger PJ.lIO} = O. Spørgsmålet om pO IO} f. O er dog af speciel interesse. Det er
relateret til eksistensen af den berømte "kosmologiske konstant", der virkelig synes extremt lille. En
diskussion ligger uden for rammerne af dette kursus.
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Lad os nu Jade P{J. (3.:37) virke på en tilstand, der som ovenfor er karakteriseret ved
egen værdier af operatorerne N (k) :

Så gælder

P {J. I ) = L k{J.N(k)ln(kd, n(k2 L'" ) = (ki n(kd + k~ n(k2 ) + ... )In(kd, n(k2 ),···)

k

der viser, at tilstanden er en egentilstand af operatoren P{J. med egenværdierne

(3.46)

Dette udtryk godtgør, at vores teori kun har tilstande med positiv energi. Det skyldes. at
alle k?'er er positive og at alle besætningstal, n(k;), ligeledes er positive (hele tal).

Hermed har vi i det væsentlige fuldført analysen af det fysiske indhold i vores simple
kvantefeltteori. Lad os opsummere.

Systemet kan karakteriseres ved en beskrivelse af et fuldstændigt sæt af tilstande.
Dette sæt indeholder følgende komponenter:

(i) Vacuumtilstanden IO) med 4-impuls == O.

(ii) Enkeltpartikeltilstande, som fås ved at virke med en skabelsesoperator a t (k) på
vacuumtilstanden:

at(k)IO)

Disse tilstande har 4-impuls pJ-' = k{J. , hvor kJ-' = (kO, k) og kO = +/k 2 +m 2 •

Partiklcrne har altså masse m. Enkeltpartikeltilstandenes normering er givet ved

(k 'Ik) (Ola(k ')at(k)[O)

(Ola(k ')at(k) - at(k)a(k ')10) (sidste led O) (3.47)

= (OI[a(k'),at(k)]IO) = 8k1k (OI0)

eller, idet vi sætter (010) = l,

(3.48)

som er vores sædvanlige normering af enkeltpartikeltilstande.

(iii) 2-partikeltilstande på formen

Disse adlyder Bose-Einstein statistik:

hvor vi har benyttet
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4-impulsindholdet af en 2-partikeltilstanci er

pil = kr + k~

Normeringen af en 2-partikeltilstand findes således:

(k~, k ~lk1' k2) (Ola(k ~)a(k ;)a t (k1 )a t (k2 )iO)

(Oia(k ~)at(kl)a(k ~)at(k2)IO)

+ (Oia(k ~)[a(k ~), at(k1 )]a t(k2)IO)

(Olat(kr)a(k ~)a(k ;)at(k2 )IO)

+ bk~kl (Ola(k ~)at(k2)IO) + (Ol[a(k ~),at(kr)]a(k;)at(k2)IO)

O+bklk~ bk'k~ +8klk~ 8k lk (3.50)
21 1 2 11 22

hvor vi har brugt (Olat(k1 ) = O. For k1 i- k2 og k ~ i- k ~ er dette den
sædvanlige normering. Hvis derimod de to partikler er i samme kvantetilstand,
haves (k 'k 'Ik, k) = 28k 'k' I dette tilfælde er det bekvemmest at omdefinere norme-

ringen med en faktor If :

(iv) Tre- og flerepartikeltilstande konstrueres ved umiddelbar generalisation af 2
partikeltilstandene.

(v) Spinnet af de partikler, som teorien indeholder, er = O. Dette kommer af, at feltet
er en rotationsinvariant (endda en Lorentz- invariant), så at (smlgn. (2.9))

Rr.p(x)Rt = r.p(Rx)

hvor R = U(R, O) er den unitære transformation svarende til en rotation, og R er
den reelle 4x4 matrix 4 , som beskriver rotationen af komponenterne af koordinaterne
x. For en infinitesimal rotation med El = W23, E2 = W31, 103 = W12 fås

(I + if:· J)'f(x)(I - if:· J)

r.p(x) + if:· [J,r.p(x)]

r.p( Rx)

r.p(Rx) (3.51 )

Vi tænker os nu at udvikle begge sider af lighedstegnet på plane bølger med

r.p(X) = L(a(k) e-ikx +at(k) eikx )
k

Heraf fås
r.p(Rx) = ~]a(k) e-ik(Rx) +at(k) eik(Rx)]

k

4en rumlig rotation er beskrevet ved en 3 x 3 matrix, men her benyttes den fulde Lorentz
transformations-udgave, selvom tidsdelen er triviel
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Vi bruger nu, at k(Rx) = (R-1k).T på grund af rotationsinvarians af k.T. Derefter
erstattes i SUITllIlen over k. k med Rk, altså

y( R.r) l]a(Rk) e-ih + at(Rk) eih ]

Hk
2)a(Rk) e-ih + at(Rk) elh]

k
(:3.52 )

Vi kan nu gå tilbage til (3.51) og forlange ligningen opfyldt for hver Fourier
komponent. Vi er i virkeligheden kun interesserede i k = 6 komponenterne, da
det kun er rotationens virkning i hvilesystemet, vi skal undersøge for at bestemme
spinnet. For disse finder vi umiddelbart

For at bestemme spinnet af vores partikler skal vi iflg. kap. 2 gå til hvilesystemet
for en enkeltpartikeltilstand. Her får vi så

(3.5:3)

da 110) = O: vacuum har spin O. Dette viser, at vores partikler har spin = O.

3.5 Dirac-ligningen

Inden vi behandler den fulde kvantefeltteori for spin-l/2 [ermionel', har vi brug for at
kende de klassiske løsninger til Dirac-ligningen, som er den til Klein-Gordon-ligningen
svarende bevægelsesligning for fermionfeltet. Medens det var trivielt at nedskrive et
fuldstændigt sæt løsninger til den klassiske KJein-Gordon-ligning, er forholdene langt mere
komplicerede for Dirac-ligningen.

Vi skal nu indføre Dirac-ligningen på samme intuitive måde, som Dirac gjorde det.
Dens egentlige begrundelse ligger i, at den danner basis for en konsistent beskrivelse af
fermioner. Dette skal vi senere se.

Vi søger en differentialligning med følgende egenskaber:

L Ligningen skal være lineær i løsningerne og i de første afledede; linearitet er begrun
det i kvantemekanikkens superpositionsprincip; og at Dirac forlangte første ordens
afledede hang sammen med et håb om, at problemet med de negative energier derved
kunne forsvinde (hvad det ikke gjorde!).

II. Klein-Gordon-ligningen skal gælde for løsningerne. Sammen med (1) betyder det,
at vi i en passende forstand forsøger at "uddrage kvadratroden af Klein-Gordon
ligningen". Vi har set tidligere i dette kapitel hvorledes Klein-Gordon-ligningen er
feltteoriens måde at sige "fri partikel" på .

III. Ligningens løsninger skal tilfredsstille kravet om relativistisk forminvarians. Vi
kan udtrykke det mere teknisk ved at sige, at ligningens løsninger skal bære en
repræsentation af Poincare-gruppen. Det var et af de vigtigste resultater af Dirac's
undersøgelse, at han således "faldt over" hidtil ukendte repræsentationer af Lorentz
og PoincarU-grupperne: de såkaldte spinor-repræsentationer.
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Disse krav fastlægger (næsten) ligningen. Desuden stillede Dirac en række krav dikte
ret af hans ønske om at finde en relativistisk Schrodingerteori. En del af disse. men ikke
alle, blev opfyldt. Dette skal vi her ikke interessere os for.

Ud fra kravet (I) kan vi skrive ligningen på formen

hvor vi altså kalder koefficienterne til ;'l/J for h Il og koefficienten til 1/;(x) selv for -m;
vXp

det har vi jo lov tiL En bekvem, kompakt skrivemåde er

(3.54)

Umiddelbart synes det ganske håbløst, at denne ligning skulle kunne give en kovariant
beskrivelse. Koefficienterne III synes at udgøre en 4-vektor, som så vil udvælge et fore
trukket inertialsystem. Som vi skal se, går alt godt, hvis vi lader "funktionen" 'w( x) blive
en søjle med 4 komponenter

(o = 1,2,3,4) (3.55)

En sådan søjle kaldes en spinor. De 4-komponenter har intet at gøre med rum-tids
komponenter. Som vi senere skal se svarer de til de 4 kvantetilstande af en fermion eller
en antifermion med spin henholdsvis ~ eJler -~ langs en bestemt retning. I konsekvens
af, at 1/; er en søjle, er III tilsvarende en 4 x 4-matrix:

0:(3 = 1,2,3,4 (3.56)

mens m vil vise sig at være et tal (m) gange 4 x 4 enhedsmatricen .
Vi bruger nu krav (II), at (3.54) skal medføre Klein-Gordon-ligningen for alle kompo

nenter. For at udnytte dette virker vi på (3.54) med differentialoperatoren (hvåV + m) :

eller

eller, da åv åf.J. er symmetrisk i v og fJ ,

Betingelsen for, at denne ligning er Klein-Gordon-ligningen

er, at
(3.57)
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hvor vi har indført den for Dirac-teorien og fermioner scl fundamentale antilGomnndator

hvor produktet af de to gammamatricer skal forstås som et matrixprodukt. Foruden ma
tricerne IIJ.' fi = O. 1.2. :3, definerer vi også

~ IJ. = J-I.// _ {ro for
( - g rl/ - f'-ri ar

{1=0

{1 = i = 1,2,3

Der findes uendeligt mange løsninger til (3.57) eller

(I = 4 x 4 enhedsmatricen) men de er alle ækvivalente i den forstand, at de fremgår
af hinanden ved ligedannetheds-transformationer, dvs. basissklft. (Bemærk, at da ma
tricerne ikke generelt er unitære, er disse basisskift heller ikke unitære transformationer.
Gamma-matricerne bærer med andre ord en ikke-unitær repræsentation af Lorentzgrup
pen. ) En berømt løsning, som vi undertiden vil anvende, er den såkaldte Pauli-Dirac
form. Vi definerer først de 4 2 x 2 matricer

( l O) (O l) (O -i) (l O)1 = O l ,0"1 = l O ,0"2 = i O ,(J3 = O -l

hvor (j kaldes sættet af Pauli-matricer. Vi har så

(3.58)

0=(1 0), O-I

eller mere explicit for eksempel

1= (rI) = ( O 0"0--')-o- (3.59)

[

O O O -i
2 O O i O

r = O i O O
-i O O O

At (3.59) tilfredsti11er de ønskede antikommutationsrelationer følger af følgende identiteter
for Pauli-matricerne, som let eftervises

(3.60)

Detaljerne overlades til læseren (se også opgaverne).
Lad os dernæst studere ligningens relativistiske kovarians. Som sædvanlig er O og Ol

to iagttagere forbundet ved en homogen Lorentz-transformation:

Xl = Ax

Hvis O bruger spinaren 'ljJ( x) som løsning til Dirac-ligningen, og Ol bruger 'ljJ'( x') til
beskrivelse af samme situation, ønsker vi, at der skal findes en 4 x 4 matrix S( A), der
ifølge relativitetsprincippet kun afhænger af A (j fr. kap. 2), og således at 5

'ljJ'(x') = t/JI(Ax) = S(A)t/J(x) (3.61)

5 Bemærk, at vi her tænker på et klassisk felt foreløbigt. Jfr. diskussionen i kap. 2.2, specielt
ligningerne (2.8) - (2.10).
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I komponenter lyder (3.61)
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4

1/J~(XI) = 2:: S(A)",ol/J13(X)
13=1

Vi siger, at matricerne S(A) er spinorrepræsentationer af Lorentz-gruppen, og at denne
repræsentation er båret af spinorerne 7/)( x). Vi ønsker nu selvfølgelig, at 7//( Xl) også skal
være en løsning til Dirac-ligningen i (Y-koordinaterne:

. 81/JI(X' ) "( ') - OZ"fJ-L å - m'lj) x -
x'J-L

hvoraf
i,IJ- S(A) 8~)(x) ~xp _ m S(A) 1/J(x) = O

8xp 8x' IJ-
eller - ved at multiplicere med matricen S-1(A) fra venstre-

(3.62)

'S-1 IJ-S 87b(x) 8x
P

I ( ) - OZ 'Y -- ---m7p x -
, 8x p 8.T/IJ-

(Læseren opfordres til nøje at overveje hvilke bogstaver. der repræsenterer matricer, al
mindelige tal, søjler, etc.!). Nu er

altså
i(A-1)P S-l,J-L S 81/J(x) - m1/J(x) = O

IJ- 8xp

Betingelsen for, at denne ligning er Dirac-ligningen, er

(3.63)

Såfremt der for hver Lorentz-transformation A findes en 4x4-matrix S(A)rx(J, der tilfreds
stiller (3.63), er den relativistiske kovarians af Dirac-ligningen sikret. Det er her nok at
eftervise, at matricen S eksisterer for infinitesimale Lorentz-transformationer, i hvert fald
for så vidt angår dem, som kan forbindes kontinuert med identiteten. En infinitesimal
Lorentz-transformationen er på formen

(3.64)

Vi definerer 4 x 4 matricerne (6 uafhængige)

z
CTlJ.v == 2'bJ.Ll'VJ

eller i komponenter (summation over indeks I underforstået)

(3.65)
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Vi påstår så, at til Lorentz-transformationen (:3.64) svarer matricen

-') J 1 v.) (A = - - ()" I-'V 8wJl
4

71

(3.66)

hvor I er 4x4 enhedsmatricen. Først bemærkes, at S-l = J + ~()"Jlv8wJlV, hvilket er trivielt
til 0(8,-,,')' 'ii får så for venstre side af (3.6:3)

. .
1 • 1 S

(I + -()"ps 8wPO )··,t (I - -()"ps 8wP )
4 4
1

'"'t + 4[()"ps, ,1-']8wPS + 0(8w2
)

,Jl - ~ [bP,,sJ,,Jl] 8wps

,I-' - ~8wps ((rP,s -,s,PhJl - ,ll-bP,s - ,s,P)) (:3.67)

l. led i parentesen reduceres på flg. måde ved at anvende

gentagne gange:

-,P,Il-,s + 2,Pl Il- + ,5,Jl,p _ 2,sgPJl

,Jl,P,s - 2gPI-',s + 2,plJl

-,Jl,s,P + 2lJl ,p - 2,sgPIJ.

,lJ.bP,,s] - 4gPIJ.,s +4,PlI-'

Indsættes dette, fås

(:3.68 )

l s S,IJ. _ 88wps (-4gPIJ., + 4,Pg IJ.)

l S,IJ. - 2( -bwll-n + bWpll-,P)

,Il- +8wIJ. p ,P (idet bwlJ.s = -bwslJ.)

(81J. v + bwll-vh V (3.69)

hvorved (3.63) er eftervist.
Dette vigtige resultat beviser teoriens kovarians. Desuden skal vi senere bruge (:3.66)

til bestemmelse af spinnet af den kvantiserede teoris partikler.
Ovenstående behandling dækker ikke diskrete Lorentz-transformationer, af hvilke vi

især skal interessere os for paritetstransformationen, afsn. 2.9:

Betingelsen (:3.63) lyder her (vi ser ved paritetstransformationer undtagelsesvise brud på
kovariansreglen om at Øvre og nedre indices skal svare til hinanden på begge sider af et
lighedstegn)

3

S-l(p)rIJ.S(P) = I: glJ.V,V ='Il-
V=o

(:3.70)
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En løsning hertil er

Ifølge {,Il, ,U} = 2g llU har vi nemlig

S(P) = "/
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hvoraf

samt ,O,i + ,i,O = O , eller ,0,i = _,i,O
Heraf fås straks, at (3.71) er en løsning til (3.70). Vi skal senere anvende dette resultat
til at vise, at fermioner og antifermioner har modsat indre paritet.

,-matricerne er ikke (alle) hermiteske. Dette ses lettest af den eksplicite repræsentation
(:3.59). I stedet gælder

,at = ,0 ,it = _,i
Sammenholdt med ombytningsrelationerne betyder det, at

,abll)t,o = ,Il
Heraf følger også

° t ° ost ° S-l, (JIlU ' =(JIlU og , ,=
(3.72)

(3.73)

Øvelse : Vis det !
Dette resultat giver os en meget nyttig teknik i hænde, idet vi ud fra en vilkårlig løsning

lP( x) til Dirac-ligningen kan danne såkaldte bilineære ko varianter, der transformerer på
simpel måde under Lorentz-transformationer. Først definerer vi den til spinoren 'l/J såkaldt
adjungerede spinor 'l/J :

(3.74)

Bemærk, at 'l/J er en søjle, medens~) er en række. I repræsentationen (3.59) gælder således,
at hvis

(3.75)

så er
'l/J=('l/J~, 'l/J;, -'l/J;, -'l/J~)

Vi påstår nu, at under Lorentz-transformationer transformerer

s= 'l/J(x)'l/J(x)
Vil = 'l/J(X)'"yIl'l/J(X)
Tllu == 'l/J(x)(JJl-u'l/J(x)

som en skalar }
som en 4-vektor

som en tensor
(3.76)

Disse påstande bevises meget let ved først at udlede reglen for at Lorentz-transformere
en adjungeret spinor:

'l/J(x) ---+ 'l/J'(x') = S(A)'l/J(x) ==;.

'l/Jt(x) ---+ 'l/J't(x') = 'l/Jt(x)S(A)t ==;.

'l/J(x) ---+ 'l/J'(x') = 'l/Jt(x)S(A)t,o
'l/J(x)S-l(A) (3.77)
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Herefter bevises f. eks. den mellemste påstand i (3.76) således:

;jj(x)"/'4{r) -t tb(x)S-l(AhJ1S(A)~,(.r)

,V v 0(xh V lb(x) (se (3.6:3))

som påstået. Vi indfører nu ,s-matricen

l ==,5 ==i,O,ll"/ = (~ ~)

i repræsentationen (3.59), for hvilken der gælder

h,'ilket let vises af (3.79).
Der gælder så, at

73

(:3.79)

(:3.80)

p == 1/-)(x) ,,s1/;(x)

A/1 == l;0(x) ,i',s 7))(x)

transformerer som en pseudoskalar

transformerer som en axial 4-vektor (3.81)

Lad os nøjes med at vise, atvns 7)) er ulige under paritet, idet vi bruger, at S = ,0 for
pari tets- transformationen:

IM.i, ths 7/-'(:1, t) -t 1/J(;rh-;1,s,00(x)

1/J( xho,s,01/J( x)

Men ,o~/s/o = -'s ifølge (3.80), hvoraf påstanden følger.

3.6 Dirac-ligningens plan-bølge løsninger

For Klein-Gordon-ligningen fandt vi det fuldstændige sæt af plan-bølgeløsninger

"3 x'))\ •. L_

eller mere bekvemt:
{

ikx -ikx.e ,e .

Da alle løsninger til Dirac-ligningen også tilfredsstiller Klein-Gordon-ligningen, forsøger
vi at sætte

'ljJ(x) = w(p) e- ipx (3.83)

hvor P/1PiJ. = m 2 , og hvor vi ikke vil blive overraskede (som Dirac) over at finde løsninger
både med po > m , po < -m. Indsættes (3.83) i Dirac-ligningen, fås følgende ligning for
w(p) (som er en søjle)

Pi',J.' w-mw = O

Vi indfører her en notation, vi skal anvende overalt i det følgende. En 4-vektor, Ai" som
er kontraheret med, matricerne, betegnes med et "slash" :
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I denne notation lyder Dirac-ligningen for 11"(x) og for w :

(iØ- m )1j'=O og (/J - m)w = O (3.84)

Da w er en søjle med 4 komponenter, venter vi at finde 4 ualliængige løsninger: 2 med
pO > m og 2 med pO < -m. Løsningerne med pO > m betegnes udp) og u_dp).

2 2

I repræsentationen (3.59) kan de angives som

hvor

(~ ) for +~

X±t =

(~ ) for l
2

For at bevise, at (3.85) er en løsning, skriver vi Dirac-ligningen

o ° -+ ....P "/ u - P ·"/u = mu

i repræsentationen (3.59), som (idet (3.85) indsættes)

(a· ji)(8· ji)
PoX - + x

Po m

a·p -._
- Po X + (J" • P X

po +m

mx
a·p

m X
Po +m

(3.86)

At disse ligninger er opfyldt følger trivielt ved brug af

samt af

Løsningen (3.85) er normeret, så

hvilket også let eftervises i repræsentationen (3.59). Bemærk, at normeringsbetingelsen
gør Eu til en invariant. Herefter kan vi forme bilineære kovarianter af u'erne på analog
måde til, hvad vi gjorde med 'IjJ'erne (jfr. (3.76) og (3.81); detaljerne overlades til læseren,
jfr. opgaverne).

Løsningerne for po < -m omformes, idet vi først sætter

Herefter bliver Dirac-ligningen for disse løsninger, der betegnes med v(q)

(11 + m)v(q) = O (3.87)
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Som før vises, at som to lineært uafhængige løsninger kan vælges

(.J

I ( 01 )X+1.
2

hvor

( -Ol )X' l =
-2"

(:3.88 )

Det lidt ejendommelige valg for X~1. skal vi begrunde i afsnittet om anti-fermioners spin.
2

-'Anti" -spinorerne er normeret, så

Lad os opsummere de vigtigste resultater (af hvilke nogle få endnu ikke er omtalt - beviser
overlades her til læseren):

(i ø- m)7/; = O

u(p-m)=O=(p-m)u

us(p)us,(p) = +2rruS'ss'

us(p)vs,(p) = O

u1(p)us'(p) = +2po8ss'

u1(p)vs'( -iJ) =

I disse udtryk gælder altid pO :::: +m.

'l/J(i ø+m) = O

, v( p+ m) = O= (p + m)v

, vs(p)vs,(p) = -2m8ss'

, vs(p)us,(p) = O

vl(p)v:(p) = +2po8ss'

O = vl(p)us,(-ji) (:3.89)

3.7 Det kvantiserede Dirac-felt

I dette afsnit skal vi nå frem til en konsistent relativistisk og kvanteteoretisk behandling
af spin-t fermioner. Vores fremgangsmåde bliver

l. at nedskrive en Lagrange-funktion, som har Dirac-ligningen som bevægelsesligning,

2. at udvikle feltet på sættet af planbølgeløsninger som fundet,

3. at postulere ombytningsrelationer for skabelses- og annihilationsoperatorer, samt

4. at eftervise, at den resulterende teori giver os det ønskede resultat.

Det viser sig umuligt at gennemføre den kanoniske kvantisering, som vi brugte ved
spin-O feltet. Det skal vi ikke være kede af. For spin-O feltet fandt vi nemlig, at teoriens
partikler adlød Bose-statistik, medens fermioner experimentelt adlyder Pauli-princippet.
Det er en af feltteoriens store triumfer, at det ikke er muligt at kvantisere spin-t feltet, så
partiklerne adlyder Bose-statistik; kun ved at postulere anti-kommutations-relationer fås
en såkaldt kausal teori, dvs en, hvor rum-tids-afhængige observable adskilt ved en rumlig
afstand, er uafhængige af hinanden (kommuterer). Et sådant kausalitetskrav følger af,
at ingen information kan forbinde de to observable, da intet signal kan løbe hurtigere
end lyset. Denne fundamentale forbindelse mellem spin og statistik kan vi desværre ikke
komme nærmere ind på i dette kursus.
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Vi betegner nu med 1/.)(x) en 4-komponent feltoperator, hvor operatorerne står opført
i en søjle. -;j;(x) er den tilsvarende række af adjungerede operatorer

1/.' (x) = l/; t (x )-l
Lad os betragte Lagrange-funktionen

L = 1/J(x)(i ø- m)1/J(x)

hvor vi først behandler 1/J og 1/J som (8) uafhængige variable. Vi har så

(:3.90)

åL

-m1/J

eller kort

(3.91 )

Heraf fås Euler- Lagrange-ligningen

eller
<-

-;j;(i ø+m) = O

der er Dirac-ligningen for 1/J. Videre finder vi

åL = (i ø- m)1/J
å1/J

hvoraf (i ø- m)1/J = O, der er Dirac-ligningen for 1/J. Herved har vi vist, at L giver os de
ønskede bevægelsesligninger.

Imidlertid er de kanonisk konjugerede variable "mystiske":

åL .- o
7r = -. = z1/J,

å1/J

åL
men ]f = -. == O

å1/J
(3.92)

Den sidste ligning viser, at 1/J ikke er nogen selvstændig dynamisk variabel. Det kan altså
ikke lade sig gøre at behandle systemet som kanonisk, og derfor kan vi heller ikke anvende
den kanoniske kvantisering.

Imidlertid er der intet til hinder for at udvikle feltet på det fuldstændige sæt af plan
bølgetilstande, vi har fundet:

1/J(x) = EE [b(p,s)us(P) e- ipx +dt(p,s)vs(P) e+ iPx
] (3.93)

p s

hvor
po == +Jp 2 +m 2

Som lovet får vi en konsistent teori ved at postulere anti-kommutations-relationer for
skabelses- og annihilationsoperatorerne b og d :

{b(p, s), bt(p', s')}

{d(p, s), dt(p', s')}

{b(p, s), d(p', s')}

{b(p, s), b(p' , s') }

{b(p, s), dt(p', s')} = {bt(p, s), d(p', s')}

- {bt(p,s), dt(p', s')} = O

O etc. (3.94)
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hvor {a, b} == ab + ba, s, Si = ±~ og

J." 2 0(2 )3 -3 ( - -')
U pp ' == . P 7r. 6 p - p

I I

Som for spin-O tilfældet forsøger vi nu at definere antalsoperatorer , men denne gang to

slags:

N(p, s)

N(p, s)

bt(p, s )b(p, s)

dt (p, s )d(p, s) (3.9.5)

som vil VIse SIg at være antalsoperatorer for henholdsvis fermioner (N) og anti
fermioner (N). De tilfredsstiller kommutationsreiationerne (i modsætning til anti
kommutationsrelationer)

[N(p, s), b(p, s)] = btbb - bbtb = O- bbtb = +bbbt - b = -b(p, s) (3.96)

hvor vi har brugt {b, bt} = 1 og {b, b} = 2bb = O. Tilsvarende gælder for generelle
værdier af p og s

mens

[N(p, s), b(p', s')] = -6pty 8ss,b(p,s)

[N(p, s), d(p', s')] = -8pty 8ss,d(p,s)

[N(p, s), bt(p', s')] = +8pty8ss,bt(p,s)

[N(p, s), dt (p', s')] = +8pty8ssldt(p, s) (:3.97)

[N (p, s), d(p', s']] = O etc.

Som i spin-O tilfældet bevises, at egenværdierne af N og N er positive hele tal. Imidlertid
gælder nu, at egenværdierne kun kan antage værdierne O og I! dvs der kan højst være en
fermion i hver kvantetilstand (Pauli-princippet).

For at se det betragter vi vacuumtilstanden IO) og forsøger at konstruere kvantetil
stande med 1,2, etc. excitationer. For en enkeltpartikeltilstand får vi

hvor

N(p,s)lp,s) = N(p,s)bt(p,s)IO) = +btN(p,s)IO) + bt(p,s)IO) = 0+ Ip,s)

dvs N(p, s) har egenværdien 1. Forsøger vi at konstruere en 2-partikeltilstand får vi

fordi {bt(p, s), bt(p, s)} = 0, men dette viser, at 2-partikelstanden forsvinder. Tilsvarende
for alle højere tilstande.

Derimod kan vi udmærket have en 2-partikeltilstand, hvor partiklerne har forskellige
værdier af p og/eller s, men i så fald har vi

Ip,s; p',s') - bt(p,s)bt(p',s')IO)

-bt(p', s')bt(p, s)IO) = -Ip', s'; p, s) (3.98)
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som udtrykker Fermi-statistikken. For fermioner må vi altså nøje holde rede på parti
kelrækkefølgen i vores definition af tilstande.

Vi konstruerer herefter 4-impulsoperatoren som i spin-O tilfældet ved at finde genera
toren for rum-tids-translationer (smlgn (3.36)):

(3.99)

(bemærk, at vi her igen virkelig bruger en kommutator, ikke en antikommutator). Venstre
side af lighedstegnet findes af (3.93)

Operatoren Pi", som løser (3.99), er6

pI" = LL [+N(p,s)pl" + N(p,s)pl"]
iJ s

(3.100)

(3.101 )

I beviset får vi brug for (3.97). Udtrykket for pI" viser, at teoriens tilstande indeholder
to slags kvanter. Den ene slags skabes og annihileres af bt og b; vi kalder dem fermioner.
Den anden slags skabes og annihileres af dt og d; vi kalder dem antifermioner. Hver for
sig adlyder de Fermi-statistik, - de har samme masse (Pl"pl" = m2 ) og altid positiv energi
(po> m). Feltet 7/J (x) skaber antifermioner og annihilerer fermioner , medens 7/J t (x) eller
7/J( x) skaber fermioner og annihilerer antifermioner.

3.8 Spinnet af en fermion

For at finde spinnet af feltkvanterne skal vi gå til deres hvilesystem og undersøge virknin
gen af generatorerne for rotationer her. Rotationsgeneratorerne j er "blot" de rumlige
komponenter af Lorentz-generatorerne. Under en Lorentz-transformation transformerer
feltet

U(A, O)7/J(x )Ut(A, O) = S-l(A)7/J(Ax)

(jfr. (2.9)), hvor vi for en infinitesimal transformation har

(3.102)

AI"l/ /J1"l/ + /Jwl"l/

U(A)
2

I + -M /Jwl"l/
2 I"l/

S(A)
2

(3.103)I - -(J' /Jwl"l/
4 I"l/

(jfr. (3.66)). Lad os nu studere en infinitesimal rotation af størrelsen /Jep om z-aksen:

t I I I C I C= t , z = z , x = x + yvep , y = y - xvep

6 på nær et additivt bidrag, som kommuterer med feltet og som i denne sammenhæng er uinteressant,
jfr. dog tilsvarende bem. i afsn. 3.4
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eller

Ifølge (2.37) fås så

L 1
uW '2

126w = 8WI2

o O Ojl by O

-6~ ~ ':

-8W21 = Dy

_8w
21 = -bw21 = -Dy (:3.104)

U(A)

S-l (A)

= [+ iA121 8y = 1+ ihby
. .

[ t>: J.LV [ t r= + 4"0"J.LvUW = + 2"0"21 Vy (3.105)

:.,ru er (jfr. (3.65) og (3.59))

O",) = O"'J

(3.106)

altså specie! t

_ (0"3 O) eller
O (73

S-l == [- ~ (~3 ~3) Dy

Af (3.102) får vi

. [ ] i (0"3 O )7/J(x) + z6y J3 ,7/J(x) = (I -"2 O 0"3 by )7/J(Ax)

(3.107)

Vi gennemfører nu en analyse helt analog til den for det skalære felt efter (3.51). Vi
udvikler begge sider af lighedstegnet på plane bølger, og på højre side erstatter vi fi med
Rji og ser på ji = O bidragene:

[J3 , b(O, s)] u(O, s)

[J3 ,dt (O,s)] v(O,s) (3.108)
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Indføres videre de explicite løsninger (3.85) og (3.88) har vi

~ 1
+u(O, +2")

I~ l
-Ul °--)\' 2

~ 1
=f=v(O, ±2") (3.109)

hvoraf

Tages de hermitesk konjugerede af disse ligninger fås

(3.110)

(3.111)

Heraf følger straks, at operatorerne bt(O, ±~) skaber kvanter i hvile med spinkomponent
± ~ langs z-aksen:

(3.112)

Tilsvarende skaber dt(O,s) kvanter med J3 = s, medens b(O,s) og d(O,s) annihilerer
sådanne.

Hermed har vi dels vist, at både b-kvanterne og d-kvanterne (henholdsvis fermionerne
og antifermionerne) har spin-~, samt at vores notation for spinorerne u(ji, ±i) og v(ji, ±i)
var velvalgt.

3.9 Ladning

En tilfredsstillende behandling af den elektriske ladning kræver en behandling af formen
for fermionernes vekselvirkning med elektromagnetiske felter. Vi skal i et senere kapitel
give en uddybende behandling heraf. Her benytter vi et intuitivt argument.

I den klassiske elektrodynamik ved vi, at vekselvirkningsbidraget til Lagrange
tætheden kan skrives

(3.113)

hvor All er det elektromagnetiske 4-potential, og jll(X) er den elektriske 4-strømtæthed.
Denne sidste er bevaret:

OJljll(X) = O

og dens O-komponent er ladningstætheden, således at

er den totale tidsuafhængige ladning i systemet.
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Som vi senere skal se gælder formen (:3.113) også i kvantefeltteorien med
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(:3.11+)

hvor t er fermionernes ladning. Udtrykket (3.114) er ikke overraskende: Vi ved, det
transformerer som en 4-vektor, og af Dirac-ligningen har vi

å,,/"(X) = eå,,~)(x)'y"1/)(x) + e1f;(x)'y"å,,1/'(x)

e(im 1f;(x)~)(x) -im ~)(x)7jJ(x)) = O (jfr. (3.89)). (3.11 05)

Lad os udregne ladningsoperatoren. Da den er tidsuafhængig, kan vi vælge at sætte t = O:

Q = Jd3 x /(x, t=O) = e Jd3 x L L {(us(p)bt(p,s)e-ipoX + vs(P)d(p, s) e+ipoX)
p,s ploS'

"/ (usl(p')b(p', s')e+ip 'ox + Vsl(p')dt(p', s')e- ip 10X)}

e Jd
3

x L L
p,S P ',s'

{ U1(P) USI(p')bt(p, S )b(p', s')eiXo(pl-Pi +U1(P) VSI(p')bt(p, s )dt(p', s')e-ixo(p+p ')

+ v;(ji)Usl (p')d(p, S )b(p', s')eiXo(p+p ') + v; (P)VSI (p')d(p, s )dt(p', s')eixo(p-p l)}
l

e L 20
p,S,S' P

{ u1(ji)usl(ji)bt(p, s )b(p, s') + u1(ji)Vsl(-P) bt (p, s )dt(-p, s')

+ v;(ji)uA-ji)d(p,s)b(-p,s') + v;(ji)vsl(ji)d(p,s)dt(p,s')} (3.116)

hvor vi har brugt (27f)3 b3 (p - p') = 2~O bpp I etc. Vi bruger nu orthonormeringsbetingel
serne (3.89) og får

p,S

e L {N (p, s) - N (p, s) + l}
p,s

(3.117)

idet {d(p,s),dt(p,s)} = 1. Det sidste l-tal i (3.117) giver et uendeligt, men tilstands
uafhængigt bidrag til ladningen. Vi kan smide det væk ved at vedtage at omdefinere
ladningen relativt til dens værdi i vacuum. (3.117) viser så, at fermioner har ladning e,
medens antiferrruoner har den modsatte ladning -e. Bemærk, at argumentet kun benyt
tede formen for den bevarede 4-strømtæthed. Det gælder derfor generelt, at fermioner og
antifermioner har modsatte værdier for alle additivt bevarede kvantetal.

3.10 Ladningskonjugering (Charge conjugation)

For klassifikationen af bundne tilstande af kvarker (hadroner) er en tilstands opførsel
under ombytning af alle partikler med deres antipartikel vigtig. Vi definerer operatoren C
ved, at den lader bevægelsestilstanden for alle partikler uændret; kun erstattes fermioner
af antifermioner og omvendt. Specielt fås for en enkeltpartikeltilstand

CIF; p, s) = !P;p,s) (3.118)
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hvor F og F betegner henholdsvis fermion og antifermion.
Det tilljJ (x) ladningskonjugerede fel tljJc( x) er givet ved

Fra (:3.118) kan vi slutte, at der må gælde

(3.119)

Cb(p, S )C- l

Cbt(p, s)C- 1 (3.120)

Vi har så, da 7/J(x) = Lp.s[b(p, s)e-ipxus(iJ) + dt(p, s)e+ipxvs(iJ)]

7/Jc( x) = l:)d(p, s)e-ipxu(p, s) + bt (p, s )eipxvs(P)]
p,s

Dette udtryk kan vi sammenligne med det adjungerede felt

7/J( x) = :L lus (P) bt (p, s )eipx + vs(iJ)d(p, s)e -iPX]
p,s

(3.121)

(3.122)

der viser, at der må være en meget nøje sammenhæng mellem 7/Jc og 7/J, faktisk at de må
være lineært forbundet: 7

eller
(3.123)

idet ?I' og 7/Jc er søjler, 7/J en række og 7/JT en søjle, medens C er en 4 x 4 matriks og C en
operator, som kun virker på b'erne og d'erne, men ikke på de almindelige (komplekse) tal.
Vi kan finde matricen C ud fra kravet om, at 7/Jc skal adlyde Dirac-ligningen:

(i ø- m )7/Jc = O

Indføres (3.123) fås
-T

(i'"YJ-l8J-L - m )C7/J = O

og tages den matrikstransponerede af denne ligning fås

og multipliceres fra højre med C fås

Sammenlignes denne ligning med Dirac-ligningen for 7/J :

fås
CTC = I

7De har nemlig operatordelen af deres Fourier-komponenter fælles (jfr. også (3.126)).
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eller
- C = C-l = CT C!I-'C- l = -,~ (3.121)

Disse ligninger fastlægger den såkaldte ladningskonjugeringsrnatrik5 C. I repræsentatioDf'D
(:3.59) fås

Øvelse: Eftervis dette.

Lad os sluttelig udregne CV? fra (3.122) og sammenligne med (3.121):

1bc = CV? = L [Cu:(p)bt(.5,s)e iPX + Cv:(p)d(p,s)e- ipx]
p,s

Sammenligning med (3.121) giver

(3.126)

Det overlades til læseren at eftervise, at disse identiteter er opfyldt for vore explicite
løsninger (:3.85) og (3.88). Det er først nu, vi fuldt kan begrunde de "mystiske" fortegns
valg på udtrykkene for v i (3.88).

3.11 Fermioners og antifermioners paritet

Paritetstransformationen er blot en lidt usædvanlig Lorentz- transformation, så iflg. (3.61)
gælder

p-IV-'(PX)P = S(P)1/J(x)

eller, da p-l = P
P1/J(x)P-1 = S(P)ljJ(Px)

hvor pI-' 1/ = gl-'I/, og hvor iflg. (3.71) S(P) = ,0. Vi ved også, at virkningen af P på
en tilstand med impuls fi og spin s er en tilstand med impuls -fi og spin +5 Ufr. afSD.
2.9). Derimod ændrer P ikke på, om partiklerne er fermioner eller antifermioner. Af
ovenstående finder vi da også

L [Pb(p,s)p-IuAP)e-iPx +Pdt(p,s)P-Ivs(p)eiPX]
p,s

S(P)1/J(-i,t) = l1/J(-i,t)
L [l°u(+fi, s )e-ipOt-ip,xb(p, s) + ~(Ovs(p)eipO+ip,xdt(p, s)]
p,s

Heraf fås så

(erstat p med - p i sum)

L [lu( -p, s)e-ipXb( -p, s) +lv( -p, s)eipxdt(-p, s)]
p,s

(3.127)

Pb(p, S )P-Iu(p, s)
Pdt(p, S )P-Iv(p, s)

b( -p, s )lu( -p, s)
dt ( -fi, s )/°v(-p, s) (3.128)
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Fra vores explicite løsninger (:3.8.5) og (3.88) i repræsentationen (3.59) ser vi, at

"/u( -p, s) :::: +u(p, s) og lv( -p, s) :::: -v(p, s)

hvoraf
Pb(p,s)P- 1

:::: +b(-p,s) ; Pdt(p,s)P- 1
:::: -dt(-p, s) (3.129)

Heraf fås straks for fermiontilstande (F) og antifermiontilstande (F) : (PIO) == +10))

PIF;p,s) :::: +IF; -p,s) PIF; p, s) :::: -IF; -p, s) (3.130)

Vi bemærker her, at der i vores løsning S(?) :::: ,o lå et fasevalg. Således ville S( P) :::: _,0
være lige så brugbar. Med dette valg ville det være fermiontilstandene, der skiftede
fortegn under P, medens antifermiontilstandene ikke gjorde det. Det afgørende resultat
i (3.130) er, at fermioner og antifermioner har modsat indre paritet. Det er sædvane at
tildele de negativt ladede leptoner (e-, p-, T-) æren af at være fermioner med positiv
paritet. Tilsvarende kaldes protonens bestanddele kvarker med positiv paritet, medens
antiprotonens så må kaldes antikvarker med negativ paritet.
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4.1 Indledning

Kvarkmodellens historie går tilbage til begyndelsen af 60'erne, hvor Gell-~Iann og Zweig
uafhængigt fremsatte den hypotese, at det forvirrende billede af et stort antal ha.droner,
som da var kendt, skulle forstås ved at disse hadraner simpelthen var forskellige bundne
tilstande af et lille antal (dengang:3) byggesten kaldet kvarker (engelsk: quarks l). Kvar
kerne måtte være spin-~ partikler, og den simpleste beskrivelse fremkom ved at tildele
dem ejendommelige elektriske ladninger: 2/3 og -1/3 af protonladningen.

Denne model havde fra starten betydelig succes i henseende til at give en meget sim
pel klassificering af hadronerne. Det er dette aspekt af modellen, vi især skal beskæftige
os med i dette kapitel. Imidlertid vandt kvarkhypotesen ikke straks almindelig tilslut
ning. Dette skyldtes en lang række begrebsmæssige vanskeligheder ved modellen, som
kan føres tilbage til en manglende forståelse af kræfterne, som virker mellem kvarkerne.
Som vi skal se i kapitel 6, findes der idag en yderst smuk teori for disse vekselvirkninger:
Kvantechromodynamikken (QCD) (engelsk: quantum chromodynamics i analogi til QED:
quantum eleetrodynamics).

Fremkomsten af QCD er en af mange grunde til, at kvarkmodellen efterhånden har
vundet almindelig tilslutning. Desværre er alle grundene mere eller mindre 'indirekte. Fra
starten syntes den mest naturlige måde at efterprøve teorien på at ligge i forsøg på at
"spalte" hadronerne i deres kvarkbestanddele og så eftervise de postulerede kvarkegen
skaber for bestanddelene. Alle hidtidige forsøg i denne retning er slået fejl, og de nyere
teoretiske forestillinger om interkvarkkræfterne baseres på antagelsen om permanent kvark
confinement: En hypotese, hvorefter kvarker kun kan eksistere som simple, partikelagtige
feltexcitationer inden i hadronerne, men aldrig isoleret.

En tidlig indvending mod kvarkmodellen bestod i at fremhæve, at hvis en tilførsel af
energi på mange GeV var utilstrækkelig til at "slide" kvarkerne fra hinanden, så måtte
bindingsenergien selv være mange GeV, hvilket syntes mystisk, da hadronernc typisk har
masser rv 1GeV. I en sådan situation skulle man forvente, at kvarkerne havde meget
høje kinetiske energier inden i hadronerne for at kinetisk energi minus bindingsenergi
skulle blive lig med massen af hadronen. Sådanne systemer syntes på forhånd håbløst
komplicerede, og der blev rejst alvorlig tvivl om det fornuftige i overhovedet at tale om et
bestemt antal kvarker i hadronerne: Med de store energiforskelle, som syntes involveret,
måtte pardannelse af kvark-antikvarkpar nemt kunne foregå.

I 1969 startedes ved Stanford Linear Accelerator Centre (SLAC) i Californien en helt
ny type eksperimenter. Med den lineære accelerator var man i stand til at accelerere elek
troner til energier på 10 - 20Ge tf og derefter studere såkaldte dybt uelastiske kollisioner
mellem elektronerne og nukleoner. Ideen bag eksperimentet (som vi kommer tilbage til i
kap. 10) var bIa at studere detaljerne af protonens ladningsfordeling. Hertil kræves ifig.
usikkerhedsrelationerne impulsoverførsler /::i.p, som tilfredsstiller

1
/::i.P~R

p

hvor R p ~ 1fm ~ 5GeV-l er udstrækningen af en proton. Bemærk her den store
principielle lighed mellem dette eksperiment og Rutherfords berømte eksperiment fra 1910,

lGell-Mann tog ordet fra et gådefuldt sted i James Joyce's Finnegans Wake:" ... Three quarks for
Muster Mark.. ,"
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der førte til opdagelsen af, at den positive ladning i et atom ikkt'; er jævnt fordelt over
atomet, men samlet i en næsten punktformet kerne.

Resultatet af SLAC eksperimentet var forbløffende. Det viste sig, dels at protonens
ladning var samlet i "punktformede dele" (kaldet partoner, men nu almindeligt identifi
ceret med kvarkerne), dels at eksperimenterne kunne fortolkes vha en næsten latterligt
simpel model for protoner: Det så ud som om kvarkerne bevægede sig frit omkring i
protonen uden binding8energi! Det er en af QCD-teoriens største fortjenester at have
tilvejebragt et teoretisk grundlag for en forståelse både af denne såkaldte "asymptotiske
frihed" og - i hvert fald i princippet - af kvarkconfinement-fænomenet (omend dette sidste
endnu langtfra er afklaret), - men herom senere.

En tredje vanskelighed ved kvarkmodellen lå i at hadronklassificeringen syntes at
kræve. at kvarkerne - skønt de måtte være spin-~ partikler - måtte adlyde Base-Einstein
statistik. Problemet blev løst ved at postulere, at hver kvark kan optræde i :3 varianter
kaldet rød, blå og grøn, som bortset herfra er identiske. Denne løsning forekom mange
temmelig søgt, men som vi skal se i kap. 7, har den direkte eksperimentelle konsekvenser,
der er godtgjort, og den giver via gaugeprincippet anledning til en entydig fastlæggelse af
hele QCD-teorien. Denne har siden fejret virkelige successer, som vi senere skal studere.

Som en sidste af de oprindelige vanskeligheder, vil vi nævne kvarkmodellens rolle i
svage vekselvirkninger, kap. 8. I løbet af 60'erne blev der udviklet en forenet gaugeteori
for både svage og elektromagnetiske vekselvirkninger. Denne smukke teori (som Glas
how, Salam og Weinberg fik Nobelprisen for i 1979) forudsagde bIa en uacceptabelt stor
henfaldssandsynlighed for en proces som

Glashow, Iliopoulos og Maiani (GIM-mekanismen) viste i 1970, at vanskeligheden kunne
undgås ved at postulere eksistensen af en fjerde kvark, kaldet charmkvarken, og som måtte
give anledning til hadroner med masser ca 1-2 GeV højere end de hidtil kendte. Denne
forudsigelse blev af de fleste betragtet som en alvorlig vanskelighed. l november 1974
opdagedes imidlertid af to uafhængige amerikanske grupper den såkaldte J /1/) vektorpar
tikel, som snart viste sig at kunne forstås som opbygget af den fjerde kvark, c. Ved at
studere dens familiemedlemmer, dels cc-mesoner (charmonium-partikler), dels og navnlig
såkaldte D-partikler bestående af en c-kvark og en af de gammelkendte, har det været
muligt i detalje at eftervise GIM-teoriens forudsigelser om c-kvarken.

Siden 1974 har det været småt med skepsis over for kvarkmodellen. I 1976 fremkom
en ny type eksperimentel effekt, jetfænomet. Dette giver, som vi skal se, den hidtil nok
mest direkte evidens for kvarkmodellen - og for QCD teorien. l visse typer højenergetiske
processer er den dominerende effekt den, at en eller nogle få kvarker får meget høje impul
ser og derved forsøger at løsrive sig fra deres hadronfængsel. Imidlertid bliver resultatet
blot, at nye kvark-antikvarkpar dannes i interkvarkfeitet (gluonfeltet). Eksperimentelt
ser man derfor ikke den enkelte kvark, men et større eller mindre antal hadroner (først
og fremmest 71'-mesoner), som imidlertid alle har næsten samme impulsretning som den
oprindelige kvark. Det er en sådan kollimeret byge af hadraner, der kaldes en jet. Ved de
højeste energier er jetfænomenet særdeles overbevisende, og der har ikke vist sig alvorlige
konkurrenter til kvarkteorien hvad angår jetfænomenets fortolkning.
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4.2 De kendte kvarker

De kvarker, som vi i dag (jan. 1992) har kendskab til, står opført med deres navne og
væsentligste egenskaber i Tabel {l.

Table 4.1: Kendte kvarker

kvark Q masse (MeY) hadron-energi(MeV) opdaget

u 2/3 ,5 ~mp = 384 (1910)

d -1/3 9 ~mp = 384 (1932)

s -1/3 160 ~m4> = 510 (19,50)

c 2/3 13,50 ~mJN = 1,549 1974

b -1/3 46,50 ~ml = 4730 1976

t 2/3 "-' 130 GeV? ingen hadroner "-' 1995 ??

Lad os starte med at gennemgå de enkelte kolonner.
Kvarkernes navne kaldes også ofte deres flavours (engelsk: smag eller aroma) til for

skel fra deres colour (farve). Alle kvarker er SU3 caloUT tripletter, men herom senere.
Bogstaverne står for flg historisk begrundede "morsomheder":

u: up d: down
c: charm s: strange
t: top b: bottom

Den elektriske ladning Q er den eneste helt væsentlige kolonne i Tabel 4.1 udover
navnekolonnen. Kun værdierne +2/3 og -1/3 forekommer. Lad os allerede her nedskrive
en formentlig yderst fundamental antydning af et slægtskab mellem kvarker og leptoner:

(4.1 )

Vi taler om 1., 2. og 3. generation.
Ligesom leptonerne forekommer i dubletter, hver indeholdende en (negativt) ladet

partner (e-,f.l-,r-) og en neutral neutrino (lJe,V",lJT ), således synes også kvarkerne at
optræde i dubletter. Springet i ladning fra det øverste til det nederste medlem er -1
både for kvarker og leptoner: Alle de øverste kvarker har ladning +2/3, de nederste
-1/3. Alle de øverste leptoner har ladning 0, de nederste ladning -1. Bortset fra, at
den øverste kvark i 3. dublet (endnu) ikke er fundet, og fra at eksistensen af lJT kun er
indirekte bekræftet, så er det slående at antallet af kvarker og leptoner stemmer overens.
Endvidere gælder, at "alt" kendt stof i universet kan forstås som opbygget af de fire
fermioner i første generation: u, d, lJe og e-. Nylige studier over ZO-partiklens henfald (se
senere kapitler) har vist, at der ikke kan være mere end de nu kendte tre generationer,
i hvert fald ikke nogen med en (næsten) masseløs neutrino. Men hvorfor det i øvrigt er
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sådan, forstår vi ikke. I det hele taget repræsenterer (4.1) mange spørgsmålstegn, som vil
være blandt de vigtigste udfordringer til elementarpartikelfysikken fremover.

Tredje kolonne i Tabeller et forsøg på at tilskrive kvarkerne en masse. For u og d
kvarkens vedkommende repræsenterer de viste værdier et modelafhængigt resultat: man
kan ikke uden videre måle deres masser.

Fjerde kolonne er derimod direkte et udtryk for hvor meget hver kvark bidrager til
hadronernes masser. Billedet bliver så , at ultra-relativistiske u- og d kvarker er stående
bølger inden i hadronerne. Den typiske hadronstørrelse på henved l fm (lO-15 m ) vil da
også ifølge ubestemthedsrelationerne forlange impulser og energier nogenlunde svarende
hertil. De "tunge" kvarker, c, b er derimod urelativistiske inden i hadroner, og deres
energibidrag er kun lidt større end deres egne masser. s-kvarken indtager en mellemstil
ling. t-kvarken vides nu at være så tung, at den må anses for at være så ustabil, at den
henfalder før den får tid til at indgå i nogen hadron(!)

Alle mesoner er bygget af en kvark og en antikvark og alle baryoner er bygget af tre
kvarker. Svarende hertil tildeler vi kvarker et "baryontal" på 1/3. Endvidere skal vi
senere tildele u og d kvarkerne et "isospin" kvantetal, der gør dem til "iso-dubletter" og
alle andre kvarker til "isosingietter" . s-kvarken siges (af historiske grunde) ofte at have
"strangeness" = -1, og c-kvarken at have "charm" = +1. Tilsvarende kunne vi tildele
b-kvarken "bottomness" = -l etc., men alt dette er nu til dels forladt til fordel for slet
og ret at tale om kvarkerne.

I teorien for de svage vekselvirkninger vil samtlige kvarker blive opfattet som hørende
til "svage iso-dubletter". Men dette "svage isospin" må ikke forveksles med det "stærke
isospin" , som vi taler om senere i dette kapitel.

Den "stærke" isospinsymmetri er en konsekvens af QCD, hvis u- og d-kvarkerne har
masser, som er væsentligt mindre end den karakteristiske skala for stærke vekselvirkninger,
nu ofte omtalt som "QCD-skalaen", AQCD "-' 100-500 MeV. Tabellen viser, at dette synes
at være tilfældet. Hvorfor ved vi ikke. I afsn. 4.4. skal vi komme tilbage til isospin i
større detalje.

Den mest karakteristiske egenskab ved kvarkerne er deres evne til at bevare deres
identitet. Hverken stærke, elektromagnetiske eller gravitationelle kræfter kan forvandle en
kvark af en flavour til en kvark af en anden flavour. Det kan kun de svage vekselvirkninger.

4.3 Mesontilstande

Vi betragter den oversimplificerede modelfor en meson, (fig. (4.1)).
Den fysiske meson antages at opfylde et område n i rummet. Inden for dette område

kan kvarker og anti-kvarker eksistere frit. Uden for området kan kvarkerne ikke eksistere.
Såfremt området ikke er for lille, ved vi, at vi approksimativt kan realisere en sådan
situation ved at betragte superpositioner af tilstande af kvarker med passende impulser.
Alle vores overvejelser gælder kun i mesonens hvilesystem. Et fuldstændigt sæt af tilstande
er

{ I{ni }, {nj}, {Pi}, {P:} )} (4.2)

hvor ni er antallet af kvarker med flavour: i, nj-antallet af antikvarker med (anti- )flavour:
j. Sættene {p} og {p~} betegner tilsvarende impulserne af de forskellige kvarker og an
tikvarker.
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Den simpleste udgave af kvarkmodellen for mesoner fås nu ved at antage, at Ul kun
behøver at anvende tilstande med en kvark og en antikvark.

r en lidt mere realistisk model ville man desuden tillade forekomsten af et vilkårligt
antal kvark-antikvarkpar af forskellige flavours. Altså ville vi betragte sættet af tilstande

hvor kvarken ql og antikvarken 7J.z benævnes valenskvarkerne med impuls p for ql og -p
for 7J.z. Tilsvarende er Vi antallet af kvark-antikvarkpar af flavour i og med impuls Pi for
qi og -Pi for 7J.io Sådanne ekstra kvark-antikvarkpar benævnes på engelsk "sea quarks". r
nærværende kapitel vil vi indskrænke os til at betragte valens-kvarktilstandene.

Lad os nu betragte en generel mesontilstand bestående af kvark ql og antikvark 7J.z :

(4.3)

1>0

hvor tilstandene på højre side er karakteriseret ved, at ql har impuls p og spinprojektion
ml langs z-aksen i sit hvilesystem: 8 3 (1) = ml = ±~. Tilsvarende har 7J.z impuls -P og
83 (2) = mz·

Vi skal nu koncentrere opmærksomheden om de lavest mulige bundne tilstande, altså
dem med mindst mulig masse. Dette fører os til at antage, at o:(p, ml, mz) er uafhængig
af ps retning, p. For at forstå denne antagelse kan vi tænke på et klassisk mekanisk
bundet system af klassiske kvarker. Disse kan befinde sig i forskellige vibrations- og
rotationstilstande. Hvis inertimomentet er I og impulsmomentet L, vil rotationsenergien
være

L Z

Erot = 21

Denne er minimal for L = O. Kvantemekanisk gælder det også, at alle "fornuftige" urela
tivistiske potentialer har deres laveste bundne tilstand for L =0, hvor L = baneangulære
moment. For et system bestående af to spinløse partikler er L = O tilstanden, så rotati
onssymmetrisk: Hvis

LI)=O så er e-iBoLI)=I)

hvor e-ilL er en vilkårlig drejningsoperator. Hermed har vi begrundet vores valg af 8
tilstande (dvs L = O):

1(12){o:}) = L: o:(p,ml1 mz)L:lql,7J.z,p,ml,mZ)
p,ml,m2 p

(4.4)

hvor p = 1]31, dvs P= P'p, p er en enhedsvektor.
Vi ønsker nu videre at klassificere mesontilstandene efter deres totale impulsmoment

1. Hertil skal vi studere transformationsegenskaberne af (4.4) under rotationer. Lad os
indføre betegnelsen

!Ql17J.z ;p,ml1 m z) = L:!Ql,7J.2,p,ml,m2)
p

(4.5)

Lad os først se på, hvordan en enkeltpartikeltilstand Iql, p, ml) transformerer under rota
tion. Nu er
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hvor j{ er en boost operator og { et passende sæt af tre tal, der svarer til Lorentz~
transformationen 6 ---+ p. Det afgørende er, at under rotationer transformerer l:: som en
vektor. Hvis derfor R er en rotationsoperator gælder

(bevis: rækkeudvikling af exponentialfunktionen!) Ovenstående gælder for en en~

partikeltilstand, men for to-partikeltilstanden i mesonen kan vi behandle hver partikel
på tilsvarende måde. Tilstanden har impuls p' = Rp, hvor Ip'l = lp']. Men da alle
værdier af ]J forekommer i (4.5) med samme vægt, betyder det, at resultatet af at virke
med R på en tilstand med (ml, m2) er nøjagtigt den samme linearkombination af tilstande
(m~, m;), som hvis impulsen havde været nul. Følgelig kan vi glemme, at kvarkerne har
nogen som helst relativ bevægelse, når vi skal udregne J. Tilstanden (4.5) opfører sig
under rotationer blot som en tilstand af ql og q2 i hvile med 5.3(1) = ml og 53(2) = m2'

Herefter er det for det første klart, at vi får de to muligheder: J = O og J = 1, og
for det andet finder vi ved på sædvanlig måde at sammensætte angulære momenter vha
Clebsch-Gordan-koefficienter:

J=O:

IgI' q2; O)

J=l :

IgI, 1I2; M = 1)

(4.6)

(4.7)

Disse tilstande er alle egentilstande af paritetsoperatoren med egenværdien -1. Dette
følger af, at

(4.8)

da spinnene er uændrede under paritet (axialvektorer), og da fermioner og antifermioner
har modsat indre paritet. Egenværdien af p skifter fortegn under P, men da mesontil
standen indeholder en sum over alle retninger af p, fås det påståede.

Hvis kvarkerne ql og q2 har forskellig fiavour, vil mesontilstanden ikke være en egen
tilstand af ladningskonjugering. Hvis derimod ql og q2 er hinandens antipartikel, taler vi
om en kvarkoniumtilstand (i analogi med positronium). I så fald findes for virkningen af
C:

Cl q(i, md, q( -i, m2)) Iq(p, md, q( -i, m2))
= -Iq( -p, m2), q(p, ml)) (Fermi-statistik) (4.9)

hvoraf

CL: Iq,q,Pi ml,m2) = - L: Iq,q,i;m2,ml)
p p

(4.10)
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Ved at sammenligne med (1.6) og (4.7) ses, at:

Kvarkoniumtilstande med .lP = 0- har C = +1

Kvarkoniumtilstande med JP = 1- har C = -1

J(varkmodellen

(4.11)

Dette altså kun for S-tilstande (dvs L = Otilstande). For fuldstændighedens skyld nævner
vi resultaterne for en (ql' q2)- tilstand med baneangulært moment L og totalt spin S (ikke
at forveksle med S-tilstande):

Plql, 7iz; L, S(J M))
Clqq; L, S(J M))

(- )L+l Iql' rh; L, S( J M))
(- )L+slq, q; L, S( J M))

(4.12)

(4.13)

Bevis: Øvelse!
Lad os nu sammenligne med de eksperimentelt etablerede letteste mesoner.
Tabel 2 og :3 viser kvarkopbygningen for de formodede L = O mesoner. Partiklerne

med JP = 0- kaldes de pseudoskalære mesoner, medens dem med JP = 1- kaldes vek
tormesonerne.

Table 4.2: Pseudoskalære JP = 0- mesoner, masseværdier i MeV i parentes.

u d s c b

u -~:72{71·°(135) + 1](549)) 7l"-(140) [{-(494) DO(1865) B-(5278)

d 7l"+(140) ,h(7l"°(135) - 1](549)) ~(498) D+ (1869) F(5279)

s f{+( 494) KO( 498) 7]'(958) D; (1969) ?

c lY (1865) D-(1869) D;(1969) 1]c(2980) ?

b B+(5278) BO(5279) ? ? ?

Table 4.3: Vektormesoner JP = 1-, masseværdier i MeV i parentes.

li cl S c b

TI - ,h(pO(768) + w(783)) p- (768) f{*- (892) D*0(2010) ?

d p+(768) ,h(pO(768) - w(783)) ]?*o(896) D*+(2010) ?

s K*+(892) [{*0(896) 'P(1019) D:+(2110) ?

c 11°(2010) D*- (2010) D:- (2110) J /'1/;(3097) ?

b ? ? ? ? Y(9460)
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Lad os først knytte en række simple bemærkninger hertil. De mange spørgsmål
vedrørende mesoner med b-kvarker er blot et udtryk for, at disse partikler er vanskelige
at producere og identificere i de eksperimenter, der til dato har kunnet udføres. Denne
situation kan formodes at blive ændret i de kommende år.

I\.varksammensætningen af 71"0,1], T7' hhv po, w, y kan også udtrykkes således:

17r°;
-1 - -1 -

h'; = Iss';--(Iuu;-Idd;) ITI; = yI2(luu; + Idd;) (1.14)
yI2 2

Ipo; -l - -l . - ly; = /ss;yI2( luu; - Idd; Iw; = yI2(/uu; + Idd)) (4.1.'))

Medens forholdene her for 7r 0 , pO, w, y er velunderbyggede, er sammensætningen af 1] og
1]' nok snarere visse linearkombinationer af de viste.

Grunden til, at de fysiske mesoner ikke optræder som luu) og Idd) sammensætninger,
men snarere som symmetriske og antisymmetriske linearkombinationer heraf, skal vi
komme tilbage til i næste afsnit om isospin.

Bemærk det historisk uheldige valg af navne: f{-mesonerne, f{+ og f{0, indeholder
en anti-s-kvark, medens anti-f{-mesonerne f{- og IC indeholder en s-kvark. Tilsvarende
betegnes mesoner med en b-kvark som anti-B-mesoner, medens dem med en b- kvark
betenges B-mesoner. Ved charmkvarken er valgt en rimeligere notation: D-mesonerne
D+ og DO indeholder en c-kvark, medens anti-D-mesonerne D- og 7Y indeholder en
anti-c-kvark.

Det anbefales læseren at studere PDG-tabellerne over partiklernes egenskaber. Speci
elt bør hun/han filosofere over masseværdierne og sammmenligne med masserne i Tabel
4.1.

Det er en betydelig succes for kvarkmodellen, at alle observerede 0- og 1- tilstande
har en naturlig plads i systemet, samt at der ikke er nogen "pinlige" huller. Specielt
fremhæves, at der aldrig er observeret dobbeltladede mesoner.

4.4 Isospin

I kvarkmodellen kan hypotesen om isospininvarians formuleres på den måde, at de stærke
vekselvirkninger ikke "kan se forskel" på en u-kvark og en d-kvark. En første konsekvens
heraf er, at hvis vi i en hadron erstatter en u-kvark med en d-kvark eller omvendt, så får
vi en ny fysisk hadron med samme masse og samme stærke vekselvirkninger.

Det er da også slående, at masseforskellen mellem hadraner , der kun adskiller sig ved
u- eller d-kvarkforskelle, har meget nært sammenfaldende masser:

m(p) ::: 938.2723 ± 0.0003 MeV , m(n)::: 939.5656 ± 0.0003 MeV

m(7r±) = 139.5675 ± 0.0004 MeV , m(7r°) = 134.9739 ± 0.0006 MeV

m(f{±) = 493.646 ± 0.009 MeV , m(f{°) = 497.67 ± 0.03 MeV

m(D±) ::: 1869.3 ± 0.4 MeV , m(DO)::: 1864.5 ± 0.5 MeV

m(B±) ::: 5277.6 ± 1.4 MeV , m(BO)::: 5279.4 ± 1.5 MeV (4.16)

Isospinbrydningen ses at være højst nogle få procent. En tilsvarende høj nøjagtighed er
fundet i talrige undersøgelser af konsekvenser af isospininvarians for overgangs amplituder.

Den omstændighed, at isospinbrydningen var så lille som nogle få procent, førte tidligt til
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en formodning om, at isospininvarians var en eksakt, fundamental egenskab ved de stærke
vekselvirkninger, medens brydningen udelukkende skyldtes de elektromagnetiske kræfter.
Dette stemmer løseligt med, at den elektromagnetiske finstrukturkonstant a = =: (om
enheder, se kap . .s) er ca. 1/137 ::::::: 1%, medens de stærke vekselvirkninger målt i samme
enheder har en karakteristisk styrke af O( 1).

En alvorlig vanskelighed ved denne fortolkning melder sig straks ved at kaste et blik
på fortegnet af masseforskellene indenfor samme isospinmultiplet. Vi ville vente, at ladede
partikler måtte besidde et ekstra positivt elektrostatisk bidrag til deres energi (masse) i
forhold til neutrale partikler. Det omvendte er imidlertid ofte tilfældet.

Den almindelige antagelse idag er, at isospinbruddet også skyldes en forskel i massen
af u-kvarker og d-kvarker, idet d-kvarken synes tungere, jfr. Tabel 4.1. Dette giver en
rimelig "forklaring" på mange masseforskelle indenfor isospinmultipletter. I afsnittet om
kvantechromodynamik skal vi yderligere belyse isospinsymmetriens mulige oprindelse.

Her skal vi nu opstille det formelle værktøj til behandling af isospininvarians, idet vi
overalt tager vores udgangspunkt i kvarkmodellen. Vi antager altså i den resterende del
af dette afsnit, at isospin er eksakt bevaret.

Lad lu) og Id) være tilstande af hhv en u- og d-kvark i samme impuls og spintilstand.
Så er påstanden, at de stærke vekselvirkninger ikke kan se forskel hverken på disse to
tilstande eller en vilkårlig normeret linearkombination

(4.17)

hvor

lau l

2 + \adl 2
= 1

Vi kan repræsentere den generelle isospin-roterede tilstand la) ved søjlen

la) : (::) .

Så er lu) repræsenteret ved ( ~ ) og Id) ved ( ~ ) .

Den mest generelle måde at transformere mellem linearkombinationerne (4.17) på er
vha 2 x 2-matricerne:

Normeringsbetingelsen a~a:; + a~a~*

unitær: Idet vi skriver

q = ( :: )

har vi
a:;a~ + a~*a~ = q,tq ' = qtutUq = qtq , for alle q

hvis og kun hvis utu = 1, altså at U er unitær. For determinanten af en unitær matrix
gælder
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Fasen -P har vi ingen interesse i her og nu. Vi indskrænker os derfor til transformationer
for hvilke

det U == 1

Gruppen af unitære 2 x 2-matricer med determinant == 1 kaldes gruppen af Specielle.
Unitære f.X 2-matricer, eller 5U(2). Det er velkendt fra teorien om angulære momenter,
hvorledes disse matricer kan angives på formen

hvor

(4.18)

er Pauli-matricerne, medens iJ == (0 1 ,02 ,03 ) er et sæt af tre reelle tal. Pauli-matricerne
tilfredsstiller ombygningsrelationerne

[
<Ji <Jj ]

2 ' 2
(4.19)

som er de karakteristiske ombytningsrelationer for angulært moment (heraf betegnelsen
isospin ).

Der er uendeligt mange sæt af tre matricer f = (Il, 12 , 13 ), som tilfredsstiller ombyt
ni ngsrelat ionerne

(4.20)

Ethvert sådant sæt kaldes en repræsentation af 5U(2)-algebraens generatorer, og mængden
af linearkombinationer af generatorerne {iJ. f'8 1 , 82 , 83 E H} betegnes en repræsentation
af 5U(2)-algebraen. Tilsvarende kaldes matricerne

en repræsentation af 5U(2)-gruppen.

Sættet af linearkombinationer af u- og d-kvarker q == ( :: ) siges at bære den 2

dimensionale eller fundamentale repræsentation, og u- og d-kvarkerne siges at danne en
5U(2)-dublet; de siges at have isospin ~.

Den trivielle repræsentation er l x l-matricen {O} for algebraen:

Tilstande, som bærer denne, siges at have isospin O.
Forholdene er helt analoge til forholdene ved sædvanligt spin.
Foruden matrix-repræsentationer af isospingeneratorerne og af isospintransformatio

nerne er det bekvemt at indføre en betegnelse for de abstrakte operatorer. Vi betegner
således isospinoperatorerne med

-og en bestemt matrixrepræsentation af I med
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hvor altså Il, Iz og 13 er sædvånlige matricer, hvis dimension afhænger aL hvad det er
for tilstande vi skal transformere. Under en isospintransformation beskrevet ved den
abstrakte transformation

u = eitti

hvor il = (Bl' Bz, B3 ) er sædvanlige reelle tal, transformerer en upjdown-kvarkdublet således

(4.21)

hvor U er 2 x 2-matrixrepræsentationen af operatoren U :

1= (0'1 O'z 0'23 )
2 ' 2 '

Lad os nu se, hvad transformationsloven (4.21) betyder for skabelses- og annihilationso
peratorerne. Den generelle tilstand

transformerer jo i

la') = a~lu) + a~ld) hvor q' = ( :t )= Uq

Lad os indføre betegnelsen

hvor (.~) er søjlen af annihilationsoperatorer og (utdt ) den hermitesk konjugerede

række. Vi kan endvidere kalde

( ~ ) =X og (u tdt) = Xt

Så har vi la) = xtqlO) - la') = Xtq'IO) eller

Xtq _ Xtq' = XtUq

Da dette skal gælde for en vilkårlig søjle q, har vi

Xt _ Xtu (4.22)

Dette resultat kan vi bruge til at finde, hvorledes anti-kvarktilstandene transformerer
under isospintransformationer. Vi har jo nemlig fx for d-kvarkfeltet

VJd(X) = I: {d(p,s)u(p,s)e- iPX +(lt(p,s)v(p,s)e iPX
}

p"',s

Her er vi løbet ind i en temmelig uundgåelig notationsforvirring. Symbolet u(p, s), f. eks.,
betyder her spinoren med fire komponenter - ikke annihilationsoperatoren for en u-kvark,
etc. etc. Det burde altid fremgå af sammenhængen, hvad meningen er.
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Det er nu klart, at vi må forlange, at skabclses- og annihiJationsleddet i l_'d transfor
merer på samme måde - ellers får U'd selv ingen fornuftip; transformationsegenskab. Vi
forestiller os altså, at dubletten af kvark-felter

transformerer som en god isospin-dublet. Dette vil i vid udstrækning blive begrundet
senere af QCD-teorien. Men dette betyder, at hvis vi indfører betegnelsen

så må vi ifig. (4.22) forlange, at

eller

(4.23)

Vi ser det uundgåelige, at medens skabelsesoperatorerne for kvarktilstande transformerer
med matricen U i (4.22), så transformerer antikvark skabelsesoperatorerne med matricen
U*.

For den generelle antikvark tilstand

hvor

~t""' ~t ~

gælder X Cl -:: X U*q, som også kan formuleres som følgende transformationslov for koef-

ficientsøjlen q :
(4.24)

Dette er altsammen særdeles upraktisk. Vi ønsker at kunne bruge samme tabeller over
Clebsch-Gordan koefficienter for antikvarker, som vi bruger for kvarker.

En del af forklaringen på forvirringen kommer af, at vi selvfølgelig har vendt op og
ned på søjlerne:

Det er jo nemlig Id) og ikke lu), der har 13 = +t. Men som vi nu skal se, er det ikke nok
at vende søjlen omvendt. Vi søger en søjle, som vi vil kalde Cl og som transformerer som

Nu gælder jo

q-+Uq (4.2.5)
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Men 0"1 O"~ 0"2

matricerne - fås
-O"; , 0"3 0";. Heraf - og af ombytningsrelationerne for Pauli-

(Øvelse! )

Vi får så af (4.24):

N ~ ~ ~

Cl -t (-i0"2)U(i0"2)q eller i0"2Q --+ Ui0"2Q

der viser, at den søgte søjle med de "gode" transformationsegenskaber er

. '" ( O1) ( a- ) ( a-)q == ~0"2q = -1 O a; -a~ (4.26)

(4.27)(
Id) )

-lu)
og(

lu) )
Id)

Det er for at opnå dette resultat med minustegnet på au, at vi har gjort os så stor en
ulejlighed med disse transformationsregler.

Konklusionen er, at når vi skal opbygge elementarpartikler med bestemte isospin, skal
vi bruge kvarkdubletterne

som begge har I = ~ og 13 = ±~.
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Figur 4.1: "Sæk"-modellens (eng.: bag model) billede af en meson med en kvark og en
anti-kvark inden i.
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Figur 4.2: Tabeller for Clebsch-Gordan-koefficienter og kuglefunktioner. Kilde: PDG
tabellerne, her: Phys. Lett. 239 B (1990) 1
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Lad os først betragte mesoner, som udelukkende består af u- og d-kvarker (og antikvarker).
Det drejer sig fx om de pseudoskalærc singlet-S-tilstande

7I"±,7I"0 (I = 1) og Tf (l = O)

samt om vektormesonerne eller triplet-S-tilstandene

p±, l (I = 1) og w (I = O)

Isospinforholdene for disse er helt analoge. Lad os først bruge en notation, som svarer
til vektormesonerne. Vi underforstår overalt sådanne spin- og impulstilstandssuperposi
tioner, som allerede er behandlet i kap. 4.3.

Ved at bruge de to isospindubletter

(
lu; )
Id)

og (
Id) )

-lu)

og en tabel over Clebsch- Gordan-koefficienter får vi så, idet vi vedtager, at
Ip+), Ip-;, IpO), Iw) skal have sådanne relative fortegn, at de transformerer som rene iso
spinmultipletter:

Ip+) II = 1,13 = l) = lu) ® Id) == lud) (4.28)

o 1 { -} l -lp) II = 1,13 = O) = J2 lu) G (-ju)) + Id) ® Id) = yI2(Idd) -luu))(4.29)

Ip-) Id) @ (-lu)) = -Idu) (4.30)

l { -} l -Iw) vI2 lu) 0 (-lu)) -Id) G Id) = - yI2(luu) + Idd)) (4.31)

Pga minustegnet i (4.31) ses meget ofte en notation svarende til, at alle tilstande multipli
ceres med -l. Et sådant fælles fortegn på alle tilstande har ingen fysisk betydning, kun
relative faser influerer på observable. Men der er grund til at advare mod sammenblanding
af forskellige notationer.

Det er vigtigt at understrege, at antagelsen om isospininvarians betyder, at det er de
symmetriske og antisymmetriske superpositioner af luu) og Idd) tilstande, som modsvares
af fysiske partikler. Det er disse som transformerer irreducibelt, dvs med bestemt iso
spin. Udfra kvarkmodellen alene kan vi ikke gætte, at det skulle være sådan. Vi ville
vel nærmest tro, at det var de "rene" kvarktilstande luu) og Idd), som var fysisk mest
betydningsfulde. Vi skal i de følgende afsnit vende tilbage til disse spørgsmål og gradvist
belyse dem nærmere fra forskellig side.

Forholdene for mesoner, som kun indeholder en u- eller d-kvark (eller antikvark), er
endnu simplere. Idet således s-kvarktilstande er isosingietter (invariante under u f-+ d),
får vi trivielt for isospin-K-tilstande

IK+) lu) o Is) = lus)
IKa) = Id) ® Is) = Ids) (4.32)

IK-) (-lu)) 01 s ) = -lus)
IXO) Id) 0 Is) = Ids) (4.33)
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Med denne definition transformerer tilstandene som rene dubletter:

Kvarkmodellen

men hvis vi beskriver f{±-tilstande ved et "effektivt" felt 1>K(X), hvor IK+)-tilstande
skabes af 1>l, så er det med fortegnet i (4.33) minus 1>K ; -1>K, der skaber IK-)
tilstande.

Såvel elektromagnetiske som stærke vekselvirkninger er invariante under ladningskon
jugering. Dette er dels en eksperimentel kendsgerning og dels, som vi siden skal se, en
konsekvens af kvanteelektrodynamikken hhv kvantechromodynamikken. For kvarkonium
tilstande giver dette anledning til nyttige udvalgsregler. For ladede mesoner derimod er
det besværligt umiddelbart at benytte ladningskonjugeringsinvarians. Fx vil vi finde

Clp+) = Clud) = lud) ex \p-)

der viser, at Ip+) (selvfølgelig) ikke er en egentilstand af C.
Det er imidlertid muligt at kombinere ladningskonjugering og isospin i et enkelt meget

nyttigt kvantetal: G-paritet. På kvarkniveau har vi

( lU)) c (I~))
Id) -+ Id)

Her er første dublet en isospindublet, medens dette ikke er tilfældet med den anden. Men
det er så nærliggende at definere en operation (G-paritet) ved

G ( lu) ) = ( Id))
Id) - lu)

(4.34)

(4.35)

hvor jo begge dubletter er rene isospindubletter. For alle andre kvarker: s, c, b, t, defineres

Glq) = Iq),

dvs G virker som C for disse.
Det ses, at vi for kvarker kan skrive G = CiCT2. Så fås

G2 ( lu) ) = G ( Id)) = C ( O 1) ( Id) ) = C ( -I~) ) = _ ( lu) )
Id) -lu) -IO-lu) -Id) Id)

Bemærk, at G2 = -1 for isospin ~ kvarker. Specielt har vi

Glu) = +Id) , Gid) = -lu)

I den udstrækning både C og isospin er bevaret, er dette også tilfældet med G.
Lad os nu finde G for de pseudoskalære mesoner og vektormesonerne bestående af u

og d-kvarkerjantikvarker. Ved at bruge, både hvad vi har lært om sammensætning af spin
og af isospin ((4.6), (4.7) og (4.28),(4.29),(4.30),(4.31)), finder vi

1 - -
171"+) )2(lu t) Id 1) - lu l) Id i))

1{1 - - 1 }y'2 y'2(ld 1)ld 1) -Id l)ld i)) - J2 (lu 1)lu 1) -lu l)lu i)) (4.36)

- ~(Id nlu 1) -Id l)lu n) (4.37)

1{1 - - 1 }- V2 y'2(ld nid l) -Id l)ld 1)) + J2(lu nlu l) -lu l)lu 1)) (4.38)
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For virkningen af G findes så, idet vi bruger Fermi-statistik, samt at koefficienterne i
impulssummerne (som er undertrykt) er symmetriske under fy ---+ -fy :

GI/T+; = ~ (id n(-Iu 1)) -Id 1;( -lu T))) = ~(Iu l)ld n - !u nid 1)) = -I/T+)

Tilsvarende for de andre I/T)-tilstande:

(4.39)

dvs alle /T-tilstande er egentilstande af G med egenværdien -1. For ry-tilstanden fås
tilsvarende

(4.40)

Af (4.7) ses, at alle spintilstande af vektormesoner er symmetriske i spinkvantetallene
i modsætning til de pseudoskalære mesontilstande, som er antisymmetriske i spinkvante
tallene. Yi får derfor (hvilket også let bekræftes ved direkte regning):

Enhver tilstand bestående af n /T-mesoner har

G = (-It

(4.41)

(4.42)

Dette giver anledning til den meget nyttige udvalgsregel, at egentilstande af G henfalder
altid til enten et lige eller et ulige antal /T-mesoner alt eftersom G = +1 eller G = -l.

G-paritet er mere besværlig og mindre nyttig at anvende, hvis henfaldsprodukterne
indeholder andre partikler end /T-mesoner.

4.6 Eksempler på brug af isospin og G-paritet

4.6.1 p-henfald

Med en masse på 768 MeY har p-mesonen i princippet mulighed for at henfalde til op
til 5 /T-mesoner, medens det "billigste" henfald til strange partikler J{ J{ er forbudt, fordi
2mK = 988 MeY. !fig. foregående paragraf har imidlertid p-mesonen G = +1, så et hen
fald til tre eller fem lr-mesoner forventes stærkt undertrykt. Tilbage bliver mulighederne
p ---+ 2Jr og P ---+ 411'. Faserummet 2 for det sidste er meget lille. Eksperimentelt gælder, at
p ---+ 411' aldrig er set. Henfaldet er fuldstændig domineret af p ---+ 211', omend henfaldene
p ---+ e+C og j.L+j.L- er målt med forgreningsforhold af 0(10-5

). Som vi senere skal se
giver disse sjældne henfald interessante informationer.

De ladede p-mesoner har derfor kun flg. stærke henfald

p+ ---+ /T+1r0 og p- ---+ Jr-Jr0

Den neutrale p-mesons henfald er yderligere instruktivt at studere. Af mulighederne
l ---+ /T+1r- og po ---+ Jr°lr° forekommer kun det første! Det andet er ikke forbudt af
G-paritet, men derimod af ladningskonjugering:

2se kap. l
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4.6.2 w-henfald

Da G(w) = -1 forventer vi kun at finde w ---t 31T henfaldet, da faserummet for w ---t .)1T er
forsvindende. Eksperimentelt findes forgreningsfor holdene:

W ---t 1T+1T-1TO 88.8 ± 0.6 %
w ---t 1T+1T- 2.2 ± 0.3 %
w ---t 1TO, 8.5 ± 0.5 %
w ---t 1Toe+e- 0.059 ± 0.019 %

De to sidste henfald er elektromagnetiske. Eksistensen af w ---t 1T+1T- er et udtryk
for isospinbrud. At dette henfald trods alt foregår så hyppigt, skyldes tilstedeværelsen af
pO-mesonen med omtrent samme masse som w. Dette giver anledning til en vis mixing af
p og w. Hertil kommer, at p med en bredde på r p = 150 MeY henfalder langt stærkere
end w med r w = 8.4 MeY. Derfor er w-henfaldet mere påvirket af pO end omvendt. Den
forventede dominans af w ---t 31T er dog meget tydelig.

4.6.3 1]-henfald

m(ry) = 548.8 MeY, så fra energibevarelse er der i ry-henfaldet højst plads til 31T-mesoner
(4 x m 1r ~ 560 MeY). Da G(ry) = +1, er ry ---t 31T forbudt. Imidlertid er ry ---t 21T endnu
mere forbudt, nemlig af paritetsbevarelse, som synes at gælde eksakt både for stærke
vekselvirkninger og for elektromagnetiske vekselvirkninger! At paritetsbevarelse forbyder
ry ---t 21T ses således:

Da P(ry) = -1 (jfr (4.7) og (4.8)), må sluttilstanden også have P = -1. For en
21T- tilstand i 1] 's hvilesystem findes

Endvidere ved vi, at ry har spin = O, så hvis den henfalder til en 21T-tilstand, må denne
også have totalt impulsmoment = O(i "l'S hvilesystem). Men heraffølger, at 21T-tilstanden
må være på formen

121T) = L l1Tl(P))1 1T2( -fi))
p

altså lige under p ---t -p. Det følger derfor af rotationsinvarians, at enhver 21T-tilstand
med J = O har P = +1. Dermed er det bevist, at "l ---t 21T er forbudt af paritetsinvarians
og rotationsinvarians.

Konklusionen er, at "l ikke har noget "normalt" stærkt henfald. Eksperimentelt hen
falder "l så godt som altid til 31T, men bredden r = 1.2keV er en faktor 104 - 105 gange
mindre end "normale hadronbredder", svarende til at amplituden igen er kun ca 1% af
det "normale".

4.7 Zweig's regel - eller OZI-reglen - og kvarkdia
grammer

I dette afsnit skal vi betragte et andet fænomenologisk træk ved de stærke vekselvirk
ninger. Ud fra erfaringerne om isospinsymmetriens succes kunne man få det indtryk, at
tilstande med forskellig kvarkindhold er meget villige til at fluktuere mellem hinanden,
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sålænge fundamentale kvantetal er bevarede. Fx har vi set, at en l-meson er en super
position af HU og dd-tilstande, dvs at disse villigt transformerer mellem hinanden som et
resultat af de stærke vekselvirkninger.

Zweig's regel udsiger i en vis forstand, at dette er en meget speciel egenskab ved
ll- og d-kvarker. De stærke vekselvirkninger er således meget utilbøjelige til at udføre
overgangene

ss ......... I1U eller cc ......... dd

skønt ingen af disse bryder nogen kendte udvalgsregler.
Et berømt eksempel (som var næsten det eneste overbevisende, da Zweig ~ m. fl. 

udformede sin regel) haves i <p-henfaldet. <p-mesonen har kvarksammensætningen ss og
kvantetal som w-mesonen: J?C = 1--, I G = 0-. Den adskiller sig fra w ved sin højere
masse: m~ = 1019 MeV mod mw = 783 MeV. Der er derfor også mulighed for henfaldet
ep ......... K K foruden det til w svarende henfald r.p ......... 37f. Sidstnævnte henfald har væsentlig
mere faserum end w ......... 37f og må derfor forventes at være stærkere. Imidlertid findes
eksperimentelt

r(w 37f) = 7.9 MeV
r( ep :37f) = 0.6.5 MeV

Der er altså tale om en yderst ejendommelig undertrykkelse af ep ......... :3Jr-henfaldet.
ep ~ K K-henfaldet har et meget lille faserum: 2mK± = 988 MeV og 2mKo = 996 MeV.
Imidlertid findes eksperimentelt

r( ep ......... K+ K~)

r( ep -+ KOK)

2.2 MeV

1..5 MeV

Disse henfald er altså stærkt favoriserede fremfor r.p -+ 37f.
Disse ejendommeligheder førte Zweig (og uafhængigt af ham Okubo og Iizuka, således

at reglen ofte omtales som OZI-reglen) til at formulere et princip som lettest anskues vha
kvarkdiagrammer. Disse er stærkt inspirerede af Feynman-diagrammer, som vi skal indføre
i næste afsnit, men de har slet ikke Feynman-diagrammernes stringente matematiske
mening. De repræsenterer blot et anskueligt billede af, hvorledes stærke processer i det
væsentlige må tænkes at forløbe.

Lad os indføre kvarkdiagrammer gennem nogle eksempler, først for henfaldet p+ -+

7f+7f0 , fig. (4.3).
Diagrammet angiver løseligt kvarkernes rumlige position (Y-aksen) som funktion af

tiden (x-aksen) (undertiden drejer man billedet 90°). Hver kvark beskrives så ved en
kurve i diagrammet. Som i de rigtige Feynman-diagrammer sætter vi pile på kurverne,
fordi kvarkerne er fermioner. Hvis pilen vender samme vej som tidsaksen, betyder linjen
at en kvark har udviklet sig; vender pilen den modsatte vej, betyder det at en antikvark
udvikler sig. I fig. (4.3) ser vi, at til tidlige tider har vi u og d-kvarkerne tæt sammen i en
p+ -meson. Til tiden to har u og d via kvantefiuktuationer adskilt sig noget fra hinanden,
og i feltet mellem dem opstår et ld-par. Herefter sker henfaldet ved, at den nyskabte d
går sammen med den "gamle" u i en 7f+, medens den nyskabte d går sammen med d i en
7fo.

Vi kan tilsvarende se på et kvarkdiagram for w-henfald, fig. (4.4). Her har vi yderligere
antydet muligheden af, at henfaldet w ......... 37f er domineret af w -+ P7f efterfulgt af p ......... 27f.

Lad os nu betragte kvarkdiagrammerne svarende til r.p -+ K K og 'f' --+ 37f (fig. (4.5)
og (4.6)).
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Vi kan nu tydeligt aflæse af kvarkdiagrammerne, at der er noget sært ved henfaldet
'f! ~ 31r. Det har den egenskab, at det kan opdeles i to halvdele ved et snit vinkel
ret på tidsaksen, uden at nogen kvarklinjer overskæres. OZI-reglen udsiger simpelthen,
at processer, der er repræsenterede af kvarkdiagrammer , som i denne forstand ikke er
sammenhængende, har væsentlig mindre sandsynligheder end processer svarende til sam
menhængende diagrammer.

Vi må dog supplere denne oprindelige formulering med et udsagn om massen af de
kvarker, der indgår i diagrammet. Betragt fx kvarkdiagrammet for en 1r°-meson (som ikke
henfalder stærkt). Der er lige stor sandsynlighed for at finde 1r°'en sammensat af uu og
af id. Vi kan derfor tegne diagrammet (fig. (4.7)) Skønt diagrammet svarer til adskilte
dele i OZ1's forstand, er udviklingen af en 1r°-meson en ganske "normal" stærk proces.
Som vi siden skal se, giver kvantechromodynamikken en begyndende forståelse af OZI
reglen. Ifølge denne er det forståeligt, at amplituden for et OZI-forbudt kvarkdiagram er
undertrykt, men kun hvis der overføres et "stort" beløb invariant 4-impuls over ';hullet"
i diagrammet. Med "stor" menes her noget, som er stort i forhold til den karakteristiske
skala for de stærke vekselvirkninger. I QCD kaldes denne A og har værdien ca. 0.1 - 0.2
GeV. I fig. (4.6) overføres beløbet m~ ~ 1GeV2

, en del større end A2
. OZI-reglen gælder

derfor for fig. (/1.6). I fig. (4.7) overføres kun beløbet m; '" A2, altså gælder OZI-reglen
ikke for fig. (4.7).

Skønt OZI-reglen blev fremsat allerede i første halvdel af 60'erne, fik den først sit
egentlige gennembrud efter opdagelsen af J/Ib-partiklen og de andre tunge kvarkonium
tilstande i sidste halvdel af 70'erne.

Lad os kort betragte J/Ib-henfaldene og se dem som en utroligt slående bekræftelse
på OZI-reglen. Med en masse på 3097 MeV har J/Ib-partiklen ingen mulighed for at
henfalde til partikler, som indeholder en af de c-kvarker, som J/Ib er opbygget af. De
letteste sådanne partikler er nemlig D-mesonerne med masser på 1869 MeV, altså mere
end halvdelen af J/Ib-massen. Dens henfald er derfor OZI-forbudt, og det invariante
massekvadrat af J/Ib er 9.6GeV2, således at OZI-reglen efter vores formulering skulle
gælde væsentligt bedre end for 'P-mesonen. fig. (4.8) viser et muligt kvarkdiagram for det
hyppigste rene hadronhenfald for J/Ib (som foregår ca. 5% af gangene).

Det chokerende i efteråret 1974 var, at J /Ib-mesonens totale bredde inkluderet alle
hadronhenfald var så utroligt lille som

r JN = 0.068 ± 0.010 MeV

skønt der er enormt meget faserum til rådighed for et henfald til nogle få 1r-mesoner. Idag
ser vi dette som et udtryk for, at OZI-reglen gælder meget effektivt for tunge partiklers
henfald til lette partikler. I 1974 var der tvivl om, hvorvidt J/Ib overhovedet burde
opfattes som en ægte hadron (D-partiklerne med åben charm var da endnu ikke fundet).
Medvirkende til at akceptere J/Ib som en "god hadron" var det forhold, at henfaldene
til1r-mesoner stort set fulgte det mønster, man ville forvente, hvis G-paritet var bevaret.
Ganske som 'f! har G = -1, må J /"p have G = -l (I = O da der hverken er u eller d
kvarker i JN'), G-bevarelse vil derfor forbyde henfald af J/Ib til et lige antal1r-mesoner.
Eksperimentelt findes da også, at henfald af formen J/Ib ~ (2n+1)1r foregår ca 10 gange
så hyppigt som henfald af formen J/'l/J ~ (2n)1r. Eksistensen af de sidste G-brydende
henfald kan desuden forstås i god detalje som en elektromagnetisk proces. Vi skal senere
belyse dette nærmere.
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Figur 4.3: OZI-tilladt kvark-diagram for p-henfald.
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Figur 4.4: OZI-tilladt kvark-diagram for w-henfald.
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Figur 4.5: OZI-tilladt kvark-diagram for y-henfald.
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Figur 4.7: Kvark-diagram, der skal illustrere hvordan en ?To-meson kan fluktuere mellem
en uIT og en dd kvark sammensætning.
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Figur 4.8: OZI-forbudt kvark-diagram for J /l);-henfald til 5 pioner, via resonans-kanalen,
J/l); ~ a2(1320) + pO,
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4.8 Højere fiavoursymmetrier

Gennem 60'erne og op til J/1jJ-partiklens opdagelse i november 1974 var et af elemen
tarpartikelfysikkens store spørgsmål: Hvilket begreb er fysisk set det vigtigste: ideen om
approksimative indre symmetrier eller kvark-ideen?

Erfaringerne fra antagelsen om isospininvarians syntes at tyde på, at indre symmetrier
spillede en fundamental rolle. Ideen bag OZI-reglen er den stik modsatte; kvarkernes
identitet er her det fremherskende. Lad os i dette afsnit omtale de ideer, som lagde
hovedvægten på begrebet, "indre symmetrier".

Antagelsen om isospininvarians siger, at de stærke vekselvirkninger ikke kan se forskel
på u- og d-kvarker. Lad os generalisere antagelsen derhen, at de stærke vekselvirkninger
(næsten) ikke kan se forskel på u, d og s-kvarker. I stedet for en SU(2)-symmetri for
de stærke vekselvirkninger vil vi så forsøge at arbejde med en SU(3)-symmetri, hvor
SU(3) er gruppen af unitære 3 x 3 matricer med determinant = 1. Den fundamentale
repræsentation er selvfølgelig netop disse matricer selv: Den er 3-dimensional og bæres
af kvarkerne (u, d, s). Antikvarkerne danner en antitriplet (u, d, s), som i modsætning til
hvad tilfældet er i SU(2) ikke er ækvivalent med tripletrepræsentationen (u, d, s).

Mesontilstande opbygges af en kvark og en antikvark. Hvis SU(3) er en god symme
tri, vil vi så forvente at finde partikler, som falder i naturlige multipletter svarende til
irreducible repræsentationer af SU(3).

Ved at sammensætte de tre kvarktilstande lu), Id), Is) på alle mulige måder med de
tre antikvarktilstande lu), Id), Is) fås klart ni forskellige tilstande. Disse kan vises at falde
i to irreducible repræsentationer af SU(3): En 8-dimensional oktetrepræsentation og en
l-dimensional singletrepræsentation. At der findes en linearkombination, som er invariant
under alle SU(3)-transformationer (dvs er en singlet), er i virkeligheden indlysende. Lad
os indføre betegnelsen

med

Iql12+ Iq212+ Iq312= 1

og lad denne tilstand, repræsenteret af søjlen,

transformere under SU(3)-transformationen Uij (i, j = 1,2,3 , utu = 1 , det(U) = 1)
ved

q. -t q' - U·q· eller q -t q' = Uq1 i - 1J J

Tilsvarende lader vi
Iq) = q1lu) +q2ld) +q3ls)

betegne en vilkårlig antikvarktilstand. Ganske som for SU(2) fører kravet om en kon
sistent transformationslov for felterne så til, at rækken qT == (Q1' Q2' Q3) transformerer
efter

q'T = qTut

En helt vilkårlig mesontilstand bestående af u, d, s kvarker og antikvarker, er på formen
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altså karakteriseret ved en koefficient-matrix

som transformerer som

111

lvIi] ----1 M:} = UiiIMil}'U},}

(summation over i' og j' er underforstået). Lad os nu se på den specielle mesontilstand,
for hvilken Afi] ex bi]' Det svarer til tilstanden

I{l}) = ~(Iu) ~ lu) + Id) ~ Id) + Is) ~ Is))

Under en vilkårlig SU(3)-transformation opfører den sig således:

bi} ----1 Uii1b:/ U},}
UiilUil} = bi}

(4.43)

da U er unitær. Med andre ord: tilstanden (4.43) er invariant under alle SU(3)
transformationer: Den bærer den l-dimensionale trivielle repræsentation

U----1{I}

og transformerer som den irreducible singlet-repræsentation.
Vi er nu (næsten) klar til at nedskrive den færdige oktet og singiet for mesoner. Først

opskrives de ni direkte produkter i et diagram, hvor ordinaten måler antallet af s-kvarker
og abcissen måler 13 . Antallet af s-kvarker er det samme som det historiske kvantetal,
strangeness, der her igen er det samme som generaliseringen, "hyperladning", Y, se herom
19n. (4.47).

I midten af diagrammet, (4.9), sidder de tre lineært uafhængige tilstande uu, dd og
ss. Når vi skal udføre reduktionen til irreducible repræsentationer af SU(3), er problemet
blot, at vælge de rette linearkombinationer af disse. Men her kender vi allerede svaret:
Singlet-repræsentationen er (4.43)

l -
I{l}) = y'3(luu) + Idd) + 155)) (4.44 )

1 -
I {8}, Y = 0,1 = O) = yI6(luu) + Idd) - 2Iss))

Oktetrepræsentationerne er da blot to lineært uafhængige tilstande, som er orthogonale
på denne. Som den ene af disse er det naturligt at vælge den neutrale mesontilstand, som
har I = 1 og som er i samme isospinmultiplet som ud og du:

l -
1{8}, y = 0,1 = 1,13 = O) = yI2(ldd) -luu))

som vi allerede har mødt. Som den anden tilstand kan vi ikke bruge den linearkombination,
som vi brugte til at beskrive w-mesonen med:

1 -
\w) = yI2(ldd) + luu))

Denne tilstand er nemlig ikke orthogonal på 1{1}). Den korrekte, manglende oktettilstand
er tydeligvis
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Da

har vi nemlig

(uuluu;
(uuldd;

(ddldd; = (sslss; = l
(uulss; = etc. = O
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l
({1}1{8}, Y = 0,/ = O; = V6y'3[1 + 1- 2] = O

6 3

og tilsvarende ({8}, Y = O, 1= 11{8}, Y = O, I = O; = O.
Som vi tidligere har set, svarer de neutrale fysiske mesoner Iw; og Icp) ikke til tilstandene

I{l}; og I{8} ;.
Dette må vi tage som udtryk for, at SU(3)-symmetribegrebet er mindre fundamentalt

end kvarkbegrebet: Det er den "naturlige" kvarktilstand \ss;, som modsvares af den
fysiske meson Icp;. P å isospinniveauet er det derimod ikke de naturlige kvarktilstande
Iuu) og Idd;, der svarer til de fysiske mesoner pO og w. 3

Vi kan konkludere, at isospininvariansbegrebet synes lige så fundamentalt som kvark
begrebet, medens kvarkbegrebet synes mere fundamentalt end generalisationen af isospin
symmetri til SU(3)-invarians. Vi nævner påny, at iflg QCD synes isospinsymmetriens
succes at bero på den omstændighed, at både u- og d-kvarkerne mest naturligt tillægges
masser, som er betydeligt mindre end hadronskalaen A I'V 0.2 GeV.

Tanken om en approksimativ SU(3)-invarians er på ingen måde død, men man får alle
resultaterne simplest direkte fra kvarkmodellen.

Efter at charmkvarken var foreslået teoretisk, blev der naturligvis hurtigt udarbejdet
forudsigelser baseret på en formodning om, at de stærke vekselvirkninger måske besad en
SU(4)-invarians svarende til, at de ikke skulle kunne skelne mellem u, d, s og c-kvarker.
Det er imidlertid helt oplagt, at kvarkbegrebet her er langt mere fundamentalt end sym
metribegrebet. Som vi har set må J /1,b-mesonen forstås som en meget ren ce-meson
hvis henfald er særdeles stærkt OZI-forbudt svarende til, at de stærke vekselvirkninger
forholder sig helt anderledes over for c-kvarker end de gør over for de andre. Iflg. kvan
techromodynamikken er forskellen udelukkende et resultat af den langt større værdi for
c-kvarkens masse. Tilbage bliver, at QCD overhovedet intet lys kaster over spørgsmålet
om, hvorfor kvarkernes masser har de værdier, som de har.

Med opdagelsen i 1977 af T-mesoner, hvis familiemedlemmer er blevet stærkt un
dersøgt, har vi fået kendskab til en femte kvark: b-kvarken eller bottom-kvarken. Mig
bekendt er der ikke gjort nævneværdige anstrengelser for at udarbejde konsekvenserne af
en hertil hørende approksimativ SU(5)-flavoursymmetri.

4.9 Baryontilstande

Vi skal nu kort studere baryonernes eller 3-kvarktilstandenes kvantetal.
Som for mesonerne formoder vi, at de laveste bundne tilstande har symmetriske

bølgefunktioner i impulsrummet: S-tilstande.
Lad os først se på flavourindholdet. Idet vi igen repræsenterer en helt generel kvark

tilstand

(4.45)

3Det bør her bemærkes, at forholdene for de pseudoskalære mesaners vedkommende er anderledes.
Her synes virkelig TJ og TJI at være næsten rene oktet- og singlettilstande, hhv.
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ved søjlen eller flavourvektoren (q;), kan vi repræsentere en 3-kvarktilstand ved Aavour
tensoren

(4.46)

svarende til tre-kvark-tilstanden

Bll1lllllll) + ...

Lad os foreløbigt se bort fra c- og b-kvarker. Vi kan så opstille en basis for disse
tensorer i et skema, hvor abscissen er [3 og ordinaten er

Y=B+S (4.47)

B = l er baryontallet, og 5- strangeness = minus antallet af s-kvarker (se fig. (4.10)).
Lad os derefter se på, hvor mange uafhængige spintilstande, hvert punkt i skemaet

indeholder.
For llllll- baryonen har vi de fire spintilstande

U(j)ll(j)U(1) , U(l)ll(j)U(l) , U(i)ll(l)ll(l) , u(l)u(l)lll;l).

Vi benytter her en notation, hvor der ingen forskel er på at skrive U(i)ll(l)ll(j) og u(l)u(l
)u(l), da de tre kvarker alle er ll-kvarker. For tilstanden uds bestående af tre forskellige
kvarker er der indlysende 23 = 8 tilstande, da alle tre kvarker er forskellige og hver har to
spintilstande. Tallene i parentes i fig. (4.10) angiver antallet af spintilstande.

Det er nu meget nærliggende at identificere disse kvarktilstande med de laveste bary
onfamilier med J p hhv i+ og ~+ (P er klart = +l, da alle kvarker har indre paritet = +l,
og vi betragter tilstande, som er symmetriske i impulsrummet ). Disse baryonfamilier kan
vi indtegne i (h, Y)-diagrammer (se fig. (4.11) og (4.12)).

Det er klart, at denne identificering giver de rigtige kvantetal og det korrekte antal
spintilstande.

Lad os nu se lidt mere i detalje på symmetriegenskaberne af disse baryontilstande.
Det simpleste tilfælde fremkommer ved at studere baryondekupletten med spin ~.

Lad os først se på spinindholdet. Tre spin-~ partikler kan sammensættes til et totalt
spin på ~ på følgende måde (notation, IS, Sz)):

13/2, +3/2)

13/2, +1/2)

13/2, -1/2)

/3/2, -3/2)

liii)

~[Iiil)+ /H1) + IJii)]
l

- y'3[liH) + IHl) + IH1)]

IH1) (4.48)

Vi benytter her en indlysende notation, hvor i, l betyder Sz = ±~, og hvor 1., 2. og 3. pil
svarer tilL, 2. og 3. kvark. Udtrykkene (4.48) kan fås af tabellen over Clebsch-Gordan
koefficienter. Bemærk, at tilstandene er fuldstændig symmetriske under ombytning af to
kvarker.

Lad os dernæst se på det fuldstændige udtryk for ~-resonansernes kvark- og spinsam
mel!'iætning. ~-partiklerne er opbygget udelukkende af ll- og d-kvarker. Vi kan derfor
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konstruere tilstande med veldefineret isospin i fuldstændig analogi til (4.48):

luuu)

~lluud) + ludu) + Iduu)]

~['udd) + Idud) + Iddu)]

Iddd) (4.49)

For spintilstandene af 16.++) findes så ved at kombinere (4.49) og (4.48)

16.++,3/2)

16.++,1/2)

16.++,-1/2)

16.++,-3/2)

lu l' u l' u n
1

y'3 ll u l' u l' u l) + lu l' u l u n + lu l u l' u n]
1

y'3[lu l' u l u l) + lu l u l' u l) + lu l u l u n]

lu l u l u l) (4.50)

For de andre 6.-tilstande fås temmelig komplicerede udtryk, men konstruktionen af dem
er lige ud ad landevejen. For 16.°, +1/2) fås således

1
"3{lu l' d l' d l) + Id l' u l' d l) + Id l' d l' u l)

+Iu l' d l d n+ Id l' u l d n+ Id l' d l u n
+Iu l d l' d n+ Id l u l' d n+ Id l d l' u n} (4.51)

Inden vi går videre med de øvrige partikler, bemærker vi et fundamentalt problem med
disse tilstande. De er fuldstændig symmetriske i alle variable; de er nemlig fuldstændig
symmetriske både i fiavourvariable, spinvariable og impulsvariable. For 6.+ og ~° er dette
delvist et valg, men for 6.++, n- (og 6.-) er det en triviel nødvendighed. Ser vi specielt
på 16.++,3/2) er der kun mulighed for kvark- og spinindholdet lu l' u l' u n.

Vi har hermed tilsyneladende brudt et af de mest fundamentale principper i relativi
stisk kvantefysik: Spin-statistik teoremet, som siger, at partikler med halvtalligt spin kun
kan forekomme i anti-symmetriske tilstande.

Den i dag accepterede løsning på problemet er colourhypotesen der, som vi senere skal
se, fører direkte til kvantechromodynamikken.

Ifølge denne hypotese indeholder alle kvarker foruden spin og flavour et nyt kvantetal
kaldet colour. Kvarkerne antages at kunne forekomme i enhver superposition af tre lineært
uafhængige tllstande kaldet "rød", "grøn" og "blå" (eller 1,2,3). Det antages videre, at
de stærke vekselvirkninger besidder en virkelig dyb, fundamental invarians under lineære
transformationer mellem sådanne superpositioner, altså at de stærke vekselvirkninger
er helt eksakt invariante under gruppen af SU(3)-transformationer mellem kvark/arver.
Denne antagelse må under ingen omstændigheder forveksles med den tidligere nævnte
antagelse om en approksimativ SU(3) invarians mellemfiavour-værdierne u, d, s. Den nye
invarians berører ikke flavourværdierne. For en u-kvark sker transformationerne mellem
tilstandene UR, uB, UG: den røde, blå og grønne u-kvark.

Da vi nu har tildelt kvarkerne farve (pr. hypotese), er de selvfølgelig ikke længere
nødvendigvis helt ens i 16.++,3/2): den ene kan være rød, den anden grøn og den tredje
blå.
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Vi supplerer nu colourhypotesen med flg. krav:
De fysiske haclroner er alle colour-SU(3)-singletter.

Det er håbet i dag, at dette krav i en eller anden form engang vil kunne udledes som
en dynamisk konsekvens af kvantechromodynamikken. Men foreløbigt opstiller vi det som
en uafhængig hypotese.

I denne formulering har colourhypotesen en række behagelige konsekvenser:

1. Frie kvarker kan ikke forekomme isoleret, da de er colour-SU(3)-tripletter og ikke
singletter.

2. Mange ikke-observerede kvarkkonfigurationer såsom 2-kvark eller 4-kvarktilstande
kan vises at være umulige: Der findes ingen singletkombinationer af dem. De sim
pleste coloursingletter er qq og qqq-tilstande, som vi straks skal se.

3. Colourhypotesen løser vores problem om Fermi-statistik (se nedenfor).

4. Colourhypotesen har eksperimentelle konsekvenser, som synes eftervist (se senere
afsnit).

5. Colourhypotesen fører direkte til den særdeles smukke teori, kvantechromodynamik
ken (QCD), for stærke vekselvirkninger (se kap. 6).

Lad os nu studere coloursingletter af baryoner og mesoner og se, at de giver anledning
til antisymmetriske baryontilstande som ønsket.

For en kvark med flavour q betegner vi basistilstandene med IqR), IqB), Iqc) og en
vilkårlig superposition med

hvor qi er komplekse tal, så
\qll 2 + Iq2\2 + Iq31 2 = 1

Colourtilstanden er så beskrevet ved SU(3)-triplet vektoren q;, der transformerer under
en SU(3) transformation U som

Coloursinglet mesontilstande dannes ganske som i (4.43) med flavour erstattet af colour.
Lad os nu se på en baryon bestående af tre kvarkfiavours q(1), q(2) og q(3). I colourrum

met har vi en fuldstændig basis for disse 3-kvarktilstande beskrevet ved colourtensoren

der er koefficient til tilstanden

og som under SU(3)-colourtransformationer (som vi ofte vil forkorte til SU(3)c ) trans
formerer til

(4.52)

Vi vil nu vise, at hvis vi tager en linearkombination af colourkvarktilstande, som er
fuldstændig antisymmetrisk, så transformerer denne som en singIet.
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Altså tager vi

som transformerer til

Kvarkmodellen

Nu er det for det første klart, at dette sæt af tal er fuldstændig antisymmetrisk i i,j, k.
Ombyttes fx i og ], fås

B;jk Ujjl UjjlUkkl Ej'j'k'

Ujjl Ujjl UH' Ejljl k' (i' og j' er summationsvariable)
-Ujjl UjilUkk' Ej'j'k '
-U,U,Ukk'E'1 'Ik' = - B',

"ll 'l 'lk

Altså har vi Bijk = Eijk . C, hvor C er uafhængig af i,], k. Vi kan finde C ved at sætte
(i,], k) = (1,2,3):

B~23 = C = UlilU2jlU3k1Ei'jlk' = det(U) = l

der viser, at BLk = B ijk = Eijk, altså at denne antisymmetriske tensar er SU(3)c-invariant
som påstået.

Vi får herefter for den fulde 16.++,3/2) tilstand

16.++3/2) = ~ [luR i UB i UG i) -lUR i UG i UB il
-luB i UR i UG i) + IUB i UG i UR il
+luG rUR i UB i) -luG i UB i UR il] (4.53)

og tilsvarende for de andre baryontilstande.
Vi står nu i den situation, at pga kravet om colourinvarians må baryontilstandene

netop være symmetriske i impuls, flavour og spinvariable, da de allerede er antisymme
triske i colourvariable. Vi kan derfor fortsætte med at udelade alle colourkomplikationer
og være forvisset om, at vi overholder kravene om Fermi-statistik, blot vi holder vores
baryontilstande symmetriske i flavours og spin!

Vi vil overlade til læseren at udarbejde flavour- og spinindholdet for alle medlemmer af
dekupletten og oktetten. Vi nævner blot, at da spinindholdet i dekupletten er symmetrisk,
må flavourindholdet for sig også være det. ,

Situationen for ~+-oktetten er mere kompliceret. Her har såvel spindel som flavourdel
en blandet symmetri. Den totale tilstand bliver symmetrisk, såfremt vi anvender samme
blandede symmetri for spin og flavour.

For spindelens vedkommende kan vi tænke på sammensætningen af de tre spin-~

kvarker til en total spin-! tilstand som fremkommet ved først at sammensætte to kvarker
til en spin-D-tilstand:

IO, O) = ~[In) - IH)]

og derpå tilføje den 3. kvark.
Lad os gennemføre konstruktionen for protontilstanden lp j). Vi starter med at tilføje

en spin- i -kvark til en to-kvark spin-O, samt at tilføje en u-kvark til en to-kvark isospin-O
tilstand

l
J2[lud) - Idu)]
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Dette giver os umiddelbart

1
2[u i ti l -u l ti i -d i u l +d l u T]u i
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som har det ønskede spin og isospin, men som endnu ikke er fuldstændig symmetrisk.
Adderes imidlertid alle permutationer og omnormeres, fås det ønskede resultat

Ipi) =
1
fiO {21 u i ti l u i) + 2lu T11 i ti l) + 21d l u lU i)

v 18
-lu i u l d i) - lu i d i 11 l) - lu l d i 11 j)

-Id i u lu j) - Id i u i u l) - lu lu i d i)} (4.54)

4.9.1 Flavour-SU(3)-symmetri for baryoner

Da SU(3)-kvarkhypotesen først blev fremsat i begyndelsen af 60'erne, kendtes n- par
tiklen ikke. Det blev SU(3)-teoriens første og største triumf at kunne forudsige denne
partikel, som blev fundet i 1963 i processen

Successen blev forøget ved den omstændighed, at man ad gruppeteoretisk vej var nået
til at opstille den sk Gell-Mann-Okubo masseformel. Vha denne var det muligt med
forbløfende nøjagtighed at forudsige massen af D-. Efter denne forudsigelse kunne n
ikke henfalde stærkt, idet den laveste tilstand med S = -.3 er 3K, som har en højere
samlet masse end n-. Henfaldet måtte følgelig være svagt, og n- kunne da også iagttages
som et ca. l cm langt spor i boblekammerbilleder.

Vi skal ikke her udlede Gell-Mann-Okubo masseformlen på gruppeteoretisk basis, men
nøjes med en stærkt forenklet udledeise baseret på kvarkmodellen.

Idet vi antager, at u- og d-kvarker bidrager med samme energibeløb til alle baryonmas
ser inden for en bestemt multiplet, samt at også s-kvarken bidrager med et karakteristisk
beløb, får vi for dekuple1ten, idet m betegner u- og d-kvarkers bidrag og Il betegner s
kvarkens bidråg:

ml:>. = 3m , mE(1385) = 2m + Il , m='(1530) = m + 211 , mn = 311

eller
mn- - m='(1530) = m='(1530) - mE(1385) = mE(1385) - ml:>.

Af
ml:>. = 1232 MeV , mE(1385) = 1385 MeV , m='(1530) = 1533 MeV

får vi
mE(1385) - mb. = 153 MeV , m='(1530) - mE(1385) = 148 MeV

der viser, at masseformlen synes at gælde med få MeV's nøjagtighed. Vi kan så forudsige
n- -massen

mn- = m='(1530) + 150 MeV = 1683 MeV

som er mindre end m=. + mK = 1809 MeV, således at n- må henfalde svagt til 37r eller
AK.
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Den eksperimentelle værdi for mn- blev fundet som (moderne værdi)

mn = 1672 MeV

i imponerende overensstemmelse med ovenstående forudsigelse.
Benytter vi samme behandling af oktettens baryonmasser får vi

K varkmodeI1en

1 . 1
2(mN + m=.) = 4(mE + 3mA)

som er opfyldt med stor nøjagtighed.

Med mN = 939 MeV, mA = 1116 MeV, mE = 1192 MeV og m=. = 1317 MeV ser vi,
at fejlen her er betydeligt større end for dekupletten. Gell-Mann-Okubo-masseformlen er
identisk med vores simple udgave for dekupletten. For oktetten har den kun en forudsi
gelse:
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- • -l _-
su sd

Figur 4.9: Diagram over kvarksammensætningen af mesoner bestående af u, d, s-kvarker
(samt disses anti-kvarker). x-aksen er 3. komponenten af isospin, og y-aksen, Y, er
hyper!adning (her = strangeness = antallet af s-kvarker).

y

ddd udd uud {LU U- -6 -6 -4 4

dds uds uus
6 • 6

. 13

dss uss

• •6 6

sss

4

Figur 4.10: Kvark-indhold og kvantetal for baryoner sammensat af u, d, s kvarker.
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y

n. • p

E- E E+- 13- -A

• •~- ,=,0

Figur 4.11: JP = !+ baryon-oktetten

y

~- ~o ~+ ~++

• • • •
E-* 2::0* 2:;+*- 13-

Figur 4.12: JP = ~+ baryon-dekupletten

IC varkmodcllen
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4.10 Exciterede tilstande; Regge-trajektorier

Hidtil har vi næsten udelukkende beskæftiget os med mesoner og baryoner i grundtiI
standen, hvad impulsdelen af bølgefunktionen angår. Men naturligvis er det en helt ka
rakteristisk egenskab ved kvarkmodellens opfattelse af hadronerne som bundne tilstande
af best anddele, at også rotatiuns- og vibrationstilstande (såvel som kombinationer heraf)
skal kunne forekomme.

Det må derfor betragtes som en betydelig kvalitativ succes for heskrivelsen, at et stort
antal partikeltilstande er fundet, som naturligt lader sig fortolke på denne måde.

Særlig for de rene rotationstilstande er fortolkningen overbevisende, og endvidere fal
der disse rene rotationstilstande i familier kaldet Regge-trajektorier, hvor der gælder en
ejendommeligt simpel lov for sammenhængen mellem spin, J, og masse M(J) inden for
hver familie, specielt for hvert kvark-indhold:

(4.55 )

altså at spinnet er en lineær funktion af massekvadratet. Vi taler om approksimativt
lineære Regge-trajektorier med hældning a' og intercept aa. Den eksperimentelle værdi for
hældningen a' er desuden med god tilnærmelse uafhængig af hvilken familie, vi betragter.
Vi taler om den universelle værdi for hældningen, som er af størrelsen:

a' = O.9CcV- 2

se figurerne nedenfor ((4.1.3)-(4.1.5)).
Det overraskende simple mønster af retlinjede Regge-trajektorier med universel

hældning fører til et tilsvarende simpelt billede af exciterede hadroner med høje spin.
Man forestiller sig disse hurtigt roterende hadroner som langstrakte, pølseformede struk
turer med spinnet vinkelret på pølsens længdeakse. I mesonerne sidder en kvark og en
antikvark i hver ende af pølsen. I baryoner sidder formentlig en kvark i den ene ende og
to i den anden ende. Pølsens længde er bestemt af pølsens elasticitet og af centrifugal
kraften i rotationen. I den sk "sækmodel" (eng.: bag model) for hadroner er de laveste
hadroner at opfatte som kugleformede sække, i hvilke kvarkerne danner stående bølger.
Tildeles sækken et højt spin, bliver den aflang, pølseformet. Iflg. QCD er den kraft, som
er nødvendig for at strække pølsen længere, uafhængig af pølsens længde, såfremt pølsens
tykkelse ikke ændrer sig. I urelativistisk fysik ville det sige, at der var et potential mellem
kvark og antikvark (i en meson) eller dikvark (i en baryon) af formen

V(r)=c·r (4 ..56 )

hvor r er afstanden mellem kvarkerne.
Næsten uanset hvordan pølsen iøvrigt opfører sig, vil et potential af denne form

give anledning til asymptotisk retlinjede Regge-trajektorier. Specielt er dette korrekt
i sækmodellen, hvor behandlingen endda kan gøres kovariant. (Der er dog her visse spin
komplikationer fra kvarkerne, som vi ser bort fra i denne sammenhæng).

Vi ser altså, at formen af disse Regge-trajektorier giver en meget værdifuld information
om de kræfter, der virker mellem kvarkerne.

Lad os nu kort se lidt mere i detalje på de vigtigste Regge-trajektorier.
En qq-meson, hvor kvarkerne har baneimpulsmoment L og spin B, har paritet

p = -(- )L, ladningskonjugering en = (- )L+S for en kvarkoniumtilstand.
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Fig. (4.13) viser de tydeligste meson-Regge-trajektorier svarende til triplet (S = 1)
tilstande med l = L + l.

For mesoner bestående af u- og d-kvarker (antikvarker) venter vi at finde fire
nærliggende tilstande for hvert l med P = (_l)J, svarende til de fire måder at kom
binere (u, d) med (u, d). Disse fire tilstande falder naturligt i en isosingiet og en isotriplet.
Figuren viser, at alle disse tilstande er fundet op til l = 3, medens man på l = 4 niveauet
kun kender den isoskalære f4(2050)-meson.

For K-mesonerne (en u eller d og en s) venter vi at finde en isodublet samt dens
antidublet, hvilket igen er tilfældet.

Endelig venter vi for ss-mesoner kun at finde en tilstand for hvert l. De kendte
mesoner ep og f~ passer her i skemaet. Bemærk, at f~ overvejende henfalder til K K i
overensstemmelse med OZI-reglen.

Fig. (4.14) - (4.17) viser en lang række baryontilstande med etablerede spin og paritet.
For strangeness = O kaldes de N-tilstande, hvis de har 1 = 1/2, og 6.-tilstande, hvis de
har I = 3/2. Tilsvarende kaldes strangeness = -l-baryonerne for A, hvis de har [= Oog
L, hvis de har I = l.

Vi har set eksempler på, hvorledes sådanne 3-kvarktilstande bekvemt lader sig skrive
som det direkte produkt af fire typer "bølgefunktioner" :

13-kvark-baryon) = 1/;( {p}) ®1/;(spin) 01/;(flavours) @ V,(colour) (4.57)

Colourdelen er altid strengt antisymmetrisk, således at det direkte produkt af de tre
andre er symmetrisk. For baryoner i L = O (eller S)-tilstanden er 1/;( {]J}) også symme
trisk. Vi ønsker nu at betragte tilstande, hvor impulsdelen svarer til et vist baneangulært
moment L i= O. Vi har så flg. muligheder for det totale spin l:

l 3
l = L ± "2 l = L ± "2 (4..58)

sidste mulighed forekommer kun, hvis 1/; (spin) svarer til S = 3/2.
Sådanne tilstande har også bestemt paritet. Da 1/; (spin),1/; (flavour) og l/J (colom) er

invariante under paritetsoperatoren, finder vi som bekendt

(4.59)

svarende til, at P = +1 for L = 0,2,4, ... og P = -1 for L = 1,3,5,...
For 6.-baryonerne ved vi, at både 'l/J (flavour) og 1/; (spin) er symmetrisk. Det samme

skal så være tilfældet med 1/;({]J}), hvilket betyder, at vi kun kan have L lige. I over
ensstemmelse hermed ses på den øverste (ledende) Regge- trajektorie kun tilstande med
lP = 3/2+,7/2+ og 11/2+. For N-baryonerne derimod har l/J (spin) og 1/; (flavour) blan
det symmetri. Vi har derfor mulighed for at danne tilstande med L både lige og ulige for
et fast l. I overensstemmelse hermed findes både lP = 5/2±, og JP = 9/2± svarende
til hhv 5/2+ : 1/2 + 2, 5/2-: 3/2 + 1, 9/2+ = 1/2 + 4, 9/2-: 3/2 + 3. Serien
jP = 3/2-,7/2-,11/2-, svarende til 1/2 + 1,3,5, ... ses at ligge noget lavere end den
ledende trajektorie.

I figurerne med baryon-Regge-trajektorier har vi markeret resonanser med positiv
paritet ved lukkede cirkler, og dem med negativ paritet ved åbne cirkler. Vi har her kun
ønsket at fremdrage de allertydeligste træk og fremhæve dem som overbevisende succeser
for kvarkmodellen. At forstå alle hadrontilstandene kræver mere detaljerede oplysninger
om kvarkdynamikken. Vi må forvente, at det endelige billede bliver ganske kompliceret.
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4.11 "De nye partikler"

~ogle af kvarkmodellens største triumfer er blevet fejret i anledning af opdagelsen af
partikler indeholdende de "nye tunge" kvarker c og b. Der kendes nu et bet.ydeJigt antal
mesoner af formen (ce), (eu), (cd), (es) samt de tilhørende antipartikJer.

Endvidere kendes baryontilstande

svarende til, at s-kvarken i A, E og :::: er ombyttet med en c-kvark. Efterhånden ken
des også et større antal l-mesoner, bestående af bh, såvel som B-mesoner på formen
(uh), (bu), (db), (bd).

På det niveau, vi har betragtet hadroner i indeværende kapitel, følger behandlingen
af "de nye partikler" fuldstændig ovenstående mønster. Vi vil i senere kapitler komme
tilbage ti l en række detailegenskaber , der på slående måde bekræfter vores forestillinger
om hadronernes kvarkstruktur.

4.12 Baryonernes magnetiske momenter

Som en sidste, lidt mere detaljeret anvendelse af kvarkmodellen, vil vi diskutere baryo
nemes magnetiske momenter.

4.12.1 Klassisk behandling

Lad os først minde om forholdene i klassisk, urelativistisk elektrodynamik. Vi betragter
den simplest tænkelige situation: En partikel med masse m og ladning e bevæger sig af
en eller anden grund i cirkelbane med radius r og hastighed v. Så er dens impulsmoment

J = mvrn. (4.60)

hvor il, er en enhedsvektor normal til baneplanen. Systemets magnetiske moment er den
elektriske strøm gange arealet af banen. Nu er omløbsfrekvensen v/2Trr, så det magnetiske
moment bliver

~ V 2- l _
Il = e· _. Trr n = -evrn

2Trr 2

Sammenligning med (4.60) giver
- e j-11= 

2m

(4.61 )

(4.62)

uafhængigt af banens størrelse.
Forestiller vi os nu en klassisk snurretop med ladning jævnt fordelt i forhold til masse

fordelingen, ser vi, at det magnetiske moment for den klassiske top igen vil adlyde (4.62),
hvor størrelsen e/2m både kan opfattes som en delIadning divideret med den tilhørende
delrnasse (gange 2), men også som tappens totale ladning divideret med 2 gange tappens
totale masse. Opfatter vi toppen som en model for en elementarpartikel, har vi altså i
(4.62) en klassisk teori for elementarpartiklernes magnetiske moment. Som vi snart skal
se, er dette en ret dårlig teori.

Størrelsen e/2m kaldes en Bohr-magneton, hvis e er positronens ladning, og m er
elektronens masse. Er e protonens ladning og m protonens masse, kaldes størrelsen en
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kernemagneton. Baryoners magnetiske momenter måles i enheder af kernemagnetoner .
Vi indfører også begrebet g-faktoren for en partikel

e
/1=g-'S

2M
s dens spin (4.6:3)

hvor e er partiklens ladning, og hvor M er dens masse. Iflg. (4.62) venter vi, at g skal
være 1.

I tabel 4.4 har vi angivet de eksperimentelt kendte værdier af magnetiske momenter i
kernemagnetoner for en række spin-l /2 baryoner. Vi ser, at tallene dels afviger betragte
ligt fra 1, dels at de ikke er nul, selvom elementarpartiklens elektriske ladning er nul. At
det magnetiske moment for E- og ~- er negativt, er dog hvad vi ville vente.

En god teori for elementarpartikler bør kunne forklare de ejendommelige tal i tabel
4.4. Det må betragtes som en triumf for kvarkmodellen, at den kan give en meget simpel
forståelse af disse tal.

Tabel 4.4: Baryonernes magnetiske momenter i enheder af kernemagnetoner e/2M

r--

eksperiment kvarkmodel "fit"navn
p 2.793 M (m = 337MeV)m

n - 1.913 2M -1.86-3m

It - 0.613 1M (ms =510 MeV)
3 ms

E+ 2.42 ± 0.05 1(8~ + M) 2.689 m m,

}'- -1.16 ± 0.02 _1(4~_M) - 1.03"-' 9 m ms

,=0 -1.25 ± 0.01 _Æ.(~ +2 M ) - 1.44~ 9 m m,

- -0.68 ± 0.03 .!.(~_4M) - 0.51~ 9 m m

Lad os, inden vi går til udledeIsen, først betragte resultatet som angivet i tabel 4.4. Den
3. kolonne angiver vores teori. Her er M protonmassen, medens m og ms er hhv den
karakteristiske energi af en u- eller d-kvark i en baryan (m) og den karakteristiske energi
af en s-kvark i en baryan (ms). I "fit"-kolonnen har vi afstået fra at forudsige Il for p og
It og i stedet brugt disse værdier til at finde m og ms. Den omstændighed, at m og ms
passer så godt med tabel 4.1., er yderst tilfredsstillende. Tilbage bliver forudsigelsen for
n, E+, E-, 2° og S-, som må siges at være imponerende for en så simpel model, som vi
snart skal indføre.

4.12.2 Det magnetiske moment af en Dirac-fermion

Inden vi kan udlede tabel 4.4. får vi brug for at kende det "indre" magnetiske moment
af en kvark. Denne størrelse er ikke direkte målt, men vi vil nu antage, at kvarker er
simple strukturløse Dirac-fermioner. Det følger så, at deres g-faktor må være 2 (!). Dette
berømte resultat blev først udledt af Dirac og anvendt på elektronen. Det løste en alvorlig
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\'anskelighed med forståelsen af detaljer i atomspektre. Kvarkernes magnetiske IIlornentcr
er sclYi"ølgelig ikke lig med elektronernes, da jo kvarkerues elektriske ladninger er +2(3
eJler -1(3. Endvidere er kvarkernes masse forskellige fra elektronernes. Som vi skal se, er
det kvarkemes energi, der erstatter masseparameteren j det urelativistiske resultat (4.6:3).

For at flncle det magnetiske moment af en Dirac-fermion tænker vi på dennes energi i
et ydre homogent magnetfelt. 'ii ved da, at energien ændres med beløbet

(4.f>4 )

hvoraf i7 kan bestemmes.
Vi har i tankerne ultra-relativistiske kvarker, der danner stående bølger inden i hadron·

sækken. Lad os derfor for simpelheds skyld studere en ultrarelativistisk elektron, så vi
kan negligere dens hvilemasse. Så er Dirac-ligningen uden baggrundsfelt

i iN -=!nv = O

Fra klassisk elektrodynamik er vi vante til at tage hensyn til et elektromagnetisk felt ved
at erstatte pIO med

pi-' _ eAi-'

Vi skal senere i kap. 6 (lign. (6.8) og (6.24)) begrunde denne fremgangsmåde i detalje.
\/i får så for Dirac-ligningen i et baggrundsfelt

Lad os virke på denne ligning med differentialoperatoren

-(i f3 - e$) == -il) hvor DIl -= åJ-L + ieAiL

o -(i f3 - e .jt)(i f3 - e qt)V' = +DIlDvlll,,(~,

(~[DlL,D,,]ihll""J + ~{DiL,D,,}ibll""})Ø (4.6S)

hvor vi har brugt, at der altid gælder

l l
AB = 2[A, BJ + 2{A, B}

samt at kommutatorerne og antikommutatorerne har modsatte symmetrier i (p, v), således
at fx

pga summationen over fl og v.
Lad os udregne kommutatoren [Df." DvJ virkende på en funktion l/;(x) :

[å" + ieA", ål' + ieAvJ7j1(x)
[åll' å"J7j1(x) + ie([åf." AvJ + [A~, ov])7j1(x) - e2 [Af." A"Jl/;(x)

Her forsvinder første og sidste led. For de midterste fås
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Altså ialt

[D!" Du]~(.r) = ie(åILAu(x) - åuAIL(x))ljJ(x)

ie FlLu(x)~(x)

der bIa viser. at [DJ.l' Du] ikke er en differentialoperator men blot et felt.
For sidste led i (4.65) finder vi, da t {rJ.l, lU} = glLU

ICvarkmodellen

(4.66)

l{DIl , DIl}~(X) Di'DIl~(X) = (åll + ieA/i)(ålL + ieAIL)7j!(x)

= ålLålL 1}J(x) + ie(å/iAIL(x))1/J(x) + 2ieAIl(x)åj.1.~(x) - e2AILAlllj)(X)

(4.67)

Lad os nu vælge et vektorpotential AlL svarende til et homogent magnetfelt i z-aksens
retning. Det er let at se, at en mulighed er

Ai-L = [O, O, Xl B, O]

for hvilken ållAi-L = O. Endvidere har vi

(4.68)

o O
-B O

O O

O °
(4.69)

Endelig har vi (jfr. afsn. 3.8)

Kombineres alle resultater kan vi skrive (4.65) som

eller

{-eB (~3 ~3) + åi-Låi-L + 2ieAi-Låi-L - e2AIl(x) Ai-L(x)} 1}J (x) = O

Fra kap. 3 ved vi, at

(4.70)

~ (~3 ~3)
kan fortolkes enten som spinmatricen i fermionens hvilesystem eller som helicitetsopera
toren for fermioner, der bevæger sig i 3-aksens retning. Andet led i (4.70) giver os på
sædvanlig måde

for egentilstande af energi og impuls. De to sidste led er her uinteressante for os. De
beskriver den ændring af energi, fermionen får som følge af, at den vil begynde at udføre en
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spiralbevægelse omkring feltlinierne. Vores afgørende resultat er, at kvadratet på (TI(: rgzen
bliver ændret med beløbet

6( Espin )2 = -2eB· s

hvor s er heliciteten langs 3-aksen. Heraf følger for små felter (B --+ O), at

2eB
6..Espin = -~S

2E

(4.71 )

(4.(2)

r alle disse ligninger har e stået for partiklens ladning, som er negativ for en elektron. Vi
skifter nu notation og forbeholder bogstavet e til elementarladningen uden fortegn. Vi vil
så ofte betegne en partikels ladning ved Qe eller bare Q, som altså for elektronen er -1 .
.\1ed denne notation kan vi derfor nu skrive

2·s'e
11(elektron) = - 2E

eller, at
elektronens g-faktor er '2 (4. (3)

Vi kan straks generalisere resultatet til en relativistisk kvark med ladning Qe og energi:
ln :

e
l1(kvark) = +2Qs

2m
hvor s er kvarkens helicitet = ±~.

4.12.3 Baryonernes magnetiske momenter

(4. 74)

Lad os nu gå tilbage til baryonernes magnetiske momenter og først se på en proton. Som
tidligere begrundet antager vi, at de tre kvarker i en proton er i en S-tilstand, således at
der ikke er noget baneimpulsmoment at holde regnskab med. Vores teori for protonens
magnetiske moment består alene i at sammenlægge bidragene fra de tre kvarker. Her må
vi tage hensyn til, at en proton er beskrevet ved tilstanden (4.54). Vi vil altså studere
middelværdien (som også er egenværdien) af det magnetiske moment i denne tilstand. Da
de enkelte led i summen (4.54) er orthogonale, og det magnetiske moment ikke ændrer på
tilstandene, får vi

1
18 {4(u Td l u llfilu Td l u T)
+ 4(u Tu Td llfilu Tu Td l) +4(d l u Tu tlfil d l u Tu i)
+ (u Tu l d ill1lu Tu l d T) + (u Td Tu llfiluTd Tu l)
+ (u l d Tu ilfil u l d Tu j) + (d Tu l u Tillid i u l u j)

+ (d Tu i u tillid Tu i u l) + (u l u i d ilfil u l u i d i)} (4.75)

(u i u i d 111llu i u Td l)

(u i u l d ilfilu Tu l d i)

Her bemærker vi først, at Il ikke kan se forskel på tilstande, der blot afviger ved permu
tationer af kvarker. Altså fås

1
(pllllp) = 3"{2(u i u i d llfil u Tu i d l) + (u Tu l d illllu i u l d T)}

Idet vi antager, at u og d-kvarker begge har energien m i protonen, får vi

- ~ ~~ + ~ _ (_l)) = ~2- 2m 3 332m3

= 2~ ~ - ~ + (- ~) = - L~
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(4.76)

som er resultatet i tabel 4.4.
For de øvrige baryoners vedkommende overlades regningen i det væsentlige til læseren.

Vi giver her nogle små vejledninger.

(i) Neutronens kvarksammensætning fremgår af protonens ved at erstatte II med d.

(ii) A-tilstanden dannes ved at sammensætte (ud) med spin og isospin = Oog så tilføje
en s. Dette giver

lA n= k {lu j d l s n
-Iuldjsj)

+ 5 ikke interfererende permutationer

5 ikke interfererende permutationer}

(iii) For L:+ må de to u- kvarker have isospin = 1. Symmetriseringen giver så anledning til,
at de også må have spin = 1 (spin Oog isospin l ville give nul efter symmetrisering).
Heraf fås før symmetrisering

l
IL:+ j) =j6(2 I u j u j s l) - lu j u l s n- lu l u i s j))

(iv) L:- fås af L:+ ved u -t d.

(v) :::;- fås af ::::0 ved u -t d.
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5.1 Elektrodynanlik for et fermionfelt

De sædvanlige Maxwell-ligninger i vacuum lyder

- - p\l·E=-
Ea

- - åB - - 1 (i åE)\l x E = -- \l x B = - - +-
åt ' c2 Ea åt

(.5.1)

jI"(X) == (p(x, t),i(x, t))

hvor c er lyshastigheden og Ea er en konstant, hvis værdi beror på en konvention,
som fastlægger valget af enhed for elektrisk ladning. Ladningstætheden og ladnings
strømtætheden er givet ved hhv p(x, t) og i(x, t). Disse størrelser samles i en 4-vektor,
/"(x) således, at

Vi ønsker nu at betragte et fysisk system bestående af fermioner med ladning e, som
vekselvirker udelukkende elektromagnetisk. Vi tænker i dette afsnit mest på elektroner
(og andre ladede leptoner), men behandlingen gælder i vid udstrækning også de elektro
magnetiske forhold for kvarker.

Fermionerne er beskrevet ved et kvantefelt 1/J(x) med fire spinkomponenter. Som en
model for den elektriske 4-strømtæthed vil vi tage

(5.2)

Vi har tidligere set, at denne størrelse er en 4-divergensfri 4-vektor. I næste kapitel skal
vi yderligere begrunde valget (5.2) som et resultat af gaugeprincippet.

I dette kapitel skal vi fortrinsvis tænke på 'l/J(x) som et elektronfelt og følgelig betragte
e som negativ = værdien af elektronens ladning. I senere kapitler, når vi taler om kvarker
og andre fermioner, er det bekvemt at betegne fermionens ladning som Qe, hvor e =
protonladningen, og Q (elektron) = -1, Q (u-kvark) = +2/3 etc. Men i dette kapitel vil
vi altså ikke slæbe rundt på Q.

Værdien af elektronladningen specificeres bekvemt ved finstrukturkonstanten

e2 1
a= ~----

41l"Eonc 137.03599
(5.3)

'Ii = c = Ea = 1

I SJ-systemet er Eo pr. definition = 41~:2' I højenergifysikken vælges normalt enheder, så

e2 1
a=-~-

41l" 137

Det viser sig nu, at i kvantefysikken er feltstyrkerne Ej og jj ikke bekvemme størrelser
direkte at kvantisere. De naturlige variable er 4-potentialerne AIL(x). Igen skal vi begrunde
dette nærmere i næste kapitel. I termer af gaugepotentialerne All (x) kan vi formulere
elektrodynarnikken som følger:
Definer

(5.4)

Så er

(.5.5)
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Maxwell-ligningerne er dels dem uden strømme og ladninger, der nu kan skrives:

137

(.5.6)

som er en triviel konsekvens af (5.4) 1 samt dels dem med strømme og ladninger,der nu
kan skri ves:

(5.7)

eller

(5.8)

Øvelse: Vis, at ligningerne (.5.6) og (5.7) er ækvivalente med de oprindelige Maxwell
ligninger.

Disse bevægelsesligninger fås af Lagrange-tætheden

hvor vi bruger notationen, at for hver 4-vektor (4-operator) aJ1. betegner ti 4 x 4 matricen
al"'J1., hvor ,J1. er Dirac-matricerne.

De to første led i (5.9) er Lagrange-funktionerne for det frie Dirac-felt og for det frie
Maxwell-felt. Sidste led er vekselvirkningsdelen:

(5.10)

Det overlades til læseren at bruge de almindelige Euler-Lagrange-ligninger på (5.9):

(.5.11 )

og eftervise (5.7) ved variation efter AI/' Her indskrænker vi os til et enkelt eksempel:
Variation efter 'l/J(x) (læseren opfordres til nøje at gennemtænke skjulte indices!):

a.c - -
a'l/J = - e'l/J $ - m'l/J (en række-spinor!)

Altså
(5.12)

Når "koblingskonstanten" e mellem stof og stråling går mod nul, forsvinder højre side, og
'l/J udvikler sig efter den frie Dirac-ligning.

Lad os endelig se på de elektromagnetiske vekselvirkningers invarians under paritet og
ladningskonjugering. Vi har allerede (jfr kap. 3.11) studeret transformationsegenskaberne
af'l/J og 'l/J under P og C. Vi valgte dem, så den frie Dirac-ligning blev invariant. Endvidere
at

jJ1.(i, t) = e'l/J(x),/1'l/J(x) ~ Pj/1(x)P-1 = j/1( -i, t) og

j/1(i, t) -S Cj/1(x)C-1 = -j/1(i, t) (5.13)
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Det er derfor nærliggende at definere AI-'( x)'s transformation under P og C til

(5.14)

Med disse definitioner er nemlig (integralet over) LI invariant. Det er ikke helt trivielt.
at også den frie Maxwell-del af L er invariant med definitionen (5.14). Det overlades til
læseren at vise, at dette virkelig er tilfældet. Herunder findes først transformationsloven
for FI-'v (x), som kan skrives

- p-
E(i,t) -+ -E(-i,t)

E(i, t) -S -E(i, t)

- p - }B(i,t) -+ +B(-i,t)
- c-B(i, t) -+ -B(i, t)

(5.15)

I princippet er hele kvanteelektrodynamikken indeholdt i Lagrange-funktionen (5.9).
Vi mangler "blot" at løse bevægelsesligningerne i de feltkonfigurationer, som svarer til
interessante eksperimentelle situationer. Og her skal vel at mærke de observable behand
les som kvantemekaniske operatorer, og randbetingelserne på feltkonfigurationerne skal
beskrives ved begyndelses- og slut-tilstande. Dette problem er langtfra trivielt! Vi skal i
resten af kapitlet beskæftige os med nogle af detaljerne.

5.2 Kvantisering af det frie Maxwell-felt

Som bekendt er Lagrange-funktionen

• _ 1F FI-'v
L Maxwell - - 4' I-'V

invariant under gaugetransformationer

(5.16)

hvor x( x) er et vilkårligt skalarfelt.
I klassisk elektrodynamik udnyttes denne flertydighed til valg af gaugebetingelser,

som gør den matematiske behandling af et forelagt problem særlig simpel. I kvante
elektrodynamikken derimod byder denne gaugeinvarians på en lang række dybtgående
problemer, som vi her blot kan skitsere nogle af.

Problemet er, at vi må passe på, hvilke dynamiske variable vi overhovedet kvantiserer.
Lad os forestille os en konkret fysisk situation, hvor feltet AI-'(i, to) har en given værdi
overalt i rummet til tiden t = to. I en "normal" situation ville så feltets værdi AI-'(i, t)
være entydigt givet til enhver senere tid som løsning til bevægelsesligningerne. Dette kan
imidlertid ikke være tilfældet med det elektromagnetiske felt. Haves nemlig en løsning,
vil (5.16) også være en løsning for vilkårligt valgte X(x). Sagt med andre ord, vores
fysiske system (feltet AI-' (x )) indeholder slet ikke så mange frihedsgrader, som det ser ud
til. Dette er i overensstemmelse med, at vi udmærket godt ved, at fotoner med bestemt
4-impuls kun findes i to helicitetstilstande, medens man ud fra beskrivelsen skulle vente at
finde fire, da AI-' har fire komponenter. To af A/L's komponenter er mao ufysiske og skal så
selvfølgelig heller ikke kvantiseres. Men udvælger vi to til kvantisering, vil vi uundgåeligt
bryde den relativistiske kovarians i beskrivelsen.
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Et af de formelle problemer i hanteelektrodynamikken (og alle andre gaugeteorier ) er.
at Illan - for overhovedet at kunne kvantisere teorien - er nødt til at bryde gaugeinvarians
(og ed også kovarians) l. Imidlertid gælder det, at ligegyldigt i hvilken gauge man
kvantiserer, så bliver alle fysiske forudsigelser nøjagtigt cle samme, og de adlyder alle
krav om relativistisk invarians. Det vil ikke i dette kursus være muligt at bevise dette
fundamentale resultat, men vi skal se smagsprøver på de afgørende pointer.

Vi vælger først at gennemføre kvantiseringen i den sk strålingsgange, karakteriseret
ved

som er to ikke-kovariante gaugebetingelser.
Det følger heraf, at Lorentz-betingelsen O = åliAIi = åoAo + V . ir er opfyldt med

fotonmassen = O. De frie bevægelsesligninger for /V'( x) er så den masseløse Klein-Gordon
ligning (jfr (5.8))

åliåli Av(x) = OAv(x) = O

Vi kan derfor udvikle l(x) (AO er jo bare nul i vores gauge) på et fuldstændigt sæt af
planbølge løsninger:

(5.17)

hvor
kO = +[p]t = Ikl eller kJJ.kJJ. = O

der sikrer. at Klein-Gordon-ligningen er opfyldt. I (.5.17) har vi også benyttet, at AJJ.(x)
er et hermitesk felt. Polarisationsvektorerne

l = 1,2 (5.18)

Dette følger direkte af gaugebetingelsen V. i = o:
2

O= V· i = LL (E;(k)ai(k). (ik e-ih) + E;(k)a;(k). (-ik eikx )
k i=l

hvoraf

Det er denne betingelse, der sikrer, at der for hvert k kun kan findes to lineært uafhængige
løsninger; derfor summation over i = 1, 2. Polarisationsvektorerne vil vi desuden normere,

D

sa
(5.19)

Så gælder også (Øvelse)

(5.20)

l Dette refererer til en "perturbativ kvantisering" ; ved at benytte en gitterformuiering af rum og tid
kan teorien (i en "kompaktificeret" form) kvantiseres uden at bryde gauge-invarians, men det er uhyre
ubekvemt for anvendelser baseret på Feynman-diagrammer.
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hvor i er pola.risationsindeks, medens l og m er 3-dimensionale vektorindices. Vi har
noteret dem foroven udelukkende af pladshensyn.

Repræsentationen (5.17) er velkendt fra klassisk strålingsteori, hvor ai(k) og at(k]
er komplekst konjugerede koefficienter. I den kvantiserede teori spiller de rollen som
skabelses- og annihilationsoperatorer for fotoner:

(5.21)

hvor som sædvanlig

For fotonantalsoperatoren gælder så

[ ... t""]Ni(k), aj(k)

[Ni(k), a;(k')]

(5.22)

Vi overlader til læseren at vise, at 4-impulsoperatoren for systemet kan skrives

hvor

pI-" = L kI-" Ni(k)
k,i

(+ uendelig konstant) (.5.23)

J
d3k

~ == (21l' )32kO
k

Fotontilstande fås ved at lade skabelsesoperatorer virke på vacuumtilstanden

og disse er normeret på sædvanlig kovariant måde:

(5.24)

(5.25)

Det er endvidere klart, at fotoner adlyder Bose-Einstein-statistik, således som vi har
behandlet dem.

5.3 Fotonens kvantetal

Lad os først bestemme spinnet af en foton samt dens helicitetstilstande. Hertil skal vi
undersøge feltets transformationsegenskaber under rotationer. Lad os tænke på en foton
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med k = (O. O. k) langs ;J-aksen. For at finde heliciteten af tilstanden Ik. 1) og ik.2) skal
\'i så undersøge virkningen af h, som jo er det samme som heliciteten:

Altså spørger vi først om feltets transforma.tionsegenskaber under en infinitesimal ro
tation af størrelsen by omkring 3-aksen.

Fra diskussionen i kap. 2.2 gælder under en rotationstransformation

A'(i') = Ut(R)A(Rx)U(R) = RA(x)

hvor

[
l +by O]

R = -bip l O
O O l

.5 ')6)\..-

og hvor U(R) er den uni tære operator, der udfører rotationen 2. For en infinitesimal
rotation er den på formen (jfr diskussionen i afsn. 3.8).

hvoraf
A'(Rx) = A(Rx) - i8ip[J3 , A(Rx)]

Men af (5.26) fås
A~(Rx)

A~(Rx )
A;(Rx)

hvoraf
[J3 , A.1(Rx)]
[J3 , A2 (Rx)]

Vi bruger nu planbølgeudviklerne af feltet

A1(x) + 8ipA 2(x)
A 2 (x) - 8y A 1(x)
ib(x)

+iA2(x) }
-iA1(x)

(5.27)

A1(x) - L [E~(k)ai(k) e-i(kOxO-k.x) + t~(k)a;O~) e+i(koxo-f.x)]
k,i

A1(Rx) - L [E;(k)ai(k) e-i(kOxO-k.(RX)) + h.c.]

k1i
(5.28)

(h.c. = hermitesk konjugeret). Nu er selvfølgelig k· (Ri) = (R- I k). i, da skalarproduktet
er rotationsinvariant. Hvis vi derpå erstatter summationsvariablen k med Rk (hvilket er
lovligt, da k --+ Rk er en orthonormal transformation), får vi

A/(Rx) = L [E;(Rk)ai(Rk) e-i(kOxO-k.x) + h.c]

k,i

2lfølge diskussionen i kap. 2, afbænger U af en hel 4 x 4 Lorentz-transformationsmatrix. Den matrix,
der hører til rotationen har triviel opførsel for så vidt angår tidsdelen.
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Vi interesserer os nu for rotationer om z-aksen samt for sådanne fotontilstande, som
har k langs z-aksen. For disse er Rk == k. Indsættes i (5.27) fås derfor for sådanne R og
1:::

~i f T [h, ar]

~i 1'7 [J3 , at]

. ~ 2 t+z . fa·
~l t

'L l t-z fa·l l l

men da k = (0,0, k) og derfor El = (1,0, O) og E2 = (0,1, O) fås

[J3 , at]

[J3 , a~]

= +ia~}
. t

= -zal
(5.29)

Disse ligninger viser 1 at tilstandene Ik, 1,2) ikke svarer til tilstande med bestemt helici
tet. Grunden er 1 at vi har valgt reelle polarisationsvektorer svarende til planpolariserede
bølger. For at få helicitetstilstande må vi vælge cirkulært polariserede bølger. Vi definerer
(for k112)

a± 72(al =f ia2) t_l ( t ± . t)

}
a± - 72 al 202

(.5.30)
72( El ± iE2) .,.. l C ._)f± f± = 72 1'1 =f Zf2

Så er
Elal + E2a2 E+a+ + E_a_ og
- t - t E"'at +E"atfla l + f2 a2 + + --

(5.29) kan så skrives
[J31 al] = ±al

Tilstandene Ik, A) = atlO) , A = ± har derfor helicitet = ±1 :

(5.31)

Af (5.14) kan vi finde fotonens ladningskonjugerings-kvantetal. Af

CA(x)C- l -A(x) følger straks

og derfor

CalC- l -al

Cif, ±) = -Ik, ±) (5.32)

dvs fotonen har C = -1.
Spørgsmålet om fotonens indre paritet er mere subtilt. Anvender vi paritetsoperatoren

på en fotontilstand med bestemt impuls (planbølge-tilstand), får vi en ny tilstand med
modsat impuls, altså ingen egentilstand. For massive partikler kan vi løse problemet ved
at gå til hvilesystemet, men det duer selvfølgelig ikke for en masseløs foton. For at få
en egentilstand af paritetsoperatoren, må vi derfor se på tilstande, der er dannet som
superpositioner af forskellige impulstilstande: såkaldte multipol-tilstande. For sådanne
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kan paritets-egenværdien nok beregnes, men det bliver i nogen grad en definitionssag
!l\'iklet bidrag vi anser for at hidrøre fra fotonens "indre" paritet.

I en gauge som vores, hvor .1° == Omens der jo altid gælder

p ,4( i, t)p-l = - A( -.r, t)

virker det måske rimeligt at tildele fotonen en indre paritet af værdien -1. Denne sædvane
vil vi følge, uden at gå det tekniske apparat igennem, der kræves for at indføre multipol
formalismen, Men denne er strengt taget nødvendig for alvorligt at kunne udlede udvalgs
regier haseret på paritetsinvarians.

5.4 Relativistisk kovarians og gaugeinvarians

Vores gaugebetingelser og vores valg af polarisationsvektorer har refereret til et bestemt
inertialsystem. Det er derfor ikke klart, at en behandling startende fra et andet inertialsy
stem vil give samme resultat for de fysiske observable, som vi senere skal lære at beregne.
Der er derfor grund til at søge en eksplicit kovariant formulering. Denne giver også de
simpleste praktiske regninger i de fleste tilfælde. Det er en sådan kovariant formulering,
vi nu skalopstille.

De fysiske fotoner, vi har behandlet, var transversale i den forstand, at deres pola
risation~vektor EJ-' havde EO = O og E .1. k. Vi skal nu indføre to nye rent matemati
ske "spøgelses-" eller "gaugefotoner" . I vores inertialsystem har den ene (den skalære)

Ea f=. O, E = 6, og den anden (den longitudinale) har E
O = O og E1lk. Disse "fotoners"

rolle er udelukkende at gøre formalismen eksplicit kovariant. Deres egenskaber vælger
vi omhyggeligt, sådan at de (a) ikke giver anledning til nogen ændring i de observable
størrelser, og (b) gør de praktiske regninger og formalismen mere elegant.

For at motivere behandlingen kan vi først tænke på en vilkårlig proces, i hvilken der
skabes en fysisk, transversal foton med 4-impuls kP, og polarisationsvektor EIJ., Som vi
siden skal se, er amplituden, M, herfor lineær i EIJ. :

hvor koefficientamplituden MIJ. er uafhængig af fotonens polarisationstilstand. Overgangs
sandsynligheden er så bilineær i EJ-' (pånær kompleks konjugering):

Hvis vores eksperimentelle opstilling ikke kan skelne fotoner med forskellig helicitet,
er antallet af begivenheder givet ved

Vi skal siden se, at vores regneregier for AIIJ. automatisk gør denne størrelse til en
4-vektor. Hvis derfor "polarisationstensaren" Pfv var en Lorentz-tensor, ville antallet af
begivenheder eksplicit være invariant. Men Pfv er absolut ikke en tensor, som den her er
defineret. Det er dette forhold vi nu skal råde bod på.
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Som sagt indfører vi to "matematiske fotoner": en skalær med polarisationsvektor Eb og
en longitudinal med polarisationsvektor Ej. Men vi vælger nu produktionssandsynligheden
for den skalære foton negativ og af samme størrelse, som produktionssandsynligheden for

den longitudinale. Dvs at alle sandsynlighedsudtryk bliver forøget med beløbet

IM(3W - IM(OW = °
som vi skriver

hvor vi, foruden polarisationsvektorerne ei og e~ for fotoner langs z-aksen:

ei = (0,1,0,0) og e~ = (0,0,1,0)

har indført de to nye
ej = (0,0,0,1) og E~ = (1,0,0,0)

Endvidere har vi vedtaget at behandle polarisationsindices foroven og forneden efter
Lorentz-metrik:

Så kan vores tidligere udtryk for sandsynligheden for at observere en foton uden hensyn
til dens polarisation skrives vha 3

Det er også klart, at vi har (summation over p)

(5.33)

og vi kan skrive for den modificerede polarisationstensar:

(5.34)

Vi har hermed opnået to ting: Pi-'l/ er blevet en tensor, og samtidig har vi automatisk
fået en forbindelse mellem kravet om kovarians (Lorentz-metrik) og minustegnet foran
"sandsynligheden" for produktion af skalære fotoner.

Men hvordan kan vi sikre, at IM(3)1 2 = IM(OW altid? Dette beror på, at det er en
følge af gaugeinvarians, at

(5.35)

Vi kan foreløbigt blot bemærke det plausible heri som følger: En gauge-transformation af
gaugepotentialet :

Ai-' ~ Ai-' + åi-'x

modsvares for fotoner, dvs i impulsrummet, løseligt af

3Bemærk at vores brug af kompleks konjugering af t'erne er overflødig for plan-polariserede fotoner,
da t'erne så er reelle. For cirkulært polariserede fotoner er t'erne komplekse, og kompleks konjugering
nødvendig.
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At en amplitude er gauge- invariant må så betyde. at hvis erstatter (il med fotonens t
impuls, kIL, får vi O. Også dette resultat skal vi siden vende tilbage til.

Men lad os nu se, hvad (5.35) betyder for en foton langs z-aksen, hvor kIL = (k, O, 0, k):

k(Alo + M 3) = O eller Alo = -lvl3

som sikrer os. at IM(3W - IM(OW = O.
Hermed har vi omskrevet vores ikke-kovariante formalisme til en, der er kovariant.

uden at ændre på de fysiske forudsigelser i det inertialsystem, hvor kvantiseringen blev
udført.

Vi kan endelig nedskrive vores 4-potential inklusive de ufysiske frihedsgrader (bemærk
at P = Oi summen)

3

AIl(.r) = L L [(~(k)aV(k) e-ih + e~'(k)avt(k)eikx]
k 1'=0

(,5.36)

Her er al(k) og a2 (k) de samme som vores tidligere operatorer al og a2. De ny operatorer
adlyder ombytningsrelationerne:

For /1,1/ = 1,2 stemmer disse overens med (5.21). For /1
kommutator mellem skabelses- og annihilationsoperatorer:

For /1 = 1/ = O derimod har vi

1/

(,5.37)

3 haves en sædvanlig

Den ejendommelige konsekvens heraf er, at hvis vi "skaber en skalær foton":

så får vi for normen af denne tilstand:

(k, 010, k) = (OlaO(k)aot(k)IO)

(Ol [aO( k), aot(k):IIO)

-1 (!!! )

Dette viser, at vi ikke har at gøre med et sædvanligt Hilbert-rum. Minustegnet er præcist,
hvad vi har brug for til at lade den skalære fotons bidrag til sandsynligheden blive negativ.
Den matematiske formalisme fungerer perfekt, men det er ikke muligt at tilskrive den en
fysisk sandsynligheds-fortolkning.

Under en Lorentz-transformation lader vi nu All transformere som en 4-vektor. I
det nye inertialsystem er gaugebetingelsen V . A = O almindeligvis ikke opfyldt. De
fysiske fotoner er derfor ikke simpelthen dem med polarisationsvektorer ei og e~. Det
er derfor ikke rigtigt, at eb og ej udelukkende beskriver ufysiske gaugefotoner. I dette



146 KVANTEELEKTRODYNA1'vfIK OG FEYNMAN-REGLER

nye inertialsystem er det visse nye linearkombinationer, der er fysiske og andre, der er
ufysiske. Alt dette behøver vi ikke at bekymre os om. Vi skal blot benytte den kovariante
polarisationstensor

(5.38 )

samt sikre os, at gaugeinvarianskravet

(5.39)

er opfyldt.
Valget (.5.38) kaldes Feynman-gauge-valget. Andre valg er mulige (og i visse situationer

nyttige). Alle andre valg viser sig at give anledning til udtryk af formen

hvor a er en 4-vektor, som muligvis afhænger af kvantiserings-inertialsystemet. Pga be
tingelsen (5.39) ser vi, at i udtryk for fysiske observable:

spiller disse ekstra gaugeled ingen som helst rolle. Vi skal komme tilbage hertil i afsn.
5.10.

5.5 Kovariant perturbationsteori

Vi begynder med at minde om den velkendte formalisme, som bruges til behandling af
"tidsafhængig perturbationsteori" . I vores tilfælde kommer tidsafhængigheden ind derved,
at vi forestiller os en begyndelsessituation med frie partikler i så stor afstand fra hinanden,
at de ikke vekselvirker. Vekselvirkningen er aktiv i et kort tidsinterval omkring kollisionen,
og sluttilstanden antages igen at bestå af frie partikler i stor indbyrdes afstand.

Det fysiske system, som vi især tænker på i dette kapitel, er systemet af et fermion
felt og et elektromagnetisk strålingsfelt, som udvikler sig efter QED-Lagrange-funktionen
(5.9). Men i vores behandling refererer vi foreløbig blot til et helt generelt fysisk system
med en Hamilton-funktion

H = Ho +HI (5.40)

der kan opdeles bekvemt i en "fri" del Ho og en "vekselvirkningsdel" HI, Vi har allerede
behandlet de frie Hamilton-funktioner for Dirac-feltet og for fotonfeltet og set, at de kunne
skrives på formen

Ho(fermion) = 2: [N(p, s) +N(p, s )]Po
p,S

Ho(foton) = 2: N(k, >.)ko
k,A

(5.41)

hvor N(p, s) og N(p, s) er antalsoperatorerne for fermioner og antifermioner med masse
m og Po = vp 2 + m 2 , medens N(k, >') er antalsoperatoren for fotoner med helicitet >.
og ko = Ikl. Disse Hamilton-funktioner følger af de to første (frie) led i (5.9). Sidste
led i (5.9) er vekselvirkningslagrangetætheden. Vi antager nu, at denne ikke indeholder
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nogen afledet af feltet. Denne antagelse er rent teknisk og formalismen kan (med bcs\'ær)
gennemføres uden den. Men det er åbenbart, at antagelsen er opfyldt i QED. I så fald
er de kanonisk konjugerede variables form uafhængig af, om vekselvirkningen er tilstede
eller ej. Det gælder så, at Hamilton-tætheden HI for vekselvirkningsdelen simpelthen er

(5.J2)

Hl = Jd3xH I (5.4:3)

Lad os nu betragte en vis tilstand af vores fysiske system i Schrodinger- billedet It Is,
hvor den jo er tidsafhængig. Vi udfører nu den kanoniske transformation til vekselvirk
ningsbilledet på sædvanlig måde:

Schrodinger-ligningen i Schrodinger- billedet lyder

(.5.44 )

(5.45 )

Tilstandene i vekselvirkningsbil1edet it)v defineres ved

eller

hvorefter (.5.44) bliver

å HHåH
i åt It)s = Ho e-It o It)v + i e-It o åt It)v = (Ho+ HI )e-lt o It)v

Heraf fås ved at virke med e+itHo

å ·H ·Hi-It) = e
lt

oH e-It o It) == H (nit)åt v I v [, V

hvor vi har defineret vekselvirkningshamiltonfunktionen i vekselvirkningsbilledet HI (t ),
hvorimod H[ er den tilsvarende tidsuafhængige operator i Schrodingerbilledet. Tænker vi
os HI givet som et polynomium i Schrodinger-operatorer, ser vi, at H[(t) er det samme
polynomium af de tilsvarende vekselvirkningsbilledeoperatorer.

Schrodinger-ligningen (5.45) løses formelt vha tidsudviklingsoperatoren U( t, to) :

med

It) v = U( t, to)ito)v

U(t,t) = 1

(5.46)

(5.47)

(5.48)

Denne operator er særdeles interessant for os, idet dens "grænseværdi" - passende defineret
for to ---+ -00 og t ---+ +00 - netop er S-matricen, som beskriver overgangen mellem
tilstande, der er simpelt specificeret hhv i en fjern fortid og i en fjern fremtid.

Af (5.46)og (5.45) fås straks

i %tU(t,to) = H[(t)U(t,to)
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Løsningen til denne ligning med randbetingelsen (5.47) kan umiddelbart nedskrives på
formen

U(t, to) = l - i rt
dt' H[(t')U(t', to) (5.49)

lta
Hvis H[(t) er "lille" i en passende forstand, fx ved at "koblingskonstanten" e i [,[ =

-e-;j: A~' er lille, så kan (5.49) løses ved iteration. Vi sætter to ---> -00 og får så de
successive approksimationer

u(O)(t, -00) = l

U(1)( t, -00) l - i l t
oo dt' H1(t')U(°1((, -00)

l - i l t

oo dt' H[(t')

U(2)(t,-00) l-i l t
oo dt'H[(t') + (-i)21

t

oo
dt'lt~ dtIH[(t')H[(t")

(5.50)

Vi indfører nu det vigtige begreb: Det tidsordnede produkt af to eller flere operatorer:

o
nar

o
nar

(5.51)

(Denne definition er kun nyttig, når A'erne er "Bose-operatorer". Det er netop tilfældet
med Hamilton-funktionen: I QED består den af to Fermi-operatorer og en Bose-operator:

For rene Fermi-operatorer defineres det tidsordnede produkt med et ekstra minustegn

men vi får ikke brug herfor.)
Vi kan nu skrive

for
for

(5.52)

U(t, -00) 1 - i ftoo dt' H1(t') + (_i)2 ft
oo

dt' ft~ dt"H1(t')H[( til) + ...
t t(1) t(n-l)

+ (-it foo dt(1) foo dt(2) ... foo dt(n) H[(t(1))HI(t(2)) ..... HI(t(n))

+ (5.53)

I integranden i sidste led er tidsargumenterne eksplicit ordnede: t(l) > t(2) > t(3) > ... >
t(n). Vi kan derfor uden videre erstatte integranden med

men denne funktion er klart symmetrisk i de variable t(i). Vi kan derfor anvende følgende
trivielle teorem, som gælder for en funktion f(Xl" .. ,Xn ), der er symmetrisk i alle sine
variable:
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s

(Bevis: Øvelse. Hjælp: For n > 2: tænk på permutationer af {Xl, :];2, ... ,In} som
liggende i intervallet [a, bJ).

Ved hjælp heraf får vi så

U(t. -x) 1 - i [t(X) dt' H[(t') + ~(-1:)2[too dtl[tx! dt I T{Hl(t'jH[(t")} ...

+ (-it~! [t(X) dt(1) [t(X) dt(2)·· .[t(X) dt(n)T{H[(t(l)jH[(t(2)j ... l![(t(n))}

+ (5.54)

og endelig får vi Dyson's formel for S-matricen, idet vi benytter, at

Jd3 x H[(x, t)

U(oo, -(0)

CXJ (_ijn j(X) j (X) j (X)

~~ _(X) d4Xl _(X) d4X2 ...... _(X) d4 xnT{H!(xd .. · H[(xn)} (5.55)

Idet vi husker, at H[ = -L[, kan vi også skrive dette simpelt og kompakt som

(5.56)

der skal forstås på den måde, at eksponentialfunktionen skal udvikles i sin sædvanlige
Taylor-række, derpå skal (J d4 x Ljn erstattes med et produkt af n 4-dimensionale inte
graler, og endelig skal T-operatortegnet virke på integranden.

I en systematisk fremstilling ville vi nu analysere matrikselementer af T-produkter af
feltoperatorer vha det sk Wick's teorem. Dette teorem fører derpå til opstilling af
Feynman-reglerne. Her vil vi indskrænke os til at studere et simpelt eksempel i de
talje: e+e- -t J-l+ fl- i laveste ikke-trivielle orden i perturbationsudviklingen. Vi vil bevise
Feynman-reglerne for denne ene proces og derpå i næste paragraf anføre Feynman-reglerne
generelt.

Det fysiske billede af processen (i laveste orden) vil vise sig at kunne beskrives bekvemt
ved Feynman-diagrammet, fig. (5.1). I en "fjern" fortid bevæger en elektron og en positron
sig mod hinanden med 4-impulser p~ og p~. Omkring "kol1isionstidspunktet" annihilerer
de og bliver til en "virtuel foton, ," med 4-impuls

kJl. = p~ + p~

Denne foton er virtuel i den forstand, at kJl.kJl. =I- O. Faktisk er

e == kJl.kJl. = (p_ + p+)2 = (totale c.m.-energi)2

som er en stor positiv størrelse i typiske moderne eksperimenter. Som eksempel kunne vi
tænke på en energi, PETRA-acceleratoren ved DESY (Hamborg) kunne præstere i 1980:
Ebeam = 1g GeV, svarende til

k2 = (2· 19GeV)2 = 1444GeV2
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Ifig. kvantemekanikkens usikkerhedsrelationer er det muligt for en foton at være så
langt væk fra masseskallen i et tidsinterval, der er af størrelsen

l l 26I::::.t '" - '" '" 1. 7 x 10- sek
I::::. E 38GeV

Hertil svarer også et rumligt område af størrelsen (c = ti = l)

l
I::::.R", c· I::::.t '" '" .5· IO- 18m = S X 10-3fm

38GeV

(,5.57)

(S,,58)

Hvis processen e+e- ----+ /1+/1- eksperimentelt opfører sig, som vi regner den ud efter QED,
kan vi derfor sige, at QED er testet ned til så små afstande og tider.

Går vi til de højeste LEP-energier ved CERN (1992), svarende til massen af Zo
partiklen, ca. 90 GeV, vil vi dels se afvigelser fra QED (endda yderst drastiske afvigelser,
svarende til eksistensen af ZO), dels også at disse afvigelser er beskrevet perfekt (inden
for måleusikkerheden) af GSW-teorien (kap. 8).

Vi kan også udtrykke det på den måde, at elektroner, positroner, myoner og fotoner
opfører sig som punktformede, strukturløse elementære partikler i den forstand, at de
beskrives ved et lokalt felt, som er en funktion af begivenhedspunkter (ikke områder).
Grænsen for disse partiklers indre størrelse, svarende til ZO-massen er ca. 2 x 10-3 fm,
eller ca. 2 promille af protonens størrelse!

Lad os nu gå tilbage til fig. (S. l). Efter at den virtuelle foton har levet i tiden af
størrelsesordenen (5.57), vil den "materialisere" sig til fysiske partikler. Det kunne være til
elektron-positronpar eller kvark-antikvarkpar, men nu spørger vi altså om amplituden for,
at slut tilstanden er et /1+ /1- -par med specificerede 4-impulser q+'" og q_'" og specificerede
spintilstande 0"+ og 0"_ (= ±1/2). Tilsvarende antages de indkomne partikler e- og e+ at
være i spintilstande s- og s+.

Vi søger altså et udtryk for S-matrikselementet

(5.59)

Det er bekvemt at indføre T-amplituden eller den invariante Feynman-amplitude ved
(jfr afsn. 1.2)

tid

Figur 5.1: Feynman-diagram for e+e- ~ /1+ /1- til laveste orden i finstrukturkonstanten.



hvor Il) og li) er begyndelses- og sluttilstande. medens Pj og Pi er de totale l-impulser i
slut- og begyndelsestilstanden, altså her

P/=p+il+p_P

Vha T-matrikselementet kan det differentielle tværsnit skrives (i c.m., jfr. (1.12:3))

(.5.61)

hvor dn c.m . er et rumvinkelelement for en af de udgående to partikler; Pj og Pi er de
numeriske værdier af hhv slut-3-impulsen og begyndelses-3-impulsen, og vs er den totale
energi i c.m. systemet, altså

5.6.1 2. ordens perturbationsteori

Vi vil nu bruge Dyson's formel (5.56) til at beregne S-matrikselementet (5 ..59) og bia se,
at et simpelt udtryk for UITli) hermed fremkommer. For 121 tager vi

(5.62)

hvorv\(x) og 1,b p (x) er Dirac-felter for hhv elektroner (og positroner) og for myoner.
Vi får for de tre første led i (5.56)

(5.63)

Det første led svarer til det første led i (5.60) og beskriver amplituden for, at der ingen vek
selvirkning har fundet sted. Det bidrager for det første aldrig til T-amplituden, og for det
andet har det selvfølgelig ingen matrikselementer mellem vores e+e- -begyndelsestilstand
og vores f-l+ f-l- -sluttilstand. Andet led bidrager heller ikke til de matrikselementer, vi
studerer: All (x l-feltets annihilationsoperatorer vil give 0, når de virker på begyndelse
stilstanden (som ikke indeholder nogen foton), og dets skabelsesoperatorer vil af samme
grund give O, når de virker på sluttilstanden.

Første ikke-trivielle bidrag får vi af 3. led i (5.63). Vi skriver

(/l- /l+ISle-e+) :::: -~e2(1-l- fl+\ Jd4x d4 y

T{(1/;e(x) 4(x)1/;e(x) + 1/J 1L (x) 4(x)1/;IL(x»

(Øe(Y) 4(y)1/;e(Y) + 1/;1L(Y) 4(Y)1/JIL (y»}le-e+) (5.64)

Integrandens led af formen 1/;e(x) 4(x)1/Je(x)1/;e(Y) 4(Y)1/Je(y) vil give O, da det ikke skaber
nogensomhelst I-l-excitationer (I-l± partikler), og derfor er orthogonal på sluttilstanden.
Tilsvarende vil leddet med fire myon-operatorer give O. Tilbage bliver to led med to
e-operatorer og to /l-operatorer. Deres sum er symmetrisk i x og y, så vi får
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Dette udtryk skal vi nu udregne, idet vi bruge" de ombytningsrelationer, som gælder
for frie felter - det er jo ideen i perturbationsudviklingen. Specielt vil vi udnytte, at
l/'e(.r) kommuterer med Ap:(x) og A1,(y) og antikomm1derer med VJ IJ og 1/'1': tilsvarende for
?/J e ,1/J1J og 'l/;IJ' Når vi derfor først betragter virkningen af 1/J e(x) og we(x) i ovenstående
matrikselement, ser vi, at det er den samme som i matrikselementet

(5.65)

Vi bruger nu 4

p,S
og

p,S

I matrikseIementet (5.65) er det kun annihHationsoperatorerne, som kan bidrage, og vi
får

Jd4x AI'(x) ~~ ,vs,(p'hl'us(p)e-iX(P+P')(Old(p',s')b(p,s)le-(p_,s_),e+(p+,s+))
P,S,P ,s

Nu er
ie-(p-,s-), e+(p+,s+)) = bt(p_,s-)dt(p+,s+)IO)

idet vi bemærker, at rækkefølgen af fermionerne har betydning for fortegnet: Den partikel,
som står længst til højre, er skabt først. Men

(Old(p', s')b(p, s)bt(p_, s_)dt(p+, s+)IO) = (Old(P', s'){b(p, s), bt(p_, 3_)}dt(p+, s+)IO)

idet nemlig det ekstra led giver 0, når bt antikommuteres gennem d og virker på (Ol. Nu
er

{b(p, s), bt (p_, s-)} = 8ss_Dpp_

og idet vi bruger samme trick på ddLieddet, får vi

Jd4 A ( ) " - ( .... ') I' ( ;:;'\ r r .. r -ix(p+p')
X Il. X ~ ~ I V s' P i U s pjOss_OpfLUs's+0p'p+e

P,s,p ,5

Jd4x AIJ( X )e-ix(p-+p+)vs+(p+ )rl'us_(p-)

- Jd4 x AJ1.(x)e-ixPivs+(p+hJ1.usjp_)

En fuldstændig tilsvarende behandling af j.L-feltet giver

+Jd4 y Al'(Y) e+ iyPf u<1_ (q _hl'VIj+ (q +)

For det samlede S-matrikselement finder vi så

(5.66)

(5.67)

4b'erne og d'erne skulle her egentlig have passende e-indices på sig for at vise, at talen er om
elektronfelt-operatorer. Tilsvarende for myonfelt-operatorer. Vi søger at simplificere notationen i håb
om at undgå misforståelser



og

5.6.2 Fotonpropagatoren

Det sidste dobbelt-integral er stort set fotonpropagatoren (se nedenfor), og vi skal nu
udregne dens værdi. Matrikselementet beskriver en situation, hvor en foton skabes på
stedet ,lj til tiden Yo (hvis Yo < .TO) og derpå annihileres på stedet x til tiden xo (for
,l'o < {jo ombyttes skabelse og annihilation). Det er dette fænomen, som i Feynman
diagrammet (-j. l ) er beskrevet ved fotonlinjen (bølgelinjen), der forbinder de to punkter.
Vi ser, at den fulde amplitude fås ved at summere (dvs integrere) over alle muligheder.
for at denne skabelse og annihilation kan forekomme. Amplituden indeholder desuden en
faktor, som beskriver amplituderne, for at e+e- annihileres under skabelse af den virtuelle
foton:

evs+(p+ )r·Jl.us_(p-)

samt en faktor, der beskriver amplituden, for at fotonen annihileres under skabelse af et
Il-par:

euajq+)-(va+(q+)

Vi udregner nu fotonpropagatoren, idet vi benytter (P = O)

A"(x) = L [E~(k)aP(k) e-ih + E~'(k)apt(k) e+ ikX
]

k

[aP(k), aa t (k ')] = _gPa Ork I

Først bruger vi translationsinvarians til at skrive

(OIT{A,,(x)A,,(y)}IO) = (OIT{A,,(x - y)A,,(O)}IO)

og derefter skifter vi variable fra (x,y) til (z,y), hvor z == x - y:

der viser, at der i processen er total4-impulsbevarelse som en følge af translationsinvarians,
jfr. (5.60). Fra (5.60) finder vi så også

iUITli) = -e2vs+(p+h"us-(p_)'ua-(q _hvva+(q +)D",,(Pd

hvor

Jd4z e-iP,z (OIT{A,,(z )A,,(O)} IO)

Jd4 Z e-iPiZ DJl."(z) (5.68)

og hvor vi har indført propagatoren i konfigurationsrummet DJl."(z) og i impulsrummet,
D"" (P;). Vi skriver nu

(5.69)

hvor O-funktionen

O(zo) = { ~ for
for

Zo > O
Zo < O
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har samme virkning som T -produktet. Af planbølgeudviklingen for fotoner har vi så

(OjAIi(z )A,(O) IO) = :L <' (t:: /)e-ikl'Zt~' (t::) e+ik'O(Olapl (k /)a~( k) IO)
k,k I

p,p'

2: <' (k /)t~' (k)e- iklz
( -gplp)8k,k 1

kk'
p',p'

hvor vi har benyttet (5.33), og hvor w == Ikl.
Dette udtryk skal vi nu indsætte i (5.69), men desuden behøver VI

repræsentation for B-funktionen

B(t) = lim Joo du_z_'_e-iut

(.-0+ -00 211" U + it

(5.70)

følgende

(5.71)

At denne formel er korrekt ses let således: For t > O kan vi lukke integrationsvejen med
en stor halvcirkel i den nedre komplekse halvplan i u-planen, thi her er, idet u = UR + iur

med UR og ur < O reelle,
-iut = -iuRt + urt

hvor sidste led er negativt for t > O, således at integralets værdi på denne halvcirkel er
forsvindende. Integrationsvejen indeholder polen ved u = -it (t > O), og residuet er
+i /211". For integralets værdi fås derfor

. l
B(t) = -21l"l X (-) = +1

211"

hvilket er det ønskede. Minustegnet hidrører fra, at vi har integreret rundt om polen i
negativ retning. For t < O kan vi tilsvarende lukke integrationsvejen i den Øvre halvplan,
men her er ingen poler, og 8(t) = O, hvilket også er det ønskede.

Vi skifter nu integrationsvariabel fra u til kO -w, hvor kO er den ny fri variable, medens
stadig w = Ikl. Læg altså mærke til, at det, vi hidtil har kaldt P = Ovar størrelsen w 2

- k2
•

Nu derimod, reserverer vi navnet k2 til (kO)2 - k2, der udmærket kan være forskellig fra

nul, da kO er en helt fri variabel: (w, k) =1= (k°,k). Så får vi

Tilsvarende fås

= _g J d
4
k _1_ i e+ikz

11.11 (211")4 2w kO - w + it

J d4k 1 i -ikz

-gj.1.V (211")42w -kO _ w + it e
(k -+ -k)(5.73)



Disse to bidrag skal nu adderes. 'li har (på nær E-led i tæller)

l ' ?
_[ l l] = .~ :.-"""
2u..' kO-w+iE + -ko-w+iE 2w (kO)2_(w-iE)2

hvor E' == 2:""'E > O. da w > O. Men w 2 == k2
, så vi har endelig

hvor P == k~ki1 = (kO)2 - k2.
For D~L!(Pi) i (.5.68) finder vi så

og vi er så færdige til at nedskrive det endelige T-matrikselement

(5.74)

(5.7-5)

Dette matrikselement kunne vi nu evaluere fx ved at benytte de eksplicite løsninger for
u'erne og v'erne og i-matricerne i kap. 3. Herefter kunne T-matrikselementet indsættes i
(5.61), og tværsnittet beregnes. Denne metode er meget besværlig. Navnlig i situationer,
hvor begyndelsestilstanden stammer fra beams med lige mange partikler med spin r og
spin 1 (upolariserede beams), og hvor tilsvarende detektorsystemet ikke kan se forskel på
partikler med forskellige spin, findes der langt enklere metoder til at udregne absolutkva
dratet af (5.76). Dem skal vi lære om j afs..5.8



156 KVANTEELEKTRODYNAMIK OG FEYNMAN-REGLER

5.7 Feynman-reglerne for QED

I denne paragraf vil vi angive en kogebogsforskrift for, hvorledes matrikselementer af
QED-processer beregnes. Vi vil stort set kun tænke på laveste ikke-trivielle orden. Vores
eneste "bevis" for disse regler bliver en henvisning til udledeIsen af e+e- ~ fL+ fL- i forrige
afsnit, men det skulle efter denne gennemgang være plausibelt, at et generelt sæt af regler
kan bevises.

Først tegnes "alle" Feynman-diagrammer, som man agter at tage hensyn til. I princip
pet vælger man en bestemt orden i e, som man ønsker at regne til, og derefter nedtegnes
alle diagrammer med dette antal vertexer. Et vertex er et punkt i diagrammet, hvor en
fotonlinje:~ møder en fermionlinje: således:

vertex: I diagrammet er underforstået en tidsret-
ning (vi vælger den fra venstre til højre). Fermioner repræsenteres ved fuldt optrukne
orienterede linjer med pil i samme retning som tiden. Antifermioner med fuldt optrukne
linjer med pil i modsat retning af tiden:

fermion

anti-fermion

foton

Først tegnes lige så mange fermion-, antifermion- og fotonlinjer i venstre del af diagram
met, som der er tilsvarende partikler i begyndelsestilstanden li), og analogt behandles If)
i højre side af diagrammet.

Derpå færdigt egnes diagrammet, idet det forlanges opbygget af sammenhængende
fermionlinjer og fotonlinjer, der enten forbinder to vertexer eller forbinder et vertex med
en foton i li) eller If). Kun sammenhængende diagrammer behøver at blive undersøgt.
To diagrammer, som er topologisk ækvivalente, regnes ikke for særskilte. Som eksempel
kan vi tegne en topologisk ækvivalent version af fig. (5.1): fig.(5.2).

Når hvert af de mulige diagrammer er tegnet, tilordnes de en talværdi efter ne
denstående Feynman-regler. Derefter adderes værdierne for hvert diagram, og resultatet
er T -matrikselementet

iUITli)

Hvert linjee1ement i Feynman-diagrammet tildeles en 4-impuls. For de ydre linjer giver
tilordningen sig selv. For de indre vælges en orienteringsretning, og deres 4-impuls udreg
nes, idet der forlanges 4-impulsbevarelse i hvert vertex. For fermioner er det ofte bekvemt
at lade fermionpilen angive den retning, 4-impulsen flyder. Men bemærk herved, at en
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antifermion med 4-impuls pi" (po> O) har en 4-impuls af størrelsen _pil langs pilens
retning.

Desuden tildeles hvert vertex et græsk bogstav - et Lorentz-indeks mellem Oog :3. samt
to Dirac-indices mellem l og 4, nemlig et før vertexet og et efter (regnet i fermionpilens
retning).

lJerved kan vi nedskrive samtlige diagramelementer samt deres tilordnede sym
bolværdi. Dernæst skal vi forklare, hvorledes elementerne sammensættes i et forelagt
Feynman-diagram:

(a = 1.2, ;3, 4 = Dirac-indeks, p = polarisations-indeks, I-l = Lorentz-indeks)

r. Ydre linjer i li):

•
•

rI. Ydre linjer i In:

Ua(jJ, s)

v(p, s)

E~( k)

(indkommende fermion)

(indkommende antifermion)

(indkommende foton) (.5.77)

•
•

III. Vertexet:

a

IV. Propagatorer:

Ua(p, s)

va(p, s)

-EIlP*(k)

b

(udgående fermion )

(udgående antifermion)

(udgående foton) (5.78)

(5.79)

k
I-l ~1I

P
a b

. 1-''' 1 (f )-lg k
2

' otonpropagator+lE

(i _ i(p + mha
p- m + iE)ba - p2 - m 2 + iE

(fermionpropagator) (5.80)

Værdien af et Feynman-diagram er nu simpelthen produktet af alle diagramelementer
nes værdier, summeret over indre Lorentz-, Dirac- og polarisations-indices. Det er ofte
bekvemt at undlade at nedskrive Dirac-indices, men i stedet bruge matriksprodukt skri
vemåden. Fx skrev vi i (5.76) v"tu i stedet for (v)a(-yl-')ab(U)b.

Reglen er her som følger:
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Hver fermionlinje giver anledning til et komplekst tal af form som et "lukket" matriks
produkt, dvs et udtryk af formen

(adjungeret spinorrække) (diverse ,,-matricer) (spinorsøjle).

Produktet findes ved at følge fermionlinjen fra dens slutning til dens begyndelse imod
pilens retning og nedskrive diagramelementerne efterhånden. Alle andre diagramelemen
ter er c-tal, og deres placering er underordnet.

Pga fermionoperatorens anti-kommutationsegenskaber gælder særlige regler om ekstra
fortegn, når der er flere ydre fermionlinjer. Der gælder følgende regel, idet vi forlanger at i
alle diagrammer hørende til samme proces skal de ydre fermionlinjer forekomme i samme
rækkefølge regnet fra oven og nedefter (denne rækkefølge kan naturligt være rækkefølgen
for fermionerne i li) og II)):

V. Ekstra fortegn:

For hver gang to fermionlinjer krydser hinanden, multipliceres amplituden med -l.
For hver antijermion, der passerer kontinuert fra begyndelses- til sluttilstanden, multipli
ceres amplituden med -l.

Fermionloops giver også en ekstra faktor -l, men vi vil næsten ikke her beskæftige os
med dem i dette kursus.

Det ses nu umiddelbart, at Feynman-diagrammet (5.1) vil give anledning til ampli
tuden (.5.76). Det er også klart, at der ikke er andre mulige diagrammer med blot to
vertexer.

Af diagrammer med fire vertexer er der mange (hvorfor er der ingen med tre?). Vi
givet et par eksempler i fig. (.5.3) Det første diagram viser en sk vacuumfluktuation. Ifølge
vores regler skal det ikke tælles med. Det fortæller os noget om, at det fysiske vacuum 
i forhold til hvilket vi regner - er mere indviklet end som så, men man kan vise, at dette
"fysiske" vacuum i perturbationsteorien stort set blot afviger med en fase fra det simple
vacuum.

De andre diagrammer indeholder allesammen lukkede løkker (closed loops). Dette
giver anledning til 4-impulsværdier i disse, som ikke er specificeret af de ydre 4-impulser.
Reglen er, at der skal integreres over sådanne uspecificerede 4-impulser [J.L med vægten

Desværre viser det sig, at visse sådanne bidrag giver anledning til divergente integraler!
Imidlertid er det muligt at give en fuldstændig entydig omfortolkning af teorien.

Det kan nemlig vises, at teorien sådan som vi har formuleret den, indeholder størrelser,
som principielt ikke kan observeres, fx forholdet mellem den ladning, "elektronen virkeligt
observeres at have", og den ladning, "den ville have haft, hvis der ingen elektromagnetiske
vekselvirkninger havde været". Som følge af disse vekselvirkninger vil jo nemlig elektro
nen omgive sig med en sky af ladning hidrørende fra, at de virtuelle elektroner i vacuum
frastødes, medens positronerne tiltrækkes (vacuumpolarisation). Det er muligt eksperi
mentelt at trænge delvist ind i denne ekstra ladningssky, og effekten heraf kan måles og
beregnes. Men det er ikke muligt helt af fjerne effekten.
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Det kan vise, at alle divergerende integraler kan skjules konsistent i sådanne størrelser.
som principielt ikke kan observeres. Bedre: ved omhyggeligt at formulere teorien så
den kun refererer til observerbare størrelser, forsvinder "problemet" med de "divergente
integraler" helt. Denne omformulering af teorien kaldes renormering. Den spiller kun en
rolle i højere ordener, og vi skal ikke beskæftige os med den i nogen detalje i dette kursus.

Om fermionpropagatoren

(P - m + ic)

nævner vi blot, dels at den fås som den Fourier-transformerede af

i analogi til den måde fotonpropagatoren opstod på, dels at vi kan tænke på den som den
inverse Dirac-operator i impulsrummet. I x-rummet er Dirac-operatoren

(i Ø-m)

og i impulsrummet
(p - m)

Propagatoren er (på nær faktoren i) den inverse hertil. Singulariteten ved p2 = m 2 skal
undgås vha den anførte +ic-forskrift. Tilsvarende kan vi opfatte fotonpropagatoren: I
Lorentz-gauge å"A" = O lyder de klassiske bevægelsesligninger:

(O == ~2 - åt = _å2
) eller i p-rummet

Den til p2 inverse operator er netop fotonpropagatoren (igen på nær i).
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e

Figur 5.2: Topologisk ækvivalent version af foregående diagram.

\

Figur 5.3: Eksempler på Feynmarrdiagrammer med 4 vertekser.



5.8 REGLER FOR BEREGNING AF TVÆRSNIT

5.8 Regler for beregning af tværsnit

161

I alle de situationer, som vi skal interessere os for, har vi at gøre med upolariserede
partikler i begyndelsestilstanden. I sådanne tilfælde er vi derfor kun interesserede i gen
nemsnitsværdien af IUITli)1 2 midlet over alle begyndelsesværdier af spin. Tilsvarende
interesserer vi os kun for eksperimenter, hvor tælle-detektoren giver signal uanset slutpar
tiklernes spin. Vi er derfor kun interesserede i summen af alle IUITliW-værdier. hørende
til forskellige slutspintilstande.

Det viser sig nu, at udtryk af formen

2.)usf lUs' )(usf2 us')*
8,S'

(.5.81 )

samt tilsvarende udtryk, hvor det ene eller begge u'er er erstattet af v'er, kan udregnes
efter en række simple regler, som vi nu skal skitsere udledeIsen af.

Vi kan omskrive (5.81) som følger:

L(usflUs,)(usf2us')* = L(usflUs,)(u1,f!(r'o)tus) = L(usflUs,)(Us,f'2Us)
s.s'

hvor

(jfI'. (:3.73)), og hvor der gælder

s,s' s,s'

(f/J-V = (J /J-V 15 = -,5 zr.5 = z,s (.5.82)

Videre har vi så for (5.81)

(5.83)

hvor vi har underforstået summation over Dirac-indices, og hvor sporet af en matriks er
defineret ved

Tr{A} == LAi

Det viser sig m.a.o. nyttigt at udregne spinsummerne

(5.84 )

(5.85 )
s s

(bemærk at disse er 4 x 4-matricer: søjle x række).
Der gælder nu

(5.86)

Disse ligninger vises let ved at bemærke, at der for både venstre- og højre-siderne gælder

A+(p)us(p) = 2m us(p)

A+(p)vs(p) = O

U:s(p)A+(p) = 2m us(p)

vAp)A+(p) = O (5.87)

samt A+(p)2 = 2mA+(p) (dvs A+ er en projektionsoperator). For at bevise dette skal
man ganske enkelt anvende Dirac-ligningen og normeringen af spinorer

us(p)us' (p) = 2mbss"
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L 1(/1-/1+ ITle-e+W
,+s_

0"+0"_

Tilsvarende for A_ (p).
Vi er nu i stand til at nedskrive et simpelt udtryk for absolutkvadrater af vores am

plitude for e+e- ~ /1+/1- (5.76):

(s == P? = PJ = kZ
) eller, idet Tr(AB) = Tr(BA)

4

ezTr{(p_ + mehIJ-(p+ - meh"}
s

5.8.1 Feynmanregler for amplitudekvadrater

(.5.88)

Inden vi angiver reglerne for beregning af disse spor, angiver vi en simpel regel, hvorefter
udtrykket (5.88) direkte kan nedskrives uden først at nedskrive amplituden efter Feynman
reglerne:

I almindelighed vil T være givet som en sum af bidrag hørende til forskellige diagram
mer:

og
ITI Z = (TI + Tz + ...)(T1* + T; + ...) = IT1 1

z + 2Re(T1T;) + ...
Vi angiver en regel for at nedskrive realdelen af TIT;:
Tegn Feynman-diagrammet hørende til TI, Tegn en lodret linje til højre for det. Tegn

det spejlvendte diagram af det, som hører til Tz og vend herunder alle fermionpile og 4
impulsretninger. Forbind de to diagrammers linjer, således at linjer med samme 4-impuls
hænger sammen over den lodrette streg.

Værdien L:spin Re(T1T;) fås så ved at bruge Feynman-reglerne på dette sammensatte
diagram, idet der gælder flg. ekstraregler:

(5.89)

Hver fermionloop bidrager med en faktor -1. Krydsende fermionlinjer bidrager eks
tra faktorer -1. Alle ±i faktorer udelades fra Feynman-reglerne (eller om man vil: de
optræder i det spejlede diagram i komplekst konjugeret skikkelse).

Lad os illustrere processen på e+e- ~ /1+/1- (fig. (5.4)). Myonloopen giver os en
faktor

-Tr{11"( ti- + mIJ-hIJ-( - ti+ +ml') }eZ

elektronloopen giver faktoren

og de to fotonpropagatorer giver faktorerne

og
s
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hvorved (5.88) påny reproduceres.
Denne metode skal vi vise et par eksempler på i det følgende. Det er dog ofte næsten

lige så nemt at "udlede" reglen i hvert enkelt tilfælde.

5.8.2 Regler for beregning af spor af gamma-matricer

Vi angiver nu en række regneregIer for spor og for ,-matricer. Beviserne henvises til
øvelserne:

Tr(I)

Tr( p f')

Tr( PI P2 P3 P4)

hvor af er 4-vektorer.

Tr(A2 A3 ... AnAd = ...
(cyklisk invarians)

4

4a· b

4[(al . a2)(a3' a4) - (al' a3)(a2 . a4) + (al' a4)(a2 . a3)](5.90)

Tr{ ,lJ.l . ,IJ.2 ... ,lJ.n} = O for n ulige (5.91)

'IJ. p,lJ.

'IJ. P f',1J.

!IJ. P f' I,IJ.

-2 P
4a· b

-2 1}5 P (5.92)

5.8.3 Det endelige udtryk for tværsnittet for e+e- -+ f-l+ f-l- til
laveste orden

Vi vender nu tilbage til beregningen af e+ e- -+ f.l+ f.l-. Det er bekvemt at indføre den
totale c.m. 4-impuls

(5.93)

til fordel for p+1J. og q+lJ.. Vi får så for myonsporet

hvor 7]// er en 4-vektor, hvis v-komponent = 1, alle andre = Oi det aktuelle inertialsystem.
Vi bruger nu sporreglerne (5.90) og (5.91)

wlJ.//(muon) Tr{ II" n- 11// ,IC} - Tr{ II" n- 11// n-} - m~Tr{ I1IJ. liv}

4[(q_)"kv - g,,//k· q_ + (q-)vk" - (q-),,(q-)v +g"vq~

(q-)IJ.(q-)v - m:glJ.vJ
= 4[(q_)lJ.kv + (q_)//klJ. - 2(q_)IJ.(q-)v - glJ.//k· q-J (.5.94)

P å tilsvarende måde findes elektronsporet

w"V(elektron) = Tr{,"(]L +me)JV(p+ - men
4[P~k// + p"-klJ. - 2p~p"- - glJ.Vk· P_J; (.5.95)
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wlll/(myon)wlll/(elektron) 16[2(p_ . q_)k2

+ 2(q_· k)(p_ . k) - 4(p_ . q_)(p_ . k) - 2(q_ . k)(p_ . k)

4(p_ . q_)(q_. k) + 4(q_· p_)2 + 2q~(k· p_)

2(p_ . k)(q_ . k) + 2p~(k· q_) + 4(k . q_)(p_ . k)]

16[2s(p_ . q_) + 2(p_ . k)(q_ . k)

4(p_ . q_)(p_ . k + q_ . k) + 4(q_ . p_)2

+ 2m;(k. p_) + 2m;(k. q-)] (5.96)

Vi udregner dette i c.m. systemet, hvor vi sætter (se fig. (5.5))

p_/l = (E,O,O,P(e)) , p+/l = (E,O,O,-P(e))

q_Il = (E,O,p(/l) sin O, P(Il) cos O) , q+1l = (E,O,-p(/l)sinO,-p(/l)COsO)

kil = (2E, O) == (VS, O) , P(e) = E· f3e, P(Il) = E . f31l (5.97)

Her står f3 for hastighed i enheder af lyshastigheden og indices (e) og (/-l) refererer til
partikelnavne og må ikke forveksles med Lorentz-indices. Heraf fås

p_ . q_ E2(1 - f3ef3/l cos O) = ~ s(l - f3ef31l cos ())
p_ . k = ~s = q_ . k

Herefter fås

Hvis vi derefter midler over de fire mulige spintilstande for le+e-) og summerer over de
fire mulige spintilstande for l/-l+ /-l-), får vi

Vi indsætter dette udtryk i formlen for det differentielle tværsnit (5.61)

(5.98)

Vi kan let finde det totale tværsnit

idet
dO = d<jJd cos ()

Udtrykket for ~~ er uafhængigt af <jJ, så vi får

(5.99)
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For højenergetiske eksperimenter, hvor E = tylS» miJ.' Ine kan vi negligere sidste led
og sætte Se = SiJ. = 1. Vi får så

+ _ + _ _ 40:2 7r 87nb
O'(e e -+ /1 /1 ):::::' O'pt = ~ = s/(GeV)Z (5.100)

hvor vi brugte o: :::::' 1~7 til sidst og indførte GeV-enheder. Index, pi står for point cross
section, og refererer til en approksimation i hvilken ingen længde (eller masse) indgår.

(Øvelse: - enheden nb = nanobarn betyder IO-37 m2 ).
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///' .....,-,
/ """""

q- q- p-

k fl .2
fl' k v'

fl+ /'
-q+ -q+

-p
e+, -p

"~----....

Figur 5.4: "Feynman-diagram" for kvadratet på amplituden for e+e- -+ fl+ p- til laveste
orden.

y

z

Figur 5.5: Koordinatvalg for spredningsprocessen, e+e- -+ fl+ fl-
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Som et sidste eksempel til illustration af hele vores nyerhvervede formalisme betragter vi
e+ C ~ e+ e- i laveste ikke-trivielle orden. Denne proces kaldes Bhabha-spredning. Den
har den principielle interesse, at den er velforstået og rimeligt bekvem at måle1 hvorfor den
kan bruges til at måle den "effektive" luminositet (et mål for hvor mange partikler, der
har mulighed for at støde sammen hver gang de to "bunches" af henholdsvis elektroner og
positroner passerer igennem hinanden) i en e+e--accelerator som f.eks. LEP ved CERN.
Der er to Feynman-diagrammer, se fig. (5.6). Vi indfører sædvanlige Mandelstam-variable
(jfr. kap. l):

s

t

u

(PI + pz)z = (p~ + p;)2
(PI - p~)Z ::: (p; - Pz)Z
(PI - p;)2 ::: (pz _ p~)Z

s + t + u::: 4m2
e

(.5.101)

Vi vil kun interessere os for den højenergetiske grænse s » m;1 så s + t + u '" O.
Det spinsummerede amplitudekvadrat er så givet ved

L ' I(e+e-IT Ie+e - )IZ ::: ~ { "tig. (,).7)"}
s~n 4

::: l [;:(-1)2Tr{p~11l pl/v}Tr{(- hhll(- p;hV} (A)

4

+ e2(-1)ZTr{p~'!L(- p;hv}Tr{(- 'hhll PllV} (B)
s

+ 2se.4t(-l)Tr{p~'1" P1'"((- hhll(- p;hv}] (C)

(5.102)

Vi får så :

A

B

c

Tr{ P~'1l h,v}Tr{ pz,1" p;,V}
16[p' +' , ][PiJ. 'v + v 'Il , IlV]lIlPIv PlvP11l - PI . Plg!Lv 2P2 P2P2 - P2 . Pzg
32 ((p~ . P2)(Pl . p;) + (p~ . P;)(Pl . P2))
8(u2 + SZ)

Tr{ P~,Il p;,v}Tr{ P2,1l Pl,V}
16 [p, , + " " 'I [pil v + v I" I"V]I1lP2v PlvP21l - PI .P2gllv, ZPl P2PI - PI . pzg
32 ((p~ . PZ)(PI . p;) + (p~ . Pl)(P;' P2))
8(uz +t2)
Tr{ P~'1l h,v pZ,1l p;,v}
(brug(5.92))

-2Tr{ P~ pz,V PI p;,v} ::: -8PI . p;Tr{ P~ h}

-32(PI . p;)(p~ . PZ)
-8u2

Heraf fås, idet u ::: -s - t medfører u2 ::: S2 + t2+ 25t:

_ 4 [u Z + 5
Z u2 + t

2
2U

2
]L:: ,1(e+e-ITle+e-)1 2

- 2e z + z +
Sptn t s st

(5.103)
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og

I c.m. systemet kan vi sætte

2 [52 5 l t2 t l 5 t ]4e - + - + - + - + - + - + - + - + 2
t2 t 2 52 5 2 t 5

(
5 t ) 2

4e
4 t + ~ + l

da- 0:
2

5 t= _( _ + _+ 1)2
dnc.m. 5 t 5

(5.104)

(5.10.5)

i' VS( ), P2 = 2" l, O, O, -l

'i' VS( . (J (J), P2 = 2" 1, O, - SIn ,- cos (.5.106)

da-

Så er

Og

5 [ . 2 ( (J 2] 5 ( ) . 2 (Jt = - - SIn (J - l - cos ) = - - l - cos (J = -5 . sm -
422

0:
2 (1 . 2 (J ) 2=- --+SIn --1

dnc.m. 5 sin2 ~ 2
(.5.107)

der viser den fra Rutherford-tværsnittet bekendte divergens ved () -+ O af formen

1

sin4 f'
2
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t k k = PI - P~

-P~

e

-P2

P~

k = PI + P2 = P~ + P~

-P~

Figur 5.6: De to Feynman-diagrammer for Bhabha-spredning til laveste orden.

PI

./

+

+2·Re

-P2

_. --.----- -----L...<.._
/._-

-----------+------

Figur 5.7: "Feynman-diagrammer" for amplitudekvadrat-bidragene til laveste ordens
Bhabha-spredning.
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Gaugeinvarians

Vi vender nu tilbage til en kort diskussion af kravet (5.35) til en amplitude for produktion
af en foton med 4-impuls kJl og polarisationsvektor Ew Vi påstod i afsn. 5.4, at en sådan
amplitude ville være lineær i EJl med koefficienter iV1Jl uafhængige af fotonens polarisation.
Dette er en direkte følge af Feynman-reglerne (5.78). Endvidere påstod vi, at MJlkJl == O,
og vi antydede, at denne betingelse ville sikre, at vores ejendommelige behandling af
ufysiske fotoner ville blive konsistent.

Vi betragter nu et simpelt eksempel på en proces, hvor en foton bliver produceret:
Comptonspredning

,(k, E) + e-(p, s) ---t ,(k' , E') + e-(p', Si).

Der er to Feynman-diagrammer til laveste orden, fig. (5.8). Og amplituden er efter

\ k,E kl,E' f

~~,/
~------<..

p,S (a) pi, Si p,S (b) pi, Si

Figur 5.8: De to Feynman-diagrammer for Compton-spredning i laveste orden. Ingen af
diagrammerne er gauge-invariante, men summen er!

Feynman-reglerne

(5.108)

hvor de to led i parentesen hidrører fra de to Feynman-diagrammer.
Påstanden er nu, at hvis vi erstatter E' med k' , så bliver resultatet O. Dette gælder

ikke for hvert diagram taget for sig; det gælder kun for summen. Vi udtrykker det på den
måde, at de individuelle Feynman-diagrammer i almindelighed ikke er gaugeinvariante.
Det har altså ingen stringent fysisk mening at spørge om, hvor meget af amplituden for
f + e- ---t f + e-, der hidrører fra det første Feynman-diagram: Svaret vil afhænge af,
hvilken gauge vi arbejder i. I Feynman-gauge (som vi bruger) er svaret givet ved første
led i (5.108).

Idet vi bruger k' = p + k - pi i første led og derfor

f/ = p+ fC - m - (pi - m),

samt k' = p - (p - k') i andet led og derfor

fC' = P- m - (p - fC' - m),
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får vi for parcntcsen i (S.108) (når 1-" erstattes af }t'):

[p+ }t - ni - (p' - m)1 l 1.p+ }t - m

+ 1 l, [p-m-(p-}t'-m)lp- }t - m

1_ (P' - m) l 1+ 1 l, . (P - m) - 1p+ }t - m p- }t - m

l il

(5.109)

Hcr hæver I-leddene hinanden. Desuden givel' (p' - m) nul til venstre pga Dirac-ligni ngen
for fis'(p'), og (P - m) giver nul til højre pga Dirae-ligningen for tls(P'J.

Hermed har vi vist, at amplituden (5.108) tilfredsstiller gaugeinvarians-betingelsen, at
E' --f k' giver O. Tilsvarende vises, at E --+ k giver O.
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6.1 QED som Abelsk gaugeteori

r dette ka.pitel skal vi formulere det. såkaldte gaugeprincip l og se, hvorledes det (ører
til en ejendommelig "udleclelse" a.f QED-La-grange-funktionen og a.f den moderne t.eori
for de stærke vekselvirkninger, QCD. Vi betragter først Lagrange-tætheden for et frit
fermionfelt, som vi tænker os har en elektrisk ladning på Q . ~ (e = protonlacln' ngen):

(6.\ )

Denne Lagrange-tæthed besidder en invarians, som er nært beslægtet med la.dningsbe
varelse. Ladningsbevarelse betyder, at hver gang\ der skabes en fermion af noget uladet l

må der også skabes en antifermion. Dette betyder igen, at 0 og r/J må forekomme sa.mmen
i L. Den heraf følgende formelle invarians er, at hvis vi erstatter l/J(x) med ~)(x) mu tipIi
ceret med en fasefaktor e ix , så vil Lo være uændret. Dette er naturligvis præcist korrekt,
når 1/J og 1j) altid optr<eder sammen, thi så har man

~ -> -:;j; e-ix

og følgelig af (6.1 )

Vi forsøger nu at forklare det, som synes al være den basale pointe i gaugeprincippet.
Faktisk virker det som Om en af de vigtigste opdagelser overhovedet i partikelfysikken,
er erkendesen af at alle vekselvirkninger beskrives ved gauge-teorier, eller teorier, hvor
frihedsgraderne er geometriske. Den første teori, der blev erkendt al. høre til denne klasse
VM Ejnsteins berømte almene relativitetsteori: en teori for gravitationskræfterne. At
frihedsgraderne (nemlig rum-tidens geometri) er geometriske! udtrykkes derved, at det
fysiske indhold skal være invariant under en ændring af koordin21,tsystemet. "Geometrien"
i Alperne (C. eks.) har intet at gøre med den måde, vi eventuelt vælger at lægge et
koordinatnet ud over bjergkæden: det geometriske indhold er det, der bliver tilbage i
beskrivel.sen som invariant under sådanne koordinatskift. Det er en generalisering af
denne ide om koordinatinvarians) som betegnes med ordet: gauge-invarians.

l vores tilfælde af elektrodynamik (vi ser først på den klassiske felUeori) er det fasen af
elektronfeltet vi på analog måde vil behandle som blot en koordinat for en mere geometrisk
frihedsgracL I overensstemmelse hermed vil vi påstulere, at teoriens fysiske indhold skal
være invariant under tilhørende koordinatskift, altså her fase-skift, vel at mærke endog
sådanne, som varierer fra sted til sted i rummet og tiden.

Baseret på overvejelser af denne art fremsætter vi gaugeprincippet i følgende formule
rmg:

Hvis vores teori (La.grange-funklion) er fuldstændig invariant under et sæt transfor
mationer af felterne beskrevet ved en Lie-gruppe med parametre {ih}, så siger vi, at
vi gauger denne inva.rians hvis vi forlanger) at teorien også skal være invaria.nt under
så.danne transforma.tioner, hvor gru ppeparametrene t illades at være vi lkirlige fli nktioner
af rum-tids.argumente~ (x) for felterne.

r Lagrange-Cunktionen (6.1) er invariansgruppen simpelthen gruppen af komplekse
fasefaktorer med multiplikation som kompositionsforskrift:

(6.2)

~eng,: gauge = justering; forkla.ring: se lidt senere i delte a.fsnit
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Denne gruppe betegnes som U(I) : Gruppen af unitære "l x matr'c r". Dell er

eL eksemp I. på el Lie-gruppe: En gruppe, som ka.n forsynes med en topologi, og hvori
man lokalt kaI) indføre koordinat,er, hvorefter gruppeelementerne kan differentieres. Di~se

koordinilter benævnes Li -(Jrtq>pens parametre.
r l'( 1) kan vi lokalt bruge fasen, x, selv som koordinat (den kan ikke hmges glob,t!t,

dA c l
{:'; 211') = ejX }. Vi kan også differentiere efter x:

a (e1X) = ie'):
8x

Gmppen L (1) er desuden kommulaLiv, dvs den er en Abelsk gruppe:

Alle grupper indeholder del identisk element. r en infinit simal omegn af det identiske
element kan vi (pga differentiabilitet) skrive et generelt gruppeelement.

(6.3)

Operatorerne Pi} (differentialkvotienter i 1) benævnes Lie~algebraens generatorer, og
vektorrummet bestående af alle linearkombinationer af disse benævnes Lie.algeb·ra.en. Som
en basis i denne kan vi åbenbart benYL te Pi} selv. Vi skal kun inl.eressere os for Lie
algebraer af endelig dimension. Denne dimension kaldes ogsa. dimensionen af Lie-gruppen.

I 1'( I) er Lie-algebraen mængden af reelle tal med addition som kompositions{orskrift.
og gruppens generator er en konstant. her, (l):

e'X = l + iX . l for X infinitesimal

Sfter dette sidespring vender vi tilbage til Lo i (6.1). Vi postulerer altså, at vores teori
skal være invariant under tr('.nsformalionerne

lj>(x)

lji(:J.:)
(6.4)

hvor X(J:) er en arbitrær reel funktion.
Men det er klart, at Lo i (6.1) ikke er invariant under (6.4). Vi har nemlig

Lo(x) =1/>(x)(i 1J - m)tb(x)
-t i;j;(x) e-i,,(~) i'[ei)(z\?,b(x)l- m~(:r)e-ix(J:}lj{z)eix(r}

=: i;jj(x)e-ix(z)li(~x(.t))·e1x(r1t/J(x) + eix (%) jJ1/J(x) - m~(x)lP(x)

= itjJ(x) ~t/J(x) -1;J(x) ~X(x)tb(x) - m~(x)ljJ(x)

= Lo(x) - Ø(x) ~X(x)t/>(x) # 1:o(x) (6.5)

Vi konkluderer, at hvis gaugeprincippet er korrekt l så. kan. Lo givet ved (6.1) ikke være
hele den tilsvarende Lagrange-tæthed.

Misren er, at differentialoperatoren ikke transformerer gauge-kovariant under en
gaugetransformal,ioo. At en operator Dl' transformerer gauge- kovariant betyder, at under
en gaugeLransformation gælder

D DI - ix(r)D -i)«(r)
,,-t J,l-e jle (6.6)
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Hvis der nndes en passende sådan operator, kunne vi bruge den i stedet [or fJo til at
"repa.rere" vores teori beskrevet ved Lo. Vi ville så have

LI(X) = tb(x)(i fi) - m)1,&(x)

~ w'(x)(i 1)' - m)Ø'(x)
== 'l/J(x) e-ix(x)(i eil(x) J;O e-ix{z) - m) t iX (x)1/J(x)

= LI(x) (6.7)

Vi forsøger nll at konstruere den gauge·kovariante afledede (eller blot: Kovariante
afledede) som

(6.8)

(6.9)

hvor Aj.I( x) er et vist nyt felt, der må. have sin egen opførsel under gaugetransformationer I

som vi kan finde af (6.6)

DJ''l/J(x) --+ D~V/(x) _ eiX(x)D/J-e-ix(r)elx(x)1,f>(x)

= ei ;r:.(x)D
IJ

1,f> (x)

_ eix(z)[o/< + AIl(x)I~(x)

men også:

D~l/;'(x) = (ål' + A~(x))eix(x),p(x)

= iå
ll
x(x)e ix(z)1,f>(x) + eix(r)olJl/;(x) + eiX(x)A~(x)1j)(x)

= eiX(I)[olJ + A~(.x) + ioIJX(.r)]l/J(x)

Altså må vi forlange

(6.10)

A~(x) + ioj.lX(x)

A~(x) =

AIJ(x) eller

AIJ(x) - iOjLX(x) (6.11)

der stort set netop er de velkendte gaugetransformationer i elektrodynamikken~
Vi har herved udvidet Lagrange-tætheden fra Lo (som ikke var gallgeinvariant) til LI,

der beskriver et fermionfe1t i vekselvirkning med et vist andet felt AI'(x). Men hvad er
dynamikken for dette AjA-felt? Vi forventer) at det må være beskrevet ved et bidrag til
L, som er (a) gaugeinvariant og Lorentz-invariant. og (b) indeholder 1. ordens afledede
af A jJ •

Vi søger først det simplest mulige bidrag med disse egenskaber. Lad os definere ud
trykket

som åbenba.rt er en gauge-kovariant difterentialoperator:

(6.12)

[D~, D~l = D~D: - D:D~

eix(x) DI' e-ix(z) eix(x) D
v

e-r)((x)

e')«(x) D
v

e-ix(x) e1x(x) Di< e-ix(x)

ei)«x) [DJl) D
v

] e-ix(x) = ei)«(x}FIJ.!J e-Ix(x) (6.13)

Vi kan også finde et simpelt udtryk for F/W, Hertil der det bekvemt først, at bevise
følgende Lemma, som vil spare mange små regninger:
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Lemma: Lad f(.r) være en funktion af en eller flere variable. :r, og lad a betegne den
partielle afledede (mht en af dem). SA er

lå,!] = (()1) (G.l.t)

Meningen er h r. at på venstre side betegner aen differentialoperator, der virker på alt
lil højre for den, mens den på højre side kun virker på. funktionen, f.

Bevis: Vi virker på en vilkårlig ny funkt.ion, It med udtrykket og får:

[o,f]h = bUh) - j(åh) = (af)h

ged.
Herefter kan vi udregne

i\ltså.

[DI-I,D v

[(o" + AlJ(x)), (au + Åv(x))j

al_" avl + (DU l ÅvJ + lA;., ovl + fAuI Av]

o+ UlJA" - aliA" + o (6.15)

(6.16 )

der viser, at :FJJ." simpelthen blot er et. sædvanligt multiplika.tivt felt, der minder os
om Maxwell-felt.et. Heraf følger også, at FjJj; ikke alene er gauge-kovariant, men
gaugeinvAriant:

(6.li)

Vi kan sa trivielt konstruere et Lorentz-invariant, gaugeinvariant bidrag tilL og herved
få vores endelige result.at

(6.18)

Leddet lF/,vFuV er det "minimale" bidrag til den mulige dynamiske udvikling a.f AjJ
feltet.. Der findes selvfølgelig uendeligt mange andre muligheder, som både er Lorent.z
invariante og gaugeinvarianter. Fx kunne vi bruge enhver funktion af Fj.l j; FJ.l" I og vi kunne
tænke på. at rækkeudvikle den. så det næste (ikke-trivieJle) bidrag blev på formen

(6.19 )

Der findes imjdlertid meget alvorlige indvendinger mod (6.19) og højere potenser af
(FJ,Jv:PJv). Vi kan her blot antyde baggrunden for disse.

Lad os starte med at give en dimensionsanalyse af de enkelte bidrag til (6.18). Vi
betegner dimensionen af en funktion f med Ul og angiver hermed den potens af energien
som en beder af f regnes i. Fx

(ml = 1 [d:r) = [dt l = - l (6.20)

idet jo c = h = I. Da nu virkningsintegralet = f dtL = f d4xL har samme dimension som
h (som også. er en virkning) og alt.sa regnes dimensionsløst i vores enheder \ gælder

= +4 11/J1 = 3/2

+ l => IFIJ"j = 2 => IFIJj;P"'] = 4 ::} b] = O

(6.21 )

(6.22)



liR CA L'GETF-ORIER.: kV-i.\'TECfJ RO,\fOOr N/\ MIl\" (QCD i

Delte viser også. at nvis \·i tillacer et iea af rormen

mA :'/1 :::; -.J. )'Ien dette bt"tyc.er. at teorien ikke ~an renor:neres. el:cr m.d.o. der kClld('~

ikke nogen enkel metode lil konsistcnt at herc,!!;nr hojere ordens b'ant~cffekter: Teorielt
t'~ te!lImclig 'Jbrugclig. Vi skal om lidt amydt. gru~dcn lil lIlisren.

L6.c! os fØfSL omskrive teorien i en mere bekvem notil.lior:. I(onstanten I styrer de:.
relative styrke ar den måde, de '2 feiter vekselvirker !lå. Lad 0_' ka\cif' r!t'nne konsf.a~t

'::0
;' = +4e2 Q?

og j,vl o:, -:omscale" vores A ... -fe!t til

hvor Q er fermionens laoning_ Idet vi definerer FlJ~ ved

kan vi sh skrive

L

(6.2,:))

som er den sædvanlige [orm af QED·Lagrange·fuuktion.

Figur 6.1:

Lad os nu betra.gte et Feynman-diagram af høj orden fig, (6.1). Værdien af diagram
met er et integral over d4 /(l), d(4)!CZj .. ,d(4)1(T.), hvor n er anta.lIet af uafhængige loops i
integralet. Propagatorerne bidrager ne.gative potenser af disse loop-variable: n for ferm
ionpropagatorer og to for foton propagatorer, Man kan herved visc, at skønt mere og mere
indviklede dia.grammer indeholder flere og Aere loops, så vj) det forøgede antal potenser
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hf loop-variable i lIævneren (propa.gatorerne) bevirke. at. der "kun" findes J typer af di
vergente dill.gramclele i selv det mest indviklede Feynman-diagram. fig. (6.2). Her kan
divergenserne af (b) og (c) absorberes i en såkaldt r·-normering a.f hhv fermionmassen og
fermionladningen, medens divergensen af (a) fikseres af gatlgeinvarians. Efter denne sk
renormeringsprocedure er alle teoriens Feynman-diagrammer veldellnerede funktioner a.f
teoriens parametre: m og Q . e.

H\'i5: derimod vi tillod led af formen (6.19) med bl] = -4, ville vi fa. diagrammer med
høje poten'"er af ~/, der divergerede vilkårlig st<erkt. Diagrammets dimension er jo nemlig
amplitudens dimension (dvs uafhængig af antallet af vertt.xer), men mange potenser i.tf

"(I må så modvirkes af tilsva.rende ma.nge potenser af loop-variable l: lællet(;J~! Herved
bliver der ingen mulighed for at absorbere disse divergente integraler i et endeligt anta.l
rcnarmerede fysiske parametre.

Konklusionen er overordentlig bemærkelsesværdig: Kravet om Lorentz-invarians og
!Jaugel:nvarians under fMetransforma.tioner samt kravet om, at teorien skal være renormer
bar , har entydigt fastla.gt hele kva/lteelektrody namikken. inel uSlve (som specialtilfælde!)
hele den klassiske Maxwell-teori!

6.2 Ikke-Abelsk Yang-Mills theory (QCD)

Vi har tidligere set, at en forståelse af baryonerne som 3-kvark-tilstande (ørte til en for
modning om, at alle kvarker optræder med et wlour-kvantetal, der transformerer som
en SU(;3)-triplet. Vi skal nu udbygge denne an.tagelse samt forlange, at vores Lagl"ange
funktion for kva.rker er eksakt invariant under SU(:3)c-transformationer, idet djsse trans
formationer i overensstemmelse med gaugeprincippel tillades at variere fra begivenhed til
begivenbed. Indeks, C, sættes undertiden på. for at minde om, at vi tænker på colour
gruppen og ikke flavourgruppen.

Vi betegner kvarkfeltet med q(x) eller qi(:r), hvor 1: = l, 2,3 er colour-index. Desuden
er der na.turligvis de sædvanlige 4 Dirac-indices:

A ltså, idet vi sætter colour-indeks for oVen og Dirac·indeks for neden:

Så. transformerer kvarkfeHet under SU(3)c som

(6.26)

og
q -; qU!

hvor U er en 3 x 3 matrix , som er uni,tær og har determinant = l.
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\'j betragter dernæst udtrykket for den "frie" b·ark-Lagran,ge·( tælheds)fullktiolt

(6.27 I

\'i tænker her på en. kvarkflav,?ur med masse m for k\·arken. Alle andre kvarkfla\'ou1's
behandles analogt. Hvis vi for rn gangs skyld udskriver alle indices. lyder (6.2/)

Linder en gaugetransformation

q(x) ~ U(.r)q(x) q(.r) -I q(x)Ul(x)

hvor transformationen er sledafhængig. er (6.27) ikke il variant:

L9 -I g(i ø- m)q' =:; qU'(i ø- m)Uq

= qU~[i( ØU)q + UU jJq)j - mqUtUq

= L9 + iqUT( ØU)q 6.2 )

Som i det Abelske tilfælde søger vi at udvide teorien ved at erstatte den afledede [)" med
en gauge-kovariant afiedet:

(6.29 )

hvor AAx) er el 3 X 3 matrixfelt, og bvor vi vil forlange. at D Il transformerer gauge
kovariant:

D Il -i D~ = UDj.jU'

Så har vi nemlig

(6.30) fastlægger gauge-transformalionsegenskaberne for Ajl(:r:):

men også.

(6.30)

(6.31 )

D~q'=(&JJ+A;,(x))Uq - (&ILU)q+Å~Uq+UojJq

U[Ut(o"U) + utÅ~U + opJq (6.32)

Ved sammenligning fås så

All = UiÅ~U +Ut(Oj.jU)

eller A;l :::: UAuut-(a~U)U' (6.33 )

Bemærk, at hVIS matricerne er I x l, dvs U == eix , så er UApU t = Apl og (6.33) er den
sædvanlige opførsel for et. Abelsk gaugefelt (6.11).
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Vi søger nu som før et bidrag til D. Jer kan beskrive dynamikken af AJl-feltet. Hertil
dannes først fe!tst.yrkematricen 2

(6.:34 )

og vi finder ved aL undersøge denne differentialoperators virkning på et kvarkfelt. a.t de
rene differentia"loperatorled hæver hinanden, og vi får

(6.35 )

r den Abelske teori er kommutatoren O, men her er den i- O. Det er dette ikke- Abelske
led. som gør teoriens f~"siske indhold afgørende forskelligt fra QED.

Af (6.3'10) er det klart, at F1'l> transformerer gauge- kova7·ianl. :

(6.36)

men i modsætning til det Abelske tilfælde er :Fltl/ ikke gauge-invariant ("kun" kovariant).
Imidlertid kan vi danne et, gauge.invatiant bidrag til L i nøje anatog;l tit vores QED-biclrag.
Vi bruger formen

(6.37)

hvor Tr bC'tyder sporet af matricernes produkt. At dette led er gal.lgeinvariant følger af
det simple teorem om sporet af et produkt af 2 matricer A og B:

Tr(AB) = Tr(BA)

(Bevis: TrAB = A,)"B)"; = BjiAjj :.::: Tr(BA); summation OVer i og j underforstået).
Heraf følger, at under en gaugetransformation opfører sidste led i (6.37) sig som:

Tr{UFtlvutUFf1l1UI}

Tr{UFyvFPVU1} = Tr{UIUFtll/F~"'}

Tr{FpvFIW} (6.38)

(6.37) er den endelige Yang-Mills Lagrange-funktion. Den er entydigt fastlagt af kra
vene: Lorentz-invarians, gaugeinvarians, renormerbarhed samt kravet om, at den kun skal
involvere felterne q(x) og AJl(x), Vi har ikke på noget sted eksplicit brugt, at gaugegrup
pen var SU(3)c. QCD-teorien bestå.r blot i at vælge denne gaugegruppe og bruge (6.37).
De moderne teorier for de svage vekselvirkninger benytter en lignende form, men dels
baseret på. en anden gruppe, hvorved QED optræder som en del af teorien (!), dels med
ekstra vekselvirkninger til visse ska.lare felter (Higgs-felter), som "bryder gaugesymmetrien
spontantll. Herom skal vi lære i kap. 8.

l den resterende del af dette ka.pitel skal vi omta.le enkelte fysiske konsekvenser af
QCD. Hertil behøver vi først lidt gruppeteoretisk værktøj.

"Bemærk. al vi stadig tænker på teoriens klassiske udgave således at kommutatoren kun vedrører
colourmatricernes matrix-egenskaber. men deri mod ikke fet tsl.yrkernes Hi lber tr ums-operatoregensk.a.ber "
Fa.ktisk er det for ikke-Abelske gauge-teorier bekvemt at udføre kvantiseringen i path·integra\ formule
ringen. hvor man undgå.r at tale om operatorer.
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6.3 Elementer af teorien for kompakte, simple Lie
grupper

Som a.llerede nævnt er en Lie-gruppe en topologisk gruppe, som lokalt kan forsynes med
koordinater. efter hvilke der kan differentieres. Hvis gruppen, betragtet som topologisk
rum, er kompakt, taler vi om en kompakt Lie-gruppe.

Eksempel:
U(l) = {eiXlx E R} er en kompakt Lie-gruppe; dens elementer kan afbildes på den kom
plekse enhedscirkel , som er kompakt.

Eksempel:
Gruppen af specielle Lorentz-transformationer uden rotation, med hastighed langs x
aksen, er en ikke-kompakt Lie-gruppe. Som koordinat kan vi bruge hastigheden ,B for
Lorentz-transformationen. Da -1 < ,8 < 1, ligger j3 i et åbent, ikke kompakt interval.

Mængden af alle parametriserede kurver i gruppen gennem enhedselementet define
rer en tilsvarende mængde tangenter i enhedselementet. Mængden af disse tangenter
danner et vektorrum (tangentrummet). ka.ldet Lie-algebraen. Vi antager vektorrumrnets
dimension endelig og kalder den både dimensionen af Lie-algebraen og dimensionen af
Lie-gruppen.

Mængden af de gruppeelementer h, som kommuterer med alle gruppens elementer,
kaldes gruppens centrum. De udgør en kommutativ l dvs Abelsk, undergruppe. Hvis cen·
trum er diskret, siges gruppen at være semi-simpel..

Eksempel
U( ) er en Abelsk gruppe med en kontinuert mængde af elementer. Den er sit eget ikke
trivielle centrum. Den er altså ikke semi-simpel.

Eksempel
5U(2) har centrum= {+1) -I}, hvor l er 2 x 2 enhedsmatricen. Centret er diskret og
gruppen er semi-simpel (endda simpel, se nedenf.).

Man kan vise, at enhver endelig dimensional, kompakt Lie-gruppe y kan skrives som
det direkte produkt af undergrupper, som følger

(6.39)

Her er grupperne U(1)(i) undergrupper, der alle er isomorfe med U( L og hvis elementer
a.lle kommuterer med alle gruppens elementer. Undergrupperne 9i har flg. egenskaber:
De kan ikke på nogen måde deles i to dele gi 0 hi, hvor gi er en undergruppe, og hvor alle
elementer i mængden hi kommulerer med alle elementer i gi. Så.danne grupper Yi kaldes
.'iimple. Alle elementer i ~ii kommuterer med alle elementer i 9j for i -I j. Undergruppen
y 0 ... 0 YTr. kaldes den semi-simple del af g.

Hele vores Yang-Mills konstruktion er uafhængig af, om gaugegruppen er simpel, semi
simpel eller ikke-semi-simpel. I QCD er den SU(3)c) som er simpel.
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l omradel omkring enhedse-lemenU':t l kan \Ii skrive vores gruppeelementer SOITI

(6.40 )

hvor O- (Bt ..... B,l) er d reelle, infinitesimale lal, når gruppens dimension er d, og hvor

i = (~!"" Id) er de d generatorer af Lie-algebraen: basisvektorer i ta.ngentrummet.
Ved at sammensæt.t.e elementer af formen (6.40) kan vi vise, at

exp{ iB· i}

er el grl.lppeelement, også når Oer en endelig vektor.
Lad

(6.<11)

li in U j.,.S
l = e og '2 == e

være 2 gruppeeJementer, idet Bog T er reelle, og T og S er elementer i Lie-algebraen. Så
er ogsa

U,-IU
2
- 2U,U'2

et gruppeelement. Ved al udvikle til 2. orden i fJ og T kan ma.n vise, a.t dette element (for
{}. T små) er på formen (t afhænger af () og r)

1 + 'il T, SJ (6.42)

som viser, at hvis T og S tilhører Lie-algebraen) så gør (i multipliceret med) deres kom
mutator det også.

Lad os nu betragte den ved (6.40) definerede basis til Lie-algebraen {'li}. Da kommu
ta.toren i[1i, 1j] er et element i Lie.-algebraen, må den kunne skrives som en linearkombi·
nation af basiselementerne

[7(~?il = iCi~1k (6.43)

hvor vi har underforstået summation over k fra l til d, og hvor sættet {C!~} kaldes
algebraens strukturkoe./ficienter. De er klart antisyrnmetriske ii og j (venstre side). Det
kan endvidere altid Ia.de sig gøre at vælge nye linearkombina.tioner af 7;'erne, så at de
tilsvarende nye struklurkoefficienter bliver antisymmetriske j alle 3 indices. Vi bruger så
skrivemåden

(6.44)

Normalt vil vi interessere os for unitære transformationer. Så er - efter (6.40) - gene
ratorerne nermiteske og strukturkoefficienteroe reelle.

Vi kan forme en vigtig invariant operator Cl kaldet Casimir-operatoren. Den er in
variant i den forstand, al den kommuterer med alle generatorerne og derfor kommuterer
med alle gruppeelementer. Vi definerer den ved

c == 7;T; (6.45)

3 For at bevise at den er invariant l bemærker vi først den meget nyttige egenskab ved
kommutatorer:

IC, AB] = [C, AJB + A{C, BJ

3St.rengt. taget kan denne definition først siges at have mening i en matriksrepræsentation (se nedenfor),
fordi prcdlJKlel af to generatorer ikke a priori er defineret i algebrAen: det er kun kommutal.or~n. Men
nar så Casimiroperatoren er defineret. i alle matriksrepræsentationer, er den de facto denneret generelt.
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der viser hvordan reglen rungerer ganske som differentiation af et produkt. SÅ er

[C, 'Ty] I'li \J:; l1i 1ij'1i, 13J

- i fijI: 1i.:1; + iT;/ijk1ic
==ij'jdTk1i + T.1ic)
= O (6.46)

da hjk er antisymmetrisk i i, k medens koefficienten er symmetrisk.
Ved en ma-lriksrepræsentalion af Lie-algebraen forstås et sæt af d m.atricer T" for

hvilke
[Ti. T;"] = ihkTk

Disse genererer en matriksrepræsentaLion af gruppeelementerne:

(6,47)

U(iJ) = exp(iO'· i) U(B) = exp(iB· T) (6.48)

Det er klart, at hvis Ul --t U l og U2 --t U 1 \ så gælder

Ud fra strukturkoefficienterne kan vi danne en særlig vigtig matriksrepræsentation:
den adjungerede repræsentation. Først bruger vi den trivielle identitet

[7;, 75,?k1l + ['Ty, Tk , 'li + [Tk , [?i, 1jll = O

Lil a.t bevise den sk Jacobi-identitet for strukturkoefficienterne

f;jkhlm + !jlk!kim + !Iik!kjm = O

Heraf følger, at d x d-matricerne {af hvilke der er d)

ti lfredsst iHer algebraens ombytnings relationer:

(6.49)

(6.50)

(6.51)

Vi vil nu særlig koncentrere os om SU(N): Grupperne af specielle (det =- l), unitære
N x N matricer. Sådanne matricer da.nner selv en repræsentation af gruppen, som kaldes
den fundamentale repræsentation. At determinanten af en unitær N x N matrix er = J,
er ensbetydende med at sporet af generalaren er O:

Lad U være en N x N matrix tæt ved 1:

u = 1 + t€· T

hvor T er den hermiteske matriksgenerator , og ! er lille. Så er

det U det(l + i€T) = (l + ic:TIl)(l + itTn )·

1+ ie 2: Tii + 0(.::2)

. (1 + ieTNN ) + LJ(c: 2T 2
)

(6.52)

der viser, al sporet af T er O.
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Dril mest oenerelle. komplekse: ;V)o,.\'. matri ks indeholder 2 x N~ reelle parametre. en
hermitesk NX.N matriks har reelle diagonalelementer og indeholder ~ x 2 x (jV'2_ N) +:Y =
,vi. reelle paramet.re. Er endelig sporet 0, er der tilbage N'2 - l reeile parametre.

HeraJ følger. at SV (N) har di mension V 2 - l: Der er (N 2
- l) generatorer. F'or

generat.orerne i den (lInda.mentale repræsentation kan .IV - I vælges dia.gona.le, fx

100
O O O
O O O

o O O
O O O

O
O
O

o O
O -l

o O O
O I O
O O O

O O O
O O O

O
O
O

o O
O -1

) .... ,

O O O
O O O
O O O

o O O
O O O

o
O
O

l O
O -I

der alle har spor O. I SU(N) findes med andre ord N - l generatorer, som kommulerer.

Eksempel:
SU(2}
Som en velkendt repræsentation af generatorerne i den fundamenta.le repræsentation ta.ger
vi de 22 - l = 3 Pauli-matricer

( Ol) (O -i) (1 O)
al = I O ,0'2 = i O 1 0'3 = O -1

iaeL (13 er diagonal, al symmetrisk og reel, samt 0'2 antisymmetrisk og imaginær. Der
gælder

Vælges i stedet T, = iO'i fås
Ii;, 'Tj] = it.ij/cT/c

Betegnes de abstrakte geMratorer i, er Casimir.operatoren

der som velkendt er en SU('2) invariaot) der har værdien j(j + l) en irreducibel
repræsenta.tion svarende til spin j (j heltallig eller halvtallig).

I deo adjungerede repræsenta.tion er

eller

(6.53)

for hvilke



186 CA UGETEORIER; KVANTECHROIVJOD'r'"!'JAA!f1J( (QCD)

[ SU(N) indfører vi en tilsvarende notation og skriver i den fundamentale repræsenla~ion

(IV xlV mair.icer)

og normerer disse, så

T - ~>.
Q 2 a a == l, ... , N 2

- l

(6.54 )

r den fundamentale repræsentation er antikommutatoren {Tg, To} herrnitesk og kan
følgelig skrives som en linearkombination af T n 'erne selv pjus enhedsmalricen 1. AILsa

gælder
l

{T I1 \Td = aabcTc Nbabl

hvor dabc er reelle koefficienter, og hvor koefficienten tiller en følge af (6.54).
Vi finder å for Casimir-operll.toren i den fundamentale repræsentation

(6.55)

(6.56)

idet 1 = {Dik} er den eneste matriks,der kommuterer med alle T'erne. Af (6.55) fås (ved
at tage sporet)

N 2
- l

CF = 2N

Videre er det muligt at vælge strukturkoefficienterne, så

(6.57)

Eksempel:
SU(3)
Vi har 32 -1 = 8 generatorer, af hvilke 2 samtidigt kan være på diagonalform. Vi bruger
Gell-Mann's notation og sætter

U
l n ( o

-z nA3=uon).1 o I .>'2 = t o -l
o o o o

U
o

~ ) oo -n IC o J)>'4 o I As = o , >'8 = v'3 ~ l
o o o

oo !) , A, = oo -n>'6 o o (6.58)
l

for hvilke der klart gælder

Tr(>.aA~) = 25ab (6.59)

Vi sætter [A~,),b] = 2ifa.l:>cAc og få.r 83 = 512 strukturkoefficienter, af hvilke langt de Heste
er o. De øvrige falder i sæt, hvor indices er permutationer af hinanden. Idet vi kort
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hetegner fabe ved (abc). kan vi så sarnmenfattend skrive

\87

(123)

(458) =

(147) =

l,

(678) = V3/2
I

-( l56) = (246) - (257) = (345) == -(367) - 2

L~Å2 S 4
-1 = -14 ., 6 3a

'L, (J4bc)2 = 24 (=8·3)
o,b,c

L Jacd!bcd 30ab
(.d

(o.GO)

(6.6\ )

(6.62)

6.4 Gluoner, Feynman-regler

Vi omskriver nu QCD Lagrange-fllnktionen (6.37), idet vi bruger en notation baseret på..
hvad vi har lært i forrige afsnit.

først udvikler vi 3 x 3 matriksfeltet Å p på de 8 hermiteske matricer

ÅQ

T 4 =-
2

(6.63)

(6.64.)

(summation over a underforstået). Hertil bemærkes:
Da i "P et hermitesk ,4 er T" i (6.64) nødvendigvis en hermitesk matrix, og A: et

hermitesk felt. Der nndes 3 x 3 = 9 uafhængige 3 x 3 mat.ricer, men som Dn aJ dem kan
vælges enhedsmatricen, der kommuterer med alle andre og svarer til et sædvanligt Abelsk
gaugefelt. Dette er vi ikke interesserede i, så længe vi kun ønsker at studere QCD baseret
på. den simple gruppe SU(3)c. Altså er sættet Ta tilstrækkeligt. Parameteren g skal vi
om et øjeblik fiksere i termer af i-

På tilsvarende må.de definerer vi 8 feltstyrketensorer F:v(x) ved

(6.65 )

Der gælder så

FjJv -igTO F;", = -i9rToal!A~(x) - T08v A:(x)]- g2 A~A:[Ta I T 6]

-1:gT<J(8IJA~ - &vA~) - ilf"b<:A:A~Tc
= -igT4 (o!,A: - ovA:) - ig 2

fbca Til A:A~ (6.66)

eller

(6.67)

1 'HamiltoDfunkLionen er hermitesk, dvs i forbindelse med integration over rummet; (i J,i) er dog ikke
hermitesk som simpel ll1atriks i Dirac-rummet).
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Vi sætter nu

og får så

I
'Y:= 

292
(6.68)

Dette udtryk. som minder utroligt om vores QED-Lagra.nge-funktion , viser olle gllJonfel·
ter A~, der vekselvirker med kva.rkerne samt med hinanden. Dette sidste følger af formen
af sidste led:

Ftt F JIVtt

. /.'" = [ållA: - å",A~ + gfabcA~A~][ajJ Ava - å"Al1a + 91ab'c' AjJb' Ave'

(aI'A~ - ovA~)(aJ'Alla - 8" Aila) + 2gf-1bcA:A~(olJ Alia - fY' AjJO)

2/ f Ab ACAl'biA"c'g dbc ab'c' Il y , (6.70 )

Her er første led præcist af QED-formen og giver som denne anledning til en glllon
propagator. Andet led viser en tre-gluonkobling ( tre A-fa.ktorer) af styrken g, medens
tredje led viser en Ilre·gluonkobling af styrken g2.

Under en gaugetransformation gælder (6.33)

Lad os omskrive delte i vores nye notation og bruge det på en infinitesima.l gauge
transformation

u = e-I@G(x)TO - (1 - i8d (x)Td);

-igTa(A~t(x) = [1 - i8°(x)Tal(-igT~'A:'(x))(1 + i8a (x)Ta
) + iOjloa(x)T4

= -igTO A:(x) - gA~'(x)B<1(x)[Ta, Tal] + iOjJ8°(x)T"

- -igT!l A~(x) - igA:' (x)oa(x)fo~'cTe + iouO"(x)Ta (6.71)

eller

(6.72)

Lad os specielt betragte en global gaugetransformation, hvor oa(x) er uafhængig af x.
Så har vi

hvor
('TC)ab = -if=~

er SU(3) generatoren i den adjungerede repræsentation, som er 8-dimensional fordi der
er 8 generatorer og aJle indices derfor løber over 8 værdier.

Altså:
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Søjlen bestående af de S elementer. A:'p') for a - l. J. :3. -I. 5.6. i. S transjormerer over i
19n.(6.73). som er den Q'te række af en matriksligning: på højre side star mal riksprod\lktct

af (i) IS x 8 matricen

s
[l - i L Bete]

...=1

med mat.rikselementer

og (ii) S-søjlen med elementer A~(,r). for b:::: 1. 2, 3. ~,5. 6.1_ 8. Som regel underforstår \.\
summationer over dobbeltforekommencle indices.

Hermed har vi vist, at under en global 5(,'(3) calour transformation transrormeres de
8 gluonfeher som en cDlou"-oktel..

Lad os opsummere. h"ad vi har fundet:

Antagelsen om eksakt SU(3)c-invarians j en teori med kvarker, der transformer.er efter
deo fundamentale trip1et-repræseotation. har ført os via gaugeprincippet til en entydig
minimal teori (QCD ~ quantum chromodynamics) for de stærke vekselvirkninger. Teo
rieo indeholder 8 masseløse gluon(elter, der tilhører den adjungerede oktetrepræsentation.
Gluonerne vekselvirker ikke blot med kvarkerne. men også med hinanden.

Vi fremhæver nu følgende fundamentale resultat. som gælder for alle ikke-Abelske
gauge- teorier:

Al/e kvarkflavours kobler lil gluonerne med samme koblingskonst.a 'l l, 9.1

Dette kommer afl at denne kobling ifølge ovenstående er givet Untydigt ved gluonernes
sel vkobling.

Heraf følger straks. at hvis~'i adderer led til LQCD svarende til Sf kvarkflavours:

så får vi en Lagran.ge-funktioD, hvor alle led· undtagen masseledet - er invariant under
SU(NJ ) mellem f1.avourindices. Under så.danne transformationer erstattes et kvark-felt
af en vis Bavour med en linearkombina(,ion af kvark-felter med forskellige flavours. Alle
disse kobler nu ens, og derfor kobler også linearkom.binationen på. samme made. Vi har her
nøglen til en forståelse af både isospin-invarians og af den approksimative 5U(3) [lavour
)ovaria..os , vi mødte under omtalen af kvarkmodellen. Disse symmetrier er brudt på grund
af kvarkernes masser. Symmetribruddet er ringe hvis kvarkmasseroe ikke spiller nogen
stor rolle. Det vil dels være tilfældet hvis kvarkmasserne ligger tæt på hinanden (hvad de
fleste ikke gør) ejler hV.is der er en anden masse-parameter i problemet, hvis betydning er
dominerende.

Som vi skat se i næste paragraf, er der netop en ny para.meler (A). som optræder i den
kva.ntiserede teori, og som specificerer teorien og SU(NJ}-bruddet.

Vi afslutter dette afsnit med uden bevis at nedskrive Feynman-reglerne for QCD
teoriens vertexer; propagatorerne er diagonale i colourindices og har ellers det fra QED
velkendte udseende.
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jl,a

)

/3
(6.74)

) p,a

1~ ka

S

A
II, b p, c

(6.7.5)

= -ig2[jala1bfba3a~(glJ-"'3giJ-'liJ" - gPJiJ~g"1J.lJ)

+ fal D3bfba11l4 (gJJI 1<) glJ-3jl< _ glJ-l p( g IJ.) lJ-3 )

+]o\a,b!ba2 Q J (gJll JJ) g/lJj<{ - gj<l J.l3 g JJ? 1', )]

(6.76)

Her er indices a, b, c etc. SU(3)-oklet indices, i,j etc. er triplet indices, P, II, P er Lorentz
indices, og 0', j3 er Dirac-indices.

Disse vertexer og deres form kommer ret direkte fra (6.69) og (6.70). En præcis ud
ledelse er imidlertid meget uigennemskuelig ved anvendelse af de kvantiseringsmetoder,
vi brugte i kap. 3 og 5, Der er udviklet betydeligt mere slagkraftige og elegante meto
der baseret på. Feynmau's formulering af kvantemekanikken vha "path-integralerll eller
"funklionalintegraler". Vi skal ikke komme nærmere ind herpå., men blot nævne at man
i ikke-Abelske gaugeteorier får brug for at indføre gauge-afhængige ekstra frihedsgrader,
som så at sige subtraherer de ufyslske frihedsgrader væk igen. I en vigtig klasse af kova
riante gauges indføres således '"skalære spøgelser med Ferrru-statistik (!)" , som kobler til
gluoner (men ikke til kvarker) efter vertexet

b

p p'
(6.77)

Disse såkaldte Fadeev-Popov spøgelser er SU(3)c-oktetter. Vi får ikke brug for dem i
dette kursus.
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6.5 Renormering. "The Running Coupling Con
stant" . ASYlnptotisk frihed

QCD-teoriens renormaliserbarhed beror (som det Var tilfældet i QED) på det forhold, at
koblingskonstanten g er dimensionsløs.

Lad os et øjeblik betragte LQCD i den tilnærmelse, hvor vi ser bort fra alle andre
kvarker end u- og d-kvarker, og bvor vi endvidere ser bort fra disse kvarkers ma SI'. I
denne approksima.tion er teorien fuldstændig ilska/ainvariant": Omdefinerer vi enheden
for længde og (hvad der er det samme) energi ser vi, at teorien rorbliver invariant. når
felterne tilsvarende omnormeres. Dette ville ikke være tilfældet med masseleddet. og det
ville ikke være tilfældet med en teori indel oldende en koblingskonstant med en dimension.

En sadan teori uden parameter med en dimension synes at være en yderst dårlig
kandidat lil en teori for de stærke vekselvirkninger. Det er velkendt, at de stærke vek
selvirkninger netop så at, sige peger på. en karakteristisk længde eller energi. Vi nævner
eksempler på karakteristiske parametre· alle af samme størrelsesorden· som må antages
at være nært. forbundet:

Hadronernes dim nsion
totale hadrontværsnit
den universelle Regge-hældning
middelværdien (PL) af transversalimpulsen a.f
sekundære partikler i højenergetiske stød:
de laveste hadronmu ltiplet ters masser

"-' Lfrn "" 5Ge y-I
"" (ljm)2
c/ "v lGeY-}

(p ) "" .2 - AGeY
"'lGeV.

a Heldigvis" viser det sig at en kuante-feltteori baseret på vores Lagrange-funktion [,QCD

(6,69) kræver en ikke-triviel omfortolkning af betydningen af alle teoriens para.metre.
Denne omfortolkning betegnes som en renormer-ing af teorien.

Ganske som i tilfældet af QED I synes en. simpel fortolkning af teoriens loop
diagrammer a.t give anledning til divergente integraler. Men via renormeringsproceduren
absorberes disse i en redefinition af de fysiske parametre i teorien. Dette er netop mu·
ligt, fordi koblingskonstanten 9 ikke indeholder en dimensioneret skaJa. Men under denne
renormering skifter teorien i virkeligheden karakter på eo temmelig radikal måde: Der
indjøres en ny parameter med en dimension til erstaln!:ng for g.' Man taler undertiden
lidt jargooagligt om «dimensional transmutation" .

Vi kan her slet ikke gå ind på. deta.ljerne i, hvorledes deLte fænomen opstår, men vi
skal forsøge kort at beskrive det:

Lad. os først forsøge en intuitiv indfaldsvinkel. En koblingskonslant er analog til en
elektrisk ladning. Størrelsen er noget: vi kan forsøge at male ved at lade ladningen veks
levirke med passende felter. Den elektriske ladning må.ler vi ved at lade den vekselvirke
med et elektromagnetisk felt. Colour-Iadningen, dvs. QCD-koblingskonstanten, males i
princ.ippet på. samme må.de) bortset fra) at vi ikke har noget «klassisk') felt til rådighed,
vi må. på eo eJler anden måde nøjes med de kvante·fe1t-ekscitationer, der opstå.r under
forskellige kollisioner mellem kvarker og gluoner.

Denne ladning/koblingskonstant har en størrelse, hvis usa.nde værdi" stort set ikke har
nogen mening) og som i hvert fald ikke kan måles, Det. eneste, vi kan måle l er den effektive
værdi, som er resultatet af den afskærmin9) eller antiafskærmning, de øvrige Celter gjver
anledning til. Afskærmningen er ana.log til den polarisation. det forekommer klassisk i et
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diel -ktrikum. Her vil atomernes negative laclningsdele tilrække- a.f en positiv prøveladn;ng
anbragt i dialektriket, mens de pos·tive ladninger i stoffet vil frastødes. Resultatet er, at.
den totale ladning inden (Ol' en vis kugleskai bliver modinceret i (orhold til den tilsvarende
værdi i vakuum. I kvantefeltteorien optræder et tilsvarende fænomen) selv i vakuum. De
elektrisk ladede felter (elekLron-positronfeiterne) rundt om en prøveladning undergår selv i
vakuumtilstanden uundgåeligt kvanLefluktuationer analogt ti nulpunktsAuktuationen (ar

en enkelt harmonisk oscillator i dens grundtilstand, dens "vakuum". Disse fluktuationer
beskrives i et Feynmandiagramsprog ved vakuumdiagrammer, hvor der virtuelt dannes et
elektron-positronpa.r, som kort efter annihilerer. Men prøveladningen vil uvægerligt veks
levirke med disse fluktuationer med det resultat, at prøveladningens eiJekti?Jc størrelse,
dvs størrelsen inklusive korrektionerne fra feltfiuktuationerne, igen alllænger a.f radius i
den kugleskaI , man måler indenfor. I et eksperiment, der foregår som et spredningseks
periment ka.rakteriseret ved en vis (invariant) impuloverførsel , vil man på grund af ube
stemthedsrelationerne være bundet til en ('rumlig opløsningsevne" af størrelse som den
inverse impuls. Man kan forest.ille sig eksperimenter udført ved højere og højere energier
og impulser, hvorved vi bliver istand til at skrælle mere og mere af denne korrektions
sky hidrørende fra kvant.eflukt.uationerne fra. Det bliver så et spørgsmål, hvordan den
effektive ladning - eller i QCD, den effektive koblingskonsta.nt - afhænger af størrelsen af
denne uundgåelige korrektionssky.

Det viser sig, at effekten heraf kan beregnes i perturbationsteori under forudsætning
af, at den effektive koblingskonstant er passende liUe. Det uhyre interesante result.at er, at
hvor der for QED finder en vis afskærmning sted, er forholdet for en ikke-Abelsk gaugeteori
som QCD helt modsat. Den omstændighed, at ikke blot kvarkerne, men også gluonerne
deltager i afskærmningen, viser sig at bevirke, al der effektivt sker en anti-afskærmn2:ng:
Den effekt,ive koblingskonstant. bliver ikke mindre jo større prøvekuglen bliver, den bliver
større. Modsat når prøvekuglen bliver mindre: ved meget korte afstande er den effektive
koblingskonstant lille. Det. er dette forhold, der omtales som asymptotisk frihed, og som
bevirker, at QCD kvalitalivt kan redgøre for, hvorfor kvarker ikke kan fjernes fra haclroner,
men alligevel se næsten fri ud inden i hadrooerne.

Lad os herefter skit.sere en lidt mere formel behandling af problemet. Betragt det
fundamenta.le kvark-gluon-vertex:

fJ,a

(6.78)

Når hensyn tages til højere ordener i perturbationsudviklingen kan vi forestille os, at der
kommer korrektioner til dette vertex. Vi kan kalde det abstrakte vertex, som i princip
pet er resultatet af at addere alle Feynman-diagrammer med to ydre kva.rklinjer og en
gluonlinje for

'r (1 2 k'l)TQ

1 11 PI' P2'

hvor der altså gælder
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Som sagt er de højere ordeners fe) nman·diagrammer udtrykt ved tilsyneladende diver
f1 n e int.egraler, hvis divergenser imidlertid forsvinder når de absorberes i "den fysiske
koblings konstant" .

Men hvordan er den defineret.? Ja, i QED kunne vi t.ænke os naturligt at definere
elektronens ladning ved det klassiske udtryk for tVa'rsnittet for at sprede lavenergetisk
elektromagnet." sk stråling på. en elektron. Nå.r ladningen herved er målt, kan vi bruge
formlerne i kvantcelektrodynamikken til a.t udtrykke de divergente integraler og den ure
normaliserede ladning eo herved. Derefter kan alle andre observable udtrykkes ved den
fysiske ladning alene.

J QCD har vi ikke denl1e mulighed: Kvarker og gluoner eksisterer kun simpelt i ha
dronerne: og vi kan ikke t,ale om den klassiske grænseværdi for kvarkers farve. Hvad vi i
-tedet kan gøre er a.l indføre el navn for vertexfunktionen (og dermed for den renorrne
rede koblingskonstant), når de invariante p~, P~. kj har visse bestemt.e foreskrevne værdier.
Dette: navn repræsenterer så et endeligt tal, og alle andre obsen.:able kan herefter beregnes
udtrykt ved delle lal (efter renormering). Vi benævner dette lal

!:JR(Q1)

Den renormerede koblingskonstant (9n) defineret ved værdien af vertexlunklionen i det
pItokt. hvor

p~ = p~ _ k2 = Q2

Men hvad nu hvis vi en anden dag valgte at renormere for

p~ = p; = kJ = Q'2 ?

Vi ville så få alle observable udtrykt ved et andet tal 9R(Q'2) ; bl.a. kunne vi udt.rykke
9R((J2) ved gR(Q'2). Denne sammenhæng er givet ved den sk renormeriogsgruppe. Hvad
sammenhængen er i detalje, ved vi ikke, {ør vi har løst teorien eksakt; men det ba.r været
muligt aL nnde et simpelL udtryk (Ol' ammenhængen i den grænse, hvor Q'2, Q2 -I 00.

Der gælder) idet vi indfører Ilden stærke finstrukturkonstant",

a .. (Q2) =iMQ2)
411'

a;I(Q2)_0;I(QI2) = blog!LQ·~ I Q2,Q'2-+ oo }
(6.79)

hvor b:: I~" (33 - 2Nf )

(NI = antal kvarkflavours, tallet 33 er specifikt for 3 colours, for N colours fås Il . N).
Dette resultat er en streng konsekvens af QCD. Vi kan bringe det. på. en simplere form

ved at differentiere mht log Q'2 j

d -L '2
dlog Q2(a. (Q )) = b

Løsningen til denne differentiaJligoing er

a;I(Q2) = blog Ql +C

og, idel vi kalder integrationskonstanten for C _ -b log A'2, får vi

a
J

( Q2) = t2jT l
33 - 2NI log Q2/A2

(6.80)
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Her ser vi, at der pludselig optræder en kons~ant A med dimension af en energi, samt a.t
den oprindelige (urenormerede) koblingskonstant 9 er forSvllndet (sammen med diverse
divergente integraler).

Vi har fået en renormeret koblingskonstant, der varierer med den typiske 4-impuls,
der overføres i vertexet. Den kaldes på engelsk ItThe running coupling constant" .

Nedenfor skal v.i antyde, hvor udtrykket (33 - 2NJ ) kommer fra. Lad os først antage,
at det er positivt. Med det antal kvarkerI vi kender i dag (5), virker elenne anta.gelse
rimelig. Men så gælder

C\:'~(Q2) __ 0+ for Q2 -t 00 (6.81)

Dette helt centrale resulta.t omtales som asymptotisk frihed! C'asymptotic freedom"):
Ved høje energier (hv{e impu!sover(ørsler) forsvinder de stærke vekselvirkninger ~~ Dette
antages at være baggrunden for den eksperimentelle "scaling" i dybt uelastiske lepton
haclron-stød (kap. lO). Sa.mme resultat betyder, at vi i en sådan grænse med god fornuft
burde kunne bruge perlurbationsteori.

Sammenligning mellem teori og eksperiment tyder pål at QCD-parameteren A. har
værdien

A "V O. 1 - 0.20eV (6.82)

En mere præcis angivelse er dels vanskelig, da 1\ kun optræder under logaritme-funktionen,
dels kræves en meget nøje specifikation af den præcise definition af den renormerede
koblingskonstant. Disse forhold vil vi ikke her kunne gå ind på, men vi skal i kap. 7
komme tilbage til spørgsmålet om den nærmere eksperimentelle bestemmelse af 0:",.

Det er også klart, at. ved processer, hvor impul.so'Jerførsien er sa.mmenlignelig med
denne værdi, kan vi ikke bruge p.erturbationsteori. Af (6.80) følger, at as(Q'l} ~ 00, når
Q2 _ A2 . Dette resu Ilat kan vi ga.nske vist ikke stole pål idet formlen blev udledt under
arlLage\sen om, at O:".(Q'2) var lille (Q2 ~ (0), men klart er det, at perturba.tionsteorien
bryder sammen ved små impulsoverførsler.

Små og store impulsoverførsler svarer til hhv store og små afstande efter ubestem
thedsrelationerne. Vi kan derfor også sige, at QCD opfører sig

(a) ved sma afst,ande som en perturbatioDsteori baseret på omtrent frie kvarker og
gluoner i rdativt svag vekselvirkning;

(b) ved store a:fstande på en helt anden måde.

Dette er i kvalitativ overensstemmelse med forestillingen om permanent kva.rkconfine
ment: I store afstande ser vi hverken kvarker eller gluoner l men blot mesoner og baryoner:
Verden ligner ikke en næsten fri QCD-teori. Det gør den derimod dybt i det indre af ha
dronerne.

Lad os sluttelig nævne, hvor udtrykket (33 - 2Nj ) kommer fra. Det viser sig, at for at
beregne opførslen (6.79) er det tilstrækkeligt (i en passende gauge) at studere den måde,
gluonfeltet polariserer vacuum: Adskiller "farve" og Hantifarve" l analogi med den måde,
bvorpå. et sædvanligt elektrisk felt adskiller ladninger, de positive fra de negative. Denne
effekt beskrives ved følgende Feynman-diagrammer:

(a) (b)



6.6 I\VARJ(·COl·~·F'lNEMENT. "BAC.')·MODELLEN 193

Før. te diagra,m giver anledning tillcdJel. "33". Hvi5: g'augegruppen er SU(,V) i st del
for SL {:3)c fås II· N. niagram (b) giver bidrag af modsat fort gn. og ved rneo-et høje
energier. hvor vi kan se bort fra. kva,rkcrncs mi\.sser, bidrager kvarker med forskellig Ravour
præcist lige meget. Derfor er bidraget herfra proportlonalt med antallet .Vj af kvarkfla
murs. Antallet af kV<irkAavours er det antal ih.voms der er "åbne" ved den energi. vi
betragter. Hermed menes, at kvarker, hvis masser er så store at de ikke ka.n pardanne-s
ved den pågældende energi. ikke tælles med. Vi bemærker iøvrigt, at nye und (søgeiser
af Z-mesonens henfald tyder på al der kun findes 3 kvark-Iepton-generationer, altSÅ 6
kvark-riavours, Vi sætter ofte NJ ~ 3 - 4 i praktiske anvendelser af liden løbende kob
Iing»konst,anl" i de energiomra.der, vi idag ka,n studere,

Bemærk, aL i QED har vi det analoge fænomen beskrevet udelukkende '..-ed dia.gram
(b). Derfor bliver konst.anten b i (5.79) negativ i QED, og (6.80) viser så, at formlen i
QED kun kan bruges, når også log Q2 lA 2 - -00, elvs Q~ O. QED opfører sig a.ltså helt
modsat QCD. I virkeligheden er QED ikke helt lIinfrarød fri", idet den endelige værdi af
el kironma-ssen ma tages i bet.ragtning. Men det er klart, at for store værdier af Q2 kan
vi formentlig ikke anvende p 'rturbationsteori i QED! Imidlertid kan vi skønne, at vi først
kommer l va.nskeligheder) når

I 31l'
o: = - ~ ----:--:-----:-

137 log Q'2lm;

eller

et t.al. der ikke har nogen umiddelbar mening, bl.a.. da. den samlede energi i hele universet
rtnslås lil A,J 1082Ge V.

Det er imidlertid el meget interessant resultat, at de eJlesle fellt,eorier (baseret pi
kvarker), som giver asymptotisk frihed, er ikke-Abelske ga.ugeteorier som QCD.

6.6 Kvark-confinement. "Bag"-modellen

Hvis vi vil bruge QCD til at beregne, hvorledes kvarker bindes sammen lil had roner,
og hvad disse haclroners masser og andre egenskaber et l ma vi åbenbart anvende ma
tematiske metoder, som er langt mere generelle end perturbationsteori. Sådanne me
toder er i analytisk henseende endnu kun temmelig ufuldstændigt udviklet, ja man ved
strengt taget ikke, om QCD ka.n anses for at være en modsige1sesfrl teori ved store af
stande, ligesom anta.gelsen om kvark-confinement ikke er eftervist i detalje. De største
forhåbninger om fremskridt i så. henseende knytter sig til formuleringer af QCD på et
rllm-tids-gitter. Dernæst udføres renormeringsproceduren} som. betegner overgangen til
ep kootinuumsteori. Disse skridt kan i princippet udføres med vilkårlig nøjagtigbed af en
computer. De seneste lO-iS å.rs udvikling har vist betydelige fremskridt, Olen vi må, vente
på ny og bedre computere for virkelig at teste teorten i den detalje, vi kunne ønske.

En anden metode består i at supplere teorien med forskellige mere eller mindre pla.u·
sible "gæt" om) hvordan den opfører sig: Vi kan forsøge at bruge modeller, En meget
populær model har været den sk MIT bag model (sækrnodel) i forskellige udformninger.

Efter denne tænker man sig hadronerne som små ('sække», områder, inden {Ol Ilvilke
kvark-gluonfelterne er approksima.tivt i den asymptotisk frie, perturbative fase. Uden
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for sækken (hadronen) hersker det (:ikke-perturbative vacuurn\l. Dette sidste alllages at
være en meget indviklet feltkonfiguratjon med en energitæthed, som er laVtre end ener
gitætheden i det simple perturbative va.cuum. Det Hsande" fysiske vacuurn er selvfølgelig
den fejttilstand, der har den allerlaveste energitæthed. Der er gjort visse fremskridt i
retning af at påvise eksistensen af komplicerede feltkonfigurationer med en lavere ener
gitæthed end det perturbative vacuum, men det er ikke helt klart hvor realistiske. de
er.

Hvis imidlertid der virkelig eksisterer sådan en forskel i energitæthecl (som i bag
modellen kaldes bag-konstanten, B), så vil det fysiske vacuum udøve et tryk på overfladen
af hadronerne: Der ville kunne vindes energj ved at fjerne det perturbative vacuum inden
i hl'.dronerne. Dette tryk tænkes afbalanceret af det modtryk, som kvarkerne og gluonerne
udøver ved deres bevægelse inden i had.ronerne.

Lad os tænke på en meson som en kugleformet struktur, en boble med radius R. Så
er irølge ubestemthedsrelationerne kvarkernes impuls af størrelsen

l
P'" -

R

Del tryk, kvarkerne udøver på kugleoverfladen, er så lig med bag-konstanten B i ligevægt
(hvIs vi negligerer gluontrykket):

B = geometrisk faktor x ( ~)4

(tryk = lmpulsoverførsel/tidsenhedfarealenhed). Herefter er hadronens energI (masse)
bestemt:

/VhadTon ex C· n q . p + B . V

hvor n.q = 2 for mesoner og 3 for baryoner, c er en geometrisk konstant l der eventuelt kan
forsøges vurderet; p "-' ] / R '" V- t !3, og V '" R3 volumenet af hadronen (vi har her set
bort fra kvarkernes masser).

[ en mere raffineret behandling tager man selvfølgelig hensyn til gluonfeltet og til, at
kvarkerne er fermioner. Kvark-connnement - eller bedre: Colour connnement - betyder, at
der ·kke er nogen elektrisk colour flux gennem en Gauss-overflade, der indeholder hadronen
(jfr de colour-elektriske feltlinjer , som er antydet på lig. (6.3)).

For hurtigt roterende hadroner bliver ligevægtskonfigurationen som antydet på fig.
(6.4). Midt på hadronpø\sen er vacuumtrykket udelukkende a.fbaJanceret af et co)our
elektromagnetisk felt tryk. Dette betyder l at tværsnitsarealet er bestemt af bag konstan
ten. Men så følger det også., at den colour-elektriske feltstyrke er konstant langs pølsen,
og det.te betyder igen, at det arbejde, der skal udføres for at strække pølsen et bestemt
beløb, er uafhængig af pølsens egen længde. Som tidligere nævnt er denne egenskab
karakteristisk for systemer med rotationstilstande på en lineær Regge-trajektorie.

Figurerne antyder hvordan man tænker sig det colollrele1<triske felt indskrænket til
sækkens område, mens det er ucllukket fra området udenfor. Situationen minder her
påfaldende om Meissner-effekten for superledende metaller. Her er det det magnetiske
felt, der ikke kan trænge (ret langt) ind i superlederen. Man taler da også ofte om colour
confinement, som analog til den uduale Meissner-effekt", hvor ordet, dual, refererer til,
at der er byttet om på elektricitet og magnetisme. Faktisk besidder Maxwell-ligningerne
(og den ikke-Abelske generalisering i QCD) næsten en symmetri mellem elektricitet og
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magoeti_me. Syrn nelriel (dualiteten) er kun brudt (l.f deL forhold, at der ikke findes
magnetiske. men kun elektriske ladninger. Der hi\r været fremsat mange spekul.'il ioner
{)O" forslag gående ud på at lede efter ie!tkonf1gurationer i QCD. sorn mere eller mindre
kunn:> simulere ltcolourmagndiske monopoler (dvs magnel;ske ladninger).

6.6.1 OZI-reglen

Vi kan nu danne os en begyndende Corståelse af OZI-reglen (jfr. kap. 4.7). Le.d os hetra.gte
n tung meson bestående af tunge kvarker QCJ og som kan henfalde stærkt til et. system

bestå. nde af lette kvarker. Så kan vi forestille os henfaldet finde sted i t.o skridt (jfr. fig.
(6.5)):
Først anni hilerer Q og Q til 2 eller flere gluoner inden i sækken. Hvis massen af mesoner

er stor, kit.T) vi bruge pert-urba.tionsteori til at vurdere amplitu.den. Den bliver proportiol)a.l
med

hvor n er antallet af gluoner, og 9R(kf'J) er l the runn;ng coupling conslant". Den fysiske
me:son er en colour-singlet, så a.nni hilation til 0n enkelt colour-octet-gl uon er forbudt. Med
andre ord: n ~ 2. Vi skal sen re se, at for ø- og J fIp-mesonerne er n ~ 3. Amplituden for,
hvorledes gluonerne omdannes til fysiske hadroner, ved vi ikke, hvordan vi skal beregne,
men vi ved, at denne omdannelse nnder sted me.d sandsynlighed = 1. Altså får vi (ar den
totale stærke bredde a.f den lunge meson:

(6.83)

Når 1\;/2//\2 er så stor, at (}"s er væsentlig mindre end 1. giver dette udtryk en lille bredde
i overensstemmelse med OZI-reglen. Vi ser også, at reglen bliver bedre og bedre, jo større
/'.11 2 er. Den er ekstra god, hvis n ~ 2 er forbudt, så n ~ 3. Dette gælder, som vi skal 'e,
når C = -l. Den eksperimentelle værdi for (}"t ligger i det energiomra.de, vi for tiden kan
undersøge, på omkring

cx~ "-' Q. 1

6.7 Haclronernes hyperfinstruktur

l denne par<l.graf skal vi give et simpelt argument for\ at QCD kan forklare masseforskeJlen
mellem singletmesoneme (11'. J(J 11) og tripletmesonerne (p, K- t w) sa.mL mellem spin- I/2
baryonodetten (N,A,E):=:) og spin-3f2 decupletten (n.,L·,=:·,f2.-). Vi skal også se, a.t
vi her få.r brug for den ikke-Abelske struktur af QCD.

Den pågældende masseforskel må å.benba.rt bero pa.. en spilJ-spin vekselvirkning. En
sådan kaldes i a.tomfysikken for en hyperfin vekselvirkning. I hadronfysikken er Q~ inlid
ler tid ikke så liUe, og det. kvantemekaniske overla.p mellem kvarker er større end mellem
elektroner og kernel så. badronernes I<hyperfint> splitning er ga.nske betydelig.

Af PDG-tabellerne finder vi:

p - 11': 628MeV I IC - K: 398MeV , w - ry: 233MeV;

i middel
(.6Mhs-'S = 420MeV
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For baryonerne flnder vi:
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i middel

~ - N: 294 MeV; ~. -.s: ~91 MeV, ::-'" 216 MeY; (6.84 )

(L\M<H-{t}) = 234MeV

J bag modellen er der ingen forskel på disse ma.sser i den approksimation, hvor vi negli
gerer kvark-kvark vekselvirkningen .inden i sækken. Den første kvark-kvark vekselvirkning
i perturbationsleori skyldes gluolllJdveksling. En god del af denne er igen uafl)ængig af
kvarkspinnenes orientering. Vi er her kun interesseret i den del: der opfører sig som

hvor (II) og (}1) er matrikseJementer af de to kvarkers spin.
Vi ønsker følgelig at analysere diagrammerne

===~=a==:
fOl' mesoner, og for baryoner

l
~ ) ~?a m

+ ) m +)

k 2
m

b k
cn n

k n

Vores første opga.ve bliver at nnde sammenhængen mellem energibidraget hidrørende fra
disse diagrammer og den inva.riante Feynman-amplitude svarende til dem.

I den approksimation, hvor kvark-kvark vekselvirkningen er svag, og hvor vi kan antage
kvarkerne frie inden i sækken, ved vi, bvorledes vi skal beregne Feynman-amplituden:

(6.85 )

hvor IH) er hadronti [sta.nden.
Hvis vi på den anden side opfatter gluonudvekslingsprocessen som givet ved en ny

slags effektiv Hamilton-funktion Heil) så har vi til første orden (jfr kap. 5.5)

Pga translationsinvarians:

'l...I () izP'l...I (O) -izP
J ~eJJ x = e /lejJ e

6

sa er
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Den energi forskel , ~E, som 'Hef/ giver anl·dning til, er givet ved

190

!:lE(HIH) (flJHefJ ]H) = Jtfx(HI'HcjJUi, 0)1 H)

('2r.)3p(PJ - P,')(HI1i,,//(O)!H)

2~H (HI H)( H /H.(j /(0) I H) (6.86)

hvor EH er massen af hadronen, og vi påny har brugt lranslatiollsinvarians. Vi har så, for
den søgte energiforskel

l:i.E = -'JE
l

(H/TIH)
- H

~6.87

sorn umiddelba.rt kan beregnes efter feynman-reglerne i den omtalte approksimation.
Det er instruktivt at udføre beregningen i to skridt. Kvark-gluon vertexei er identisk

med elektron-foton vertexet i QED - bortset fra colour matricen i ~/~ij' Lad os derfor
først gennemføre beregningen uden colour {aktorer. Dette svarer til en teori, i b\'ilken
de stærke vekselvirkninger har fuldstændig samme struktur som de elektromagnetiske.
Som vi ska se er rcsul.atet i kvalitativ modstrid med (6.84). Dernæst vil vi udregne
virkningen af colour faktorerne. Disse vil ændre resultatet og bringe tiet i smuk kvalitativ
overensstemmelse med data..

Lad os først se på "foton)1-udveksling melieJ.. 2 ladede fermioner (ikke (etrnion og
a.n ti fermion ):

P2

Feynman-reglerne giver

(6.88)

Vi ønsker at eva.luere dette udtryk i den urelativisliske approksima.tion, hvor den
udvekslede foton er "blød" (men l hård" nok til at vi kan bruge perturbationsteori i
QCD~). I den urela.tivistiske a.pproksima.tion er

El '" m ~ Ipl I etc.

•sa.
2 ( E E' - -I )2 ( - - I ) 2q = I - I l PI - P I ~ - PI - P l

Vi bruger DU den eksplicite r~præsenta.tioo for lU og v. og U

(6.89)

o (! 0) _ ( Oa)
l' = o -1 • 'Y = -8 o
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[ X]Il(P) = JE +m
p-~

c+m X
og

U;1I'U,=zJE!+mJE~+m (xt,-xt~~+:)[(~ -~))(-~ ~)] [li~mX]
hvor vi forlanger, at kvarkernes spinti IsLand er uændret af gluonudvekslingen: u/log Ul har
samme Pauli-spinaT x. For at studere hypernnbidraget behøver vi kun a.t isolere det led,
som er proportionalt med ma.~rikselementet af (j. Derfor undersøger vi kun J1, = 1,2,3
delen. Endvidere sætter vi El ~ E~ :::: m og fii.r så

(
I P-I. (j\ [ D'fPL'ch ] {B(P-I ·5) (p-I. (j)ii}

- I - .. t • 2m _ t l
1). ."ill l ~ 2m X ,-X 2m) -aX - 2mX 2m + 2m X

Me.n

eller

Gi(PljO'J) + (p~jlTj )0'1 = pu\6ij + it;jklTd + p~),[8ji + iCjikl1kl

= (PI + p;)i + ieijdp\ - p; )jGk

-I l t ( I) 2' .(1)
ti Il Ul = X X PI + PI i + UijkqjJ!:

(6.90)

hvor
- .... -I

q = PI - P I

Ved at behandle fermion nr.
delen:

og ;(1) = Xl ~x for fermion nr. (1)

(2) på samme måde får vi af (6.88) og (6.89) for spin-spin

og befaf

2

T .- e [2'" "(11][2' - '(7)1- jl - + (- -/)2 U,J/rqJh lE,ImQU m + ...
PI - P \

(i den sidste faktor va.r der 2 ekstra minustegn: P2 - p; = -q, og tI 2"YiU'l = -'iL ;"Y'U2).
Nu er

"2

-Tji = + ~2(-4) (11'\;(1). 1(2)) - (q. I<2))(q' fll)))
q

Vi ønsker at finde middelværdien heraf i en S ·tilstand. Hertilomskri ver vi i sidste led

( l -25 J l -?'6q,qj = qiqj - '3 q IJ' + '3 q ij

hvor første parentes ikke bidrager til' = O tilstande. Heraf fas

const. x 6.E(H f) = ~~2 X ~ x I(I) . ]<2) = _1l}1) . J(2) J( > O (6.91)

(Bemærk, a.t (6.91) antyder, at vi bar sat TI; = (HITIH), bvilket er forkert. Tit er
matrikselementet mellem 2 kvark-tilstande, medens IH) er en hadrontilstand. Hvis vj
tænker på !H) som en meson opbygget af en kvark-antikvark tilstand, kan vi skrive

\ I ) J cfPI d
3

p2 J3 pil cFp; ( I I 1)( I I ITI ) IH
(H T H = 2E

1
(2il'")3 2E

1
(21l'P 2E~(21f)j 2E~(211')j H P\P2 P\P2 PtP'i (Pl.P? )
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hvor ~å (PI />21 H) er l'e1at.eret lil en rnodelafhængig bølgefunktion. I vores yderst 'imple
beskrivelse i'lnt.a.g;es disse bølgefunktioner kun at være forskellige fra. 0, når PI - -P? og
p7 = p~ = ~AI1{. Endvidere antages de retdlingsuaOlængige (S-tilstande). Resultatet
af dissf' komplikationer bliver å. blot a.l indføre passende (aktorer }\;[H i ligning (6.9\).
~iiJedes itl dimensionen kommer Li I {-l.t passe. Imidlertid benyttes ingen steder den fa.k
tiske (modelalbængige) uendi for )(., så ændringen får ingen praktisk betydning for den
efterfølgenJe diskussion.)

Det vigligste resultat i (6.91) er, at vi har vistI at forlegnet på koefficienten er negativ.
Lad o:, fltl be{.ragtt: et fermion-anli-fermion system, som ligger nærmere på vores kvar·

kmodel for en meson. Så har vi . i stedet for (6.88) -

(6.92 )

hvor del ændrede {ortegn hidrører fra., at vi ha.r en ant-i-fermion, der passerer fra
begyndelses- ti l slu ttiJstanden. Der er da. også fysisk se~ oplagt, at energi ændringen må
skifte fortegn for et system af to modsatte ladninger i fod old Lil et syslem af to ladninger
med samme fortegn.

Imidlertid er

Men iflg. (3.1'24), (3.125) og (3.126) er

,T -'eT
V'2 == 'Il "2

hvoraf

(6.93)

(or et ferm ion- anti-fermionsyslem. Vi har altså.

for {
fermion-fermion
fermion-anti fermion

(6.94 )

Lad os derpå. udregne JOI . IP) for singlet- og tripletmesoner. Idet S == O eller j er
spin-kvantetallet, ha.r vi for matrikselementer

eller

SeS + l) ()2> = ((J(l) + ;(2»)2)
{(](l))2) + (()C2l)2) + 2{)(1) . JC~)

= ~(~ + I) + ~(~ + l) + 2(](i) . ;(2»
'2 2 2 2

(6.95)

l 3 {b:.E(Hf(mesoner) '"'" +2~(S(S + l) - 2")::: ~ X

for tri plet

for singIet
(6.96)
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(6.98)

(6.99)

Dette resultat er i overensstemmelse med, at tripletL)l~Landene (p, g" ,u.:) hM højere
tn asser end si nglelti Istandene (JT, l( \ TI}.

(midlertid fÅr VI el uheldigt resultat for baryonerne. Summen af de tre diagTaml:ner

fra. [ør giver \ da vi nu har tre jermioner:'

6 B( Hj(baryoll)) == - x:' [JO) .JP} +JO) . JP) + J(2) .JP)I
Vi udregner spin produkterne som før (ar en baryon med S = l/2 eller S =3/2 :

S(S + l) =:: 3 x ~(~ + I) + 2 (JO) ,J(2) + J{I) .J(3) + ]'(2). J(3») :::;.

l ( 9) {+ ~ for S = ~
t::..E(H j(baryon)) = --:-'" S(S + l) - -:- = 1\ x (6.97)

2 -I _ ~ for S;:: ~
i 2

al tså. at S = .3 /2·l ilstaodene (.1., ~~, .=:. l 0-) sk uIle ha vr. mi.ndre m asser en cl S ;:: 1/2
l i1Slandene (N t L:, /)." :=:), i skarp modstrid med eksperi me.nterne. Endvi dere siger (6.96)
og (6.97), at den numeriske værdi af splitningen er 1.5 gange så stor for baryoner som for
mesoner, medens det eksperi men telle spl i t er størst for mesoner (6.84).

Vi skal nu se, at QCD korrigerer udtrykkene (6.96) og (6.97)~ så. de bringes i kvalitativ
overensstemmelse med eksperimenterne.

Lad os førs!' betragte mesontilfældet. l notationeo på figuren får vi en colourfaktor fra
vertexerne

~~a'~Alak
2 J12

En d vi dere er vores meson j en colaur-si nglet- t ilstand ,Iworfor vi skal kant rahere med

:736il for begy ndelsest ilstanden og 7;0i.l: for slu t ti lstanden. En dej ig skai vl su m mere alle
diagrammer svarende til de forskellige gluonurlvekslinger. Vi får så den totale colourfaktor
for mesoner

"""' l, c l al a l """' (lala) l 4
~ -OiJUj/c-\,--A/k = - ~ Tr A /I = - . 2 ·8= -3

"kl 3 2 2 12 li 12
.I.j. 'la

For baryoner (3- kV3l'k-singlet tilstande) får vi tilsvarende (første diagra.m i figuren)

l I l ~4 I All 6
j6t:''J k J6c/mk 2" /;'2 mj nk

2~ ['.iktlm.l:A~i>'':n.i = 2~ [<5iI Djm - OimOid),f).~j

2- [2)Tr),~)2 - 'L Tr(A" X')]
24 li o.

l '2
-[O - 8·2] :::; -
24 3

Vi er meget lykkelige for minustegnel (6.99), idet katastrofen (6.97) herved repareres.
Mere præcist får vi i QCD

.1.E(Hj(mesoner)) =

t:.E(H f(baryoner)) =

~{
+!. for triplet:s

-] for singiet

~{
_l for S - l

2 - 2

+1 for S=~
2 '.l

(6.l00)

(6.101)
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(kke desto mindre mÅ det. belragtes =,om cn bd,.,·delig kvalitill.iv SIHT('S for QCD, :,.1. \'i

kan begynde at fors{a hadroncrnes hyperfinstrllkt.ur \'cd <:'n så sinlJwl regning,
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Figur 6.2:

Figur 6.3: Skitse a( hvordan omtrent de colourelektriske feltlinjer kunne tænkes at forløbe
I en meson.
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Figur 6.4: Skitse af hurtigt roterende meson med colourelektriske felt linjer.

lO}

Figur 6.5: Henfald a.f tungt kvarkoniumsystem via 2 gluoner til hadroner med lette kvar
ker.
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Kapitel 7

e+e--STøn UNDER ZO

7.1 Eksperimentelle anlæg

( løbet ai f O'erne blev store e+ e - ·Iagerringsacceleralorer udviklet. Del drejer sig især om
3 større anlæg: PETRA ved DESY, Hamborg, med Ebcam '" 10- l7 GeV, PEP ved SLAC
med en lignende (!<nap så stor) energi, og CESR ved Cornell med en beamenergi i området
omkring 6 GeV. Disse anlæg var stærkt medvi-rkende til det markant.e gennembrud. som
sta,ndardmodel1en oplevede i 1970'erne og l 980'erne. Det er denne fysik og dens moderne
fortsættelse, vi skal beskæftige os med j dette kapitel. I L987 kom den japanske accelerator
TRISTAN med med en beamenergi på 32 GeV.

l .1989 abnedes CER TS'S ny store LEP accelerator. Med sin omkreds på 27 km og sin
beamenergi på. 60 GeV (der er under opgradering) er den langt den største. Vi vil j dette
ka.pitel omta.le visse resultater fra LEP, men dens hovedopgave har været. undersøgelsen
af ZO-resona.nsen, som vi først omtaler i detalje i kap. 8 og 9.

Den vigtigste parameter for en e+ e- -accelera.tor udover energien af beamet er ma
skinens luminositet L. Alle maskiner arbejder med en designluminositd på ca.. L =
1O:l2 jcm2J sek. men i praksis er der ofte vanskeligheder med at nå denne værdi. Som
regel ligger den anvendelige luminositet noget under designluminositet.en.

Luminositeten er det lal) man skal multiplicere et givet tværsnit med for at få.
tællehast.igbeden ved maskinen. Lad os betragte e+ e- --+ f.l+ f-l-, for hvilket tværsnittet
ved høje energier er (5.100)

87nb
i7

p
t == sJ(GeV)?'

87 . 10-:13 cm ').

sJ(GeV)2

Tællehastigheden for J.I.+ p.- ved E6eam = 15 GeV og L = 1031 bliver så.

87 . 10-33

tællehastighecleD == 1031 302 sek- I
::::: 10-3 jsek (7.1 )

Der går ca. 20 minutter mellem hver fJ-+ p- -begivenhed! ved højere energ' er er forholdet
meget værre pågrund af faktoren l Js i udtrykket for tværsnittet. Dette siger noget om
de pra.ktiske vanskeligheder ved at udføre e+ e- -eksperimenter.

Resultatet (7.1) er endda optimistisk. For det første skal "tællehastigheden ll multipli·
ceres med detektorens effektivitet. For moderne detektorsystemer er den 90% eller mere.
For det andet tager (7.1) ikke hensyn til, at maskinen må. standses flere ga.nge pr. døgn
for påny at blive fyldt med elektroner og positroner.
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I praksi' atrigges' detek loren ca. hvert seku nd af fa.Iske begi ven heder, dels ko mmende
fra kosmisk stdtling dels fra e+ eller e--støcl på den tilbageværende gas i det dlers hårdt
udpumpede bea.mrør.

Pig. (7.1) vlser en typisk detektor (ALEPH) ved LEP. Man søger så. vidt muligt
at omgive vekseJvirkningspunktet fuldstændigt rned højeffektive elektroniske detektorer.
Disse detekterer først og fremmest 4-impulsen a.f de resulterende partikler efter følgende
strategi:

L Ladede partikler detekteres gennem deres ioniseringsspor i et gnistkammer med
højspændingstråde (MWPC = Multi Wire Proportional Counter)i

2. elektroner og fotoner detekteres gennem deres elektroma.gneLiske byger (showers) i
materialer, der indeholder kerner med store Z (blyglas fx);

3. neutrale hadroner detekteres ved at lade dem vekselvirke med detektorens kerne
partikler og derpå måle den afsatte energi (calorimeters, fx flydende Argon). I en
elektromagnetisk shower afsættes energien i løbet af få strålings\ængder. Hadron
showers adskjller sig herfra. ved at energien afsættes mere gradvist;

4. jj-partikler ligner 7l"-parlikler til forveksling hvad angår deres spor i MWPC. Men
de adskiller sig fra hadroner ved deres evne til (næsten) uhindret at kunne passere
store stofmængder, som L'I( det tykke jernåg (iran yoke), der omgiver detektoren, og
i hvilket returmagnetfeltlinierne løber. Derfor anbringes yderst om detektoren et
særligt sæt ,u-kamre.

De ladede partiklers imp1ds fastlægges via krumningen af deres baner i magnetfeltet.
Dette er et aksialt felt (i beamets retning). Det har tendens til at ødelægge accelerat.orens
beamoptik, så derfor anbringes særlige kompensationsfeltmagneter før og efter detektoren.

Neutrale og elektromagnetiske partiklers energi måles via kalorimetrene, og deres ret
ning fastlægges af geometrien. Figur (7.2) og (7.3) viser eksempler på computerrekon
struktioner af begivenheder i ALEPH. I den første figur ses en e+e- - e e- begivenhed,
mens den sidste viser en e+ e- - 11-+ jJ- begivenhed. Det ses hvorledes elektronerne giver
signal i de elektromagnetiske shower-counters, men ikke trænger gennem jern-åget (or
magneterne. Det gør til gengæld my-leptonerne, der giver signal i my-kamrene, men ikke
i de elektromagnetiske shower-counters.

Et sådant detektorsystem har en udmærket 4-impuls og ladningsopløsning, men er
dårligt til a.t skelne fx lI'-mesoner fra K-mesoner. I mange tilfælde er man heller ikke
interesseret i en sådan, men er den ønskelig, må. detektoren udvides, fx med Cerenkov
kamre til måling af partiklernes hastighed.

På. trods af de eksperimentelle vanskeligheder er en række af 70'ernes SO'ernes vigtigste
resulta.ter i højenergifysikken opnået med e+ e- -acceleratorer.

7.2 Verifikation af QED

Den simpleste, rent elektromagnetiske proces i e+ e- -maskiner er e e- - !J+ jj- l for hvil
ken (5.98)

(7.2)
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(7.3)

(7A)

ved hoje energier (.s ::: (2E6eam )2). ·ksperiment.eIL stemmer b.lde vinkelford"'ling og den
omstændighed. al

d<:1
deos e

er uanlængig af s.

Fig. (7.4) viser eksperimentelle. resultater for Bhabha-spredning ved forskellige energier.
l (5.107) fandt. vi

d<Y 2 [ 2 () '1 () 112
oS l 8 - 21f0 sin- :- +sin -

c. cos 2 2
ved høje energier, uafhængigt af s. Figuren viser overensstemmelser inden for den ekspe
r' rnen telle måleusikkerhed.

Ved højere energier ses afvigelser fra QED, som er helt forventet i standardmodet
Jen. De skyldes især tilstedeværelsen af ZO resonansen, der bidrager en vældig top t)l

tværsnittet, som skitseret i fig. 7.5 for standardprocessen e+ e- - j1 jl-.

Divergensen i (7.3) [Ol' e -----> o ligger uden for det praktisk tilgængel'ge måleområde.
for e -< ogår den spredte elektron videre inden i beamrøret. Man kan vise; at divergenseJl
forsvinder. når ma·n i stedet spørger (mere fornuftigt) om tværsnittet for e+t.- --t e+e

+ et uspecificeret a.nLal fotoner med energi mindre end en vis måleværdi. Sadanl1e brem

sestralefotoner dannes i stort tal (synchrotronstraling) og er med til at gøre tilværelsen
besværlig for e+e--eksperimentatorer. Kurverne i (7.4) indeholder visse korrektioner både
herfor og for andre QED-strålingskorrektioner.

7.3 "R"

Fig.7.6 viser data for det totale e,+e- tværsnit. Hovedparten af sluttilstandene består

af hadroner. Det ses, at tværsnittet har en siaeode lighed med tværnittet for jJ.+ fJ.
produktion. Bortset fra (lokalt dramatiske!) resonanstoppe (afsn. 7.5), ser vi igen en
energiafhængighed som 1/5. Dette forhold skal vi nu give en yderst simpel fortolkning
inden for rammerne af kvarkmodellen.

Hertil indføres den berømte størrelse, RI defineret ved

R == 0'( e+ e- - hadroner)

11( e+ e- - fJ.+ jJ. - )

l e+e--eksperimenter dividerer man næsten altid tværsnittene med I1p l' Resultatet er
så tællehastigheclen relativt til tællehastigheden for fJ. +jJ.-, som antages bekendt fra QED.

Herved omgå.r mao eventuelle maskinusikkerheder vedrørende luminositeten.
Kvarkmodellen suppleret med asymptotisk frihed og med en antagelse om, at hadro

nisering af kvarkeroe er en Uvenlig" proces, der ikke ændrer resultatet, giver os en uhyre

simpel teori for R.
Betragter vi først den hypotetiske proces e+e- -+ q'lj (q = kvark med ladning Qq·e l e:::

protonladning), så er trivielt ved energier meget højere end kvarkmassen

lJ"(e+e- -+ qq) __ Q'2
(7.5 )

l1(e+e- -+ jJ+f.J..-) Q

Dette resultat burde være rimeligt ved høje energier, under forudsætning af at vi kunne

udføre detektionen af kvarkerne ved meget små. afstande. Så. ville nemlig - ifølge asymp
totisk frihed - QCD-koblingen (}-J(s) være så lille, at vi kan se bort fra gluonkorrektioner.
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Imidlertid kan vi ikke Ddføre eksperimentet med "detektorer" i en afstand) der er meget
mindre end AO~D "'" l/m (!). Vi antager derfor, at forvandlingen af q og q til de hadron·
systemer, vi kan detektere (og som indeholder mange ekstra kvark-antikvarkpar foruden
:nange &luoner), foregår med sandsynligheden 1. Antagelsen synes nogenlunde rimelig,
da vi vUd, at kvarkernes impuls inden i badronerne er af størrelsesordenen AQCD. Ved
energier, der er så bøje~ at denne forstyrrelse kan betragtes som lille, burde argumentet
være fornuftigt. Kun i nærheden af resonanser vil vi vente, at udtrykket (7.5) bliver hell
forkert, men herom senere.

Vi har derefter følgende simple model for R:

(7.6 )

Her må vi tænke os, at summen skal udstrækkes over de kvarker, q;, for hvilke
den dobbelte masse er mindre end tyngdepunktsenergien. l energiintervallet mellem 2
kvarktærskler forventes R at være konstant.

Fig. (7.7) viser en række eksperimentelle værdier for R. Der ses at være kvalitativ
overensstemmelse med et billede for R bestående af plateauer. Vi kan også udregne
værdien af disse plateauer. Lad os først betragte området under cbarmtærsklen omkring
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3.7 GeV. Så har vi u. d og s-kvarker, hver med 3 (arver:

[
'2 2 l 2 1 2] 6R=·3x (-) +(--) +(--) -3x-==?3 3 3 g-

r området mellem c-t.ærsklen og b-tærsklen får vi yderligere .6. R:::: 3·4/9 - 4/3, og efter
b-tærsklen nok en tilvækst pc), b..R == 3 x ( 1/3)2 == 1/3.

Vi ser, at eksperimenterne er i imponerende kvalitativ overensstemmelse med dette
yderst simple billede. I fig. (7.8) er vist et par mere sofistikerede forsøg pa at flUe
data. Kurven ma.rkeret QP M (quark parton model) er i det væsentlige ovenstående model
med simple beskrivelser af tærskelområdet. Kurven QPM+QCD+Zo, viser. at små (ret
indviklede) QCD (gluon-) korrektioner gi Vel' en meget fin overensstemmelse med da.l.a,
samt at vi ved de højeste energier begynder a.t se ha..len af ZO-resonansen.

Umiddelbart før en ny kvarktærskel forekommer O, 2 eller 3 meget smalle resonanser
(kvarkoniumtilstande). Straks efter tærskelen har R-kurven et meget kompliceret udse
ende svarende til forekomsten af resonanser med OZI·tilladte henfald.

R-kurven ville blive i meget skarp modstrid med data, hvis vi ikke havde colourfaktoren
(3) til hjælp. R-kurven er i dag et af de mest direkt.e beviser, vi har på, at kvarker har
colour. Tilsvarende (og fakti:>k endnu mere numerisk nøja.gtige) forhold gør sig gældende
ved beskrivelsen af henfaldsbredderne for I-leptonen og ikke mindst (or 2 0 resonansen,
men herom senere.

7.4 T-Ieptonen

Et af de meget bemærkelsesværdige resultater af e+e--fysikken er opdagelsen 1976 af
den ny tunge leplon, kaldet 1 med en masse på

m-r == 1784 ± 3 M eV (7.7)

Som lepton adskiller 7 sig fra andre partikler i e+e- -stød dels ved sin produktionsmåde
dels ved sine henfald. I næste kapitel skal vi studere de svage henfald, mens vi her stort
set bare vil studere produktionsmåden.

Signalet for en e+ e-·begivenhed er dog afhængigt af r·henfaldet. Levetiden for en så
lung lepton er for kort til, at dens spor vil kunne detekt.eres j sædvanlige e+ e- ·detektorer.
(Dog er den faktisk målt ved en sælig teknik til (0.308 ± .008) x 10-12 sek., herom i næste
kapitel.) Henfaldene (der alle er svage) er dels leptoniske, dels nadroniske:

7 -7 1/.,. + leptoner

7 - 1/.., + hadrooer (7.8)

hvor vi antager, a.t T er ledsaget af sin egen neutrino forskellig fra de to til elektronen
og myonen hørende neutrinoer. Der findes en lang række evidenser herfor, vi ikke skal
komme ind på. Begivenheder af formen

e+e- - 1+7-

r - II.., +e- + Ile

r+ - Ii1" + J.l+ + I/jJ (7.9)
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"il detekteres som en e- og en j1+ i sluttilstanden og intet andet! Sådanne hen[(l)cl I.:an. S?

~'idt vi ved. kun komme fril C:+c- ---+ T+'-, Når de obsen·fres. er pr bIernet at o\"t'rbe\'l. e
sig om. at det ikke bare er detektoren. der har mistet de 0\'rige partikler. Med moderne
detektorer er usikkerheden mi nima!.

Mere information far man ved at benytte. at de Aeste T-henfald kun giver a.nledning
lil e.n ladet parlikel. l fig.(i.9) er \·ist. størrelsen

(1.10)

Sluttilstanden er specificeret ved <l.t indeholde en elektron leller positron). "2 prongs (dvs

:2 ladede partikler. altså en lade partikel foruden e±). samt noget uspecificeret. uladet
IX).

Vi kan nemt nedskrive et nyttigt teoretisk udtryk for denne størrelse. Da j i alle
henseender produceres som f L får vi fra (,),99). idet vi sætter Be = l for s » m;:

+ et');r J, 4m'~
a(e e--, '-)=-/3r (I+-/3;' -'l

s 3 s

hvor

.-\ Ilsa

pr 1 Jil = - = - E2 - m 2 =
,-r E.,.. Er 'r' r

'2m r\--=E2. .,.. ~
'm21- __'r'

S

(7.11 )

Størrelsen R;~ er proportional hermed. Proportionalitetsfaktoren er sandsynlIgheden for,
al den eDe j' henfalder til en e± og den anden til en ladet partikel (+ uladede).

Afgørende for formen (7.11) er, at j har spin ~. Dette er vist påfig.(7.9), hvor
den fuld t optru.kne kurve netop er (7.11) (pånær en konstant faktor). Hvis i stedet det
producerede partikelpar havde spin O, l eller 3/2, ville man få andre kUTver, der ikke
filter dat.a. Datapunkterne på (7.9) beskrives meget smukt a:f kvadratroden i (7. \ I) og
herfra bestemmes værdien (7.7) for T-massen. Det er endvidere bemærkelsesværdigt,
at ved høje energier stemmer udtrykket (7.11) stadig. Denne meget langsomme, jævnl
forløbende energiatbængighed (R r - l,s ~ (2m-r)~ er i skarp kontrast til den takkede
R-kurve, (7.7), og viser, a.t i-partiklen ikke deltager i resonansdelen af tværsnittet. Dette
er naturligvis i overensstemmelse rned\ at 7 er en lepton - ikke en hadron.

Fig.(7.10) illustrerer netop dette forhold. Fig.(7.11) viser en begivenhed i ALEPH
detektoren med både en myon og en elektron i sluttilstanden l foruden to hurtige og
nogle langsomme hadroner. Tolkningen i termer af r-henfald vil blive klarere i næste
kapitel. Men den involverer, at der er sket en T+""- produktion) hvor den ene lepton
er henfaldet leptonisk til en muon (og to usynlige myon- og 'J-neutrinoer) og den anden
,·Iepton er henfaldet ha.dronisk til et kvark-anti·kvark par (samt en usynlig T-neutrino),
der efter badroniseringen har givet anledning dels til ladede badroner, dels til en 11"0, der
bar manifesteret sig ved et signal i den elektromagnetiske shower counter.



220 c+ t - -STOD

J :: 1/2
- -- J =1 ,,-/'

_.-. J =3/2 /'
,./

0.20 /
/

r~r~~h~d
/

O.lS /

~ /
./

/'

R2p /eX
/

0.10 ·t /

/
/'

0.05
//4-

3.6 3.8 4.0 4.2
Ecm . fGeVl

L.l.

figur 7.9: To-prang inklusivelektronproduKtion (r-signal) fra DELCO-detektoreo ved
e+ e- -acceleratoren SPEAR ved SLAC (ældre data).
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Figur 7.12: Resonansproduktion via virtuel foton.

7.5 Resonanser i e+e--stød
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Gennembruddet for e+ e- -fysik kom med opdagelsen af charmoniumresonansen JN' (3097
MeV) i efterå.ret 1974 ved SLAC. Her skal vi først studere resonansproduktion i e+ e--stød
så generelt som muligt.

7.5.1 Kvantetal i e+e- produktion.

I laveste orden j finstrukturkonstanten Cl ..... 1/137 må resonansproduktion foregå efter
et diagram af typen. (7.12). Lad os først se på hvilke mullge kvantetal, der kan komme
på. tale for en så.dan resona.ns. Da produktionsmetoden er elektromagnetisk, er P og C
bevaret (foruden ladning og angulært moment.).

Da vi endvidere bar en virtuel foton som meUemstand. og fotonen har Q = 0, jPC =
1-- , kunne vi være fristede til at konkludere, at resonansen må have samme kvantetal.
Konklusionen er også. korrekt. men argumentet er ikke overbevisende, da udledeisen af
fotonens kvantetal benyttede fysiske fotoner på. masseskallen. Vi vil derfor bruge et andet
argument.

Amplituden for processen. (7.12). kan skrives

(7.12 )

Her kommer fa.ktoren v"Y/Jl.l fra e+e-"Y-vertexet, og faktoren l/s er fotonpropagatoren.
idet s = (totale C.m. energi)2. Matrikselementet (Rll"'IO) er, hvad der er tilbage som
relativt ukendt. IR) er resonanstilstandsvektoren, og jP er den elektroma.gnetiske strøm,
som indeholder resonansdelen. I vores behandling af e+ e- ~ J-l+ j.J.- fandt vi et lignende
udtryk med den forskel. at (J.l+ J.l-IP'IO)-delen her kunne beregnes.

Imidlertid kender vi transformationsegenskaberne for P': Både J/J og AIJ transformerer
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ens, således at LI C( Aj1Jj1 er invariant:

C)I'C- I = -JIJ (7.13)

og jll transformerer som en 4-vektor.
Heraf fås~ idet CIO) = IO) og PIO) = ja) og c = C-I == C , P = p-I

(RIP'IO) = -(RICP"C10) = -((RICt)jl110)

eller
C)R) = -jR)

For parit tstransformationen er argumentet mere indviklet, da Jl = O synes at give P =
+1 medens jJ. i- Osynes a.t give P = -l. Imidlertid er jo (RIP' IO) kontraheret med v'J.'u.
Og i e+e--syslemets c.m. (som er Ia.boratoriesystemet) har vi for J1- = O

V$I(Pt+- houAPe- ) = V!,( -Pe- )u$(Pc-) = O

jfr. (3.89). Pga formen af e+e-, verlexet skal vi altså kun betragte jJ. =J. O. Herefter følger
det straks\ at IR) transformerer under P som l, og at IR) transformerer under rotationer
som l, altså som en rumlig vektor, og altså har spin 1. Altså i e+ e- -slød har direkte
producerede resonanser

jPC = 1-- (7.14)

(7.15)

7.5.2 Måling af resonansers partielle henfaldsbredde til e+e-.

Først ser vi på. udtrykket (or re : Overgangen R ~ e+e-.

Lad matrikselementet herfor være T, hvor vi undlader at specificere alle impuls- og
spinvariable eksplicit. Idet vi tænker os, a.t vi har produceret et sample af upolariserede
spin- t resonanser, er overgangshyppigheden pr. tidsenhed til e+ e- givet ved (smlgn. kap.
I )

VI 1 '" 1re = 411" 641T 2A13 3~ IT!
$ptrt

Faktoren 411" kommer fra vinkelintegrationen, idet der er isotropi, når vi betragter spin
summen svarende til et upolariseret sample. Faktoren 1/3 konuner fra, at vi midler over
alle de tre mulige spintilstande (ar spin-l resonansen.

Lad os dernæst se på tværsnittet for processen e+ e- - R. Af det generelle udtryk i
kap. 1 findes

+ J tf P l l" 1-12( )"olu(e e- ~ R) = (271-)3 2E 2VI 4LJ T 211" b (Pa + Pb - P)
SP'"

Her er pil 4-impulsen for resonansen R med PIJPJJ = Alp, hvor M er resonansmassen.

E == po =resonansens energi for impuls f> ; Pa og Pb er 4-impulserne for e- og e+ j T er
amplituden for e+e- --. R.

Hvis der er time reversal invarians og paritetsinvarians,' gælder (principle af detailed
balance)

L IT)2 = 2: ITI1

3pin sp.n

'Time reversal operationen vender både impulser og spin, medens paritetsoperationen vender impul·
serne, men ikke spinnene tilbage. Derfor må vi summere over spin for at få lighedstegnet opfyldt.
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:'Jår vi betragter stød af upolarisel'ede elektroner og positroner (LI sp'l) tilstande) og udforer
d3P-integrationen i c.m. for eTe-. fÅr vi

(7.16)

(7.1 i)

hvol' igen JS er den totale c.m. energi. Vi ser, at tværsnittet er nul, undtagen når fi
har den "rigtige" værdi. Når v'S ~ I'v/, udviser tf en uendelig høj top. Delte resultat er
naturligvis ureillistisk, og det beror på, al vi har negligeret resonansens endelige bredde.
yJen for de her betragtede resonanser er det faktisk meget fornuftigt at se bort fra den
i første omgang. Disse resonanser har nemlig bl' dder, der er lang mindre end acederil
lorbeamets energipræcision. Den observerede bredde i "rå') data er derfor blot. et udtryk
for maskinens energiudtværing. Hvad vi i praksisk ka.n må.le er derfor kun integralet over
resonansens top: summe:f1 af al e begivenheder med energier hen over toppen.

Inden vi derfor eksplicit indfører den rigtige resonansbredde, omskriver vi (7.16), ideL
vi eliminerer L:5pin ITI 2 fra (7.15) og bruger J\ ~ lvJ2, når M ~ rn~~:

R) = 6-;r2fc 8( JS - M)
M'l

Dette udtryk kan vi trivielt generalisere til et udtryk [Ol' 0'( e+e - - R - 1), hvor f
repræsenterer en bestemt defineret sluttilstand. Idet nemlig Bf repræsenterer den pro
centdel af a.lle R-henfa.ld, som fører ti l sluttilslanden J (og kaldes forgreningsforholdet ),
og idet vi indfører partialbredden

(7.18)

i lighed med r. ::= Be . r, og

r = L rj eller
J

har vi
6r. 2L

er(e+e- - R - f) = Bj--E,(JS - A1) (7.19)M2
Dette er vores søgte nøgleresultat. Vi vil nu anvende det. til en eksperimentel be

stemmelse af bredden af J ftP-resonansen. Fig.(7.13) illustrerer situationen og viser de
oprindelige måiinger for produktion a.f J /1f; med efterfølgende henfald til bbv hadroner
(a), Jl+j.t- (b) og e+e- (c). Enheden for t.værsnittet er er nanobarn (nb), som er 10-33

cm2 . CllcosOI ~ 0,6" i (b) og (c) henviser til hvilket vinkelområde) detektoren har dækket.
Datapunkterne er de historiske fra SPEAR (A.M. Boyarski et al., Phys. Rev. Lett.34,
1357, 1975). Man ser pæne resonansloppe for tværsnittene

er(e+e- -+ hadraner) l er(e+e- ~ j1.+ j.t-) og er(e+e- - e+e-)

men bredderne er = maskinens energiopløsning "'" 10 MeV. Dette ta.l er langt mere end
resonansernes virkelige bredde.

Imidlertid viser figuren også., at, in.tegralet under resonanstoppen kan bestemmes med
god nøjagtighed. Indfører vi
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får vi af (7.t9)
611'"2

L)e+e--f)= M2rC.rt/f

Benyttes dette for f = haoroner, f.J.+j1.- og e+e-. findes (jfr PDe, 1989)

svarende til, a.t

re ::: r il ::::: 4.72 ± O.35keV Bh = 86.0 ± 2.0%

rJN = 68 ± 10keV

idet andre (elektroma.gnetiske) henfa.ld kan negligeres i sammeoligning hermed.

7.5.3 Breit-Wigner resonansformlen

Selvom den virkelige bredde af J /l/J-resonansen altså. ikke direkte kan ses i de aktuelle
eksperimenter, vil vi alligevel (or fuJdstændighedens skyld udlede Srejt- Wigner formlen
for resonansers form. Vil vil senere få brug for den i forbindelse med ZO-resonansen, hvis
bredde vil vise sig at være langt støJ:Te end beamets energi-ubestemt hed.

Vi ønsker først a.t argumentere for, at resona.nser optræder som komplekse poler i
energiplaneo for spredningsa.mplituder. Dette er os ikke ganske ukendt. Vi har set, at
propagatorerne for fotoner og elektroner svarer til poler i p2-planen på. den reelle akse.
For fotoner er polen ved p2 = m; = O, og for elektroner ved p2 = m~.

Lad os nøjes med et heuristisk argument for resonanser (om ikke andet er argumentet
godt, når man skal buske fortegn og faktorer):

Bølgefunktionen for en stationær tilstand indeholder tidsfaktoren

i Schr6dinger-bi \ledet. For en partikel i hvile med masse M har alle amplituder derfor
faktoren

Transformeres en sådan amplitude fra tidsvariablen til energivariablen, fås

100 'M 'E ldt e-I t x e+l I ex _
o E-M

idet vi antager, at integranden indeholder passende andre faktorer, som gør integralet
konvergent. Integralets grænser har al gøre med, at vi må tænke på en situation) hvor
resonansen vides at eksistere til en bestemt tid, her t :::: 0\ uden at være henfaldet. Vi ser
altså, at der optræder en pol faT E = M.

En ustabil partikel med levetid r ha.r en bøJgefunktion (bedre: er beskrevet ved a.m
pljtuder), hvis kvadra.t henfalder eksponentielt med faktoren

hvor i og r er henholdsvis levetiden og den tota.le bredde. For at fremkalde denne opførsel

kræves. at M har en imaginærdel:

lvJ=Mo-i~
2
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h""or ,\lo er resonansens masse. og f dens bredde, Så. har nemlig bølgefuJlktionen faktoren

Men så ha.r igen den Fourier-transformerede (dvs amplituden som funklion af El en
pol \'cJ

.r
E::::: Af = Mo - l'2

Vi kan oenytte delte rC:5ultat til at. finde faconen på energiafhængigheden af a(e+e- ---+

R) i omegnen af resonansens masse. Vi ved, at el totalt tværsnit som l1( e+ e- - R)
(summeret over alle mulige benfaldsmåder for R) er nært forbundet lil imaginærdelen af
den forlæns elast.iske amplitude (jfr. kap. I om den optiske sætning). Men som alle andre
amplituder indeholder denne polen (E - (Mo-ir /2))-1 = (fi - (/'Jo - ir/2))-1, og dens

imaginærdel er derfor proportional med

[/2
1m {)( (E - Mor2 + [2/4

Vi kan derfor sætte

+ _ r/2
a(e e - R) ::::: konsta.nt x (E _ 1\1

0
)2 + P /4

i nærheden af E ::::: fi = Mo· Denne form er tæt. på en D-funktion ved E = Mo for små.
værdier af r. Vi kan ogsÅ. finde konstanten ved at forlange, at integralet over resonan
stoppen skal slemme overens med (7.17). Nu er

JOO dx l x +00 IL
--- = [-Are tO' -] = -

-00 x2 + al Q o a -00 a

Heraf fås Breit-Wigner formen

(7.20)

(hvor igen M = resonansrnassen). Tilsvarende for tværsnittet for resonansproduktion
førende til en bestem l specificeret sluttilstand, f:

(
+ _ 311' r ~ .r f

l1e e -iR-J)= tvf2(jS-M)2+f2j4

7.6 Kvarkonium ~ l+l-

(7.2'1)

Lad os forsøge at konstruere en model for henfald af et kvarkoniumsystem til et leptoopar.
m.a.o. for henfaldsbredden r~ (og rjA)' Vi kan tænke på J/l/J-resonansen, men behand
lingen er gyldig for alle næsten urelat.ivistiske kvarkoniumresonaoser med J Pe = }--.

Vi tænker os, at henfaldet sker på den måde, at kvarken og antikvarken inde i hadronen
annihilerer med hinan.den under dat nelse af et leptonpar, Vores strategi bliver derfor
følgende:
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I. Beregn tværsnittet for qq ---> l+ 1- svarende til, at qq-systemet danner en coloursinglct
med JPc = }--.

2. Multiplicer resultatet med fiuxen svarende til hyppigheden af "kvarksammenstød"
i hadronen. Resultatet er så. antallet af annihilalioner til 1+1- pr. tidsenhed. altsa
netop f"

Tværsnittet for qq - l+ 1- kan vi næsten aflæse af t\'ærsnittel for e+ e- - /+ t- (5.99)

(- ')'))1._-

Bortset fra, at vi skriver qq i stedet for e+ e- og 1+ (- i stedet for ]1+ j1-, skat vi blot huske,
(l) al kvarkens ladning er Q , e ; stedet for e {dette giver en faktor Q i amplituden og en
faktor Q2 i 0'), og (2) at vi betragter den superposition af kvark-antikvark, der svarer til
en coloursinglet:

~ I'Iq17h) + Iq2/l2J + 1q3(3)]

For hver tilstand får vi en amplitude som den, der gav (5.99) uafhængigt af kvarkpanets
farve. Derfor kommer der en ekstra faktor J3 i amplituden. Altså finder vi

(i.23 )

Vi ønsker nu at anvende dette på J /1/J for eksempel og betragte kvarkerne som urela
tivistiske. Når vi videre negligerer leptonmassen i forhold til kvarkoniummassen samt
sætter

får vi
3Q2Q'27l' 2

a(qq --+ [+[-) = M2 f3q (7.24)

Dette er tværsnittet for upolariserede kvarker. dys vi har summeret over 4 mulige
spinkoofigurationer al qq og derpå divideret resultatet med 4. Imidlertid ved vi l at kun
triplet tilstanden kan bidra.ge'til vores behandling af J?C = }-- -resonanser. Sagt med
andre ord: Singlettilstanden v6d vi vil give O. Hvad vi har brug for i beregningen af ri
er

1 ~ IJrl2

3 spin af I--

så følgelig er tværsnittet for qq i en triplet tilstand (7.24) multipliceret med 4/3.
Endelig; For at, beregne benCaldshyppigheden pr. tidsenhed må. vi multiplicere

tværsnittet med fiuxen af qq i sammenstødet. Tætheden af kvarker er

Iw(O)1 2

hvor 'ljJ(i) er den urelativistiske bølgefunktion_ Den relative hastighed a.f q og q (urelati
vistisk system) er 2 . j3q. Vi får derfor om sider

(7.25)
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Vi skal senere vurdere 1-0( 0)12, men la.d os førs bruge de eksperimentelle v(JOl'c!ler for
ri lil a,~ se, hvad de aktuelle værdier af lu:(OW /l'vrl er.

For pO og w har vi ikke urelativistiske systemer, så: det er noget lvivlsomt hvor n.ytligt
det er at anvende formlen. Alligevel giver en anvendelse gode resultater, si vi forsøger.
Dog må vi hu~k \ at vi vi ikke har en simpel qq-tilstand, men (jfr. kap. 4)

o l ( - )p ) = Ji kid) - luu) ouo
1(Iw) = - V2 Ida} Ivm)

Det virker derfor, som disse mesoner har effektiv ladning Q(pO) og Q(I..J.)) af st.ørrelsen
(tænk på amplituderne)

- 0) 1 [ I 2] lQ(p :::: - - - - - :::: --
V2 3 3 J2

0 0 'o
- l t 2 I
Q(w) = -(-- + -)::::--

J2 a:3 3)2

l nedenstående Label har vi angivet ri og ri /Q'2 for en række kvarkoniurntilstande med
JFC:::: 1--.

rable 7..1

Q2 r~(keV) f,,JCi(keV)

pO 1/2 6.8 ± 0.3 13.6 ± .6

w J/18 0.60 ± 0.22 10.8 ±:4

,
1/9 1.37 ± .0.5 12.3 ±.5q>

J /tt, 4/9 4.72 ± 0.35 10.6 ± .8

T 1/9 1.34 ± .04 12.1 ±.5

Vi ser l at der er en slående overensstemmmelse med værd ierne for r t / Q2
• Dette er

et væsentligt argument for a.t tillægge b-kvarkeo en ladning på. -1/3 Med værdien 2/3
ville vi have fået L./Q'). = 3.0 keY, som er en faktor 4 mindre end værdien for ti> og J/ljJ.

I tabellen har vi antaget ne~J1-universalitet" : At T't = rj,l" Dette følger af votes
teoretiske behandling og er i overensstemmelse med målingerne inden for usikkerheden
(omend forholdene for w og p0 er komplicerede bl.a.. af w-p-rnixing).

7.7 Potentialmodellen for kvarkonium

Vi betra.gter nu en model for et potential mellem kvarkerne, Q og q i en kvarkoniumtil
stand med kvarkmasser m q så store (specielt 1 forhold til i\ QCD), at en urelativistisk
potentialbehandliug kan forsvares.

Vores diskussion vil stort set kun bli ve brugt på charmonium, som er det system, der
historisk (i slutningen af '70'eme) kom til at spille en afgørende rolle (or vores overbe
visning om kvarkmodellens rigtighed. Men en helt tilsvarende analyse kan gennemføres
(ar j-familien bestående af bb. Det fremgår specielt heraf, at et og samme potential
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ka.n beskrive begge systemer. Dette er en bekræftelse af en af QCD teoriens vigtigste
forudsigelser: flavour- inva ·ians aJ kvark-gluon-koblingen.

Det urelativistiske QCD-potcmial kan i princippet udlecles, men som sædvanlig har
vi vanskeligheder med præcise beregninger af andet end potentialets form ved sma af
stande, hvor vi kan benytte perturba.tionsteori. I de senere år er der dog fremkommet ret
troværdige beregninger af potf:nlialets form også ved store afstande på basis af omfattende
numeriske undersøgelser af QCD's gitter-formulering. Disse resultater bekræfter stort set
de mere modelafhængige gæt, man har gjort. Vi vil her se på den så.kaldte Comell-model
for potentialet (mere interessante QCD-inspirerede modeller findes, men det vil her føre
for vidt at diskutere dem).

Idet r er afstanden mellem q og "ti, ansætter vi

4 fr$(r) r .
V(r) = -3 -r- + A~ + nulpuoktsenergl (7.26)

Dette potential er inspireret af QCD og fænomenologi på flg. måde:
For små a.fstande er lnterkvarkkræfterne domineret af enkeltgluonudveksling med en

lille værdi (Ol' den stærke finstrukturkonstant CYJ • Vi har allerede set, at når r -t O venter
vi, a(l

l
O's(r) ""' log(rA)-t --\ O

J praksis behandler vi O',(r) som en effektl.v konstant, hvis værdi er bestemt af de karak
teristiske afstande, som er væsentlige for bølgefunktionen. Formen -frir er den velkendte
Coulombs lov (Ol' tiltrækningen mellem modsat ladede partikler under udveksling af en
foton. I QCD giver enkeltgluonudveksling os en ekstra colourmatrix faktor

.A~. \a
---!.2 ""1m

2 2

Kontraheres med coloursinglet bølgefunktionerne i begyndelses- og sluttilstanden

og summeres over aJle gluoner a = 1, ... ,8, fås (jfr. (6,59))

som er den ekstra faktor 1i (7.26).
For store afstande venter vi, at potentialet skal være approksimativt lineært pga fore

komsten af retlinjede Regge-trajekLorier.
Energien af et to-kvarksystem med impulser pog -p i potentialet (7.26) er

2

E = L +V(r)
2m

21 (6.80) angav vi Cl, som funktion af en typisk impulsoverførsel Q. Hig. usikkerhedsrelationerne svarer
dette til en typisk a.fsta.nd r "-' Q-I.
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h\'or m. :::;: ~mQ er den reducerede masse. Hvis kvarkerne i del væsentlige er lokali.-eret
inden for afst.anden R. er impulsen af størrelsesorden R-I. og den laveste tilstand er sit
den. hvor hvilken

_1_ + V'(R) :> _
R3 m R3m

(!F) 1/3
R;::::; -

m

Vi ser, al.· jo tungere kvarkoniumtilstanden er, jo mindre en del af potentialet, er I'elevant
for bølgefunktionen. I modellen (7.26) synes det, som sidste led er det dominerende for
cha.rmonium, mens første led er lige så. vigtigt for r.

Lad os først danne os et skøn over energiniveauewe, når første led i (7.26) negliger s,
og lad os straks generalisere behandlingen til et vilkarligt potenspotential, se ng.(7.15)

(7.28)

hvor R er en karakteristisk aJstand for separationen i charmonium. Vi bemærker så, at i
denne afstand har potentialet (7.28)

for r = R uafhængigt af p

Endvidere har vi valgt nulpunktsenergieo, så Vp(R) = O for alle p. Skønt vi særligt
ønsker al studere spekt.ret for p = l, er det interessant at se på spekLrets atb.ængighecl af
p. Schrodinger-ligningen kan nemlig ikke løses eksakt for p = l, men for p ::= -} kender
vi resultatet: Spektret er det sædvanlige Balmer-spektrum, der gælder i et Coulomb
potential. For p = +2 kender vi også resultatet: Spektret er her niveauerne i en harmonisk
oscillator. Vi kan herefter vurdere spektret for p = +1 ved at interpolere mellem disse Lo

yderligheder. Hertil bemærkes. at v;,(r) er a.nalytisk i p. Specielt har vi for p -I O

d
XP ~ Xo+p x d (XP) = l +plogX

p ,,=0

altså
R r

Vp(r) ~ A2 log R for p ~ O

I fig. (7. 16) viser vi spektret for p = -l, + l og 2. For l =: O tilstandene har vi (på. nær
nulpunktsenergi)

l
E <x--... 2n

En O( +n

(or

for

p = -1

p= +2 (7.29)

l ftg.(7.16) har vi normeret og valgt nulpunktsenergien , så de to laveste S-tilstande har
en energiforskel := M(l;b(3685)) - M (J/l/J(3097)). l Coulomb-potentialet er som bekendt
l > O-tilstandene uda.rtede med S-tilstandene (bortset fra., at de laveste man,gler). I det
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harmoniske oscillatorpotential gælder det samme for L lige, medens de ulige l-tilstande
ligger midtvejs mellem S-tilstandene.

Lad os specielt betragte den Javeste P-tilstand (X) og den laveste D-tilstand (l;'{3TO)).
Vi sætter l::.m = M (1,b(3685)) - Alf (Jlr/J(309i)) =588M eV. Por p =: -] Il nder vi SÅ først
for S-tilstCl.ndene

hvoraf

Mx(p = -1)

JVJ'jJ(3770)(P = -I)

= MJN + 6m = M"'(3685)

1-*=MJjW +6m
l
_\

1 2

= 3685 AIeV

= 3793 MeV (7.30)

for p = +2 finder vi tilsvarende

AIAp = +2)

M,Ji(3770)(P = +2)

I
= 2(MJN M\lI(3685)) = 3391MeV

= M\p(3685) = 3685MeV (7.31 )

Disse værdier er så tæt på hinanden, at vi ka.n bruge lineær interpolation i p for at få
værdierne her:

Mx(p = l) = 3490/VJeV) M.p(3i70)(P = 1) = 3726A1eV (7.32)

Som vi snart. skal sej vil vi interessere os særligt for triplettilstandene 3 Po,:! PI og :I P2 \

der benævnes Xo) Xl og X2, samt for 3 D ll der kaldes 1b(3770). De eksperimentelle masser er
her Xo(3415), Xl(3510), X2(3556) samt !,b(3770) i ret smuk overensstemmelse med (7.32)
(se også fig.(7.17)).

Vi kan også få. en ide om værdien af hældningen I/A2
. Fra det sædvanlige udtryk for

et Coulomb-potential og for et harmonisk oscillatorpotential nnder vi for afstanden ~m
mellem de to første S~tilstande

1 3 (R)'t6.m(p = +2) = .,JJI;;. og ~m(p = -1) = - m -
A Rm 8 A

Sætter vi her R - (A2/m)l/3 (jfr.(7.27)), får vi henholdsvis

l 3 l
Llm(p;;::o 2) := A(Am)1/3 og Am(p = -1) = 8A(Am)I/3

InCerpolerer vi igen mellem disse værdier for p = l, fås

og med 6.m := O.588GeVI m = imc '::: ~ mJ/tb '::: O,774GeV

A ~ 1.3 GeV-\

(7.33)

(7.34)

(7.35 )

Mere nøjagtige regninger baseret på numerisk løsning af Schrodinger-ligningen giver lidt
større værdier.
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Vi er nu i s_and til at vurdere størrelsen af bølgefunktionen i O: 4'(0).
Lad os først give et løst overslag baseret på. usikkerhedsrelationerne. Vi forventer del!

karakterist.iske afstand
R~ (A 2jm)I/3

mellem kvarkerne (j fr. (7.27)). Antager vi 11J'(iW nogenlunde konstant i en kugle lYl~d

denne radius, men O udenfor, og normerer vi integralet over 1'01 1 Lil I, får vi

(7.36)j-l,i>(OW := 4/3
1
i<R3 = 4: ;

faktisk kan. vi finde IvJ(OW eksakt for det lineære potential. Der gælder nemlig helt
generelt for en S-tilstand

2 m dV l mlø(O)1 =.- (-) = - -
211" dr 211" A2

(7.37)

(7.38)leO) = J4; ~(O)x(O) = O,

hvor (~~) er den kvantemekaniske middelværdj aJ 1/' i tilsta.nden, men for del lineære
potential (ås så trivieli. del sidste lighedstegn (7.37). Bemærk den kvalitative overens
stemmelse med (7.36).

Første lighedstegn i (7.37) bevises ret let så-ledes: Vi indfører på sædvanlig made den
ra.diale bølgefunktion

x(r) := J4; r1jJ(r)

således at Ix(rWdl' = 41f,."ldr 1jJ(f) 1
2 = sandsynligheden for, at aJstanden ligger mellem r

og r + dr. Der gælder så

og Schrodinger-ligningen (or en stationær tilstand med energi E og angulært moment
J := O(h = 1) lyder

- _1 x"(r) I V(r)x(r) = EX(,.)
2m

Vi multiplicerer med x'er) og integrerer over r fra O til 00:

(7.:39)

(7.'l0)/000 dr [- 2~1 x'/(r)x'(r) +V(T)x(r)x'(r)] = El~ drx(r)x'(r)

Integreres partielt og bruges X(O) =x(oo) :;; O = x'(oo) fås

2~X'(O)x'(0) +100

dr [+ 2~x'(r)x"(r) - V(r)x'(r)x(r) - V'(r}x(r)x(r)]

= -E fooo drx'(r)x(r) (7.41)

Adderes dette til (7.40) fås (x(r) er reel)

_1 (x'(O))~ == /00 drx(r)V'(r)x(r) = (V/(r))
2m Jo

som iflg. (7.38) er det pastå.ede (7.37).
Lad os nu bruge (7.37) i (7.25) og få en absolut forudsigelse for C og r" såfremt A. er

kendt fra den foregåede analyse. Vi sætter m = 114M og får så

(7.42)



Vi kan også vælge, at bruge resultatet Lil endnu en bestemmelse af A ud fra data for fl,
Med et = 1/137. Q 2/3, M = 3.L GeV og ri = 4.7 ktV giver deLte for J/Ib

A == L.8 GeV- 1 (1.'13)

i '!od overensstemmelse med den tidligere nævnte overslag. Mere omhyggelige løsninger af
Schrodingerligningen giver noget bedre resultateT, men det, skal nævnes. at der forekommer
rel bet.ydelige gluon-korrektioner! som vi her ser bort fra.

Forfølger vi succesen og bruger (7,25) til at sammenligne ri for J/1jJ (3097) og Ø(·3685).
[år vi, idet I~(OW er uændret iflg. (7.37), for et lineært potential

f 1(J/1/J) = (M,J,(368Sl )2 = 1 4
f,(tJ>(3685)) MiN .

mens den eksperimentelle værdi er 2.2 ± 0.2. Og delte forhold er ret uafhængigt af gluon
korrektioner. forklaringeD på afvigelsen må søges i Coulomb-delen a.f potentIalet, som vi
hidtil har negligeret. Det er også forståeligt, at denne Coulomb-del vil "suge" den laveste
S-tilsta.nd lidt længere ind mod r =: O (og altså forøge Ilb(O)l2 ), end tilfældet er med den
næste S-tilstand (1./>(3685)). lfig. (7.37) vil (VI) være størst for den laveste S·tilstand.

Vi ser også af (7.42), at det lineære potential ikke forklarer den omstændighed, at
f l/Q2 er uafhængig af kvarkoniummassen (jfr. tabel 7.1). Tværtimod giver det lineære
potential masseafhængigbeden

fl/Q'l ex: M-I (7.44)

Vi kan hurtigt vurdere masseafbængigbeden for et rent Coulomb-potential. Da 11b(0)12
har dimension af (længde) -3 '" (energi )+3! har vi

Iw(O)I~()ulomb ex M 3

Coulomb-potentialet indeholder jo nemlig ingen dimensioneret parameter, så den eneste
masse i problemet er kvarkoniummassen selv, Af (7.25) får vi så for Coulomb-potentialet

(7.45)

Vi må så tænke os kombinationen af bidrag fra det lineære, og Coulomb-potentialet
udbalancerer hinanden, så ri/Q? er temmelig uafhængig af M, men for virkeligt høje
kvarkoniumsystemer vil vi fra (7.45) vente) at f ,/Q2 stiger igen. Det kunne være meget
interessant at se om denne forventning ville blive bekræftet i forbindelse med en eventuel
opdagelse af top-kvarken med en masse på mere end 120 GeV sådan som det nu forventes.
Men med en så stOf masse vil top-kvarken faktisk at henfalde "læge før", den når a.t clanoe
hadroner.

Lad os sluttelig sammenligne masseforskellen mellem niveauerne i forskellige kvarkoni
umsystemer. Specielt vil vi interessere os for (orboldet mellem massedifferencerne mellem
15 og 25 tilstandene:

M(,p(3685)) - M(J/t/J) = .588 GeV og M(1'(l0023)) - M(T(9460)) = 0.563 GeV

Lad os skrive Schrodinger-ligningeo (7.39) for et potenspotential V(r) ::: arP+ nul
punktsenergi på formen
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hvor index In refererer til. at løsningen afhænger aJ massen,
Vi ønsker nu a.t vise, at når vi fast.holder potentialet i overensstenune)se med QCD

forventningerne, men varierer m kontinuert. vil løsnil1gen~m og egenværdien Em have en
simpel m-aJhæncrighed. Mere pJæcist: Vi øn-ker at vise. a.t for alle m er Xm{r) på formen
(pa. nær normering! Jfr. opgaverne)

hvor X ikke afhænger eksplicit af m, men hvor x "'" Om . r og O'm har en m-afhængighed.
vi vil bestemme. Idel vi skriver

d
X'(x) = d:7;X(.r:) og , () d ( _,

X," r == dr Xm r) = arnA: (x)

har vi

eller
-~tJ(x) +2mao-;;.p- 2 xI'X(x) = Ef7l • 2ma;,1.~(xJ

Da denne differentialligning for x(x) involverer en funktion, som ikke afhænger eksplicit
af m, må koefficienterne også være uafhængige af m. Altså

og

Em . 2m . ex;,.2 uafhængig af
I 2 _)__ 1 -D

m => E o:: om - 0" ex m p +2 = m Pti
171 m. (7.'16)

For det lineære potential har vi p = l og - p/p + 2 ::::: -1/3. Altså forudsiger del, at

M(Y(10023») - M(1'(9460)) _ ( M{J/l/J) ) 1/3 '"

j\1(~jJ(3685)) - M(J/ø) - M.,. (9460) - Q,69

men eksperimentelt er delte forhold = 0.563/0.588 ::- 0.96.
For et rent Coulomb-potential har vi -pip + 2 - +1, og forudsigelsen for OllennæVTl.,e

forhold bliver
3.1

Vi ser igen, at den eksperimenteUe værdi ligger mellem forudsigelserne for p ::; l og
p = -1. Det er klart, at. for et logaritmisk potenLial (p = O, jfr. diskussionen eft r (7.28))
bliver forholdet l i nær overensstemmelse med data. Dette betyder formentlig blot, at det
«rigtige" potential ligner et logar'tmisk i delområde af r·intervallet, hvor de relevante
bølgefunktioner er væsentligt Corskeljg~ fra 0-

7.8 Spinkomplikationer. C og P

Hidtil har vi set bort fra kvarkernes spin. Lad os starte med at repetere kvantetallene i
kvarkonium (jf.r. diskussionen i kap. 4-.3).

Idet S - O eller l bet.egner det totale kvarkspin) L = baneangulært moment og J =
totale impulsmoment, betegner vi en generel kvarkoniumti\stao.d ved symboler af formen

2SH L1 eHer JPc



Do~ skriver vi ofte S, P, D, F, . .. i stedet for L = O, l, 2, 3, .... De. allerede nævnte tilstande
er så

.)/'0 351 med JPc = 1--

v:>(3685) 3S1
'l J PC =: 1--

1,b(3770) JD I " JPc = }--

XO 3PO " jPC = 0++

Xl 3Pl " jPG = \++

X2 3 P2 " J PC = 2++

Generelt bar vi
p = _ (_)L C = (_ )L+S

(7.47)

(7.48)

De eneste resonanser) der direkte kan produceres i e e- -stød, er dem med jPG = 1--.
Dette kræver alt.så L lige og S ulige. Da S = O eller 1 og J =: jL ± S\, må vi også. have
L :s 2 (ar at få J == l. Altså. kan vi kun studere tilstande af formen

direkte, men selvfølgelig kan vi have mange forskellige radietle excitationer.
Nedenstående tabel angiver JPc for de laveste tilstande:

rable 7.2

ISO 1 Pl J D2 3S1 :l Po aPl 3 P2 a DI 3D2 3D3

0-+ 1+- 2-+ 1-- 0++ l++ 2++ 1-- 2-- 3--

Tilstande med JPc =J 1-- kan undertiden nås ved først at producere en kvarkonium
Lilst,and med }-- og derefter studere "Y-overgange. Eksempler herpå er

ljJ(3685) - XO, XI: X'2 "Y

1P(3685) --+ .", + /

hvor T)c er den la.veste (0-+ II So) tilsta.nd.
l (5.15) så vi, at

-p ..o -p - -c - ..oG -
E~-E I B--++B l E--E l B~-B

(7.49)

Vi ser, at ?jJ(3685) --+ X + "I kan foregå som en elektrisk dipoiovergang, medens
~(3685) --+ "r/c + 'Y kræver en magnetisk dipolovergang.

Den omstændighed, at så mange af disse tilstande er etablerede (j fr. (7.17)), ma i sig
selv betragtes som et helt slående udtryk for, al vi ba.r a.l gøre med et bundet system af
en fermion og en antifermion. At den simple potentialmodel endda fungerer og giver en
første kvantlti\ti v approksimation er bade opmuntrende og overraskende.

Massesplittet mellem tfiplet P-tilsta.ndene kan nogenlunde forstås som en spin-bane·
koblingseffekt.

I lighed med vores behandling af hyperli.ostrukiuren i QCD (kap. 6.7) venter vil
at singlettilstanden )So(T]c) skal ligge lidt lavere end tripletlilstanden 3S1(J/~). Denne
allerlaveste charmoniumtilstand blev først opdaget ved ca. 2.8 GeV med en uforståeligt
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stor overgang rra J/l!.,' -I TJ~ + ,. Sel1crt' eksperimenter tilbageviste disse resultater. mell

nu er tilst.a.nden deflTli lin phisl med en (ornuft i.g h~'ppighed i proce serne

t' (368El) --.. '/c

med en masse på
171.(IJJ = 2981.6 ± 1.6 MeV

Resonansen u(3iiO). som er:> Dl' ble\' (ørst over et men omsider opdaget ul1liddelbart
over charmtærskelen på

:2 x MDo = 3729 :'vfeV

lflg. vores behandling skulle en sadan D-tilstand ikke kunne produceres, da dens
kobling L til e+ e- er proportional med IldOW. som er = Ofor' > l. Imidlertid viser en
nærmere behandling. at der kommer bidrag t.il r.. \'ægtet med

d'!
- ",(O) x (p/MY'
dr"

hvor p er kvarkernes impuls, og /Il er resonansens masse. For urelativistiske systemer er
disse bidrag forsvindende Cor st.are n. men for D-bølger giver de dog et re ~ O. Endvidere
(og vigtigere) kan der foregå en vis mixning mellem

der begge har JPc :: 1--. Hverken 1/J(3685) eller '11:(3770) er helt rene L-tilstande: og
et lille 3 SI -bidrag i bølgefunktionen for w(3770) er nok til <Lt forklare den observerede
kobling.

Til slut nævner vi, at en aldeles tilsvarende behandling er mulig for bottomonium·
systemet. Figur (7.18) viser den eksperimentelle situation. Igen er det stort set kun
triplettilstanciene, det: ba.r kunnet studeres. Vi ser det interessante nye forhold, at der nu
er hele tre S-lilstande, der ligger under tærskelen for al kunne henCalde OZI-tilladt til
BE mesoner. Tilsvarende bar vi så. denne gang to sæt af lriplet P-tilstande, at studere,
Bottomonium-systemet kan tittes med samme QCD·ligneode pot,ential som charmonium-

systemet i overensstemmelse med QCD's forventninger. Den tungere værdi af bottom·
kvarkens masse bevirker, a.t bøJgefunktionerne er følsomme over for detaljer i potentialet
tættere pa. r = O, men del kan endnu ikke påstås\ at den Coulomb-agtige facon for sma
r-værdler, er bekræftet. Hvis lop.kvarken derimod bliver fundet om nogle år med en
masse på mere end 100 GeV, sådan som det nu forventes, så. vil et studium af topponium·
systemet kunne af- eller bekræfte denne vigtige QCD-forudsigelse.

7.9 Løst og fast om Charmonium-henfald.

Fig.(7. t 7) viser de laveste charmonium-tilstande med forskellige henfaldsmåder indtegnet.
Vi skal her gøre nogle få kvalitative bemærkninger herom. Hovedindtrykket bliver.

at OZI-reglen fungerer forbhsffende godt. Det er kun takket være den. at de ;(normale"
hadronhenfald er tilstrækkeligt. undertrykt lil, at vi kan studere de forholdsvis "eksotiske"
henfald, der er indtegnet.

Lad os begynde med de mest OZI-forbudte henfald. Som antydet i fig. (7.)9) (b)
foregår de med en lre-gluon-mellemtilsLand.



Grunden til, al der må være mindst 3 gluoner, er en komblnaLion af colourbevarelse
og ladningskonjugeringsinvarians. lflg. colourbevarelse kan vi ikke nøjes med en gJuon, da
denne er en 51J(:J)c oktet, medens Jhb er en singiet. Endvidere må gluonerne have C =
-l. Fa.ktisk kan man let vjse, at gluonma.trixfeltet under charge-conjugation transformerer
som (Øvelse!)

A'"" ~ _(.4I-')T

Da J /"0 og 1/>(3685) har J Pc = }- -, må vi derfor bruge et u lige antal gluoner \ altså mindst
tre. For en n-gluon rnellerntilstand indeholder overgangssandsynligheden en faktor

hvor 0'5 ( Af") er "the running coupling constant" evalueret (Ol' en karakteristisk skala
af størrelsesordenen M2, hvor lvI = charmoniummassen. Er 0'5(M2) lille (asymptotisk
frihed), har vi hermed en begyndende forstå.else af OZI-reglen.

,.b(3770) har et OZI-tilladt henfald Lil DD. Det er bemærkelsesværdigt, at skønt
Ip(3770) ligger lige over DD-tærsklen, går alle observerede h.enfald til DD) idet de OZI·
forbudte henfald i den grad er undertrykt, at de - skønt de har langt mere fa.serum - ikke
er observeret.ø(3770) er en effektiv afabrikH til produktion af D-mesoner, som herved
kan studeres.

De med ,. angivne henfald på fig.(7.17) refererer til henfald som i hg.(7.19) (a) og
(c), hvor henfaldet sker via en virtuel foton. Vi har allerede beregnet henfaldsbredden
til leptooer. HenCaldsbredden via "( til qq med efterfølgende hadronisering må have
helt samme form. Ganske som i beregningen af R må der komme diverse colour- og
Aavourfaktorer ind relativt til ri. Ja, vi må kunne sige, i\t den totale bredde for henfald
Lil haclroner via 'Y" er præcist R x re = R x rJ1.' Diss(~. hadronhenfalcl af charrnollium
adskiller sig fra de sædvanlige hadronnenfald (via 3 gluoner) ved, at de ikke bevarer
isospin og (dermed) G-paritet. Pa denne måde kan vi kvantitativt redegøre for henfald af

typen J /1/J -4 lige antal 1i-mesoner, som jo eBers er forbudt (jfr. diskussionen i kap. 4.7).
Fig.(7.17) viser, at de foretrukne 1j>(3685)-henfald er (jfr. POG-tabellerne)

1J>(3685) --+ J/l/; + (271") eller 1jJ(.3685) -4 J/l/; + 1]

Disse har ganske vist kvarkdiagrammer, der bryder OZI-reg}eo, men kun via koblingen
til (271")- eller ~-systemet, og her er der tale om relativt små. impulsoverførsler, så vi vil
vente fra QCD, at OZI-reglen er mindre effektiv.

Der er alleredie nævnt, at de elektriske dipolovergange

1/J(3685) -4 XO.l:l + "t

er vigtige for studiet af P·tilstandene. Eksperimentelt tunes beamenergien ind på. E beam =
tMW(368S) l og man opsa.mler begivenheder af typen

hvor der ikke er andre rimelige produktionsmåder for ~+ 11-- end

(at dette virkelig er produklionsmåden kontrolleres naturligvis ved at danne den invariante
masse af j1+ j1.- ~systemet). Vha energierne af de 2 fotoner "ti og "t2 kan massen af den først



producerede \ -til~ti),nd fastlægges. Del ses, at der er en tvct.ydighed fastlæg/elst'n af
'(-massen: Vi ved ikke straks, om processen er

0(3685) ~ X + II

\" - J /"l/J "(2

eller '';'(3685) --> X + 'Y'l

X -; J/ t/J +Il (7.50)

Da imidlertid den sidst udsendte foton vil have en Doppler-udtværet energifordeling.
kan tvetydigheden elimineres med passende statistik.

7.10 e e- ---? 2 kvark-jets

Måske kommer den mest direkte bekræftelse på kVrtrkernes eksistens, som vi kender i dag,
(ra studi t. af '~je -fysik' .

En højenergetisk kvark (eller gluon). som produceres i en eller anden proces, vil til
syneladende i sit forgæves forsøg på at gennemtrænge vacuum "ionisere" dette og derved
frigøre et større eller mindre antal kvark-antikvarkpar, som slutter sig sammen i en "jet:'
af hadraner. Summen af 4-impulserne af disse hadroner (jet.tens 4-impuls) kan vi så bruge
som et mål for kvarkens 4-impuls.

Vi kao give yderligere et par intuiti ve ord med på. vejen: H\lad er en kvark og en gluon
overhovedet'? De repræsenterer feltekscitationer i situationer hvor felLet anslås som ap
proksimativt fril.' dvs ved så små aJstande (så. høje impulsværdier) at asymplotisk frihed
kan bringes i anvendelse. Men efterhånden som disse næsten frie plane bølger udbreder
sig, træder længere bølgelængder i funktion, og de vekselvirker kraftigere med de øvrige
kvark- og gJuonfelt.er. Denne selv-vekselvirkning forøges mere og mere ved større og større
aJstande og resulterer tilsidst i de uhyre komplicerede feltkonfigurationer, der svarer til
dannelsen af "et sprøjtet": en jet] af hadroner. Alle disse ord kan indtil videre ikke direkte
underbygges af detaljerede beregninger, da de vedrører områder af teorien hvor pertur
bationsleori ikke kan bruges. I en lidt fjernere fremtid kan de formodes at blive delvist
retfærdiggjort a.f computersimuleringer baseret på. gitterfoTmuJm'inger af QCD. Indtil da.
må man i sine dataanalyser ty t.il mere ener mindre vellykkede model-gæt. Ydermere må.
vj forvente, at de producerede hadraner har 3-impulser, hvis retning er tæt på retningen
af den oprindelige kvark. Vi vil nemlig vente, at i den udstrækning en eventuel 3-impuls
vinkelret på denne retning forekommer, er dens størrelse begrænset af parameteren AQCD

lil nogle få hundrede MeV (Fermi·irnpuJsen af kvarken inden i hadronerne). I kap. 7.12

skal vi diskutere korrektioner til dette billede.
Fig.(i.20) viser en typisk 2-jet begivenhed ved JS = 91.57GeV, målt i ALEPH

detektoren. Energien svarer til ZO-masseD. som iøvrigt i denne forbindelse ikke spiller
anden rolle end at denne resonans voldsomt forøger anta.llet af de begivenheder der kan
studeres. Man ser rekonstruktioner a.f sporene ior de ladede partikler.

Det er umiddelbart klart, at man uden vanskelighed kan rekonstruere en hoved retning

af de 2 jets (se nedenfor), svarende til den retning kvark-antikvark parret må formodes at
være løbet.

Med moderne detektorer er del som regel muligt også at rekonstruere de neutrale
partiklers 3~irnpuls. De er på figuren angivet ved forskellige signaler i kaorimetre. Det
viser sig da, at disse falder sammen med jet-retningen til samme grad af nøjagtighed som
de ladede partiklers.
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En ofte anvendt metode til at b~stemme jettens retning anvender størrelsen lh-nlsl
(andre metoder baseret på "spherkityll og "spherocity" har også været brugt). Man
tænker sig samtlige 3-impulser af de udkommende hadraner afsat i et 3-dimensional t
vektorrum. Gennem begyndelsespunktet tænkes først indlagt en vilkarlig ptan mecl normal
1).. Så kan vi danne vektorsummerne P+ og P_ af dels alle 3-impulser, der peger t.il samme
side af planen som normalen n, (P+), deJs summen af dem det peger til den anden side,

(.p_). Det er klart, at j5+ ::: - P-i da der er impulsbevare Ise; processen. Vha en com pu ter

finder vi nu den plan, for hvilken IP± .ni er maksima/o Det er også klart, at så er P± og il,

parallelle. Denne fælles retning af P± og n kaldes "thrust-retningen", og den kan bruges
som erstatning for den ukendte retning af kvarkerne: Jet-aksen.

Som el må l for, hvor "god" jetten er, indfører man værdien af thrust som

(7.51 )

hvor .0+ er mængden af partikler, hV~5 3-impulser har positiv projektion på. thrust
retningen.

Det er klart t at for en "perfekt" jet, hvor alle 3-impulser peger i samme retning, er
T = l. For en isotrop impulsfordeling (hel t u-jetagtig) er T = ~ (Øvelse).

Et mere direkte mål for jettens "kvalitef' fås ved at sammenligne (PU) og (Pl.)' Her
skriver vi for hver haclron dens 3-impuls som

p= Pli +P

hvor Pil peger langs jetaksen, mens P.l er vinkdret derpå. Middelværdien tages dels over

ha.clronerne i Un begivenhed, dels over mange begivenheder. Nå.r Pil vokser fra 3· til [5
GeV, findes (Pl.) at holde sig næsten konstant, men langsomt at vokse i intervallet

(p.d ""' 220 - 330 MeV (7.52)

Vi kan nogenlunde forstå. denne værdi som følger: Værdien a.f kvarkernes 3-impuls
i hadroner (1l"-mesoner, K-mesoner etc.) er af størrelsesordenen (7.52). Booster vi en
hadron langs jet-aksen, bliver Pli selvfølgelig større, men Pl. for kvarkerne bevarer samme
størrelse som i hvilesystemet (jfr. formen af en Lorentz-transformation). Nu repræsenterer
(7.52) ikke direkte kvarkernes bevægelse i hadronerne, men haclronernes Pl. i forhold til
den oprindelige kuark-retning. De to har dog tydeligvis noget med hinanden a.t. gøre.

(7.21) viser middelantallet af ladede haclroner i e+e--kollisioner som funktion aL ener·
gien. Denne størrelse formodes at være proportional med middelværdien af antallet af alle
haclroner, multipliciteten (n). Tidligere forventninger om, at (n) skulle vokse logarit.misk
med W synes i nogen grad at. være gjort til skamme (jfr. afsn. 7.11 og 7.12) .. De ville
svare til at data skulle gruppere sig om en ret linje i et diagram hvor energi-aksen er
logaritmisk.

Vi har nu set, hvorledes jet-fænomenet tillader os at rekonstruere kvarkernes impuls i
processen

e+e- -+ qq

skønt vi ikke detekterer kvarkerne selv men kun deres hadronfragmenter. Situationen

kan minde lidt om den måde, en neutral baclron detekteres på. Den ioniserer ikke en
gas eller en væske l så dens spor di.rekte kan iagttag~.s. Dens energi kan dog måles i et
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/. J I Hadronfragmenl.ering

kalorimet.er, hvor den vekseJvirk r -tærkt med kernerne, og hvor kernefri.lgmenterne er
lAdede og afsætter deres energi i et måleligt elektronisk signa.l.

Tilsvarende er for kvarker selve V,lcue vores "kalorirneter" takket være k vark- og
gi uon fetternes veksel virkni nger, der ender med dd.t1 neJ sen af obser vel' ba.re ha.droner

Vha, jet~fænomenet ka.n vi ligefrem konstruere tværsnittet for e+e- qq. Formen
af dette er den velkendte (ra e+ - --+ It J-. Vi har allerecle kontrolleret værclien af del
totale tværsnit: R-forholdet slemmer ret godt. med vores teori. Vi mangler at kontrollere
\fin kelfordelingen \ som er al formen

d(J
dO. (e' e- --+ qq) "" (l + cos2 O)

som er karakteristisk for produktion af spin-! partikler.
Målenøjagtigheden er ikke overvældende, men parametriseres vinkelfordelingen som

(l + o. C05
2 8)

findes a"-' +1 hvorved vi ka.n sige, at kvarkernes spin er milt til ~.

7.11 Hadronfragmentering

K vn.rkernes omdannelse tlJ hadroner er en kompliceret proces, vi endnu ikke forst.år j

megen detalje. Vi skal her nævne en meget nyttig og brugt paramet risering indført af
Feynman.

Fragment.eringen tænkes at forega efter et kvarkdiagram, som skitseret på ng.(i .22).
Vi betragter et sample af begivenheder, hvor en kvark q af bestemt ftavour danner

en hadronjet. Vi t.ænker nu på en bestemt slags hadron Il (fx en ir+). Iflg. feynmans
antagelse findes der så. en bestemt sandsynlighedsfordeling (eg!': tæthed af samme), kaldet
kvarkens fragmenteringsfunktion

o< z < l (7.54 )

. for at finde en ha.dron af arten h i jetten fra kvarken q med brøkdelen z af kvarkens
oprindelige energi.

Denne sandsynl.ighed antages uafhængig a( kvarkens energi og af den proces, i hVilken
kvarken blev produceret. Størrelsen z er invariant. under en Lo-rentz-transformation i jet
aksens retning, såfremt alle energier er så store, at kvark- og haclronmasser kan negligeres.

(Øvelse).

I QCD kan det vises, at der virkelig eksi.stercr sådanne fragmenteringsfunktioner,
uafhængigt af kvarkens produktionsmåde og energi. Derimod må. fragrnenteringsfunk
t.ionerne have en svag alliængighed af Q2: Den totale tyngdepunktsenergi (kvadreret) i
e+ e- -stød eller en tilsvarende stor impulsoverjørsei i andre stød. Denne Ql-afhængighed
kan beregnes i QCD, men data er knap nok gode Dok til at sammenligne med teorien.

Den simple model, hvor D; kun alliænger af z (og ikke af Q2), benævnes ofte patton
modellen (se også kap. 9).

[ denne simple model vil vi forvente visse "scaling"'-opjørsler af inklusive luærsnit. Vi
betragter data. vedrørende processer a.f [ormen

e+e- ~ h +X
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hvor vi om sluttilsta.nden blot specificerer, at den indeholder hadronen h plus hvad som
helsl andet (X). Det invarianle faserumselement, for h er (på nær konstanter):

hvilket fører os til at studere tværsnittet

Vi skriver nu dJPh = drhp~ dPh' Videre tænker vi på en ~+ e- -proces med den totale energi
v'S. Energien af den kvark, som h er et. fragment af, er så ~ VS, og hvis vi negligerer masser
og sætter

l
Eh = z. . -.,fS

2

har vi så
da

Eh.d~
Ph

4 l dO'
- ---
s .z dzdn

(7.55)

hvor vi kan bruge dO. = kvarkens rumvinkel i stedet for hadronens rumvinkel, hvis badro
nen ligger pænt i kvarkens jet.

Vi ansælter nu3

eller, integreret over dO,

dO'(e+e- -. h + X) L ( + - -)Dh()= O' e e -4 qq z
dz 9

~

Nu er 0'( e+e- -t q7j) proportional med l/s. Modellen forudsiger derfor, at størrelsen

vil "seale", dys være uafhængig af s; Kun have en z-atb.ængighed, som kan bruges til
bestemmelse af fragmenteringsfunktionerne - hvis der altså er scaling.

I fig.(7.23) er denne størrelse vist for h = 11'"::1:., K± l KO + ~,pfJ (dvs summen over de
2 er taget hver gang). I stedet for z er skrevet I. 1r-mesooens hastighed, /3 = II i vores
approksimation. Det ses, at scaling fungerer godt ved de vist.e energier.

Det ses, at

(7.56)

Man kan vise, at multipliciteten (n) forventes at vokse logaritmisk med energien i de
simpleste fragmenteringsmodeller. For at se pointen kan vi nøjes med at tage hensyn til
On slags hadran. Lad os kalde den gennemsnitlige værdi af z, som en haclron udsendes

3 q-indekset løber over savel kva.rker som a.ntikvarker.



med. for r;). Efter at. have udsendt en haclron vil en kvark med energien E i middel
h(\\'e energien

El:::: E - J::). E:::: (I - (:))E

og fter udsendelsen af:? hadroner er dens energi i middel

E2 = (I - (:))E1 = (I - (::))2E 05"-.

Hadronerne' energi er hhv

(:: )E (::) El = (:) (l . - (:)l E osv .

Denne proces kan højst blive ved. så længe hadl'onens energi er større end dens mt\sse.

~. År det gennemsnitlige antal hadroner (n) er udsendt. er kvarkens energi sammenlignelig
med hadronmassen m:

hvoraf
(n) ,,-log(Ejm)jlog(l (:})-I (7.57)

der viser, at (n) vokser logaritmisk med energien.
Fig.(7.21) viser, at delte passer nogenlunde med data ved ikke for høje energier. Af

vigelsen skal vi komme tilbage til i næste afsnit.

7.12 e+ e- ---+ kvarkjet + antikvarkjet + gluonjet

En af QCD-teoriens mest iøjnefaldende forudsigelser er eksistensen af gluoner på. niveau
med eksistensen af kvarker. Da gluonerne ikke har elektrisk ladning, er de mindre oplagte
at producere end kvarker. I de senere år er de blevet studeret som jets, fx i proton
protonstød ved meget høje energier. hvor en kvark i den ene proton spredes mod en kvark
eller gluon i den anden.

Her ska.l vi studere muligheden for al se gluonjels i et e- -stød. Til laveste orden i CtJ

er Feynman·diagrammerne vist i fig.(7.24).
Ved højere energier kan produktionene også nnde sted via ZO-resonansen i stedet for

fotonen, men dette ændrer for så vidt ikke prinicipielt på pointen. Vi kan naturligvis
ikke detektere kvarkerne og gluonerne direkte, men vi kan forestille os, at de giver an
ledning til 3 jets, som kan detekteres, og h"'is energi kan bestemmes. Vi betragter derfor
tværsni ttet for e+e- -. qqg beregnet vha fig. (7.24) af Feynman-reglerne som en model for
det tilhørende 3-jet tværsnit.

Lad kvark, antikvark og gluon have 4-impulser

p~ == (EOIPq) Pi ;::: (Eq,h) og p; = (Egl~) (7.58)

Vi negligerer kvarkma.sserne (gluonen er massetøs). Da eksperimentet udføres i e+e-

systemets tyngdepunktsystem, er

Pil + j}q + ;;9 :::: O

så de 3 jets ligger i en plan. Idet .j'S er den totale energi, og h/s den energi, q og li ville
have haft. , hvis der ikke var udsendt en gluon, definerer vi

Eq Eq Eg
X q = I r: X7j== l r: og X g = l r: (7.59)

iVoS 2VS iVoS
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hvor der sa gælder

:1:, I-+J' -'), 7 :) - - (1.60)

Det er en relatl\·t simpel øvelse at- udregne tværsnittet. for processen. og efter in(.('
gration over alle de variable, der specificerer qqg-pla.nens orientel'l'ng (det er den mest

besværlige del af regningen), fås

3 ii

d( -I ._) ()lY qqg I ~ _ {j-s S

0"0 dX q d:r7j (l - x )(1 - x,--), q. ~

(7.61 )

hvor 0"0 er tværsnittet for e+ e- -\ q7j beregnet i forrige afsnit..
De variable X q , X ql XI} kan befinde si goveral t inden for den sk ra.verede trekan t) fig. (7.25).

i Dalitz-plottet. Sådan el Da/itz-plot er nyttigt at betragte nar man som her har tre partik
ler i sluttilsta.nden. Efter integration over Euler-vinkler er konfigurationen karakteriseret
ved to uafhængige parametre) men det kan være nyttigt at anvende et plot. der anvender
de {re ajnængige parametre. her x q • If. x r for hvilke summen er en konstant (her 2). ndet
1re-dimensionale rum med koordinater (xQ.xq. :tg). er dette bånd ligningen for en plan,
der stort set (pånær triviel omskaling) netop er Dalitz-plottet. Det fremgår, at der for

hvert punkt i p~ottet gælder, at summen af de vinkelrette afstande til trekantens sider
(snittet med planerne hh .... X q = O,xq = O,Ig = O) - regnet med fortegn - er en konst.ant.
Man refererer også til sådanne plots med betegnelsen: homogene koordinater.

Spørger vi nu om den totale sandsynlighed for at producere en gluonjet (ud over q
og q-jetten), ser vi. at vi får et meningsløst resultat ved al integrere (7.61) over hele det
kinematiske områ.de: Polern.e ved xq = l og ved X q = l giver en logaritmisk divergens i
integralet!

Dette er et karakteristisk fænomen i teorier med masseløse kvanter (som QCD og
QED). Lad os forsøge at forstå, hvad der er sket.

Betragter vi fx det første Feynman-diagram i (7.24) ser vi) at det indeholder en kvark
propagator, der Vl} bidrage

hvor m er kvarkens masse, sem vi vil negligere. Dette udtryk bliver ~, når (Pq + pg)2
bliver O, og dette kan ske på to måder:

(a) (infrarød singula.ritet) nar P~ - (0, O) o. OL har vi

uanset kvarkens masse;

(b) (kvarkmasse singularitet) når p; har samme retning som P~ \ har vi

(Pq + Po)"2 - m 2 = P~ + p; + 2pqpg - m"2 = 2pqpg

2(Eq.Eg-JE~-m2 . Eg)

---+ O for m --+ O (7.62)



I begge tilfælde er den kinematiske situation lineær: l (a) har harken og antikvarken
modsat rett~de impulser og halvdelen af energien hver: i (b) har Kvarken og gI uonen
parallelle impulser og halvdelen af energien. mens antiharken har modsat impuls og
halvdelen af energien ..-\ltså. i begge tilfælde har \'i

s\'arende t.il. at denne \'ærcii for.I"i gi\'er en singularitet i (7.61). Tils\'arende når .1"1 - l.
\'len vi ved også., at q. q og g højst kan bli\'e set som Jets af hadraner. h\'is impulser

spreder sig noget om de oprindelige partoners (fællesnavn for kvarker og gluoner J impul~.

Yied andre ord. når gluonen har næsten samme retning som kvarken. vil dens jet o\'erlappe
kvarkens. og \-i vil slet ikke se 3 jets men kun 2. I så fald er vi altså i færd med at beregne
en korrektion til 2-jet t\'ærsnittet - en korrektion af orden 0.$' \[en der er andre sådanne
korrektioner til 2-jet tværsnittet (7.26).
Første diagram fig.(7.26) er af orden 0.;. andet af orden O:s' Deres bidrag til tværsnittet

er så hhv a~ og 0:;. men desuden er der et imerferensled ("det dobbelte produkt"). som er
af ordenen Cr~' cr s = O:s' En nærmere undersøgelse viser. at dette vil hæve den singularitet.
der er i (7.61).

Her nævner vi blot, at (7,61) kan bruges direkte til at beregne tværsnittet for at se .3
jets. hvor den mindste vinkel mellem nogen af dem er større end en vis (valgt) værdi 5.
Integreres (7.61) over det tilhørende område. fås det totale 3-jet tværsnit af formen

0"(3 jet, vinkler> 6) ( ) l f log EJ

( ' ::x 0, s og () oc l / 2
O" 2 jet) og 5 ;\

(7.63)

hvor vi har brugt formen (6.80) for "the runni ng eou pling eonstant" . For fy ....... O [år vi
påny en divergens, men for fast EJ og s --+ 00 går forholdet mod O. Vælger vi for {) den
karak teristiske åbningsvinkel for en jet l og bruger vi (p1.) konstant, (Pli) "-' E. ser vi. at
denne opfører sig som

hvoraf
log EJ "-' log E '" log s

og (7.63) går mod en konstant,
Billedet bliver da følgende:
For lave energier venter vi ikke at kunne opløse gluonjets fra kvarkjets. Dette venter

vi først at kunne gøre ved energier, der er så bøje, at kvarkjet'erne er så veldefinerede. at
der er "rigelig plads" til en gluonjet imellem dem. Ved endnu højere energier bli ver såvel
kvarkernes som gluon.ens jet tydeligere og tydeligere samtidig med, at den karakteristiske
vinkelseparation mellem dem bliver mindre og mindre.

Ved disse energier, hvor separate gluonjets spiller en stigende rolle. vil vores vurdering
(7.57) af hadronmultipliciteten baseret på blot en kvark og en antikvark være for lille:
Gluonen bidrager en ekstra fuld jetmultiplicitet. Dette formodes at være baggrunden for.
at multiplieiteten i (7.21) vokser hurtigere end logaritmisk,

Det er klart at en nærmere analyse af gluonproduktion tillader bestemmelse af QCD
koblingen, a,(Q2). I praksis er en sådan bestemmelse ganske kompliceret. Uden at
gå Ind på alle detaljer viser vi i fig. (7.28) resultater, der nu også tydeligt viser. at
koblingskonstanten virkelig llløber" logaritmisk som forventet.
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Figur 7.13: De eksperimentelle tværsnit for produktion af J Il/; i e+ e- -annihilation
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Figur 7.15: Potenspotentialet.
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Figur 7.17: Cha.rmon iumspek tret eks perimen telt. Bemær k, al o iveauerne ikke (som i
foregående teoretiske figur) er indordnet efter bane-impulsmomeotet, L, men efter det
totale impulsmoment, J.
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Figur 7.18: Eksperimentelt etablerede niveauer for bottomonium-systemet (fuldt optrukne
streger).
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Figur 7.20: Typisk 2-jet begivenhed CERN's ALEPH-detektor ved LEP.
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Figur 7.21: Multiplicitet af ladede partikler i e+e--stød.
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Figur 7.22: Kvarkdiagram, der antyder hadronfragmentering af en jet.
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Figur 7.23: Differentielle inklusive fordelinger. PETRA daLa.
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Figur 7.24: Feynman-diagrammer for kvark + antikvark + gluon produkt.ion via en virtuel
foton i e+ e- -stød.
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Figur 7.25: Dalitz-plot for sluttilstanden kvark + anti-kvark + gluon,
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Figur 7.26: Feynman-diagrammer for kvark + antikvark produktion..
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Figur 7.27: 3-jet begivenhed fra LEP, registreret af DELPHI detektoren. De rekonstrue
rede spor er vist projicerede i en plan vinkelret på kollisionsaksen.
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Kapitel 8

SVAGE VEKSELVIRKNINGER

8.1 Beskrivelse af neutrinoer

;\eutrinoer er (sa vidt vi ved) masseløse, neutrale fermioner. For elektronens, myonens

og ,-leptonens neutrinoer gælder

m(II~) < ~ 7 eV , m(lIlJ) < 270 keV , m(v.,.) < 3S \.-leV . (B. I )

Som vi be~ærkede i kap. 2.8, vil masseløse partiKler kun forekor:une med en enkelt
helicitet, med !:'lindre der er parit~tsinvarians,bvad der netop iHe er for de svage veksel
virkninger. I den udstrækning, neutrinoers beiicitet ~ar kunnet detekteres, er det al'..id
fundet, a.t ae har hel icitet = - t, er ve nstrehall dede., medens aot: neu tr:noer. så. vid t vides
altid er højrehandede, har helici let = + ~.

Vi ska.l nu studere beskrivelsen. af disse forhold.

Lad os først betragte en fermion med spin} og masse = m. Vi har set, at ae eksplic.ite

spioorløsninger, som optræder i udtrykket for feltet

ljJ(x) = L [b(p,s)u(p,.s)e-;P' + J1(PI$)1J(p,.s)e+;,..,r!
p.~

(8.2}

;an skrives på. formen

(8.4 )

(8.3)
I X.. ~

( a·v I 1
1.1(p,.5):: JE ...... m l 1) (p, .s) = J"E+ m

E.:;;:;-X 5

~q.p
/ x~ /E"+m xJ

hvor

(~ ) (~ \
l J

(
O \
l )

Det er sa. også klart, hvorledes løsninger svarende til en bestemt helicitet ser ud. Vælger

vi først p langs z-aksen, er svaret præcist givet ved (8.3). bvor der så gælder

(J' pv :
A::='2

og

(8.5)
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Da ucil-rykket ri . p- er rotationsinvarianl, kan VI skriv(' I~)sningcr svarr.ndc cil h(~iicil.(>t

A •• J: i

(8.6)

hvor p:::: IP! og hvor (B· P1X:r: = ±PX± elc.
Vi betragter nu virkningen af chlralitet- eller hiindel!tedsmairiarnc

Der gælder

(8.7)

da

"d - (i·-t)'lrlyJ)(t·1'°1'1~(2l) = (i)2(_)3(1'0)2(_)\),\)2{_)(,/?(~/)~

(-)(-)3(1)(-)"(--l)(-)(-1)(-I) == J (8.8)

Tilsvari:'Jlde
0<1ro. (8.9)

der \liser~ al, )':":r er projektionsoperatorer.
Lad os finde virkningen a.f X+ på. u~ og v±_ Vi har

J grrcOi\cn ml E -, O h.1.r vi pj(E + m) -+ l og

(R. tO)

X+!.I+ -4-Ut

X+I)+ -) O

Vi se!", at for n-:asseløse fermioner vil

X+1L -> O

X+ v_ --l lJ_ (S.ll)

(8.12)

(R for Right) annihilere højrehåndede fermioner og skabe venstrehåndede antifermioncr.
Tilsva"ende vil

(8.13)

(L for Left) annihilere venstrehåndede fermiooer o~ i\kabc højrehå.ndede antifcrmloncr.
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b

W eller Z

Figur 8.1: Svag -±-fermion vekselvirkning.

For endelige (små) værdier af mlE er der korrektioner hertil af størrelsesordenen

E: m - l := - ; + O (;r
For m = Oer 1/JR og t.PL de "naturlige~' felter ifølge vores diskussion i kap. 2.8. Bemærk

også. at de tilfredsstiller Dirac-ligningen for m. = O. medens dette ikke er tilfældet for
m ~ O:

(i ø- m)( I + 15)1,& (i ø- m)u' + (i iJ - m)js1/'

= 0- ls(i P+ m)tjJ = -2m/sØ

--> O for m --> O

Her har vi brugt (3.57)

8~2 4-fermionvekselvirkningen; leptonstrømmen

(8.14 )

Moderne teorier for de svage vekselvirkninger baseres, som vi skal se i a{sn. 8.9, på
en gaugeteori med visse gaugekvanter, som kobler til fundamentale fermioner (leptoner
og kvarker) på den sædvanlige simple måde kendt fra QED og QCD. Den væsentligste
forskel er, at disse gauge-vektorbosoner ikke kan være masseløse som fotoner og gluoner.
Vha et særligt Higgs-felt er det muligt at opnå. at de intermediære svage vektorbosoner
kan få masser så bøje som 80-90 GeV (eller mere) uden at bryde gaugeinvariansen af
Lagrange-fuoktionen.

Til laveste orden i "koblingskonstanten" (den svage) beskrives den svage vekselvirkning
mellem to fermioner så ved Feynman-diagrammet, fig. (8.1), hvis værdi vi vil skrive som

2 '(ab) l )')l(cd) (8.15)
9 J p t _ M2

Her er strømmene jab og jcd de svage strømme sammensat af fermionfelterne (ab) og
(cd) ; 9 er gaugekoblingskonstanten, l og M 2 er massen af den udvekslede vektorboson,
medens t er den overførte 4-impuls (kvadreret).

I Pli. nær en numerisk konstant, se afsn. 8.9
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(8.16 )

Figur 8.2: Lavenergetisk 4-fermion vekselvirkning.

Længe inden fremkomsten af sadanne teorier var d~t kendt., at man i en eller anden
effektiv forstand kunne beskrive de svage vekseh-irkninger ved en 4-fermion vekselvirkning
svarende til ng.(8.1) eller ng.(8.2) af formen

'U =~ J(obljp(cd) + h c
JLW J2 jJ ••

hvor h.C. står for hermitesk konjugeretlog hvor )11 er den såkaldte svage strøm, medens
C - den såkaldte Fermi-konstant - bar størrelsen

C ::: 1.1664· 1O- 5GeV- 2

t.O x 1O-sm;2 (8.1/)

hvor den sidste form er bekvem at huske. Tilstedeværelsen af den hermitesk konjugerede
del er dels en følge af gaugeteorierne dels nødvendigt for overensstemmelse med eksperi
menterne. 2

Forekomsten af en koblingskonstant (C) med dimensionen (energi )-2 gjorde, at teorien
ikke kunne renormeres, men sålænge man blot anvendte den til at beregne amplituder i
la.veste orden. stemte resultaterne meget fint med eksperimenterne.

I dag ser vi forekomsten af dimensionen (energi t 2 som et udtryk for propagataren
i (8.15). I Standardmodellen, er gauge-kobliogskonstanten g2 af samme størrelse som
finstrukturkonstanten Cl :: 1/137, idel denne teori (delvist) forener de svage og de elek
tromagnetiske vekselvirkninger. Ved at sammenligne (8.15) (med ItI et:: M 2

) med (8.16)
og (8.17) fioder vi så

lvf 2
", ~ '" 103 GeV 2 (8.18)

I denne delteori af Standardmodellen - Glashow-Weinberg-Salam-modellen (Nobelprisen
1979) - findes både to ladede (W±) og en neutral (ZO) vektormesoD. Deres masser er nu
målt til

m(W±) == 80.6 ± 0.4 GeV og m(ZO) = 91.18 ± 0.02 CeV

Disse værdier er som vi ska.l se i smukkeste overensstemmelse med teoriens forudsigelser;
efter at en bestemt parameter (Weinberg-vinklen, se senere) var blevet malt i neutrino
eksperimenter.

2Hvis koblingskonsLanterne desuden ~r reelle, beLyder del, at vekselvirkningen er Lime-reversal in
variant. Vi skal i det.te kursus ikke behandle de få kendte meget. sva.ge brud herpå. l gaugeteori
modellerne har disse en forholdsvis na.turlig beskrivelse, men kun hvis der (som observeret) er mindsl Lre
fermiongenerationer .
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I begyndelsen (\.f dette kapitel \'i[ \ i st6ft set, ba:;cre os på formen (8.16), idet vi dog
senere skal se , hvilke præcise forudsigelser angå.ende fOI'mul af J~ I der [ølnel' af ovellllævnLe

model, og til hv'lken grad di -e forud igelser er blevet eftervist. I IlæsLe kapitel kai vi
nærm re se på. teorien:; ideer om nen fald og produkLion af W og Z parLiklern '

Vi skal rlll studere konsekvenserne af (8.\6). Først opdeler vi JI; j en leptondcl og en
I MIronde!

]I' = jI'(lepton) + P'(ha.dron) (8.19)

Her skal vi {ør t studere leptondelen, men siden skal vi se, at h(\.drondelen hctr en meget
ignende form, Imis den udtrykke i termer af kvarkielter.

For hver del i (l:).l9) opdeler vi videre i CC og NC (engelsk: Charged Current og
Neutral Gurrent) svarende til en kobling til lV- (CC) eller ZO (NC). Her vil vi først
kon entrere os om J~c(lept.), som har den simpleste form.

Som enhver anden gaugestrørn venter vi,3 at den skal have formen

hvor 1\(:7:;) og 12(.r) er to leptonfelter. Helt præcist vil vi tage

Jcc(lept.) == 2 L t,!J;(Xh" lIiL(X) (8.20)

Her har vi antaget (i overensstemmelse med hvad der synes at. gælde eksperimentelt\
at hver lepton (el Il; 1", ... ) er ledsa.get a( sin egen neutrinolog at der ikke findes overgange,
der forvandler fx en elektron til en ,u-neutrino. Endvidere optræder i (8.20) kun del
uwslrehåndede IlcuLrinofelt 1I[,,(;r) = ~(/ - IS)lI(X).

Far i = e finder vi

[21J\ i'~ veLl' == [~t"P(l - )'s)lIe ]t h~ = )' )
= v~(l - -r~hJJ.'·l'lb. = vho'Yo(l - ishlJ1l</.>c

vc(t + /s,ho,J.l
1

"IoljJl! == v~(1 I 'Ys)'yI'VJc

== i7l ,
iJ

( l - '"Ys)rbc

Altså har vi

(8.21)

Jcdlept.)

Jtc(lept.) I

~CIJl(J - 'Ys)vc + .t/J,,'"YI' (l - 15)11" +~~)'jl(l - 'Ys)lI.,.

- ilc"1j.l(l- "f5)1b~ + uil'YIJ(l - IS)IjJ" + vr'yJ.l(l - ')'5h~'", (8.22)

(+ e..... t. andre ukendte leptonbidrag.) Lad os studere, hvorledes denn.e strøm transformerer
under P og C. For et generelt Fermi-felt gælder

for det venstrehå.ndede neutrinofe1t. gælder si

PIILUi, t)pl - P [~(1 - Is)v(x, t)] 1'1 = ~(l - ')'s)Ptl(:i~ t)P'

- ~(I-"15hov(-i,t) = "'to [~(l +ls)II(-i,t)J

= ioVR(-i, t)

3Jfr, koblingen aJ foto·oet til elektroner eller gluoner til kvarker.

(8.23 )

(8.24)
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Figur 8.3: feynman-diagram for f.L- ·henfald.

Altså: Under paritetsoperationen går det venstrehåndede neuLrinofelt over i et højrehåndet
felt. som ikke forekommer i JjJ. Heraf følger, at de sva.ge vekselvirkninger (i vores model)
ikke er paritetsinvariante.

Under ladningskonjugering har vi tilsva.rende

CIILC- l = C [~(1 - 1S)V] c-t = i(l -j's)CvC- t := ~(l - "fs)CvT

Nu er C1s = "1se (brug (3.125)),(3.79) og (3.59))); tilsvarende er h's? == 15. Altsa har
VI

CvLc- t = C [ivcI - 'Y~)} T = C(VR{

hvor T/R :::: ~v(l - "Y:;), medens Ih:= ~v(l + ""s)· Igen ser vi. al C producerer et felt. der
ikke forekommer i J": De svage vekselvirkninger er ikke inva.riante under C.

Kombinerer vi imidlertid P og C, får vi

C (PvL(x, t)pt] Ct == "1o~O + "1s)Cv( -x, t)C- 1

l= "1°2'(1 +1S)CvT(-i,i) = --/Clvd-i,l)r

(8.2.5 }

(8.26)

Herefter er behandlingen analog til vores beha.ndling af P og C for den elektromagnetiske
strøm:

(8.27)

som er et led i lee (lepL)' taget i (-x, t). Heraf følger, a.t j hvert fald for leptondelen er
de svage vekselvirkninger invariante under den sammensatte transformation PC.

T det følgende skal vj studere konsekvenser a.f formen (8.22) og se, a.t den giver en
beskrivelse, som modsvares al eksperimenter.

8.3 j..l-henfald

Denne renlleptoniske proces kan vi nu behandle. Feynman-diagrammet er vist i fig.(8.3).
Når p-tal, e-tal og ladning skal bevares, er der ikke a.ndre mulige diagrammer i laveste



8·] )J ·HENFALD

oruen. f modellen (8.16) og (8.22) kommer ma.trik elementet fra leddet

.)".
-o/

i n.w

Del er eler(le!\lært at udlede de tilhørende Feynman-regler:

(or matrikselementet (or Jl-- -+ e- + v~ + Vw

For absolutkvadratet, summeret over alle spinmuligheder, finder vi så (jfr. ".fsn. 5.8.
(.5.82) )

L lMI1 = ~2lvfjJ" E,w
JpJn -

M~V == Tr'{P'l'~(l -l's)(p + mu)(l + l's)"(}

EllI.' = Tr{(;i +me )-YJ1(1 - 1.s) R'(I + T's))',,}

(8.29)

(8.30 )

(8.31 )

Da sporet af et ulige a.ntal -t-matricer hs virker som 4 gammamatricer) er nul, får vi

ApJI
' _ Tr{ pl-yll( l - ')'.~) fi(l Is)-yV} == Tr{ p'-yIJ( l - )'s)"2 ,15'/')

1en (l - 1'5)2 == 2( I - 'l'S). så

MiJl/ = 2Tr/ pl"(ll f/'} - 2Tr{-ys p'ru Pl'''}

Nu er (Øvelse)
(8.32)

hvor
~OI2:l ;:::: +I

er det fuldstændigt antisyrnrnetriske Levi-Civita-symbol i 4 dimensioner. Altså. (jfr. reg
lerne (5.90) etc.)

Af

fås så

lvjllV E>/v == 64{2(p'· ql)(p. q) + 2(p' . q)(p. q/) - 2(q'· q)(p'. p) - 2(p' . p)(ql. q)

+ 4(p' pl)(q. q') - 2[6~6f - 666~]p~pøq'''q6}

4 . 64(p' . q)(p . q') (8.33)

og
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Fra. kap. l hnder vi den fuldt cJiflerent,ielle, upolariserecie overgi:wgssiindsynlighed i
myonens hvi lesystem

pJ) (8.34)

(8.3.5 )

I praksis er neutrinoerne så. godt som um ulige at detektere (om neutrinoekspel'imentø(
se kap. 10). Vi er derfor interesseret i elektronens energifordeling uanset neutrinoernes
impulser. Dvs at vi ønsker at integrere (8.34) over neutrinoimpulserne. Matrikselementet.s
afhængighed af neutrinoimptllserne pJ og qJ fremgM af (8.33). Vi skal d.erfor udregn.e.
integralet

,Ci{J - J J.3 pJ cPqJ Jo '0(2 )\-;4(Q J . J)
== (2n')32E

p
J (27i-)32E

q
l p q 7r - q - p

hvor Q= p-q.
Først bemærker vi, a.t [of] er en Lorentz-tensor, som kun aOlænger af 4-vektoren Q og

som har dimension af (energi)2 (8"( ) har dimensionen (energj)-4). Derfor kan vi skrive
[(>{3 på. formen

1':>{J == _l_(a go{JQ1. + bQoQ,tJ) (8.36)
167r

hvor a og b er ubekendte konstanter, vi vil nnde. Først udt:egner vi sporet af [C(fJ :

Q2
I° = -6-(4a+b)

(J l "]j

= l J' J3p' J3q' J '64 (Q (' q'))
(211" )2 . 2E.". 2E

4
, P . q . - p

= _1_ Q2 J tflpJ tfl q
J

fJ4 (Q _ (pJ + qJ)) (8.37)
8r.'2 2Ep l 2Eq,

hvor vi ha.r brugt, at ifølge o-funktionen ka.n vi erstatte pi +ql med Q, og

Q2 = (pJ + q')2 = pl1 + qr'1. + 2p' . q' == 2pJ . qJ

da neutrinoerne er masseløse. Af samme grund er E = IP'L og i ej = Osystemet er så
Epl = Eql. Integrationen over tFqJ er triviel, og vi får

altså
4a+b= l (8.38)

Dernæst sætter vi a = (3 = O i (8.35) og udregner integralet) stadig i ej = 5' systemet:

da. ej = Ol altså
l

a + b = -.
2
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Vi får derfor

og

[ (8.:l4) sætter vi videre

I 2
a=-b=-

6' 6

269

(8.39)

. /E2 m 2
....:...V ~ dO,dE

2

idet Itfjdlil = EqdEq, da Eg -!tfI 2 = m;, og hvor E == Eq. Vi integrerer over elektronens
retning, indsætter aJle vore resultater i (8.34) og finder omsider for energifordelingen af
elektronen i ,u-henfald i )l-leptonens hvilesystem (me/m jj --+ O)

Elektronens maksimale energi (i grænsen me/mJl --+ O) er ~mjJ' Skrives

l
E = -mIJ' x

2

har vi
df G2m 5

- = -_I' x 2 (3 - 2x)
dx 961T"3

Integreres endelig over e!ektronenergien (O < x < 1) fås

(8.40)

(8.41)

Eksperimentelt er r = 2.1970 x 10-6 sek, mil = 105.66 MeV og h = 6.582 X 10-22

MeV sek. Heraf fås

G '" 1.16 X 10-5 GeV- 2 (8.42)

(jfr. (8.17), der også tager hensyn til forskellige strålingskorrektioner, dvs højere ordens
diagrammer. )

Vi gør flg. bemærkninger om disse resultater:

(i) Ud fra en dimensionsbetragtning kan vi slutte, at

Amplituden indeholder nemlig en faktor G og [G] = E-2 . r indeholder så CP og
den eneste anden masse i problemet (i grænsen me/miJ --+ O) er m w Det er langtfra
tri vielt, at proportionali tetskonstanten bliver så lille som 1/(1921l'"3) '" 10-4 (!).
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Figur S.-l: ~\llyonhenrald med maksimal eJektronenergi.

(i i) Energifordelingen (8.40) af elekt.ronen nndes at være i nøje o\'erensstemmelse me-d
data. Forsøger vi at tillade- andre led i den ladede leptonstrøm, fx led med
højrehåndede neutrinoer og venstrehåndede anlineutrinoer. nndes ved er. tilsvarende
regning al de giver en anden energifordeling. Formen (8.40) tester både. aL neutrin
omassen er tæt på. nul, og at paritetsbruddet er maksimalt: I\.un ,'enstrehåndede
neutrinoer forekommer.

(iii) Af (8.40) ses, at den maksima.le sandsynligbed for elektronens energi forekommer.
når energien er maksimal. se fig.(8.4). De små pile angiver heliciteterne. Vi har set.
at formen

~,'c')'~(l - ~(5)V, = ~,(l i5h"v~

både svarede til produktion af venstrehåndede elektronneutrinoer (højrehåndede
antineutrinoer) og til produktion af venstrehandede elektroner (højrehåndede po
sitroner) i grænsen m e ---+ O (jfr. afsn. 8.1). Dette har kunnet eftervises eksperi
mentelt: Elektronerne i p,- ---+ e- + 1J~ + v" er «altid'- venstrehå.ndede. positronerne
i jJ.+ ---+ e+ + Ile + viJ er ':~.Itidn højrehåndede. Bemærk, at hvis }l-strømmen sva
rede til produktion af højrehåndede neutrinoer (af j.t-slagsen). vil pilen ved VIJ blive
vendt i (8.4). Det totale spin er sa 3/2 i impulsernes retning, og denne kinematiske
konfiguration ville være forbudt, da spinnet af JL- er ~.

Vi ser også af (8.4), at elektroner fortrinsvis udsendes mbdsat spinretningen af j1.-,

Dette klare brud på paritetsinvarians er ligeledes bekræftet eksperiment.el t.

8.4 Den ladede hadronstrøm

Vi har tidl.igere antydet eksistensen af en forbindelse mellem leptondubletter og kvarkdu
bletter:

(8.43)

Denne forbindelse baserer sig på. forhold vedrørende de svage vekselvirkninger. De
bedst kendte overga.nge svarer til .B-henfaldet af en d-kvark

som det ses fx i neutronhenfald fig. (8.5) og i 1r t -henfa.ld, ngo (8.6) og ngo (8.7).
Imidlertid forekommer også Ø-henfald af en s-kvark til en u-kvark

{
e- +V,

s-u+ IJ-+vp

(8.44 )

(8.45 )
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Figur 8.6; Kvark-diagram for ;r- - e-v(-heni"ald.

w

Figur S.7: I\.vark·diagram for jj- ......, ,u-v,,·henfald.
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Figur S.8: }\ vark-d iagram for A-hen fal d.
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Figur 8.9: I\vark-diagram for J(--benfaJd.



som det ses fx i A-henfald l fig. (~.S) og i J{±·heniald. fig. .9).
Som vi "nart skal se, foregår d-h nfaldet med omtrent samme styrke som p.-henfaldet..

meden s-h 'nfald~t er noget vagere.
Vi vil her straks røbe den gængs opfattelse af. hvad der foregår, og så efterhånden se

den ne bekræft.et. ved sammenligning med data.
Den gængse opfattelser (som er helt nødvendig for a.t kunne formulere en gauge· teori,

se afsn. 8.9) går ud på.. at den ladede, svage kvarbtrøm har helt -amme form som den
ladede, svage leptonstrøm, saml at den kobler med præcist samme styrke. For at denne
opfa.ttelse (universalitet, eller Cabibbo-universaliteL) kan være forenelig med forholdene
\'(;'drorende d- og s·henfald, må vi antage, at de Unaturlige" fetter t/..'d, og 'l1.· s, som ind""ar
j beskrivelsen af de svage vekselvirkninger, ikke er helt de samme som de felter, der i de
stærke vekselvirkninger synes mest naturlige: lPd og ,pJ' Derimod gælder, al del ene æt

er lidt roteret i forhold til det andet.:

..pd, = cos ae 0d . sin Oc 0$
!/J... = - sin ()c V)d cos ae !/J. (8 ...6)

Da alle fla\'ours kobler ens Lil gluoner, er QCD·Lagrange-funktionen lige så simpel
skrevet) felterne Øde og tP"< \ som skrevet i felterne rfd og tj,Js - i hvert fa.ld bortset fra
masseleddet. Dette sid-te er kun diagonali. j 1/Jd og ljJ~1 ikke i 'ljJd< ogl/.>.<. Der er i dag en
tendens tll at opfatte felterne f/;d, og 0s< som de "mest naturlige" og så, sige, at t/Jd og ~lS

er dell linearkombination heraf, som diagonaliserer masseleddet.
Første linje i (8.46) er essensen af Cabibbos teori for de svage vekselvirkninget fra.

omkr. 1963. Anden linje blev tilføjet af Glashow, llIiopoulos and Maiani i L970 og var
basis for deres teori om eksistensen af en cha.rmkvark. Vi skal komme tilbage hertil i afsn.
8.7.

Det er klart, a.t formalismen nu kan udvides yderligere ved at tage he.nsyn lil en

eventuel ( ~ ) -dublet, men vi vil se bort herfra i dette kursus.

Vi poslulerer altså nu, at i termer af kvarkfelLer har den svage, ladningsændrende
strøm følgende simple udseende for haclroner

(8,47)

hvortil kommer deo. hermitesk konjugerede strøm.

8.5 1T±-henfald og K±-henfald

Behandlingen a.f 11"- - tC + v# (ir ---; J.l+ + vjJ) og af tr- - e- + v" (ir+ -- e+ + v,,)
forløber på sa.mme måde. Eksperimentelt er forgreningsforholdet for 1(' - p-henfald meget
tæt på 100%, medens 'JT - e·henfaldet kun foregår med et forgreningsCorhold på

B(1t - e) = (1.22 ± 0.01) x 10-4 (8.48)

Forklaringen herpå. skal vi straks se.
Lad os betragte ir - ).l'henfaldet. Hvis 'IT. og d-kvarkerne i 1(- var frie. ville vi umiddel·

bart kunne nedskrive maLrikselemenlet for overga.ngen vba (8.47) og (8.46) som (på. nær



274

faser)

SVAGE VEI\SELVfRKN[{vCJ:J<.

Da imidlertid kvarkerne er bundet i en 'lr-, må vi 'orestille os, at dette udtryk skaJ
multipliceres med (ud). bølgefunktionen i en urelativistisk b ~ha.nd~ing\ hvorefter der skal
summeres over indre kvarkvariable. Da -rr-·rnesonen må formodes at være et meget kom
pliceret, relativistisk system, skal vi afst.å fra en sMlan behandling. l stedet bemærker vi,
at første matriksprodukl i (8.49) kommer fra et. matrikse1ement af formen

hvor P er 7/"-mesonens 4-impuls. Dette udtryk indeholder ajle komplikationer kommende
fra den korrekte generalisering af begrebet en bølgefunktion på en kovariaot måde. Dette
matrikselement transformerer som en 4-vektor under Lorentz-transformationer, og da det
kun afhænger af en 4-vektot" (P), for hvilken p2 == m;, skriver vi

(8.50)

hvor vi har indført 1[-mesonens henfaldskonstant f-;r· l en urelativistisk model ville den
\,ære simpelt forbundet med bølgefunktionen i begyndelsespunktet 1/J(O) (jfr. vores be
handling af charmooiumhenfald, afsn. 7.7).

Vi får så for overgangs-matrikselementet for il'" - }.t-henfald, i.det p er 4-impulsen af
myonen og k 4-impulser af neutrinoen og p +k = P :

Her kan vi bruge Dieae-ligningen på j1- og neutrinospinorerne

Altså.

ll(p) P= mllu(p) og }C(l - 'T's)v(k) = O

G
Tfi = j2J7rcos8cmjJTI(p)(1-rs)v(k)

For det spinsummerede absolutkvadrat fås så

L ITf d2 = ~G2f; cos
2 8cm~,Tr{(p +m~J(1-r5) }C(1 + 'T's)}

spin ~

For sporet fås ved anvendelse af de sædvanlige regler (Tr( p JY/) = O)

Tr{ p ~(l + IS)2} = 2Tr{ p fi( l + IS)} = 2Tr( p Jf,) = 8p . k

Formlen for 2-partikelhenfald (kap. l) giver så.

G2 F cos2 8 (m2 ) :2
f( 1[- -- j.t- + Vil) = ,...81[ c m"m~ l - m~

(8.51 )

(8.52)
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Figure S.10: Helicitets{orhold ved rr- -.. ci7e ·henlald.
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Udtrykket for ~ - t-henfald har hell samme form. For forgreningsforholdet far \.;
derfor

i god overensstemmelse med det eksperimentelle resultat. (8.48). Den beskedne afvigelse
tils 'rives højere ordens korrektioner.

Det.te er en interessant t.est af udtrykket for leptonstrømmen. som \.j kvalitati q kan
forstå. (fig. '8.10)).
Da spinnet af r.·mesonen er O. må impu!smomentet langs den fælles flugtiinje af Ve og
t- i ;r-mesanens hvilesystern være O. l\,:len Ve har altid helicitel + ~: derfor må også
heliciteten af e- være +~. Imidlertid har vi set i afsn. 8.1, at (I -I's) projektionen på
neutrinoen også virker pa. elektronfeltet. sa relativistiske elektroner fortrinsvis også. bliver
venstrehå.ndede: Har helici tet = -!. Konfigurationen. fig. (8.10). er altså "forbudt." i
den approksimation, hvor m~ = Q. Korrektionen er iftg. afsn. 8.1 af st~rn~lsen mc!m" ~

m~/m)J i matrikselemeotet. Heraf følger kva.litativt, at forgreningsforholdet er salille som
i (8.53). For 'IT - jt-henfald er argumentet ikke effektivt, da ti-massen er næsten lige så
stor som il-massen, således at j1-1eptonen er urelativistisk.

[( - p- og K - e-henfald kan vi behandle på fuldstændIg samme måde. Sammenligner
vi figurerne (8.6L (8.7) og (8.9) eller bruger vi (8.46), ser vi. al det er rimeligt at indI0reen
A' -henfaldskonstant j K, så.ledes at fif cos Oc erstattes med JK sin eG- Forgreningsforholdel
bliver dog uafhængigt af denne heDfaldskonstant.:

r(K - e) = (me )1 (m~ - m;)2 = 2.57 x 10-~
f(l( - JL) ml' mK - m~

(8 ..54 )

1
r ('IT - J.1) = -2.-60-3-x-l-O--a-se-k

0.635
r(K - p) = 1.237 x lO-Bsek

i overensstemmelse med det eksperimentelJe resulta.t på 2.4 x 1O-~ ± 0.1 x }O-.'>. Videre
nnder vi

f(K-p) (1K )2 2 mK[1-m~./mk]2-'---- == - tg Oc -
f(1r-j.L) J" m" l-m~/m;

Det er nu nærliggende at forsøge al sætte IT< ~ f.,. \ da. vi venter, at tls·bølgefunklionen
i eo [(+ er næsten den samme som ud-bølgefunktionen i en 'IT+ (SU(3)-fla.vour-symmetri),

Da

og

lår vi hera.f
tg Oc = 0.28 eiler sin Oc - 0.27
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Figur 8.11: Feynman· diagrammer for r- henfald.

En tilsvarende, men langt mere kompliceret analyse af Ke3 -henfaldet: [{- ---\ 11'0 +
e- + 17,. samt af leptoniske baryonhenfald. viser sig at give anledning til en bestemmelse
af Cabibbo-vinklen uden antagelsen f;.; ~ 1fT' Resultatet er

sin Oc = 0.221 ± 0.002 (8.5·5)

Med denne værdi kan svage leptoniske henfald af alle kendte haclroner forstås i bety
delig detalje. Iflg. ovenstaende betyder det så at f k' er en smule forskellig fra 11" hvad
der ikke kan forbavse. Værdien (8.55) giver os

Jtr = 131.8 ± 0.2 MeY (8.56)

en værdi, der stemmer kvalitativt med vores opfattelse af, at jr. er nært forbundet til
1P(O), "pianens bølgefuokban", og dermed til pionens udstrækning.

8.6 -r-henfald

Idet vi antager. at ,-leptonen er ledsaget af sin egen masseløse neut.rino. hn vi klassificere
r-henfald som følger:

l' - -t e- + 17e + 1)., }

l' - -t J1. - + LIJ.l + II.,

l' - --+ haclroner + 111'

(8.57)

Med sin masse på m T = 1.784 GeV (jfr. afsn 7.8) er r-leptonen så tungt at vi k.a.n negligere
både m e og ml'" Vi vil endvidere negligere kvarkmasserne, hvilket er tilladeligt i hvert
fald for u- og d-kvarkerne. Vi får så følgende "gratis" teori for forgreningsforholdene for
(8.57), idet henfaldene foregår efter fig. (8.11) (tiden opad). AJle processer foregår efter
præcist samme matrikselement, og faserummet er givet ved m.,.. For henfald til hadroner
må vi antage, at konverteringen fra kvarker til hadroner foregår med sandsynligheden l.

Vi negligerer mulighed for produktion af (scc)-kvarkparret, da cbarmkvarken er lige så



lLWg som T-leptooen. Imidlertid for(;'kornmer hw'n K\'arkpill" i j IaITf!'. \'j rår cl rfor for
forgren ingsforholdene

J :3
B(T ----. e): 8(T - Il): B(,.-. hadroner) =:;::;::

.:) .) ,)

\'j hM lidIigere set. at prociuktionshyppigll"'cien for 7+,- er kendt i (+(-·SlOU. fol' iit

male forgreningsforooldene behøver man derfor blot at. optælle anti'il begivenheder med
henholdsvis elektroner. myoner og lladron r. Herved nndes eksperimentel!

og alt.så

B(i->e):::B(7--1J1)::=l7.S' 0.4% (S.·j9)

8(7 -> badroIH:'r)::: 64%

Dette er for det første i imponerende o\'erensstemmelse med vores uhyre sim pie billede
af ,. -> haclroner VY. fig. (S. Il) (eJ. For del andet "iser QCD-regninger. at gluonudveks
Jing mellem kvarkerne vil forøge amplituden. sa ?t B( "j --+ e) = B( T ---; ]1) netop kommer
ned på ca.. 18% (!).

\'i kan nu også vurdere T-Ieptonens levetid. Henfaldene lil e: og p følger helt formlen
(ar ~t-hen{ald (8,41). VI finder herved {Oli levetiden af T (som vi kalder Ir . undskyld!)

eller

_-1 __ -I (mT)" ~
I r -'" . - ..)

rn ,;,
(8.60)

1. = 3.2 x 1O-13sek

svarende til, at en 7-lepton vil løbe ca. ]1)-2 cm, før den henfalder. Takket være Lorentz
lidsforlængelsen. løber leplonen dog længere med en faKtor -y, som nemt kan blive 10, Det
bar herved været muligt at måle levetiden til

''T' = 3.08 ± 0.08 x 1O~13sek

i imponerende overensstemmelse med vores simple overslag.
Af fig.(8.11)(c} og ligning (8.46) kan vi videre slutte, at amplituden (Ol' produktion af

dU forholder sig til amplituden for produktion af sTI som cos ae til sin Oe. Heraf følger, at

f(T ~ K + X) 2
r( X =::: tg Oc ~ 5.6%;_71'+ )

i flot overensstemmelse med data, som giver (6.0 ± 0.4)%,

8.7 GIM-mekanismen.
kvarken

Forudsigelsen af charm-

r 1970 gjorde Glashow I I1iopou\os og Maiani opmærksom på, a~ en alvorlig vanskelighed
ved at forstå henfaldet 1(0 -> j.1+]1- kunne iøses ved at postulere eksistensen af en ny
kvark, c, som kobler som i (8.46).

Fig. (8.12) illustrerer problemet.. Ifølge dette diagram burde henfaldet kunne ske.
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Figur 8.12: Feynman-diagram for /(0 -) j.1+ jl.- under udveksling af u-kvark.

Lad os forsøge a.t. give en heuristisk vurdering af styrken af en så.dant henfald. Som
tidligere nævnt gå.r vi ud fra, a.t d~n svage Fermi-konstant G kan forstås som kvadratet
på en fundamental koblingskonstant g, nært beslægtet med ladning (så g2 '" e2 ""-' o).
divideret med en W -propagatormasse M?v : G '" ajlll/'t,;.

Vi ved, at for et rent leptonisk henfald af en pseudoskalar. har matrikselementet dimen
sionen af G (E-2) på nær en bølgefunktionsfaktor. Vi finder altså for malrikseJementet
af fig. (8.12)

4

T ,..... IK sin Oc cos Oe ~fv '" f K sin ee cos BeG· CJ.

Fakt.oren j,< sin Oc' G er fælles for alle "normale" 1\- henfald. og da Bc er (et lille (cos ae ~.

l). v;1 vi vente fra fig. (8.12), at forgreningsforholdet for KO -+ J.l+ jl.- er af
størrelsesordenen

B(KO _ J.l+ p-) -- CJ.'2 ."Y 10-.1 (8.61)

Eksperimentelt fandtes B(KO ~ j.L+ IJ-) < 3 X 10-7
. Vi behø·ver ikke at nævne, at

Glashow, I1iopoulos og Maiani gennemførte en mere omhyggelig beregni.ng !

CIM-mekanismen beror på, at hvis vi postulerer eksistensen af en c-kvark med den i
(8..46) foreskrevne koblingI skal vi også tage hensyn til diagrammet, fig. (8.13).

Det ses umiddelbart, at hvis u- og c-kvarkerne har samme masse. vil de to diagrammer
hæve hinanden eksakt. CIM kunne endda sige. at hvis c-kvarkens masse var større end
2-3 GeV, ville kanceliationen blive tilpas udvandet til, at vi igen kommer i vanskelighed
med den lille værdi af ]{O -+ jJ+ JF.

Vi bemærker 1 at argumentet benyt ter eksistensen af kvarker og deres rolle i Feynman
dia.grammer på en særdeles hå.ndfast måde. Den omstændighed, at ete- -eksperimenter
fr a i 974-1977 kunne ,eftervise GIM IS forudsigelser i utrolig detalje blev derfor et egenLligt
gennembrud bå.de for kvark modellen men også for en overbevisning om, at de fundamen
tale vekselvirkninger virkelig kan beskrives simpelt ved hjælp af kvarkfelter.

Den mest ejendommelige egenskab ved GIM's charrnkvark er, at dens Cabibbo
foretrukne henfald (det med cos ae ikke sin Oc) er c -I s henfaldet, medens c -. d
henfaldet er Cabibbo-undertrykt Ofr. (8.46)). Charm-hadroner med svage henfald vil
altså fortrinsvis indeholde strange partikler i deres henfaldsprodukter, j modsætning til
hvad der gælder for de gode gammeldags hadroner uden c-kvarker.
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Figur 8.13: Fe.\·nman·diagram for KO ~ j.t+ fJ.- under udveksling af c·kvark.

8.8 Løst og fast om charmpartikler

Det anbefales læseren at følge med i PDG ta.bellerne over parLikler med charm-kvarker
under den følgende diskussion.

(i) Massen af partikler med cha.rm kan forstås i forbavsende deta.lje ved at tildele c. $

og (ll. d)-kvarkerne karakleristiske bidrag (j fr. label 4.1).

(ii) Charm produceres mest effektivt i e+e-·eksperimenter ved en energi svarende til
en resonanstop (cbarmoniumresonans) over charmtærsklen. Resonansen, ?/,J(3iTO).
umiddelbart over Lærskien er af særlig interesse, idet henfaldet stort set kun er til
DO~ eller D+ D-. Disse kan herved studeres. At charm især produceres gennem
en cbarmoniumresonans er i overensstemmelse med, hvad vi venter efter OZI-reglen.

(iii) Levetiden af cbarmpartikler kan vi vurdere ved at behandle c - s-henfaldet analogl
til T -+ v.,.-henfaldet, idet vi antager, at de øvrige kvarker spiller en relatin passi\"
rolle i charmhenfaldel. Approksimationen cos2 ee ~ 1 (jfr. (8.55) og (8.46)) fører
så som i (8.60) ljl

l (m,,)5 137"D = - T Il - ,.,., 3 . 10- sek
5 mD

Emulsionseksperimenter har givet værdierne

= 10.6±O~3 x IO-t3s

= 4.2±O.1 x 10- 13
$

(8.62)

(8.63)

Afvigelsen (som er beskeden i betragtning af at vi bar med et relativt indvikiel
hadronsystem at gøre) tilskrives gluon- og andre korrektioner.

(iv) Den omstændighed, at de observerede pa.rtikler overhovedet har henfald til kanaler
med Jeptoner, viser, at der mÅ være ta.le om parLikler, som er stabile over {ar stærke
henfald.
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(v) Hvis man alligevel forsøgte al antage, at D-partiklerne "blot' er tunge ansi aede
!("-mesoner (jfr. deres fordrukne henfald til !(rr ... ), vine man komme i ('Jvorlige
va.nskeligheder. Fig.(8,14) viser henfa.ld af en K-+ -resonans, medens fig.(8.15) vlser
henfald af en D+ -meson.

Figur (8.14) viser. aL en [("+ altid vil indeholde en J(+. eller ert gO-meson, da dens
s-kvark er uændret i det stærke henfald. Modsat vil en D+ altid indeholde en anli·
K -meson, idet D+ -mesonens c-kvark henfalder til en s- kvark (ikke en anti-s-kva..rk).
Eksperimentelt ser man (or eksempel aldrig henfaldet

(forbudt)

men nok
D+ ....... J(-1f+1i+

Vi ser, at sådanne henfald ville være helt uforklarlige uden c-kvarken.

(vi) Vi kan få en interessant hurtig vurdering af forgreningsforholdene for charm
kvarkhenfald ved at se på. den del af den effektive vekselvirkning, som kan komme
pa tal;

1-i(c-henfald)

x

G -= j2( cos Bes"Yll-( l - is)C - sin 8cd"Y" (1 - Is)cj

{[ cos Ocu-ytl( l - ,s)d + Stil Bcu-yIi(1 -)'5)S]

+ I: vnl1 (1 -"(s)1 + h,c.}
!=e,/.J

(8.64)

(jfr. (8.46), (8.16) og (8.20); vi. bruger her den sædvanlige Dotation, hvor feltet
hørende til n pa.rtikel noteres med partiklens navn). Af (8.64) kan vi aflæse den
relative styrke for følgende overgangssandsynligheder:

C ---t sud

c- dud

c""'" sus

c - dus
c ---t sl+VI

c ---t dZ+ 111

3 cos~ {)e

3 cos1
() sin'} 0c

3 cos 2 () sin'} Oe

3sin4 Oe

cos2
(Je

5in2ae (8.65)

hvor l = e, /1,. Da sin Oe = Q.22 og derfor sin20e .;::; 0.05 og cos2 ae = 0.95, siger
vi, at henfald med sin2 Be og cos2 0e er hhv Cabibbo-uodertrykt og -favo·riseret.
Vi ser, at for Chatffipartikler er henfald til anti-strangepartikler4 favoriseret og <ille
andre undertrykt. Dette yderst ejendommelige signal rummer essensen af GIM
mekanismen. Det. er nu eksperimentelt bekræftet.

Hvis tallene (8.65) kan tages som udtryk for forholdet mellem forgreningsforholdene,
venter vi (som for 'T-henfald), at

Bf: = BI' ,.....,20%

Af PDG tabellerne ses, at dette passer fint for D±. \ men at værdien snarere er 8%
for DO) men der er stadig god kvalitativ overensstemmelse.

-tSådanne, som indeholder en s-kvark og derfor har nega.tive strangeness.
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Figur 8.14: Kvark·diagram for [("1" -henfald.
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Figur SJ5: hvark-diagram for D+-heofald.
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8.9 Glashow-Salam- Weinberg-modellen

Den direkte 4.ferrnionvekselvirkning (8.16) kan ikk betragt.e som en t.ilfred stillend teori

for de svage vekselvirkninger. Den involverer nemlig en koblingskonstant. (G) med negativ
dimension. og som tidligere fremhævet betyder delle, at t.eorien ikke er renormerbar.

Gennem .::iO·erne og 60 Jcrne blev der gjorl en lang række forsøg pa. at konst.ruerer
fænomenologisk tilfredsstillende renormerbare t.eorier for de svage vekselvirkninger, Om
kring 1970 skete et gennembrud, idet 't Hoort var i stand til al, vise, at en klasse al
gaugeceorier med såkaldt sponta.nt symmelribrud var renormerbare. Gaugeteorier uden
symm tribrud er utilfredsstillende, idet de lader de svage vekseLvirkninger foregå under
udveksling af gaugebosoner a.na.loge til fotonen og gluonerne og de r, som vi har set,
masse/.øse. Detle er i skarp modstrid (ned strøm x strømformen (8.16), der ~\'arer til

udveksling af et uendeligt tungt objekt og som beskriver eksperimenter vedrørende svage
vekselvirkninger ved lave energier.

On kring midten af 60'erne blev man opmærksom på., aL hvis man i en gaugeteori
indført.e en kobling til et sk{llal'/elt (Higgs-felt), så. var der mulighed for, at den laveste ener
gitilst.and (vacuumtilstanden) for passende parametervalg kunne blive ikke-gaugeinvariant ,
på.. t.rods af at Lagrangefuliktionen er fuldt gaugeinvariant. J en sådan situation vil nogle
(men ikke alle) af de oprindelige gaugebosoner opføre sig, som om de havde en masse.

Ved hjælp af denne Higgs-mekanisme kan man forsyne partikler med en dynamisk
masse. som udelukkende er et resultat, af, a.t vacuumtilstanden bryder gaugeinvi\rians.
Lagrangefunktionen er stadig gallgeinvariant, og 't Hooh kunne vise l a.t detle var nok til
a-t bevare teoriens renormerbarhed.

AJler de i \961 havde Glashow foreslået den SU('2) 0 U(L)-gaugemodel for svage og
elektromagnetiske vekselvirkninger, som vi snart skal formulere, men han manglede Higgs

mekanismen, og hans arbejde va.kte ikke større opmærksomhed. Det blev WeinbeJg og
Sa.Ll.rn, der gjorde opmærksom på nytten af denne, og i 1967 nedskrev Weinberg den fulde
teori. Han kunne imidlertid ikke vise dens renormerbarhed, og først efter 't Hoofts arbejde
fik modellen sit gennembrud.

Ved lave energier (dvs mindre end ZO-mas n på ca. 90 GeV) er den mest slående
forudsigelse af teorien, som er blevet bekræftet, eksistensen af neutrale strømme med helt
specificerede egenskaber. Hidtil har vi kun studeret svage vekselvirkninger formidlet af
ladede strømme, som vi bar betegnet. med W±, men i SU(2) ø U(1 )-teorien findes svage
overgange svarende til udveksbng af en tung neutral boson ka.Ldet ZO. Sådanne strømme
blev i 1973 observeret i Gargamelle bobleka.mmeret i CERN i reaktioner af typen

V jJ + kerne - V~ + haclroner

en proces, der adskiller sig fra den "norma.le" ladede proces

IIp + kerne ~ jj- + hadroner

(8.66)

(8.67)

ved ikke at indeholde en ladet lepton (,u-) i sJuttHstanden. Neutrinoen i sluttilstanden j

(B.66) kan naturligvis ikke identificeres, men manglen på en .u- sammen med en hadron

shower er et tydeligt signal.
SU(2) ø U( l )-teorien giver en lang række detaljerede forudsigelser om strukturen af

disse neutra.le strømme, og disse forudsigelser er så godt som alle blevet eksperimentelt
efterprøvet (j{I. Nobelprisen i fysik for 1979 til Glashow l Salam og Weinberg).
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Teoriens mest bemær~elses\'ærdigeforudsigelser er dog kravet om eksisten.sen al vej.;
torbosonerne vF± og ZO. også med nøje speci !leerede egenskaber. Efter at styrken af de
neutrale, svage strømme var blevet malt. kunne disse masser forudsiges. Hl±. og 2 0 blev

fundet på CER\ i 198:3 i proton-ant.iprowneksperimenter ganske som forudsagt. og siden
1989 er Zo- bosonen blevet studeret i enorm detalje ved CERi\:'s LEP-accelerator.

Vi ska.l nu udarbejde de simplesLe træk ved denne Sl'(2) ISl U( 1)- model. Vi kan ikke
i detalje her gøre rede for Higgs-rænomeneL (ikke fordi det er svært at forstå - del. krævE'r
blot for meget plads). Vi skal i~ær koncentrere os om formen for de svage strømme'
modellen.

Vi begynder med på sædvanlig vis at konstruere en gaugeteori for masse/øse fermioner.
baseret pa gruppen S'U(2) ® U(1). Valget aJ denne gruppe er ikke så. simpel at argumen
tere for. Det er nok den enkleste gruppe. som kan reproducere de træk ved svage og
elektromagnetiske vekselvirkninger. som vi kender. Men der er foreslået et utal af teorier
baseret på andre grupper. De er idag eksperimentelt afkræftet stort set alle sammen, så vi

nøjes med at studere gruppen SU(2)i2;,U(1). Nar vi har konstrueret teorien for masseløse
fermioner og masseJøse gaugebosoner. skal vi kort skitsere, hvorledes Higgs-fænomenel
kan tildele nogle af partiklerne effektive masser.

Generatorerne for SU(2) ® U(l) består dels af de tre generatorer j = (~. h, 13) for
SU('2). dels af en generator. som \'i kalder ~Y. for U( l). Der gælder

(8.68)

Vi betragter nu et sæt af fermionfelter 1/;, som transformerer under SU(2) 0 U(l) efter
en vis matriksrepræsentation. Den frie Lagrange-funktion er

som vi "gauger" til (jfr. kap. 6.2)

hvor

DjJ = ayl + AIJ

og hvor matriksfeLtet Al' kan skrives (jfr. (6.64))

A . T a AG - ,l Y B= -29 - tg -1'" 2 l'

(8.69)

(8.70)

(8.71)

Her er TO. (a = 1,2,3) matricer svarende tll Te. i den repræsentation, som Fermi-felterne
?jJ tra.nsformerer efter:

_;,"'7'" I +;E'" 7'" (_;,coTO) .1. (Cl 7?)e 1J)i e = e .. 'f'j O. _
IJ

. l . l . I Y
-It -"! + rE-Y -to' - .i.e p lpie 2 = e 1 4/; (8.73)

Ferrni-felterne er nummereret af index i, og i en bestemt multiplet af SU(2) har alle
medlemmer samme værdi, ~Y, af operatoren ~y, da ~Y kommuterer med TO. ((8.68)).

Gruppen SU(2) betegnes wea.k isospin og generatoren jY betegnes weak hypercharge.
Bemærk, at der i (8.71) optræder to koblingskonstanter: 9 for SU(2) og g' for U(l).

J kap. 6 bemærkede vi den fundamentale egenskab ved gaugeteorier \ at. der kun er en
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kobhng~kon ant for ~n simpel gruppe (kap. 6.'1). Crllpp~n S("(2) S F( I) o:!r ikke ~i1l\pcl.

derfor de lO koblin3skollsUl,nl~r.

Vi vil nu pos~ulere, hmrlcdes de forskellige f~rmionf~h~r skal ft·(JI1J/ormert.
Vi bel raster leptonpa.rret (1I~. e-) og hark parret (Il, de). Andr~ leplon· og kvark par be

handles identisk herm~. St/(2) ~t·( I)· genera.torerne a.ntages a.t kommul.ere med Si '(3).,
colour genera.torern~.

Først postulerer vi, at l.ulningsop~riUorenQ er repræsenteret v~

I
Q = T.) + 2Y ( .74)

(8.76)og( ;~ ),

i ~nh\·et" repr~lienution.

Dernællt dekomponerer vi alle (~rmionf~lt('r Ib i d~res \·eo,tr('· os h.Jrehånded~kom
ponenter

I I
Ib = ljt - R = 2"(1 - ')))0":' 2(1 + ''h)lb (8.75)

Det. ejendomm~ligst~ træk ved teorien er, At vi vælger al lade IbL o~ YR tra-ndormere
/ordelllgt under gruppen. Måske er d~nne fremgMl&sm&d~ ikke s1 m.ærkelig endda. Vi
har set. at for masseløse partikler er der ingen ~gentlig Poinc::arU·trAnsformation. d~r
forbinder højre og venstrehåndede tilstande, og i svaae vekselvirkninger er der heller Ingen
pantelosin\'t\tlans, der kan komme lil hjælp Ufr. aJsn. 2.8).

Regl~n er nu følgende:
olfe hø}re.hri.ru:iede felter Iransformerer som SU(2)·singleUer;
alle Dtnstrehåndede felter Irans/armerer som SU('2)·dublttler.

Bide

har således $vagl ISospin 1 :;; t og 13 = ±j.
Ved hjælp heraf og (8 74) kan vi nu angiv!': alle kvantetal (or disse fermioner.

T b 182j\ e

(dl I I, Q y - 2(Q I,)
VR O O O O
IR O O . I ·2
UR O O 2/3 4/3
dR O O . 1/3 . 2/3
v, 1/2 1/2 O . 1
IL 1/2 - 1/2 - l .]

UL 1/2 1/2 2/3 1/3
dL 1/2 - 1/2 . 1/3 1/3

L.d

~, '" (~, )
~, ,

være en venstrehåndet dublet (Ieptoner eller kvarker). Så er dens vekselvirkning med
gaugebosonerne A" og 8" efter (8.69), (8.70) og (8.71) givet ved

_T_ YL-
g,p, 2 ."'PL + i T ,p, IN, (8 77)
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idet isospinmatricerne • duhletrepræsentationen er givet ved Pa.ll1i-matricerne f (divideret
rned 2), medens U(1 )-generatoren ~y er repræsenteret ved 2 x 2-enhecisma,tricen mul ti
pliceret med tallet iYL (jfr. nedre halvdel af tabel 8.2).

Lad tilsvarencietPR være et vilkårligt. højrehåndet felt, så er dets vekselvirkning med
gaugebosanerne givet ved

(8.78)

idet isospin-generatorerne er repræsenteret ved i - (0,0, O), da de højrehåndede felter
transformerer som isosing!e ,ter.

Lad os først betragte de ladningsændrende svage strømme, som vi allerede har studeret
i betydelig detalje. Vi ser, at de kun optræder i forbindelse med de venstrehåndede
strømme. Dette er i overensstemmelse med hvad vi ved, der bør gedde (i hvert fald for

masseløse felter). Det er naturligvis grunden til, at 1/JR må vælges som en isosingIeL.
Lad os skrive

(8.79)

hvor vi har sat

w± = _1_(A 1 iA1 )
Jl ,j2 J.l =F SJ

og ± 1"1 ± .. 72
1" = - 1-

2 2.
(8.80)

Nu er

+_(0 I)
T - O O (8.81 )

Vi får derfor for den ladningsænclrende del af (8.77)

1 ~ + - _
,j2g(ljJIL tf'. 1/Jn + 1)J2L lY VJuJ

Da

og

og
- L:-r.
1PL = 2:1f'(1 +'5)

- 1- 1- 2 1-
'lj.>L'Y iJ 1/JL = 41P(1 + I's)j'"U - 'Y5)1/J = 41/;1'1'(1 - l's) 1/J = 2tJvl'() - I's)',p

har vi endellg for den la.dningsændrende sva.ge Lagrange-funktion

h.c.) (8.82)

som præcist har den form, vi har benyttet både i (8.22) og i (8.47). Specidt. ser vil
at i vores gaugeteori skal koblingen være den samme (gauge-l<oblingskonstant) både for
leptoner og for kvarker. Denne eksperimentelt set yderst ejendommelige universalitet er
en karakteristisk konsekvens af at have en gaugeteori Ofr. diskussionen i afsn. 6.4).

Efter al vi så.ledes hM overbevist os oml at modellen reproducerer, hvad vi har lært
om den svage ladningsændrende strøm, ser vi nu på modellens mest karakteristiske forud
sigelse: Strukturen af den neutrale svage og dektromagnetiske strøm.
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Vi betragter et bestemt. kvark- eller leptonfelt ri', der ka.n være højre- eller venst

rehåndet. men som bar egen værdien 1.3 og ~ V, og altså. ladning q = 13 + tY'.
Af (8.77) og (8.78) nnder vi for vekselvirkningen af deLLe med de ikke·Jadningsændrend ~

gatlgebosoner A~ og BIJ ;

Vi indfører nu en ny notCl.tion, hvis betydning snart vil fremgå. først definerer vi
Weinberg-vinklen Bw ved

(8.84 )

Dernæst definerer vi følgende linearkombina.tioner a.f A~ og Bj..! :

eller

Zu =sin OwE" - cos 8wA~

A~ = sin Bw Aj1 - cos Bw ZIl

Aj,J == cos Bw B" + sinBwA~

B" = cos Bw AI' + sin f)w Z",

(8.85)

Når disse udtryk indsættes i (8.83), får vi, ved at bruge (8.84)

- g, 1 -
9 sin BwQ1/> J/.l/J + () (Q sin Bw - 13)'1j! /I1/J

cos w
(8.86)

Dette udtryk frister os til at identificere AjA-feltet (8.85) med det sædvanlige eJeklro
mag-neliske jotonjelt! Der er to grunde hertil: For det første er koblingen proportional med
partiklens elektriske ladning, og for det andet har vi (derfor) nøjagtig samme kobling for
højrehå.ndede som for venstrehå.ndede felter. Betragter vi derfor summen af All's kobling
til både de højre- og venstrehåndede frihedsgrader af et bestemt felt, får vi

men

1- 1-= 4tP(1 + T's hA l -,5)l/J + 4"1b( l -lshAl + 15)1/1

1- "2 1- )2
4"1/>-yA 1 - 1'5) ø+ 4" ,pJ~(1 + 15 r/.>

1- 1- -= 2t/JI'Al -,s)1P + 21P')'lJ(1 + -Ys)W = 011''1/> (8.87)

Vi ser altså, at AIi-felt.et kobler præcist som fotonfeltet: Ligeligt til højre- og venst·
rehå.ndede komponenter og derfor til den sædvanlige 4-strøm.

Heraf følger også, at

g sin8w = e (8.88)

Feltet Z.. derimod kobler uens til højre- og venstrehå.ndede komponenter på grund af
13-afhængigheden. Imidlertid kobler Zjl både til højre- og venstrehåndede komponenter i
modsætning til W;= l der kun kobler til de venstrehåndede.
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8.9.1 Higgs-mekanismen

Lad os lil sidst gøre nogle enkle bemærkninger om Biggs-mekanismen, som på indirekte
måde tildeler masser til visse af partiklerne. Vores diskussion forløber som om felterne
var klas~~i5ke felter. 8n fuldstændig beha..ndling af den kvantiserede teori er ganske kom
pliceret.

La.d O~ først betragte en. simpel feltteorimodel for et neutralt skalarfelt:

(8.89)

For et frit skalarfelt har vi set, at V(ø) = tm24>2, hvor m2 er massen af partiklerne
) den kvantiserede teori. Vi ønsker nu at studere mere generelle former for V (ti». Først
bemærker vi, at for en felt·konfiguration, hvor

ø(x, t) = konsta.nt = Øo ualli ængig af x og l

er Hamilton-tætheden
H( 4>0) = +V (4>0)

For sted· og tidsafhængige felter kommer der positive. ekstraled hertil (øvelse). Den felt
konfiguration, der svarer lilvacuumLilslanden er den, hvor 1{ har den lavest. mulige værdi.
For V(øo) = ~m2ø~ svarer det til cl> = O: Vacuum er den tilstand) hvor felLet er O, - ikke
særligt overraskende.

Men lad os nu betragte en teori, hvor

(8.90)

Så. er vacuumtilstanden deo feltfiguration) hvor

ø= konstant =:: ±v # O (1)

Vi siger. at feltet har vacuumforventningsværdien ±v (som et første skridt i retning af en
kvantiseret teori).

Vi kan nu se) at et felt 1/J, der kobler til Higgs-feltet <P efter en koblin.g a.f formen

(8.91 )

vil have en "induceret effektiv masse" af størrelsen m, hvor

eller
(8.92)

I forbindelse med SV(2)®U(l)-modetlen for svage og elektromagnetiske vekselvirknin
ger må vi erstatte (8.89) med en form, som er invariant under SU(2)ØU(1). Den simpleste
mulighed, som vi her kun vil behandle, består i at benytte en kompleks isodublet

(8.93)
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hvor ø(+) henholdsvis annihilerer og ska.ber kvanter ))+ og ~-. medens tj>{O) henholdsvis
annihiJerer og skaber kva.nter <po og r;fJ (omvendt for øl = (rb(+)I. 4>(Olt)). Egenværdien i"}'

vælges, så t.p± og ip0 får elektrisk la.dning ± 1 og O.
Den kinetiske del af Higgs-Lagrange-funktionen har så formen

(8.94 )

hvortil kommer eL "potentialled" (jfr. (8.89)) V(ø), som gør vacuumforventningsværc!ien
af det neutrale felt ø(O)

(OIØ(O) IO) = u > O

Idet vi :lgauO"er\l (8.94) samt indskrænker os til ikke-exciLerede tilstande af ø :

(for hvilke our/> :;:;; O) får vi

hvor ty = Q - 13 = +~, og hvor ti er dubletrepræsenlationen (or i. Som i (8.79) får vi
så

. . I

(O, lJ)[~( 7'+ w~t + r- W,,-) + lf 1'JA~ + i~ Bul

X [ - JL(T+'W+>J + r- W-Il) _ ig T3 A3 /J -i g
' B"] ( O )

Ji 2 2 V

_ li {~2 w~-w+" + ~(gl Eu _ gA~)2}

som viser, at Higgs-koblingen har tildelt en masse til W:r·feltet og til feltet

g' Eu - gA: = J9 2 +9'2 sin 8w Bp - cos awA.~1 = Jg2 + 9'2 Z~

(8.95)

jfr. (8.85).
Derimod er der ikke noget masseled for fotonfeltet

AjJ = cos 8wBjJ +sinawA~ ex gB~ +g' A~

Vi ser, at Higgs-koblingen præcist har udført, hvad vj ønskede: Teoriens masseløse
gaugepartikler er erstattet af en masseløs foton samt af massive partikler itV± og ZO.

Normale masseled for disse partikler ville give følgende bidrag til Lagrange-funktionen
(j fr. (8.80))

- (~M2 Z ZIl + M 2 W- W+IJ)2 2 0 IJ W Il

Ved at sammenligne med (8.95) får vi så.

(8.96)
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Figur 8.16: vI/-udveksling i -t-fermion vekselvirkning.

eller
.Hz
.\oh ..

(8.97)

Vi nævner uden bevis (se dog kap. 9), at propagatoren for en massiv vektorboson med
masse Mw og 4-impuls k er

~ (kil kv \
D"v (k

2
) - M?v -- gJL")w . - p _ M~. y

(8.98)

For den effektive 4·[ermionvekse\virkning faf vi så af (8.82) og (.s.98) efter fig.(8.16)

idet kIJP·leddet i (8.98) giver O via Dirac-ligningen for de ydre fermioner.
Indsættes (8.88) får vi (jfr. (8.18))

(8,99 )

2

M 2 _ '11"0' _ e
w - - --=----J2 sin 2 OwC 4J2 sin 2 OwG

(B. LOD)

Må.ling af styrken af den neutrale. svage strøm (afsn. 8.10 og kap. IO) har givet

Heraf får vi

sin'2 ()w ~ 0.23 (8.101)

Mw ~ 78GcV Mzo ~ 89GeV (8.102)

i god overensstemmelse med de eksperimentelle værdier, se afsn. 8.11. Disse sidste lig
ger få GeV højere l men nar diverse strålingskorrektioner omhyggeligt inciregnes\ bliver
overensstemmelsen mellem teori og eksperiment helt perfekt.

Hermed er hele teorien fastlagt, hvad angår sædvanlige vekselvirkninger.
Det er i princippet en ganske kompliceret teori: Foruden at indeholde sædvanlige

svage- og elektromagnetiske vekselvirkninger findes alle mulige vekselvirkninger mellem
Higgs-felter og [ermioner og vektorbosoDer, mellem vektorbosoner og fotoner indbyrdes,
og mellem Higgs-mesoner indbyrdes.
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8.10 Svage, neutrale strømme

SU(2) 'b' C( l )-rnodellens succes ved lave energ;er beror på. at den ved hjælp a,f cl n
ene paramelJer sin2 /hv, hM kllllnel beskrive et meget betydeligt eksperimentelt milll"'·

riale v drørende sAdanne sva,ge veksdvirkninger, hvor der ikke udveksles elektrisk ladnino'
mellem I pton- og hadronsid n.

I løbet a.f 60'erne opstod e1er en vis formodning om, a.t svage neutraJ('~ st.rømme slet
ikke eksisterede. Formodningen Vi\[ især baseret på den meget lille værdi af forgrenings
forholdet. for [(0 -I J-l+ jl.- (jfr. kap. 8.7), som viste, at der måtte være tale om en2.01'dens
SVl\.g proces, hvor to ladede strømme t.ilsammen giver ladnjngsudveksling nul.

r 8U(2) 0 U( t )-modellen er der, som vi har set, svage neutrale ~Lrømme til stede, men
de er fuldstændigt flavour-diagonale, dvs at en proces som KO - P+ll- ikke finder sted
(i ) .orden), da den involverer en udveksling af Ravour (strangeness) mellem ](o·mesonen
s- og d·kvarker. I udtrykket (8.86) for ZO-koblingen ser vi, at det er det samme felt, der
står på hver side af ZO. Dette er i modsæt.ning til koblingen (8.82) for de ladede strømme.

Den omstændighed gør det. vanskeligt at studere neutrale st.rømme. En 1To-meson kan
ganske vist henfalde svagt via en ZO (/Tolen beslår af uu og id), men den kan jo netop
derfor også. henfalde elektromagnetisk, og da. er » Cm;, er det elektromagnetiske henfald
fuldstændigt dominerende.

De eneste svage, neutra.le processer, som i.kke kan domineres af elektromagnetiske, er
neutrino-reaktioner. Med en enkelt (meget vigtig) undtagelse stammer a.1 vor viden om
neutra.le strømme fra så.danne neutrinoreaktioner. Vi skal i kap. 10 beskæftige os i detalje
med, hvorledes de kan analyseres i kvark-partonmodellen. Her vil vi blot nævne hvilke
reaktioner, der har været studeret\ og hvorledes resultatet st.emmer med 5U(2) ® V( 1)
modellen.

Problemet med neutrinofysik er det ut.roligt lille tvcersnit., som disse reaktioner har.
Amplituden indeholder en faktor G ,..... 10-5 x m;'2\ og tværsnittet. derfor en faktor G2. Da.
imidlertid tværsnittet har dimension af en længde kvadreret", (energi)-2, må. det tota.le,
invariant.e neutrinot.værsnit være af formen.

aT "" s . G?

hvor oS er kvadratet på den invariante tyngdepunktsenergi. Bet.ragter vi et eksperiment,
hvor neutrinoer (produceret via henfaldende 7T- og K-mesoner) med energi E i laboratoriet
rammer eD targetpartiket med masse m, så er

s = (E +mi O, O, E)? = 2Em + m 2 ~ 2Em

og derfor
O"T(oeutrino) "-J E· m· G2 (8.t03)

Denne former kun gyldig ved (c.m.)-energier, der er lave i forhold til Z· og W
masserne. Vi ser det meget karakteristiske forhold, at tværsnittet vokser lineært med
laboratorieenergien.. Denne opførsel er testet med stor nøja.gtighed, og man kan heraf
slutte, at Z- og W-masserne må være større end ca. 20 GeV 1 hvilket er langt under
værdierne (8.102).

Lad os vurdere tværsnittet (8.103) numerisk, idet vi sætter G ""' 1O-5 m;'l og betragter

v + p-spredning:

( E) -2 -IO
(J'T "" m

p

. m p x 10
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Faktoren m;2 er, hvad vi har for et typisk Iwdl'ontværsnit (som er geometrisk). Neutrino
tværsnit.tet er altså mindre end hadroll-tværsnittet med faktoren

E .10- 10

For neutrinoer med E --- MeV og E/mp ,....., 10-3
) som vi har i kernereaktioner, er det

tydeligvis næsten håbløst at studere. deres tværsnit. Ved rnoderne acceleratorer har vi
imidlertid E/m p 'V 10-200, og ve.d c\t benytte meget store t.argets (mange hundrede tons
jern I) er det muligt at studere neutrinoreaktioner i ganske imponerende deta.lje.

Vi ser også af (8.103), at tværsnittet for v + t-spredning er mindre end tværsnittet for
1/ + p-spredning med en faktor m~/mp '"" l/2000.

Som tidligere forklaret (kap. 8.5) henfalder f{ - og 1T-mesoner så. godt som kun til
j1-neutrinoer. I praksis er det derfor kun J'-neutrino- (og antineutrino-) beams, der kan
produceres med høj energi. Ved lave energier (få MeV) kan meget intense e-neutrinobeams
fas fra kommercielle eller eksperimentelle kernereaktorer.

De eksperimenter, som er udført, er

VI' + e- -+ V~ + e
li); + e- -+ vj.L + e
V,J + 11 -+ V jJ + U

V/j + U -jo V ti + U

(a) }(b)
IIsJ+d-+vu.+d (c)
vlJ+d-+vIJ+d (d)

(8.104)

hvor u og d betegner 11- og d-kvarker. Vi udsætter til kapitel 10 at forklare nærmere,
hvorledes neutrjno-kvark~vekselvirkningenbestemmes, men Ideen er selvfølgelig at skyde
neutrinoer ind på. de kvarker, der ligger inde i kernens protoner og neutroner. Ved de høje
energier, vi har med at gøre, er neutrinobølgelængden 10-100 gange mindre end protondi
ameteren, så ideen (sammenholdt med forestillingen om asymptot.sk frihed) forekommer
fornuftig.

Det afgørende signal i alle disse eksperimenter er forekomsten af en sluttilstand uden
en ladet myon. Processerne (a) og (b) udføres typisk i et boblekammer, og begivenheden
registreres ved, at et elektronspor "pludseligll kommer til syne '(ud af ingenting". r (c)
og (d) ses en hadronshower, men ingen myon. I de store eksperimenter med jernblokke
vekslende med tællerudstyr er det me.get nemt at se forskel på hadroner og myoner: De
sidste kan løbe gennem hele target's 20 m, medens badronerne ikke løber mere end Q.5-L
m, før de absorberes.

Det sidste og meget smukke eksperimen.t, vi vil nævne) er af typen

e- + (u,d) -jo e- + (u,d) (8.105)

Denne proces er selvfølgelig helt domineret a.f den elektromagnetiske fotonudveksJing,
men man benytter sig nu af, at de neutrale strømme har [orskejjig styrke for højre og for
venstrehaodede elektroner. Hvis de neutrale strømme havde haft samme struktur som de
ladede, ville der overbovedet kun ske vekselvirkning med de venstrehåndede elektroner,
og koblingen til den højrehåndede ville være nul. Af (8.86) ser vi, a.t dette i 5U(2) 0 U( 1)
modellen kun vil være tilfældet, hvis sin28w = O. Under alle omstændigheder opfører de
elektromagnetiske kræfter sig ens over for højre- og venstrehåndede elektroner.

Eksperimentet er blevet muligt, efter at man ved SLAC har været i stand til at pro
ducere polariserede elektronbearns. Man studerer så forskellen i tværsnittet for højre- og
venstrehåndede elektroner. Denne forskel kan kun hidrøre fra de svage, neutrale strømme.
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Figur 8.17: H:·produktion i pp·kollisioner.

Vi ser. at der er mange slags eksperimenter. hvor neutrale s~rømme har kunnet uno
dersøges. At disse (llle har Kunnet beskrives af SU(2) ø U(I )-modellen blot ved at justere
den ene frie pa.rameter sin 2 ew . er en triumf for modellen.

Resu ta.tet er (1992)

sin1 8w = 0.230 ± 0.006 (8.106)

En endnu bedre bestemmelse fås fra masserne af W± og Zoo Herved skal fremhæves. at

for overhovedet at kuune definere Weinbergvinklen til denne nøjagtighed, må. en r~kke

strå,liogskorrektioner medtages. Men sådanne kvantekorrektioner giver anleclni ng til, at
de effektive eller renormerede parametre får en logaritmisk energiaJhængighed\ ganske
som v.i så. for den stærke finstrukturkonsta.nt: l<The running coupling consLant" . Derfor
må man fortælle ved hvilken (in\'ariant) energi, Weinbergvinklen opgi ves. Det drejer sig
selvfølgelig her om ZO-massen selv. Resultatet er (1992)

sin 2 8w = 0.230 ± 0.003 (SJ07)

8.11 Den eksperimentelle opdagelse af W+ og ZO
bosonerne

Nobelprisen i fysik for 1984 gik til S. va.n der Meer og C. Rubbia for deres indsats ved
udviklingen af det CERN-eksperiment baseret på et højenerget.isk anhprotonbeam, som i
1983 førte til opdagelsen af W±- og ZO-partiklerneog dermed til en særdeles overbevisende
efterprøvning af GSW-teorien. Her skal ideen j eksperimentet kort. skitseres.

Fig. (8.17) og (8.18) viser eksempler pal hvad der sker i en pp·koJlision, der fører Lil
W±· eller ZO·produktion.
Delprocesserne er altså

u + d ~ W+ -..., e+ + v,

ti: + d ......., W- -+ e- + Ve
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Figur 8.18: ZO-produktion i pp-kollisioner.

1.l + 17 ........ 2° -+ e+ + e

d + d -7 ZO -+ e+ + e-

(eller jl++IJ-)

(eller jl++JJ-) (S.108)

Det første års eksperimentelle indsats resulterede for de to gruppers ( AL og UA2)"s
vedkommende i sammenlagt ca. LOOW±-begivenheder oglO - 1.5Zo-begivenhecler.

Lad os se en li lIe smule nærmere på. de eksperimentelle enkeltheder. Det omtalte arna)

W± og ZO partikler var resulta.tet af at analysere ca. 101Opp-kollisioner. Dette tal viser,

dels at eksperiment.et i ekstrem grad er alliængig af meget avanceret dataanalyse, dels
at der behøves et meget intenst anliprotonbeam. Endelig skal energien være så høj. at

de tunge partikler kan produceres. I kap. 10 skal vi se. at en kvark i en proton typisk
har 1/6 a.f protonens energi. Altså vil vi behøve modsat rettede beams af protoner og
antiprotoner på hver ca

l
6 x 2: Mzo ~ 280GeV

hvilket ca. var deo anvendte energi.

Det er derfor klart, at man måtte anvende CERN 's store SPS-accelerator som en
lagerringsmaskine, Hovedproblemet var at få et tilstrækkeligt intenst antiprotonbeam.
Dette ble\' muligt takket være en bemærkelsesværdig ny acceleratorteknisk ide kaldet
stokastisk afkøling opfundet af van der Meer.

På CERN foregik p-produktionen kort fortalt på. følgende måde:
Ca. hvert 3. sekund sendtes et 26 GeV protonbeam fra. CERN's gamle PS-a.ccelerator

ind i en metalplade. Resultatet er et enormt antal sekundærpartikler, hvoraf nogle få. er
anti protoner. De p-pa.rtikler, der har energi omkring 3.5 GeV sam t en passende retning,

opsamles. Dette giver en ppr. 4, 106 protoner. Efter et døgn (30000 PS-pulser) fås ca. lOll

antiprotoner I der er opsamlet i et cirkulerende beam i en specjell~lleakku.mulatodagerring
(AA). De 10" p-partikler er uanvendelige som beam, da deres energier og impulser trods
alt er for forskellige.

Ideen l stokastisk afkøling er nu at forbedre (nedkøle) beamet. Dette foregår gennem en

statistisk måling af impulsfordelingen. Resulta.tet af målingen sendes (med lyshastighed)
tværs over AA-ringen, hvortil p'erne netop endnu. ikke er kommet, men hvor de Hsparkes"
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på. plads af passende f'lektromagnetiske feiter, hvis virknins afhænger af må.lingen. Ved
at gentage denne proces f't slOH anlal gange OPI\~S beamforbedringer med en (aktor 1011

Del nedkelf'dl" ~am vendes, sendes tilbage i PS'en, accelereres til 26 Ge\', sendes til
SPS'en og iIo,celercrc~ tiinO CeV. Tilsvarende behandles el protonhea.m, der løber dtn
modsa.tle vej rundt i SPS'en (som nu er hlevet en SP'PS) ,

Pointen vt'd W'" og ZO-henfaldene i (8.IOS) er ikke. al de er de hyppigste, men Al de
gi\'er det reneste c\.:sperimenlelle signal på grund af elektronerne, der giver karakteriStiske
signaler i de elektromAgnetiske "shower counters·.

I tilfælde af ZO-p.&rtiklerne kan deres masser direkte konstrueres, når <I impulserne af
('.. ... og e- (eller p+ og 1.1-) er må.It. For W·henfa.ldene er situationen kompliceret af,
at neutrinøcn ikke detekteres. I dette tilfælde er det karakteristiske signal: (i) lils~'

deværeisen af en enkelt ener~irig lepton. og (ii) mangel på en stor portion 4-impuls, efter
a.t alle synlige partiklers 4-impuls ~r målt.

Del ~ka.l fremhæves, al analysen af ~k5perimentet i avri&" er ekslremt kompliceret, men
W:l og ZO-begivenhederne er sd på overbevisende mide aJ begge grupper: masseværdierne
fandtes al være

UAI: M\!I=80.9±·2.8GeV/~~

UA2: Mw = 81.0::: '1.8 GeV Ic"1.

klz = 96.6 ± 3.3 GeV/c1

.liz = 91.1 ± 2.\ GeV/c1

i overensstemmelse med teorien, lign. (8.102).
Siden 1989 har CERN's LEP Accelerator fungeret som en (a.brik til masseproduktion

af ZO partikler. Det observered~ antal det første par år er over to millioner. Herved kan
langt mere nøjagtige resultater opnås. Masseværdier (1992) er

Mw = SO.ti ± 0.4 GeV Il? Mz = 91.18 ± 0.03 GeV I€.l

8.12 Sammenfatning og fremtidsmusik

Lad os forsøge kort at opsummere Standardmodellens billede af strukturen af de stærke,
SVIl&e og elektromagnetiske vekselvirkninger, som vi har behandlet dem i vores leoretiske
ramme i dette kursus. Samtidigt angi\'er vi de vigtigste kvantetal og egenskaber i øvrigt
ror "byggestenene",

Når bortses fra. de gravilalionclle vekselvirkninger, kan de øvrige tilsyneladende bl'.'
skrives ved en gaugeleori baseret på gruppen

SU(31c 0 SU(2) 0 Url) (8.109)

Vi scr (lidt not) borl fra. komplikationer med Higgs-felter og kan så sige, at elementa.rpAr
tiklerne er opbygget ved hjælp af lo slags byggesten:

(a.) spin·l (ermiooer og

(b) spin·! gaugebosoner

Fermionerne deles igen i to klasser:

Leptoner, der transformerer som singletter under SU(3)c, og

kvarker, der lransformerer som tripleUer.
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Både leptoner og kvarker har Dfi.vours. Der findes tilsyneladende to slags: Et "Iodre.t"
kaldet "svagt isospin" og et va.ndret, kalclet generation eller familie. Disse Aavours er sat
op . tabellerne 8.3 og 8.4.

Tabel 8.3: Lepton f1.avours

1. 2. 3.
Ve 1./1' Ily

e- J1- - 7 -

Tabel 8.4: Kvark RavOlUs

l. 2. 3.
11 C t ?

de Se b

De vandrette flavours kaldes for leptoneme: e-ta.l, ,u-tal og T-tal. Såvel for leptoner
som for kvarker kaldes de også l., 2. og 3. generation. De lodrette flavourta.l afhænger
af fermionens he1icitel: Venstrehåndede fermioner er svage isodubJetler med l = ~ og
13 = ±~ i henholdsvis 1. og 2. linje. Højrehåndede fermioner er isosingIetter med
r= '3 = o(bemærk, at hvis der fandtes højrehandede neutrinoer, så ville deres kobling
til Zo være Oefter (8.86)).

Endelig har fermionerne kva.nlelallet, elektrjsk ladning. Værdien er O for de øverste

leptoncr, -l for de nederste, og +2/3 for de øverste kvarker og -1/3 for de nederste.
Generatoren af U(l )-gruppen (8.109) erikke ladningen Ql men derimod den såkaldte
:<svage hyperladning" l y

l
Q' = 13 + 2"Y

Antallet af generationer er blevet afgørende belyst af LEP result.aterne for ZO-henfald,
se kap. 9. En sammenligning rneUem teori og eksperiment er perfekt for de tre viste
generationer, medens et bidra.g fra en 4. masseløs neutrino definitivt kan udelukkes. Også
astrofysiske argumenter (forholdet mellem hydrogen og helium i det tidlige univers) peger
stærkt på. at der netop er tre fermiongenerationer!

Af gaugebosoner har vi beha.ndlet de 1.2, som hører til gruppen (8.109):

• 8 gluoner hører til SU(3)c. De kobler til colour, men kan hverken se ladning, flavour
eller nelicitet,

• Fotonen, l, kobler til ladning, men kan hverken se colaur I tia.vour eller helicitet.

• W± kobler til fermioner med I I- O. altså kun til de venstrebå.ndede. De kan. ikke
se colour. De ændrer /3 med l, men de kan ikke ændre J eller Aavourgenerationen.

• ZO kobler både til højre- og venstrehåndede fermloner med forskellig styrke, men

koblingen eri øvrigt diagonal i samtlige a.ndre kvanteta.l: Den neutrale strøm er
dannet af et (elt sammen med del tilsvarende anti/elt.
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Detle billede ,d' de fundamentale vekseh'irkllinger og el l11en~a,l'partjkler r præ nt.erer
pa mange mader et gennembrud i 70'ernes højenerO"ifysik. Der er dog mange, eler føler.
at vi endnll kun står overfor en fragmentarisk forståelse. En meget populær ide går ud
pa at '"den sande" gaugegruppe er større end (8.109), men blot indeholder denn som en
undergruppe. Den mindste simple gruppe, der kan komme på la.le, er SU(-5). En gauge
teori for en simpel gruppe har kun en gaugekobling~kons(,ant. ['orskellen i gJ' g l g' ma. så
bero på at. disse selvfølgelig skal forstås som "running coupling constant.s>' (jfr. kap. 6.5),
hvor argumenlet. så for de forskellige vekselvirkninger hører til de forskellige masseska
Iaer. Disse forskellige masseskalaer beskrives ved forskellige vacuumforvent.ningsværdier
af forskellige Higgs-felt.er, men deres eventuelle oprindelse er gan -ke uafklaret. Et meget
karakteristisk træk ved sadanne teorier, der på ægte måde forener vekselvirkningerne, er
forekomsten af mange flere gaugebosoner (for 5U(5)) : 52 - 1 = 24). De ukendte a.f
di se postuleres at være meget tunge, men de er typisk i stand lil at omdanne kvarker til
leptoner C!P) i modsætning til de 12 ovenfor nævnt.e. Herved forudsiges fX, aL protonen
skal være ustabil! I SU(5)-teorien er dens levetid

Eksperimenter: der vil forsøge at detektere protonhenfald som

og lignende, hM i en arrække taget data. Protonhenfald er imidlertid ikke iagttaget., og de
eksperimentelle grænser er nu (1992) så stringente, at den simple udga.ve af SU(5)-teorien
må opgives. Andre, for eksempel "supersymme~riske".generaliseringer og/eller sådanne.
der baserer sig på et strengteoretisk billede, !an ikke udelukkes.





Kapitel 9

zO-FYSIK

9.1 Partialbredder for ZO

En af de mest dramatiske forudsigelser af GSW-teorien er selvfølgelig den yderst detal
jerede forudsigelse af W±· og ZO. bosonerne, herunder af svage, neutrale strømme via
ZO-partiklen. Og en af de mest dramatiske triumfer for Stadardmodellen er, at disse for
udsigelser ha.r vist sig at holde stik. Det er en tilsvarende triumf for eksperimentel fysik,
at man via LEP-acceJeratOl'en har kunnet bygge en veritabel ZO-fabrik , til efterprøvning
af disse. forudsigelser l foreløbigt især for selve ZO-bosonen.

Vi vil nu gennemføre beregningen af partialbredder for de forskellige. mulige ZO-henfald
til laveste orden i perturbationsteori i St.andardmodel1en. Denne behandling fungerer godt
til ca. l ~. Det har også. været muligt at behandle diverse strålingskorrektioner kommende
fra virtuelle fotoner og gluoner. Disse bidrag bringer teorien i perfekt overensstemmelse
med data, men vi vil ikke gå. ind på. dem her.

De henfaldsmåder for ZO, der er rdevan te ti l laveste orden er

ZO -- e+e-

ZO --+ /levt-

ZO .- ltiU,

ZO .- (ddc(ddc
ZO .- )J.+)J.-

ZO --+ vl'viJ,

ZO --+ t:; Z;
ZO .~ (Si )c(s,)c
ZO --+ r+T-

ZO -) V.,.V·r

2° -) b·b· (9.1 )I ,

Her er i = 11 2! 3 colourindices. Det er klart, at bidragene fra de forskellige ferrnion
gennerationer er ens til den approksimation, hvor vi ka~ negligere masserne. Bortset
fra en 2-3% fej (som vi negljgerer) for b-kvarken, er dette rimeligt. Vi har indført de
Cabibbo-roterede kvark-felter, men dette spi ler for så vidt iugen rolle, når bare vi anven
der orthonormerede kombinationer. Det bemærkes også, at l-kvarken ikke bidrager, da
den er for tung t' at kunne produceres selv i ZO-benfald.

299
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Bidraget fra ZO t.iI GSW teoriens lagrangetæthed er (kap. 8, (8.86))

9 . 2 -
['zo = a (Q sin Ow - 13 )1}J 4'1j;

cos w
(9.2)

hvor (8.99).(8.97)

9
2

2 G
== SMz M2cos1 8w V L-

og hvor 0(x) er et venstre- eller højrehåndet fermionfe1t, hvis planbølgeudvikling vi er
fortrolige med.

For Z/'-feltet skriver vi tilsvarende planbølgeudviklingen som

ZJJ(x) = L [c~(Plz(p, >')e-ip;Z; - c~Jj(Plzt(PI ),)e,pr)
p.>'

Her er som sædvanlig pI' = (pO, P) med

og vi har indført skabelses og annihilationsoperatorer med

Videre er ,\ et polarisationsindeks og t.~(p,.>.) den tilhørende polarisationsvektor.

9.Ll Massive vektorbosoners spin

(9.3)

Lad os gøre et par bemærkninger om polarisationsvektoreme for massive vektorbosaner.
Vi har tidligere set, hvordan man indfører polarisationsvektorer for de masseløse fot.oner
og andre masseløse gauge-bosoner. Forholdet er der, at skønt felterne er behandlet som
4-vektor-felter, så har partikel-ekscitationerne kun 2 polarisationstiistande, som følge af
masseløshed og/eller gauge-invarians. r vores aktuelle a.nvendelse er situationen modifi
ceret på grund af Higgs-mekanismen. Vi kan her have fornøjelse af at tælle frihedsgrader
på to forskellige måder:

1. l dp.n ubrudte gauge-teori er der 4 gauge-felter l W+ \ W- I ZO, -Y, hver med 2 pola
risationstilstande. Efter at Higgs-felterne er indført, har vi yderligere 2 komplekse
skalar- frihedsgrader I eller 4 reelle skalar-frihedsgrader. Det gi ver ialt

4·2+ 4 = 12

frihedsgrader.

2. Efter at Higgs-mekanismen har virket og spontant brudt gauge-invariansen ned fra

SU(2)w 0 U(I)y

til
U(l )QED
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er 3 af Higgs·friheds~rra.dernebl-vel "opslugr: a.f tV- og Z- gauge-fellerne. DissE'
sidste er der ....ed blevet mass; ve ("har spist :;ig tunge'). og har derfor som alle or
dentlige, massive pinol part: kler fået :3 polarisations tilstande. Til gengæld er der

kun en enkelt fysisk (ikke-gauge-) Higgs-frihedsgrad tilba.ge som felt til at beskrive
en enkelt.. neul.ral Higgs-partikel. Vi har derfor følgende an t.a,l frihedsgrader for Idl\'
fotonen, W'erne, Z og }-{jggs:en:

2+3'3+1=12

l overensstemmelse med) hvad vi fandt før.

Det er ikke helt simpelt i detalje aL redgøre for forholdene omkring de forskellige gauge
valg, nar man som her har med en spontant brudt gauge.invarians at gøre. Vi nøjes derfor
med en. simpel - forhåbentlig plausibel - procedure.

Lad os først betragte et helt generelt 4-vektor-felt, VP-( x). Et sådant felt vi I i alminde
lighed beskrive både spin 1 og spin O partikler. Spin O partiklerne hænger sammen med,
at. feltel

netop transformerer som en Lorenlz-skalar, og derfor vil skabe/annihilere spin Oeksci.
lalioner. For et 4-vektor-{elt, der udelukkende beskriver spin 1 ekscitatioJler! ma. derfor
gælde

Oj/. Vl-'(x) == o.
Mere præcist: dette udsagn gælder, hvis vi ikke har en gaugeteori. I en gaugeteori: er det.
nok, at ovenstående er /ten ren gauge": noget, der ka.n {(gauges væk". Men d t betyder
netop, at vi ihvertfald kan finde en gauge, hvor betingelsen er opfyldt. Vi forudsætter nu,
a,t vi anvend r en sådan gauge.

For polarisationsvektorerne i impulsrummet, f.~(P), betyder det.

Lad os så se på de tre polarisations·vektorer i den massive vektorbosons hvilesystem, hvor
fi:= O. Der må. da gælde

t:~ =. O

i hvilesystemet for A = L,2,3. Vi kan følgelig simpelthen tage

hvor ell e21 eJ er de 3 orthonormale enhedsvektorer i det almindelige 3-dimensionale rum.
(Som i foloo-tilfældet er det kombinationerne) et ± ie2' der svarer til pa.rtikler med h =
±l. men alle basisvalg er Lige gode). Der gælder følgelig. stadig i hvi!esystemet-

3

L>~c!~ = oij

Å=[

der umiddelbart kan generaliseres til den Lorentz.-invariante betingelse

(9.4)
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Detle bevises ved (i) at bemærke., at udtrykket transformerer Lorentz-kovariant (hvilkd
er trivielt), og (ii) ved at kontrollere, af. det giver det rigtige resultat i hvilesystemet. For
IJ,,!I =f. O, rI' (ii) korrekt, idet så p" = p" = O. For Jt = II = Oer både

gOO = l

og
pOpO
--= 1
il/P

mens venstre side er Oi hvilesystemet. Herved er påstanden bevist.

9.1.2 Amplituden for ZO-henfald

Vi bruger Dyson's formel (kap. 5 (5.56))

S = T{exp[i j ttxLzoJ

til laveste orden:

(21T)46 4(Pj - Pi)T= 9
0

(Qsin20w-13)jd4x"Ø(x)1l(x)1P(X) (9.5)
cos w

Hvor fermionfe1terne refererer t.il felter med bestemt chiralilet., og hvor forskellig chiralitet
giver forskellige værdier for 13 : O for R og ±! for L. Det er imidlertid bekvemt at arbejde
med de fulde fermionfelter, og dernæst for hvert felt reservere navnet, 13, til den ikke
trivielle venstrehåndede komponent. Vi kan så skrive koblingen helt generelt for summen
af bjdragene fra. højre- og venstre-komponenter i samme fermion, f, som

(21j)'16"'(Pj - P,)T;:: 9
0

jd4Xøj(X}"/(Qsin'2Bw -13~(l -15))2.. (x)1Pj(x) (9.6)
coo w 2

Vi ser nemlig, at med denne notation vil bidraget fra den højrehåndede feltkomponent
automatisk komme med koefficient Ofor såvidt angår leddet med 13 : nullet skyldes venst
rehånds-projektions-operatoren, ikke værdien af 131 men resultatet er det samme. Tilsva
rende vil bidraget fra venstrekomponenten også. blive reproduceret korrekt. Vi omformer
udtrykket endnu en gang til

(21rrS4(Pj - P,)T ::::o - 9 B j d4x~f(x){Vn" - Ar/,s))Zjj(x)lPJ(:'t) (9.7)
2cos w

hvor vektor- og aksial-koblingerne er

Af = 13(h)

Vj = (I3(JL) - 2Qf sin2 Owl

For eksempel har vi så for enhver lepton, l:

(9.8)

V/-

l

2
1

2
1
2

1 2' 28-- + sm w
2

(9.9)
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medens vi for up- og down·agtige kvarker findeT

1
Au = -

2

V...
I 4. 2

= - - - 5111 8w
2 3

Ad
l

= -L

Vd
I 2'"2

(9.10)= - + - Sin f)w
2 3

Ved hjælp Af de sædvanlige planbølgeudviklinger er det nu meget nemt at nnde matrixe
lementer af T-operatoren:

(9. Il )

idet integrationen på. højre side af (9.5) netop vil reproducere en de1t.afunklion for 4
impulsbevarelse. EIt.l,( P) er polarisations-4- vektoren for ZO-bosonen svarende til polsarisations
indeks, A~ medens ferm\onernes spin-indeks ikke er eksplicit noteret. Hvad vi her har gjort
er selvfølgelig blot at udlede Feynmao-reglerne i delle specielle tilfælde.

9.1.3 De partielle henfald

Vj benytter formlen fra kap. l (1.134) for 2-partikelhenfald, her

(9.12)

hvor ITI' repræsenterer kvadratet på. amplituden (9.11), summeret over slutspin og midlet
over de 3 spintilstande for ZO i begyndelsestilstanden. Dette giver os nu på sædvanlig
made ved a.t benytte fermionernes spinprojektionsoperatorer (kap.S)

(9.13)

Summen over ZO-polarisationerne er givet ved (9.4) og giver os en symmetrisk teosor i
J,l, II. Vi behøver derfor kun a.L evaluere den symmetriske del at sporeL Vi finder

Tr{( p+ m f hl' (Vj - Arys)( tf - m f )( Vj + A j/'s)lV}

= V/T;'" + A}T;V + Vj A.j(Tfv +Tt') (9.l4)

rt" = Tr{(z5 + mjhlJ(1i - mj)'l'}

Tr = Tr{( p+mj b J1
( II + mj )'y"'}

r:v - Tr{( p+mlh J1,s( II - ml h V
}

Tit" - -Tr{(p -I- mjhJ1 (I!- m/hll,d (9.15 )
~
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I T'2 har vi brugt bi" l's} :::: O og ,; :;:: l. De to sidste spor med f s giver anledning t.il
anli-symmetriske lensorer i Jj, v (jfc. (8.32)) og vi behøver derfor ikke at udregne dem.
ror de to første fin.der vi, idet vi benytter; at sporet af et ulige antal gamma·matricer p,r
nul,

r:" = Tr{ tn tJ l-'y} - m}Tr{rI'JII}

Ti" Tr{pyil yf"(}+m}Tr{"ytJ ..(} (9.16)

Vi ser, at i den approksimation hvor vi n.egligerer fermionmassen, er disse to spor iden
tiske. Denne approksimation vil vi nu følge, men det er åbenbart trivielt at beholde
fermionmassen. Bidra.get herfra. er imidlert:.id ikke større end mange andre (strålings-)
korrektioner, som vi alligevel her negligerer. Vi får sa (jfr. afsn. 5.8)

(9.17)

Dette giver os så følgend.e formel for kvadratet på den spinsummerede og -midlede a.mpli
tude

(9.18)

hvor ZO-polarisat.ionstensoren er

p :=_. +(P+1),..(P+Q).,
J111 9p.., M~

Vi benytter nu

og

og finder så ret let
(9.19)

Man kan eventuelt udregne

(9,20)

Herefter fås resuitatet (or part.ialbredden for ZO-henfald til et fermion-anti-fermion-par af
arten f:

o - g2 l '2 1
f( Z --l f f) = '2 O 24 pj( Æf + VJ )

cos' W 1r

hvor størrelsen af fermionens 3-impuls, Pi 1 i ZO-partiklens hvi lesystem er

når vj negligerer fermionma.ssen. Lad os igen indføre

G g2

.j2 = 8Mi cos~ Bw

(9.21 )
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og derved få. \'ores endelige udt.ryk, idel VI a,nvender følgende talværdier
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c =

Ah
sin2()~v

I. 166· 0-5C eV

91.18Ge V

0.234 (9.22)

(
o - G Ivl~ 2 2r z ----+ f f) Nc M_ (A j + Vj )

6v21l
= Nc(A~ VI)' 332 MeV (9.23).

Her har vi eksplicit indført c.o~rfaktoren, Nc, med Nc = 3 for kvarker (hadroner) og
1 for leploner, idet vi jo ikke kan studere henfald Li} kvarker af kun en enken farve.
Overensstemmelsen mellem teori og eksperimen l, som vi nu skal se på, er her langt det
mest præcise udtryk, som vi kender for en de facto måling af tallet, :3, for anlaJlet af farver.
Deo er langt mere nøjagtig end tilfældet var ved det berømte R-forhold i e+ e- -produktion,
og også væsentlig mere nøjagtig end ved T-henfald.

Vi har hermed en komplet teori for ZO-henfald. Som nævnt flere gange er der
strålingskorreklloner på. procent-niveauet, som man imidlertid også har kunnet beregne.
Den perfekte overenssLemmeIse mellem teori og eksperiment viser med stor tydelighed, a.t
StandardmodelIens billede af de svage vekselvirkninger må være uhyre tæt på "sa.ndhe
den",

Lad os imidlertid sammenligne vores ganske simple beregninger med data. Vi nnder:

• For alle neutrinoarter er

• For alle ladede leptoner, Il er

v -

A

)

2
l

2
l

2
166A'1e V (9.24)

A

A

• For ajle kvarker af H Up " -type

v = -~ +2sin 2 ()w = -0.032
2
l

2
= 0.251

= 83MeV

v = ~ - ~sin2 8w = 0.188
2 3
l

2
= 0.285

= 283MeV

(9.25 )

(9.26)
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• For alle kvarker af "down"-type

A =

v
l .)

-'2 + ~ sin
2 &w = -0.;)44

l

2
0.368

= 366MeV (9.27)

Ved at addere bidragene fra (u, cl) og (c, s) samt b kvarken, finder vi

fhadron = 1.66GeV

Adderes desuden bidragene fra 3 neutrinoer og 3 ladede leptoner, fås

r z == rtotal = 2.41GeV

Disse forudsigelser kan nu sammenlignes med data, som giver

(9.28)

(9.29)

(9.31)

fe 83.1 ±O.5MeV

f p 84 ± lMeV

f1' 83 ± lMeV

f z = 2.49 ± O.OlGeV (9.30)

Overensstemmelsen fremstår som nærmest fantastisk. Vi ser, at den totale bredde for
udsiges for lille i vores laveste ordens beregning. Ekstra bidrag kommer for eksempel fra
s\uttilstande svarende til kvark-anti-kvark-gluoIl, al lignende type som omtalt i kap. 7.

9.1.4 W±-partialbredder

Disse er meget lettere at beregne da W -koblingen simpelthen har A = V = 1. Vi nævner
blot resultatet for fuldstændighedens skyld, men læseren kan nemt reproducere dem ved
hjælp af de allerede angivne formler. Man finder

- GMfv
f(W ~ Jtf2) = Nc M = Nc' 229MeV

6y21l'"

for det partielle henfald til fermiondubletten (Il) 72)' Der er her 2 mulige kvarkdubletter
og 3 mulige leptondubletter. Det giver et forgreningsforhold på

l
B(W --+ leptoner) = 9

for hver leptonfl.avour. Eksperimentelt er fundet forgreningsforhold på ca. 10% ± 2.5%
for alle tre leptoner: altså overensstemmelse. Den totale bredde findes også meget let af
ovenstående til

rw = 2.1GeV

mod eksperimentelt
f w = 2.25 ± 0.14GeV
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Figur 9.1: e+e- - 17 via en virtuel foton.

9.2 Elektron-positron-produktion af ZO

l kap. 7) Jgn. (7.21) fandt vi følgende Breit- \-Vigner udtryk for det vinkelintegrerede
tværsnit for resonansproduktion fra. e+ e- med efterfølgende henfald til en bestemt kanal:

31l' ref!
(1 BW = M2 (v's _ M) '2 + f2 /4

Lad os omforme udtrykket idet vi multiplicerer i tæller og nævner med

i nærbeden af resonansen:

(9.32)

121Tfe f/
O"BW = (5 _ 1\12)'2 + M'2f2 (9.33)

Lad os nu se hvordan en beregning af teoriens Feynman-diagrammer giver en generalisering
beraf. Først bemærker vi, at lLproduktion af zon strengt taget er et lidt meningsløst
begreb: Det eneste vi kan måle på) er produktion af en bestemt sluttilstand aJ stabi e
partikler. Denne produktion kan så eventuelt være domineret af ZO-resonanseo\ men vi
må altid i en kvantmekanisk behandling medtage samtlige andre produktions-amplituder
(evt. til en bestemt orden i koblingskonstanter ). l vores aktuelle tilfælde må. vi således
medtage produktion via en virtuel (otoo.

Til laveste orden er der de 2 Feynman-diagrammer, fig. (9.1) og (9.2). Amplituderne
for disse 2 diagrammer skal adderes tor at konstruere den tuJde amplitude. Nå.r resultatet
absolutkvadreres fås (i) kvadratet på første diagram, som vi allerede har behandlet i stor
detalje i kap. 5; (ii) kvadratet på sidste diagram, som vi nu vil behandle; og endelig (iii)
intederensledet.

Med en indlysende notation finder vi for amplituderne:
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Figur 9.2: e+ e- ~ f7 via. ZO-resooansen,

('.2Q
~u(Pj )J"1J(Py)v(p+)JlJ u (p-;

9
2 (91'11 - kllkll/M})

4cos 2 Bw " kJ - M~

u(P! hil (V! - An5}v(Pj)U(P... )-"v( Ve - Ae1's)U(P-) (9.34)

hvor vi har brugt propagatoren for en massiv vektorboson fra kap.8. Bemærk) at tælleren
i dette udtryk simpelthen er spioprojektioDsoperatoren, (9.4) som det er tilfældet for alle
propagatorcr. Vektorboson-propagatorp.D har sin pol ved P = M~, som vi også. har lært,
at {arvente. Dens tæller adskiller sig altså fra foton-propagatorens glJlI' m~n faktisk kan
vi negligere denne forskel i grænsen hvor ferrrUanernes masser kan negligeres. Vi får så
nemlig for elektronfaktoren i T(ZfJ):

idel nemlig bide

p_l1(p_} =0

u(p+) P+ = O

(9.35)

(9.36)

som en følge af Dirac-ligningen nar masserne forsvinder.
Forsåvidt angår propagatorens pol, fører den bl det alvorlige problem, at vi får en

singularitel for s = Mi. Dette helt ufysiske resultat er cn konsekvcn~ af, al vi her
bar behandlet Z-bosooen som en stabil partikel, medens vi udmærket godt ved, a.t den
henfalder som beskrevet i afsn. 9.1. Som videre omtall i afsn. 7.5.3, betyder det, at polen
flyttes ud i den komplekse energi-plan til posilionen:

r: M .fz
V S = z -~-

2



9.1 ELEI(TltOi\l-POSfTRON-PRODUf":T/ON .:\F ZO

Vi vi I derfor få eJ) "H·pa.ration -, af skavanken ved at substit.uere
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s - AI} $ - (Alz - d'z/2)2
~

5 lvf~ + iMzI'z

-roe i60 (9.37)

Her har vi først negligeret r~/4 i forhold til Mi. da forholdel melle01 dem er "-' IO-~, og

dernæst ho.r vi indført. sædvanlige navne for modulus og acgumentaf den tlkompicksifice·
rede" propagator. Vi finder

l
'-0 = [(s - M})2 +i\J.~r}II/2

tan 80
lvlzfz

Ml- s

cos bo 'l (9.38)= (Mz - .s)ro

Størrelsen 00 betegnes som resonansens "faseforskydning" (eng. phase shift). En sådan
udviser en karakteristisk opførsel: For energier la.ngt under resona.nsma.ssen er den tæl på

O. og [Ol' energier langt over resonansmassen er den tæt på 1(. l nærheden af resonansen
vokser den ret pludseligt inden for et energiinterval af størrelsesorden som resonansens

bredde. Præcist på resonansmassen er den li' /2.
Vi har så.

l
Re { \;[2 M } = (cos bo)ro

5 - J Z +2 1zfz
Man indfører betegnelsen

(9.39)

For de spin-summerede og -midlede amplitudekvadrater fås derfor (s == k2
)

e4 Q'2
IT(-y) 1

1
- 4S/ Tr(pJ1P fro()

Tr( P+ "tv p-"fil)

IT(ZO) Ij e
4

2
= 4s2XO

Tr(hiIJ(Vj - Ans) Irj(Vj + Ans)r")

Tr(p+(Ve - Ae'YshJl p-C\~ + Ae"tshv)

94 1
64 cos 4 Bw (s - Mi)'l + M~r~

Tr( pJ"IJJ.(Vj - A (1'5)2 tr;-()
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Tr(~+'Y,,(Ve - Ael,~)2 p--(v)
e~

= ') 2 Q1XO cos 80
_5

Tr(PF'YtJ(Vj - Ans) Prt")
Tr(p+ltL(tle - Ae'Ys) p_A',,} (9AO)

Disse spor kan nu uden videre beregnes som beskrevet flere gange tidligere. Det rene
fotonbidrag har vi behandlet i kap. 5 med resultatet

hvor EJ er c'spredningsvinklen" mellem den indkommende elektron og den udgående ferm
ion, j, i CM systemet.

ror sporene i det rene ZO-biclrag finder vi først.

Dernæst bemærker vi, at sporene uden 15 er symmetriske i j..LV, medens sporene med 's er
antisymrnetriske. Når derfor (f)-delen kontraheres med (e)-delen, fas kun de to led, der
bestå.r a.( hhv (symmetrisk) x(symmetrisk) og (anti-symmetrisk) X (anti-symmetrisk). Den
symmetriske del er herved identisk med sporene i den rene foton-del. I de antisymmetriske
cl le benyttes (8.32)

etc. Vi får så.

IT(r)12

IT( ZO)1 2

161l'2(iQj(1 + cos2 8)

_ 161T"20'2x~

{(Vi + A})(V; + A~)( I + cos
2 O) + 8Vf Af Ve Ae cos O}

= 321T" 2 0'2QfXoCOSDo

{VfV~(1 + cos2 O) + AfAe cos B} (9.41)

Det differentielle tværsnit fås ved at addere disse bidrag og dividere resulta.tet med 641l'2 S .

Lad os nedskrive det eksplicit som følger:

dl7
dO

du
dO ("I)

deJ (ZO)
dO

(9.42)
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Hvis vi først tænker pÅ. tværsnittet integreret over alle vinkler, finder vi
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1611"j dø II, dcosO(1 +Gos2B) =

j dø II, d cos Bcos O = O

3

(9.43)

Vi ser nu, al første led i. (9,42) giver os det sædvanlige rene QED tværsnit fra kap. 5. Næste
led giver os en generalisering i\f Breit-Wigner udtrykket (9.33). De to udtryk sl.emmer
Qverens i nærheden af resonansen, hvor begge dominerer tværsnittet. fuldstændigt, men
lidt væk fra. resonansen bliver afvigelserne mere og mere betydningsfulde. Endelig angivet
sidste Led inteferensen mellem diagrammerne med en virtuel foton, hhv en virtuel Zoo
partikel. Det ses, at værdien af interferensleddet skifter fortegn på resonansen.

Vi ka.n også danne forholdet, Rz

_ er(e+e- -,+Z-Jf)
Rz = ---'----------'-----'-

(J" pt

hvor (jfr. kap. 5 og 7)
411" a 2

erpl =3~
er det' punktformede" tværsnit svarende til den rene QED proces. Vi finder nu

Hz = Nt[Q} + 2\OVf~QJ cos 50 + x~(V/ + A})(V/ + A;)]

Specielt finder vi

GOsbo(s - Ml)
Rz(s=M~)

XO
GA!J2 M-

= z z:; 54.7
2J21iD fz
O

Nt[Q} + xo2(Vi + A})(V/ +A;))

"v 2.99· 10J
. Nt(V/ + A})(V/ + A;) (9.45)

DetLe resultat viser for det første, at ZO-resonansen virker som enkollossal Hluminositets
forstærker": der kommer mange Aere begivenheder på grund af resonansen. Udtrykket,
"Iuminositetsforstærker" er selvfølgelig jargon: Det er ikke acceleratorens luminositeL, der
forøges, men produktionstværsnittet. Resultatet er dog nogenlude det samme. Summeres
således over alle ferm.ionarter, og benyttes talværdier fra forrige afsnit fås

Rz(Max) :::: 5.5 ' 103

:For det andet viser resultatet, at højden af resonans toppen er en værdifuld parameter.
En anden værdifuld og interessant parameter er AFB; forwarcl/backward asymme

trien. Lad (JF og aB betegne vinkelintegrationer over det differentielle t v~rsnit, restr~

geret ti l henholdsvis den forlæns ("forward") halvkugle: O ~ cos () ~ 1, og den baglæns
("backward") halvkugle: -1 ~ cos 8 ~ O. De relevante integraler er nu

811"

3
j dø il dcos8(1 + cos28)

Jde/>11

d cos () cos O = 71' (9.46)
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Det er let at se, at

(9.47)

For mere nøja,gtige sammenligninger mellem teori og data må en række .'itrålings
korrektioner medtages. For eksempel viser det sig, at der er et betydeligt tværsnit for
reaktioner i hvilke de indkommende elektroner og/eller positroner udsender en eller flere
"bløde" fotoner inden annihilationen. Hovedeffekten heraf er, at deres energi lige inden
annihilationen er mindre end deres nominelle beam-energi, Resultatet er, at for energier
noget over resonansmassen, er det observerede ant.al tællinger større end forventet ud fra.
ovenstaende formler. Tilsvarende er det mindre under resonansmassen.

9.3 Antallet af neutrino-flavours

fig. (9.3) viser data for det totale tværsnit i nærheden af ZO-lresonansen, sammenlig
net med forskellige forudsigelser baseret på forskellige antagelser om antallet a.f fermion
generationer. Pointen er her følgende: Neutrinoer registreres ikke j detektorerne, men
deres bidrag er alligevel ret tydeligt på. to måder: dels via deres bidrag til ZO-bosonens
totale bredde, dels via højden af resonanskurven\ for eksempel ved maksimum.

Vi kunne nu stille spørgsmålet: Kunne det tænkes, at del" [andtes flere fermion
generationer, end de 3 kendte? Og kunne det tænkes, der hertil svarede neutrinoer,
som koblede normait til ZO som foreskrevet af Standardmodellen? Svaret kan nu entydigt
leveres: Nej! En ekstra neuLrinoflavour ville således bidrage med et beløb på l66 MeV
til den totale ZO bredde, (afsn. 9.1 .3) og det er helt udelukket, da vi har sammenfald
mellem teori og eksperiment med de 3 kendte oeutrinoe(, og da den eksperimentelle usik
kerhed på den totale bredde er kun ca. IO MeV (afsn. 9.1.3). Endnu mere overbevisende
bliver konklusionen når man som i fig. (9.3) sammenligner størrelsen af tværsnittet for
forskellige antagelser om antallet af neutrino-flavours,

Konklusionen er, at der ikke kan fincie'-s flere end de 3 kendte neutrinotyper, i hvert
fald ikke med masser på mindre end halvdelen af ZO-massen. Det er interessant, at
astrofysiske argumenter baseret på energi og temperatur forhold i det tidlige univers giver
samme resultat. Den afgørende parameter er her forholdet meHem helium og hydrogen i
det tidlige univers (inden det blev "berigee' med tungere grundstoffer som et resultat af
supernova.-eksplosioner). Del er interessant, at det astrofysiske argument ikke forudsætter
de samme grænser på neutrinomassen.

Det turde være et fundamenta.lt resultat) at vi herved har fået grund til at formode,
at der kun findes 3 fermiongenerationer i Naturen!
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Det hadroniske tværsnit som funktion af energien måJt i DELPHI eksperimentet.
Den prikkede kurve svarer til Standardmodellens forudsigelse for Nv :::; 2 f den fuldt

optrukne til Nv = 3 og den stiplede til Nv = 4.

Figur 9.3: Tværsnittet for ZO-produktion
Standardmodel-forudsigelser

LEP sammenJjgnet med forskellige





Kapitel 10

DYBT UELASTISK
LEPTON-HADRONSPREDNING

10.1 Indledning

I forbindelse med bygningen af Stanford Li Icar Accelerator Center (SLAC) 6O'erne
foreslog Bjorken i 1966, at eksperimenter af typen

e-+N -e-+X (10.1)

kunne tænkes at give fundamentale oplysninger om oukleonens struktur, specielt om dens
hypotetiske kvarkindhold. '( 10.1) betegner X, at sluttilsta,ndens hadronsyst.em ikke
observeres, dvs at man skal summere tværsnittet over ane mulige hadronslultilstande:
Danne det inklusive tværsnit. D~nne omstændighed gør studiet af begivenheder (IO,]) t,il
et særlig simpelt eksperime-ntelt problem. Det. var før 1966 uklart (or de fleste, hvorfor det
at undlade at klassificere begivenheder efter hadronindhold skulle føre til særlig .interessant
inforrna.tion om nukleoncns struktur. Men Bjorken argumeoterede for, at kvarkmodellen
måske burde medføre den fundamentale scaling egenskab af tv~rsnjttet (I Q.l). Hans
argumenter var baseret på Gell-Mann's strømalgebra og temmelig abstra.kte i forhold til,
hvad vi har diskuteret i indeværende kursus,

I 1969 blev scaling i dybt uelastisk elektroospredning (d vs reak tianen (l O.l)) ekspe
rimentelt eta.bleret ved SLAC. Denne opdagelse skulle få geDnemgribende i ndflydelse på
udviklingen af partikel fysikken ; iOlerne.

Det blev Feynman, som i sin partonmodel gaven overmåde simpel fysisk fortolkning
af scalingfænomenet og som herigennem gav stødet lil formodningen om, at kva.rk-kvark
vekselvirkningen burde være a.symptotisk fri, således som det er tilfældet i QCD.

Ideen bag de dybt uelastiske leploneksperimenter forstås lettest ved en ana.logi til
Rutberfords berømte eksperimenl, i hvilket han opdagede atomkernen i 1910.

Rutherford formodede (ukorrekt), at atomets positive ladning var jævnt fordelt over
atomet.. Han indså, at denne ladningsjordeling måtte kunne bestemmes ved at undersøge
afbøjningen af Q-partikler i a.t.omets ladningsfordeliog. Hvis ladningen var (næsten) jævnt
fordelt over atomet, ville a-part.iklerne aldrig afbøjes ret meget, Han blev derfor meget
forbavset ved at observere, at de ikke sjældent blev atbøjet så. kraftigt at de endog fløj
tilbage i den retning, de kom fra. Rut,herford konklude.rede korrekt, at den positive
ladning målte være samlet i en ganske lille kerne, og at det var det stærke elektriske felt
nær kernen, som va.r skyld j de store afbøjninger.
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Vi kan udtrykke det siden, at som funkLion af impulsoverforsIen falder tværsnittet
ikke som ventet: Det. er stort selv for meget store impulsoverførsler. Ved at studere spred
ni ngen som funktion af impulsoverførslen får vi så at sige dannel et Fourier-tra-osformeret
"billede" af laclningsfordelingen. At høje Fourier-komponenter forekommer betyder, at
ladningsfol'delingen er Utæt på " en 6-funktion i rummet: Atomkernen er lille.

r (10.1) studerer vi nukleonens struktur efter en lignende ide. a-partiklen er erstattet af
en elektron, men det er stadig via det elektromagnetiske fell, at nukleonens ladningsforde
ling studeres. For virkelig at kunne se "ind i" protoner og neutroner må. vi bruge impulso
verf~rsler Q; der er store i forhold lil protonens inverse udstrækning'" lfm- I

""' 0.2 GeV.
Det '.laf derfor først efter fremkomsten af elektronbeams pa mange GeV, at undersøgelser
af denne art blev mulige. Bemærk) at vi ikke uden komplikationer kan erstatte elektronen
med en hadron, som sel v har en kompliceret struktur l . Tilsvarende beror successen af
Rlltherfords eksperiment på, at en CI'-partikel selv er meget lille i forhold til et atom.

Eksperimentelt findes tværsnittet af (10.1) al være (meget nær) uafhængigt af im
pulsoverførslen Q,2 såfremt det undersøges i eL nøje specificeret kinematisk område, som
Bjorken angav. Dette fænomen kaldes Bjorken-scaling og blev af Feynman fortolket som
en opdagelse af nukleonens "kerner" eller partoner , som han kaldte dem: Punktformede
bestanddele, som bærer nukleonens ladning. Det er i dag den alminddigste opfattelse, al

Feynmans Jadede partoner er identiske med kvarkerne, medens de uladede (som eksperi
menterne kræver) antages at være gluonerne.

Efter at neutrinoeksperimenter i 70'erne er blev udviklet, har det været muligt at
studere processer af typen

v + N ---> l± X

1/ N ---> /) X
(CC)

(NC) (10.2)

hvor v i praksis en ten er en VI' eller en 'iJIJ' og Jt står for 1-1 ±. ce betyder charged cu rren t

og C neutral currenL. Som vi skal se i dette kapitel, kan man herigennem ikke alene få
bekræftet partonmodelle.n, men også. dels uddybe sin viden om nukleonens struktur, dels
efterprøve SU(2) 0 U(l)-modellen for svage vekselvirkninger.

Disse indledende bemærkninger kan forhåbentlig tjene som ledetråd gennem den st
edvis lidt tunge formalisme) vi nu skal i gang med.

10.2 Kinematiske variable

Fig. (10.1) illustrerer de kinematiske forhold. Begyndelsestilstanden bestå.r af en nukleon
med 4-impuls plJ og masse M sa.mt en leptoD (eller antilepton) med 4-impuls klJ

. Sluttil
standen består af et vi.st hadroosystem i en tilstand, vi betegner ved In) og med 4-impuls
p~ samt af en lepton II med 4-impuls kljJ.. Vi vil negligere leptDnernes masser.

På fig.(10.1) symboliserer bølgelinjen med 4-irnpuls q enten en virtuel foton (elektron
eller myonprod\1ktion) eller en W± (CC neutrinoeksperiment) eller en ZO ( C neutrino
eksperiment). Vertexet ved Jeptonens udsendelse af en vektorboson vil vi tænke os bekendt
og strukturløst. bJJ-kobling). Cirklen ved nukleonens omdannelse

"q" +p - In)

l Hadron-hadron spredning har dog bestemt ført til afgørende ny indsigt på flere punkteri
2på nær en triviel faktor; jfr. (l0.48), (10.49).

( \0.3)
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Figur 10.l: Skitse af de kiDe~latiskcvariable i dybt uelastisk spredning.

derimod a.nses foreløbig for ubekendt. IdeeD er netop at benytte kendte ('-genskaber \'cd

elektromagnetiske- og svage vekselvirkninger til a.t undersøge nukleonens struktur. Ekspe
rimentelt må.les 4.impulserne k og k', hvorved q er bestemt.

Derefter interesserer vi os for de kinematiske forhold vedrørende "processen" (10.3)

Da. detaljer vedrørende tilstanden In) ikke observeres, er kinematikken fastlagt aJ de 3
ir..varianter p2, q2 og p~. Da p2 - Mf., er der saledes kun to Uinteressante" kinematiske

variable i problemet.

Som disse vælger vi

LI =

_q2 (>0)

p. q ~ E - E'
M

(lOA)

Her er E og E' størrelsen a! energierr~e af l og [' i laboratoriesystemet, hvor der gælder

pi' = (M, O) p = (E.k) kil> = (E', k') (10-5)

hvora.f udtrykket for LI fremgar.

Vi skal snart se, hvorledes det inklusive tværsuit bekvemt. kan udtrykkes ved bjælp
af visse strukturfunktioner, som indeholder den dynamiske information om nukleonens

struktur, som vi er interessere.t i a.t undersøge, Strukturfunktionerne vil i almindelighed
afhænge af bå.de v og Q'2. Bjorkcos fundament.ale forslag var, at de ved høje energier hn
skulle afhænge af Bjorkens scaling·1!ariabel I, defineret ved

Q2
X= --

2Mv
(J 0.6)

Lad os bestemme det tilla.dte kinematiske område for I. Hvis vi lader kfalde sammen med

z (bcamakseo), betegner ([I)'s sprednir.gsvinkel med () same negligerer }eptonmassern~,kan
vi skrive (spredning i y-z-planen)
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oa
o

hvoraf

q2 = (k - k')2 = -2kk' = -2EE'(1 - cosO) (10.7)

Kvadratet på massen af hadronsystemet i sluttilstanden er

da sluttilstanden må indeholde mindst en nukleon. Heraf fås

O<xSl

En anden bekvem variabel, som vi vil bruge, er

for hvilken der trivielt gælder

0<21<1

(10.8)

(10.9)

( 10.lO)

10.3 Strukturfunktionerne

Vor beskrjvelse af processen i ng.(lO.l) er som nævnt og sOm figuren antyder, baseret på
laveste ordens perturbationsteori i ex (for elektromagnetiske processer) eller G (for svage
processer). Derimod ønsker vi endnu ikke at foretage Dogen antagelser om de stærke
vekselvirkninger, dvs om nukleonens struktur. Det venter vi med til næste afsnit.

Perturbatioosteori i ex eller G tillader os imidlertid· efter hvad vi har lært - at nedskrive
amplituden for processen på følgende form:

(10.11)

Her refererer matrikselementet (l'ljt'I') til vertexet l -4 li + "qll \ som antages bekendt,
da leptonerne formodes strukturløse. Matrikselementet (nIP'lp) refererer t.ilsvarende til
vertexet p + "q" -4 In)l som er den proces, vi ønsker at studere. Faktoren <P indeholder
koblingskonstanLer og vektormeson propagatorer.

Lad os gennemgå de forskellige tilfælde, vi vil interessere os for:

l. Elektron- eller myon-produktion:
e2

4> = - (10.12)q2

svarende til en fotonpropagator og den sædvanJige elektromagnetiske koblingskon
sta.nt. Fasen på. 4> er uinteressant, da vi kun skal interessere os for tværsnit, dvs

absolutkvadratet på T.

Leptonstrømmen jl'- er givet ved

(10.13)
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hvor Dirac·feltet e(x) hører til elekt.ronen etc. HadronslrønlTnen kan udtrykkes i
kvarkfelter som

(IO. J4)

hvor ,i nummererer kvarkAavolJrs, og hvor vi kan underCorsta en pa..sscnde coloursum.
der gør JU til en coloursinglet.

Bemærk) at medens matrikselernentet dannes relativt trivielt af jJJ, er delte ikke
tilfældet. med JlJ., da de relevante tilstande her er fysiske hadrontilst.ancle, som er
opbygget på kompliceret og delvis ukendt måde a.f kvarkfelterne i (10.14). Det er
netop denne opbygning, vi ønsker at st.udere.

2. Charged Current neutrinoproduklioo:

Efter kap. 8.2 og 8.4 får vi

<t>
G

:::

v'2
jlJ = L /-ylJ(l - A"~)VI eller h.c

l=e.J'.'"

jJ' = 0dc "fil (l - "(5)ttlll + ØSeI'lJ( [ - 'Y5)1f~ eller h.c.

(10.15)

(10.16)

(10.17)

3. Neutral Current neutrinoproduktion:

Her kan vi foreløbig kun på. simpel må.de nedskrive udtryk, såfremt vi tillader os
selv at betragte kvark tilstande. Vi betragter al tså processen

(10.18)

Her betegner "v': en venstrehåndet neutrino af et bestemt leptontal eller en tilsva
rende højrehåndet antineutrino. Analogt betegner "q" en venstre· eller højrehåndet
kvark eller antikvark af bestemt flavour. Vi finder så ved at kombinere resultater
fra kap. 8, specielt ligningerne (8.82), (8.84), (8.86), (8.8S), (8.97) og (8.99)

4> = J2 G(h - Qsin' 8W)"II.. (l3 - Qsin 2 OW)"q" (lO.19)
j!' == 2: iJnlJ (1 - IS) VI (10.20)

l

J!' = I: q~(l ± ,s)q (l0.2t)
Il

hvor (l ± 'Y5) skal bruges, alt efter om vi betragter højre- eller venstrehåndede
kvarker.

Bemærk, al da h = +~ for venstrehåndede neutrinoer, medens Q = O, gælder altid

( lO.22)

for neu trinoreak tioner.
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r del følgende .... i) vi overall benytte ovenstående, hvad leptonstrojmmen angar. Derimod
vil vi endnu i dette afsnit danne en rnodeluafhængig formalisme for mat.rikselementer af
hadl'onstrømmen.

Lad os først opskrive udtrykket for det 'nkJusive tværsnit (efter kap. I):

d3 k' l
du - 2E'(2 3 f\ I:(2r.)olc5

4
(p + k - Pro. - k')ITI 2

1T) 2v'\ l'\

Her tænker vi os, at L:l'l dels inkluderer en sum over de forskellige hadronkanaler
N + 11" l N +2;r> ... , dels et flerdobbelt integral over de respektive 4-impulser:

end videre er 2v0: ::::: 2po . 2ko = 4M E i laboratoriesystemet.
Sndelig vil vi underforstå, at der er udført en sum over spin-egenværdier i sluttilstan·

den og en tilsvarende midling over dem i begyndelsestilstanden.
Ved hjælp af (10.1 L) skriver vi så (q = k - k')

(10.24)
TI

hvor vi har indført lepton- og haclrontensorer wpv og WtJ v
:

WIll> = Cspinsummeret./micllet) (l/lip(O)II)(l'liv(O)ll)~

som vi snart skal evaluere eksplic.it, samt

(10.25)

1
WUv = (spinsummeretjmidlet)- L (211")46 4 (p+ q - P'l)(pIJlIt(O)ln)(nIY'(O)lp) (10.26)

41T l'\

Vi bruger nu (2.10), at

hvoraf

sa

( 0.27)

L j crx eirq (pIJlv(x )ln)(nlJ>'C0)lp)

"'Jd4 x eiXO(pIJ!LI(x)P'(O)/p)

1-WjJv ~

= 411" L.."spin

1-
= 411" Lspin

da L .. In)(n( = identiteten.
Vi ser, at WjJlI er en Lorentz-tensOT, sorn afhænger af de to 4-vektorer p og q.

(ås, idet vi udvikler på symmetriske og antisymmetriske tensorer, 3

Heraf

w,.v =
JAV JALl l

jll>W P P W q q W + (....P v + LI IJ)W
- g l + M? 2 + M? ~ 2M2 y q p q 4

. .

+ 1. jJv~{J W + ~ (Il II II jJ) W':
2M2 C. p~q{J 3 2M2 P q - p q 6 (tO.28)

3Fortegnet på. W3 ses orte modsA!., men del skyldes en modsat konvention for !. Vi benytter !Ol23 =
-fOl)];::: +1.



/0.3. STRr:·KT{JRFU;V{\.TIONERNE :321

hvor v"i har indført 6 skalære .strukturfunktlOn.er H/ L ..l;. som aO)ænger af de to Lorentz-
inVMianter

P'qQ2 = -t/ og v = -
M

for a.t danne det. different.ielle tværsnit skal dette udtryk kontraheres med W"". I næste
para.graf skal vi udregne W/JV og herved se. a.t

i grænsen. hvor vi negligerer leptonmasser. Vi kunne således egentlig se helt bort fra
Ws, W~ og W6 . Imidlertid er der tradition for at benytte en notation, der er inspireret, af
elektronprodu ktion tilfældet. Her har vi på. grund af strømbevarelse

og ved at bruge (10.27) og partiel integration

qjjtVli V = O

Symmel.riske tensorer med den egenskab, at kontraktion med q" giver nul, er

(10.29)

og

(pil _ P;2Qq,",) (pv - P;2Qqv) = (p~ + .~~ q,",) (pI'

Heraf fås, idet vi negligerer W-l. Ws •W6 ,

Iv! v •. )
Q2 q

wpv =

( 10.30)

Bemærk, at. qJ,J. 6/JvOr'oP",qtJ] == O af symmetrigrunde. Det viser sig bekvemt at definere

FI(Q2,:c )

F2 (Q'2, x)

F3 (Q"2,x) ( 10.31)

(10.32)

hvor vi har valgt de to uafhængige variable som Q2 og x == Q2/2;\;[// fremfor Q2 og v.

Vores endelige udtryk for Wj.lll bliver så.

_ (91111 + q/-'qll) F1+ _1 (pJ,J. + qJJ) (pv +~) F2Q2 Mv 2.x 2x

+ _t_ ~11I.J0I(Jp q F
2Mv <) 13 :I

Bjorkens scalingsforslag var, at de dimensionsløse strukturfunktioner FI , F2 \ Fa kun skulle
afhænge af x for store værdier af Q2. Dette resultat skal vi udlede i parlonrnodellen.



322 DYBT UELASTISK LEPTON-HADROJVSPREDN!;VG

For den elektromagnetiske strøm er matrikselementer af J JJ reelle. 4 Det fø 1ger så af
(10.26), at vVI-'V = W!/I" eller

F3 (elektromagnetisk) == O (10.33)

Vi skal senere se, at højre- og venstrehåndede kvarker giver modsatte bidrag til F3 . Heraf
følger (10.33) igen, da de elektromagnetiske vekselvirkninger er paritetsinvariante.

10.4 Det dybt uelastiske tværsnit

Vi ønsker nu at udregne tværsnittet (10.23) j termer af strukturfunktionerne F1,F"l, F3 .

Som variahle vil vi benytte scalingvariablene x og y (10.6) og (10.10) suppleret med
beamleptonens laboratorieenergi E. Først udtrykker vi faserumsfaktoren for [' ved hjælp
af x og y, og dernæst danner vi de relevante udtryk for leptontensoren W/ill' som skal
kontraheres med Willi givet ved (10.26) og (10.32).

Af (10.4), (10.6), (10.7) og (10.10) fås

Eg(l - cosB)
x=----O....--..,...-'-

M(E - E')

EJ
Y = I-

E

For faserumsfaktoren i (10.23) findes i laboratoriet, idet vi integrerer over azimutalvinkel

d3 k' 1

2E'(211")3 2V1
l l J2d '

4ME 2E'(211")3 27r E E d cos f)

l E'
--2 ME dE'dcosB
3211"

(l 0.34)

Videre

Da

, I a(x, y) l-l
dE d cos 8 = dx dy a(E', cos B)

By = O
Bcos8

M(E - E')

behøver vi blot at udregne

ax
acos ()

E l - Y
----

lv! y
og

By
åE'

1

E

hvoraf

I
å(x, 11) I l 1 - Y

å(EJ~ cos O) = M -y-

Heraf fås endelig

1 d3kj l l Y Y
2JI . 2E'(27r)3 = 32-;r2 lvI (1 - y) . M l _ Ydx dy = 3211"2 dx dy

Vi har også
Q2 = 2M(E - E')· x = 2ME xy

4Som følge af P og T invarians.Vi skal senere udlede resultatet eksplicit i partonmodellen.

(10.35)

(10.36)
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Dernæst evaluerer vi leptontensoren WlJ'" For elektroproduktion hllr vi (rn~ ~ O)

wlJ,,(elektron) = ~Tr{ jt'f/J f,,,} (IO.3i)

Fol' neutrino- henholdsvis antineutrinoproduktioll rås (jfr. (8.30). (8.31)), idet de indkom
mende neu rinoer automatisk er polariserede,

UJpv(neutrino) :=o Tr(}t'ytJ(I--ys) }t(l +i'5)rv}

= 2 [T1'L~''Yjl }t,,,} - Trb5 t''Y/J ,IC,,,} l
wltv(antineutrino) 'lVjlv(neutrino; k ~ k')

Sammenfattende

(10.38)

(10.39)

wIJlJ(elektron) _

(
neutrino )

lV lJV antjneutrino =

hvor

(lOAD)

WJJLJ - ~Tr{ )t-yi' }tfv}

w:" = ~Trh.s Jt'11J ~lv}

Nu er ifølge de sædvanlige sporregler

eller, idet vi indfører q = k - k' (e:=: k - q I q1 = -2k . k'),

Af (B.3'2) fås også

(10.41)

(10.42)

(10.43)

Bemæt-k, at qlJwl'LJ = qllW)JlJ = O, som lovet i forrige afsnit.
La.d os nu udføre kontra.ktionen WjlvWIJ". Da w er symmetrisk, bidraget FJ ikke, og

da q kontraheret med w~" forsvinder, får vi kun bidrag fra første og sidste led i (10.42).
Vi får så

(
(k'Q)2) l ( q')= -2 k2

- F. - _q2 4 - - F1q2 2 q2

+_1 F'2 {2 [p . k + _lq' Ic] '2 +! q2 [p + _lqJ '2}
Mil 2.x 2 2x

(10.44)

Nu er k 2 = m 2
:::: Ol og af /C' = k - q fås k· k' = kl - k . q ::: -k . q eller k· q :=:

~q\ p' k = M E i Ia.boratoriet.
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Vi finder så af (lO.16)

og, da q. (p -l- Lq) = Oog vi negligerer pl = M2 ved høje energier, er

(
. l \l p'q ,y

TJT-IJ) =-=-Ml',-
2:z: 2x 22'

I [eraJ fas

) . l 2{ 1 2 Y}= -q~F, - -- F2 (lvf E) 2(1 - -y) - :Ly' -
Ad Ey 2 2x

= NIE r2xyFI ~ ~ F2(2 - 2Y)]
• y

M f: f' 2] 2 }
~ '. ,l + (l - y) F2 - Y R, 2x F1

y

hvor

(l0.46)

For ?t kontrahere w~" med Wl-''' bemærker vi først, at l'.ntisymmetri af tj.J~" I J.l og 1/

betyder, at vi kun [år bichag fra F3 i (lO.32). Vi brug;er, at

hvoraf

-lV~1I p"qhqoJJ3 [5Z5~ - 6:15;] F:J

~II [Cp· q)(q. k) - (q~)(p. k)] F3

= ~ [lv! Ey( -/vl Exy) + 2/1.'/ F,ry . lvf EJ PJ.HEy
lvj E 2
-- [2y - Y ]xF3

y

ME [ 2]- - l -- (l - y) x F3
y

(10.47)

Vi kan nu samle alle res\lltater og nedskrive cle dybt uelastiske inklusive tværsnit efter
(10.23), (10.24), (10.12) ,(10.16), (10.35), (10.40),(10.45) og (10.17):
For elektrom:"-l.gnctisk produktioll med elektron- eller myoobeams har vi

da( I)

dx dy
l t·

1

{ 21 I 2 '}- - . 2M E [I + (l - y) F1 - !/ R2xF}
87< q4

4-;:- cr
2

{ 2]'::l '}~EJA [1 + (l - y) F2 - y R· 2xF1 (10.48)
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For nen t ri no- hen holds\! is an t inelltri nobeams fås

d
/'r ['] I ('2 { ,,~ " },v v l 2 ,- .., - ')-

-- IJ ~ - -, . Elv! li + (I -y) ]}~" - !rR2.rFt ± [1 - (l - y)-]xF3"d.uiy ir 2
( IOA9)

VI bemærker det allerede i sidste kapitel nævnte faktum, at neutrinotværsnittet vokser
lineært med beamenergien (når vi betragter 1\1Z ""' /vlw "-' (0) l og at det er proportionalt
med targdm assen. Det elektromagnetiske t v ærsn i t deri mod falder som (Alf E) -I ifølge
( 10.48) og (10.36). Begge dele kan føres t ilbage til cl imensionen af G og (manglen af
samme af) 0'.

10.5 Partonmodellen I. Elektron- og myonproduk
tion

Lad os forsøge at forestille os en nukleon, som bevæger sig med en meget stor impuls P
langs z-aksen, så dens 4-impuls er (for P » lvi)

p/j ~ (P, 0,0, P) ( 10.50)

NukJeonen må tænkes som en lille "sæk" indeholdende (l )valenskvarker (Hud for proto
nen,udd for neutronen); (2) søkvarker (eng. sea quarks), dvs et større eller mindre antal
(qq)-par i alle mulige ftavours; (3) gluoner.

Disse bestanddele kalder vi med et fælles navn partoner-. P å grund af veksel virknin
gerne mellem dem finder der en stadig omdannelse sted mellem gluoner og søkvarker. I
det «infinite momentum frame" (10.50), hvor vi vælger at betragte nukleonen, foregår
imidlertid alle processer i '~slow motion" som følge af Lorentz-tidsforlængelsen. Denne
effekt må forventes at være særlig vigtig, hvi.s vi vælger at "s,e" på nukleonen med en
nøjvirtuei foton med et meget stort Q2. For en sådan foregår nemlig vekselvirkningen
mellem foton og ladning inden for et meget kort tidsrum t::.'f a.f størrelsen

1
t::.r "'-' -

Q

r korte tidsrum (små afstande, store impulsoverførsler) venter vi desuden, at vekselvirknin
gerne er "svage" - dette er indholdet a[ ideen om asymptotisk frihed, som QCD forudsiger.

Herved er vi ført til et billede af nukleonen, hvor denne kan beskrives ved en næsten
statisk, karakteristisk fordeling af næsten frie kvarker, antikvarker og gluoner. Ved hjælp
af virtuelle fotoner kan vi kun "se" ladninger, dvs kvarker, men ikke gluoner. Vi kan
heller ikke se forskel på kvarker og antikvarker med samme ladning. De svage strømme
kan heller ikke se gluonerne, men de kan se forskel på kvarker og aniikvarker; herom
senere.

Vi antager nu videre, at til hver kvarkflavour hører en endimensional fordelingsfunktion

q(x)
x

således at Q~) betegner tætheden af kvarker af den pågældende flavour med brøkdelen
I af nukleonens totale impuls (eller energi) P. Dette betyder, at vi her (i den simpleste
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Figur 10.2: Dybt uelastisk spredning i partonbilledet.

formulering) ser bort fra kvarkens eventuelle transversale impuls. Denne venter vi er
begrænset af nukleonens inverse udstrækning, m.a.o. at dens betydning er forsvindende,
når P --+ 00.

Fig. (10.2) viser skematisk den måde, en dybt uelastisk spredningsproces tænkes at
foregå på i partonmodellen. Den virtuelle foton med 4-impuls q vekselvirker ikke med
nukleonen som helhed, men kun med en af dens "punktformede" , ufrie" kvarker. Nukle
onen er indtegnet Lorentz-forkortet, fordi vi tænker på at beskrive processen i ;:infinite
momentum frame)). Den ramte kvark har efter processen en 4-impuls, der afviger stærkt
fra, hvad den kunne tillade sig, såfremt nukleonen skulle kunne fortsætte lJubeskadiget".
Kvarken vil med sin "skæve" 4-impuls forsøge at løbe væk fra sit nukleonfængseL Dette
giver anledning til en række meget komplicerede processer domineret af "confinement"
mekanismer, som vi ikke forstår så godt. Men vi må forestille os, at kvarken trækker sit
colourfelt med sig, - dette bryder så op under dannelse af nye kvark-antikvarkpar.
Slutresultatet er, at vi har fået en hel byge af hadroner, en jet, hvis 4-impuls må formodes
at indeholde information om retningen af den virtuelle foton.

Imidlertid foregår alle disse komplicerede processer først "længen efter, at kvarken er
blevet ramt af fotonen. Da vi endvidere kun interesserer os for det inklusive tværsnit, hvor
badronsystemet ikke observeres, kan vi i en første tilnærmelse helt se bort fra kvarkens
videre skæbne.

Lad os nu betragte en dybt uelastisk proces, hvor leptonen har afleveret en 4-impuls,
qiJ, karakteriseret ved en bestemt værdi af

og
Q2

X=--
2p· q

I partonmodellen kan vi slutte, at den virtuelle foton har ramt en kvark (eller en anti
kvark), hvis brøkdel af nukleonens 4-impuls netop er x (I). Denne fundamentale fysiske
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Figur 10.3: Parton fortolkning af Bjorken scaling.

betydning af Bjorkens scatingvariable forstås lettest ved al se på sammenstødet i et ny~

inertialsystem, hvor nukleonen og fotonen bevæger sig mod hinanden (ikke nødvendigvis
så deres totale 3-impuls er nul) langs z-aksen. Vi vælger systemet. så

qlJ = (O, O, O, -Q)

Dette er altid muligt, da q2 ::: _Q2 < O.
Idet vi sætter protonens 4-impu]s til

har vi

p' q:: PO og
Q

x=-
2P

(1O.5i)

samt P = Ml/jQ.
Fig. (10.3) viser situationen fØf og efter vekselvirkningen mellem fotonen og en parton

med impuls ZP. Da fotonen ikke overfører nogen energi til partonen (kun 3·impuls), og
vi negligerer alle masser (ved bøje energier), så må der gælde

zp - Q = -zp

eller
Q = 2zP

som - sammenholdt med (10.51) - netop giver

Z=X

Bemærk, at dette resultat er en konsekvens af. at part.onen behandles som fri (på mas·
seskallen) før og efter stødet.
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Lad os nu i detalje udlede et udtryk for strukturfunktionerne F1 og I'S i partonmo

dellen. Vi betragter en kvark af en bestemt Aavour\ for hvilken tætheden i nukleonen er
q(x)fx.

Det generelle ud t ryk for WlJV er (10.26):

(10.52)t-V 1W = _I
4r. •

(spi nsumme.ret./ mid let)

Pointen i partonmodellen er \ at dyna.mikken for denne haclrontensor stort set er identisk
med dynamikken for leptontensoren WJjV' Den væsentligste forskel er, a lepton-4-impulsen

k lJ skal erstattes med parton-4-impulsen pj.J = x]f', og at foton-4-impulsen qJ.J skal erstattes
med -q/.', da den regnes med fortegn bort fra lept.onvertexet og mod hadronverlexet.

Vi tænker så på nukleonen som bestående af en pa.rton med 4·impulsplJ == xp" samt
"resten" med 4-impuls (I - :r)p". Tilsta.nden In) består dels af den spredte parton med
·t-impuls p IIJ, dels af den samme "rest" med 4-impu]s (l - X )pJ1, Vi har derfor

Pn) =

og

(pIJ~(O)ln)(nlJlI(O)lp) - II dx ~;:;; (pIJ~lpl)(p/IJlllp) q~)

hvor lp) og tp ') er partootilstande, medens lp) er en n-ukleontilstand. For mere omhyggeligt
clt udlede dette sidste resultat, bibeholder vi tilstandsnormeringerne. Dernæst benytter
vi, at vi som et fuldstændigt set af tilstande (In)) kan vælge tilstande, specificeret ved
deres parton-indhold. Lad således

lp, r)

betegne en partonkomponent af nukleonLilst.anden l begyndelsessituationen , med den par
ton, der vil blive ra.mt (p) eksplicit specificeret, medens "resten" blot noteres som Ir). efter
at fotonen har ramt den omtalte parton, har den fået sin 4-impuls ændret til p I, og som
tiistanden In} vælger vi derfor Ipl, r). vi bar så

(pIJ~ln)(nIJvlp)

(nln)

= L (pip, r)(p, ~lJ~I~/: r~(PII~ rl~lp):)(p) rip)
Ti (p,rlp,r)(p ,Tip tr)(p,r[p,r)

= L I (pip, r) , (rir) (pIJ~lp J)(P 'IJll lp){rl7")
p (plp)(rjr) (pJlpl)(7"jr)

(l0.54)

Vi sætter nu

[{pjp,r)I' = 1?/J1
2 {plp)(plp)(rlr)

hvor -ri: er "nukleoneus bølgefunktioo." i impulsrummet. Den er relateret til den indførte
kvark·fordelingsfunktioD ved
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Herefler følger deL påstaede.
Der gælder så

(pip) 2po

(pip) = 2-;P = ;
~ndelig bruger vi partonmodellen til at sæ~te

der udtrykker, at kvarken har ladning Qq . e, men ellers opfører sig dyna.misk som en
leptol1. Vi har så

1 "21' q(x) J rFp' )'14- _I) (-W/w = -;- Qq dI - (? )32~1 (211" 6 (p + q - p WIJV p, q)
-t7r o X _'ir Po

hvor p~ ~ 111, idet vi negligerer kvarkmasser.
Her kan d3p '·integrationen uden videre udføres, Ol" vi få.r så

1
0

1
dx q(x) ~ _ l <5(15 + qo

Jo x x 21F +q
Ved at bruge

l
6(J(x)) = I['(xo)l D(l: - LO) for f(.xo) - O

{ås

hvor
Q2 Q2

IB-: -- =--
J 2p. q 2lvfv

igen er Bjorkens scalin,gvariabel.
dx-integration kan så udføres trivielt, og idet vi dropper index Bj, får vi

(10.56)

(10.57)
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Indsættes i (lO.56) fås omsider

1_ 2 [I l l IH Illl - Qqq(x) --;:;- (Pil + :)"":q/"}(PV + 2 qll) - :>
[V) II _x :r_x (

- ql'qll \j]
91-''' 2q

(10.58)

Sammenligning med (10.32) viser så. at i en oukleon med Bere kvarkfordelingsfunktioner
qi(;l.~) (i st.år for Ravoul', an ti flavour etc.) haves

F"l(X,Q2) = LQ~,q;(x)

Fz(;r, Q2) = 2x F\ (x, Q2)

( 10.-59)

(10.60)

Disse fundamen tale resu ltater indehol der essensen af parton modellen:

(i) Strukturfunktionerne a.fhænger kun af x, ikke af Q2;

(ii) F2 måler kvarkfordeliogsindholdet i nukleonen;

(iii) relationen (10.60) kaldes Callan-Gross relationen og kan vises at være en konsekvens
af, a.t kvarkerne blev behandlet som spin-Ij2 partikler (vi sætter jo hadrontensoren
proportional med leptontensoren). Denne relation er ensbetydende med

R=O ( lO.61)

hvor R blev defineret i (10.46).

Eksperimentelt angives tværsnit oftest som kurver for Fl(x, Q2) (dier vW2(x, Q2))
samt for R(x, Q2).

Lad os indføre følgende kvarkfautikvark fordelingsfunktioner:

u(x) = x gange u - kvark fordelingen i en proton,

eller d - kvark fordelingen i en neutron;

d(x) = x gange d - kvark fordelingen i en proton,

eller u - kva.rk fordelingen i en neutron;

rr(x) og d(x)
s(x) = s(x) -

c(x) == c(x) =:

de tilhørende antikvark fordelinger;

xgange s - kvark/ordelingen i protoner

eller neutroner;

ga.nge c - kvarkfordelingen i protoner

eller neutroner (10.62)

Vi har her anta,get, at prot.oners og neutroners kvarkfordelinger fremgå.r af hinanden ved
at ombytte tt og d. Videre har vi brugt, at nukleoner har strangeness og charm = Osamt
antaget, a.t protoner og neutroner har identiske sø-kva.rk fordelinger.

For dybt uelastisk elektroo- eller myonspredning på protoner og neutroner ha.r vi så. j

denne model efter (10.50) og (10.62)

F? ~ [4(u + ti + c + c) + d + d+ s + sJ
F;" = ~ [4(d + d+ c + c) +ti +ti + s + sJ (10.63)
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I praksi udføres eksperiment.er ofLe på tunge\ næsten isoska ære kerner. hvor vi kan
-,""ile antallet a.f protoner lig med a.ntallet af neutroner. For et sådant isoskalærL tinget.
får vi s.å. idet c = c og S = S :

Fd='-O - ~ [~4( u +IT + d + d) +8e 25]
1 9 2

lndCøres bet'gnelserne

hav s

q = li d + .$ + C og q= il d +s +c (10.64)

= ~ [q + 7j - ~s + ~cl
18 5 5
5

T8(q + q) for kun små mængder oS og c (10.65)

10.6 Partonmodellen II. Neutrinoproduktion. CC

Vi ønsker igen a.1. bruge vores behMdilng af leptontensoren lL'jJo. givet ved (lOAO) (J OA2)
og (lO.·n) som en model (or behandlingen af ha.droniensoren. Analogien er her gyldig
mellem dels

v/./ - ~V+ + p.-

og
(10.66)

dels mellem

og
(10.67)

Her står ("tl\), , d") for enten (u, d) eller (c, s). Sa.mmenlignet med leptonvertexet har
kvarkvertexet en {aktor cos Oe eller ± sin Dc på. sig, og altså fa.ktorer cos2 Dc og sin20e i
(,\//./11' Da sin 2 Dc ~ 0.05, og LOS 2 0e :::: 0.95 (jfr. (8.55)), vil vi for simpelheds skyld sætte
cos2 ee ~ l og sin 2 ae :::: O, men korrektioner herfor er trivielle at indføre.

r anii-neutrinoreaktioner har vi således processerne:

w- + ti -+ d og W- + C ---4 oS, der involverer venstrehåndede kvarhr) sa.mt

W- +d --j. il og W- + s -+ c) der involverer højrehåndede antikvaTJ..~er (10.68)

I neui rino-reaktioner har vi ti Isvarende:

W+ + d - ti og W+ + s -+ C, der involverer venstrehtindede kvarker, sa.mt

w+ + LZ -+ d og W+ + c -+ s, der involverer højrehåndede anlikuarker (l O.59)

Vores behandling af den ikke-paritetsbrydeode del af WVII forløber nu fuldstændig
som for eleHronreaktioner i forrige paragraf. Vi skal blot huske på, al da nukleonen
behandles som upolariseret, antager vi, at den i middel indeholder lige mange højre-
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og venstrehandede k"arker (og (llllih·'Hker). O" de ladede ,trøll1me kUli bIl ~c vensl

rehanclede ",'arker (og højreliandcde anlik\·arkerl. far "j kUli en faKlor 2 mere 1>(1 {J-dckrl

end i elektronprodukt,ion (jfr. (IOAO) l. Slimmenlignet rnec (10.(0) er der ingen ""ark
l~dningsfaktor (elier rettere: Den er enten cos: B/'· ~ l eller 5in~ 0(' ~ O). \'j har sil

:2(tt+r+d.J..JI

:2( ti ,.. ( + li + 'J i

eller for et isoskalært Larget

F{·l=O li + d 2c - d -i- u+ 2:;

= u+d+~+c+TI+~+~+~

q q

hvor q == II + d + s + c ( 10.6-)).
Tilsvarende

(1 O.iO,

( JO.ill

Fr:'
F"~

2

Ft'=O

= l( d + s + TI + c) = F~r.

2(11 + +d+c) = FJ:
q+q ( l O-.),

.1_ I

(10.731

Igen har vi selvfølgelig Callan-Gross-relationen F2 = 2xF].
Endelig shl vi udregne den interessa.nte FJ-strukturfunktion. som optræder i formen

(lO,32):
~ .,, ~jJvc>;"p q F

T 2M v c. Ck (j 3

jU'IlV. Fra (10.4.1) og (10.40) får vi på sædva.nlig måde partontensoren ved substitutionen
kV ~ xpf.1 og qlJ ~ _qlJ.:

hvor det øverste fortegn gælder venstrehåndede kvarker og det nederste højrehåndede
anlikvarker, og hvor vi bar beha.ndlet nukleonens kvarker som upolariserede.

Som i (10.56) får vi så bidraget til Willi hidrørende fra en beslemt slags kvark (antik
vark) med tæthedsfordeling q(x) /:x:

TV(51 _ l q(x) ( ')_ o. j
y all - 41\1 -'}- ±4Xl ~IJIIO{jP q

• V X

hvoraf fra (10.73)
xF3 :::; ±2q(x)

for henholdsvis kvarker og antikvarker.
Heraf fås så specifikt.

(10.74)

xF~

xFvn
.3

F "P
,T 3

Fv nx .3

2(u + c - d - 5)

2(d + c - IT - s)

2(d+s-TI-c)

2(li + S - d - c) (10.75 J
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og for et isoskal.ært target

PLi.J=.Q
.l; J ~

F lJ.l:=.o
.l: :~ =

(l( +d + 2c - TI - d. - 2$) =:: fJ - q
q - li + 2s - le

~ (_ plJ.,=o + p,v.I=O) _ __
- 2:c J x 3 -fJ q

'le - 25

(lO.76)

Lad os endelig nedskrive uu/fJ:cDy i partonmodellen i de forskellige t.ilfælde. For
simp lheds skyld negligerer vi deta.ljer vedrørende de små s- og c-sø-kvark fordelinger og
bibeholder kun q og q-delene af alle ovenstående udtryk.

Fra (10.18) og (10.49) finder vi, idel R =O på grund af Callan-Gross· relationen, og
idet vi kun betragter isos!<.a.lære targets:

dcr( f.)

dxdy
dC1( II)
dxdy
dtr(f7)
dxdy

47T0 2 5
~ 7F""" E lvI . tB [l + (l - y) '2] (q (x) +q(x) )

G2 .
== -;-EM [q(x) + (1 - y)lq(X))

GJ

:= -;EJ\I[ [q(x) + (1 - y)2q(X)j (lO.77)

Vi ser her. hvorledes et studium af de eksp rimente le y-fordelinger kan bruges til
at bestemme kvarkJantlkvark forholdet i nukleoner, og at resultaternes konsistens kan
efterprøves ved at sammenligne data fra. v- og lI- bearns.

Del er kvalitativt fors~åeligt, hvorfor I/q og li il spredningerne er "isotrope" i y, medens
vq og 1/q spredningerne udviser en vis "vinkelfordeling": (L - y)2. I begge tilfæ <1C' er
sammenstødet "meget punktforrnigt" (da W-massen er så. høj), således at kun s-bølger
bidrager. Endvidere er for vq (og Ii' 9) det totale spin Ia.ngs beamretningen nul. Så.vel li

som q har nemlig helicitet = t (elJers vekselvirker de slet ikke). For lig derimod har v
helicitet == -~, men li helicitet == +~. Det tota.le angulære moment har derfor !Jll =: l
langs beamaksen. og vinkelfordelingen er bestemt af en ikke-isotrop kuglefunktion.

Af (10.77) fås følgende integrerede tværsnit

da( v)

dx

da(ii)

d:r

a(lI)

cr(ii)

som vi ogsa får brug for.

G? t [ 1]
= --;-EM Jo dx q(x) + 3'Q(x)

_ G
2

EM rI dx [q(x) + ~q(x)]
JT' Jo 3

(10.78)

10.7 Eksperimentelle resultater

10.7.1 Bjorken-scaling
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Figur 10.4: Elek~ron- og myon-produktionsdata over F2 i forskellige I- interva.ller.
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Figur 10.5: Neutrino-produktionsdata for F2 i forskellige x- intervaller.

Fjg.(lO.4) viser en række eksperimentelle målinger af strukturfunktionen F2(x, Q2) dels
fra elektron-nukleon-eksperimenter \ dels fra myon-eksperimenter.! Datpunkterne er multi
plic.eret med de viste faktorer for a.t kunne ,adskilles. Resultaterne er a.ngivet på. den måde,
at for et lille x-interval er funktionerne plottet som funktioner af Q2. Bjorken-sc.aling
eller uafhængighed af Q2 - skal så betyde, at datapunkterne falder på horisontale rette
linier. Dette ses at være tilfældet med god nøjagtighed. Dog ses for store Q2 og store
x-værdier visse scalingbrud. Disse har i de seneste år optaget-sindene meget. Det viser
sig nemlig, at QCD giver meget præcise forudsigelser om små korrektioner til scaling (jfr.
de optrukne kurver pa. den sidste figur i (10.4).) Disse scalingbrud vil vi kort omtale i
sidste afsnit, Her vil vi nøjes med at konstatere, at de er små.

Fig. (10.5) viser tilsvarende resultater for strukturfunktion.erne, F2 og xF3 fra neu
triooeksperimenter.

Bemærk, at de eksperimentelt opnåelige værdier af Q'2 er langt højere i neutrino- og
myon-eksperimenter end i elektroneksperimeoter. Dette hænger sammen med vanskelig
heden ved at accelerere elektroner: Bruges en synchrotron, giver elektronernes afbøjning i
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magnetfelt r anledning til synchr'Otl'onstråling og en rgitab. De højest opnåelige energier
er for tiden o. 4.5 GeV j LEP, men denne maskine er ikke beregnet på. dybt uelastiske
forsøg. ['etop nu (1992) begynder imidlertid indkøringen af et nyt stort anlæg, HERA
vcd DESY nær Ih.rnborg. Her studeres sa.mmenstød af 26 GeV elektroner med 280 GeV
protoner, hvorved hidtil uhørt store værdier af Q1 opnås. Tilsvarende vil man snart kende
st.rukturfundlionerne meget mere nøjagtigt, og derved "protonens indre" langt mere de
taljeret.. Bruges en lineær accelera.tor (SLAC), kræves meget lange accel I'alorer. Typisk
opnåelige energier ligger o. 30 GeV. Til sGmmenligning har jJ.- beams og neutrilwbeams god
intensitet op til,,- 200 GeY: 'eutrinoerne produceres fra henfaldende 7r- og [(-mesoner.
som er produceret af protonsynchrotronernes protoner ved 400-500 GeY.

Det. er meget instruktivt at sa.mmenligne scaling i de inklusive tværsnit med resultater
for eksklusive tværsnit, hvor man studerer processer med en fas~\ specificeret hadronkanal.
Det simpleste tilfælde er ela.stisk spredning

e- + N ~ e- + N

hvor (jfr. (10.8))

eller
x=L

For en sådan proces atbænger "strukturfunklionerne ll altså kun a.f en variabel, Q2.
For det elastiske tilfælde nndes eksperimentelt

F;la3t13k(Q2) rv (Q'.lr'

Data plottet som i fig.( 10.4) ville så udvise en voldsom Q?·afhængighed: F2l
a.tiJk vi le

falde med 4·5 størrelsesordener i det eksperimentelle område.
Hvorledes kan det da overhovedet lade sig gøre at fa. scaling frem? Forklaringen ligger

i, at for et fast x < I, vil voksende Q2 betyde voksende tV1 (jfr. ovenfor). For disse højere
og højere masser af hadronsystemet bliver der flere og flere kana.ler åbne:

Skønt tværsnittet for hver kanal for sig falder voldsomt med Q1, stiger antallet af kanaler
og deres faserum å.benbart tilstrækkeligt til fuldstændigt at kompensere herfor.

Beskrevet på denne måde virker sca.lingfænomenet som noget yderst mystisk og ejen
dommeligt. Hvad vi bar set under partonmodellen er imidlertid, at det har en meget
simpel interpretation i termer af frie) punktformede kvarkbestanddele.

Som et sidste eksempel på. scaling viser vi i fig.(1O.6) data for de totale neutrino- og
antineutrinotværsnit divideret med beamenergien. Af (10.78) ser vil a.t disse størrelser
forventes at have en fast værdi uafhængig af Q1 (dvs af EII,ii). Data. er i smuk overens·
stemmelse hermed. Videre ser vi a.f (l0.78)1 at hvis nukleonen kun indeholder kvarker
(ingen antikvarker: q(x) == O), så er

l1 I0!( v) = 3
O' lot (il)

Eksperimentelt er forholdet ca. 2, hvilket viser a.t kvarkindholdet nok dominerer, men
ant.ikvarkec dog spiller en rolle.
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Figur 10.6: Totale neutrinotværsnit divideret med beam·energien.
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10.7.2 Callan-Gross-relationen

Vi husker fra (10.60), at antagelsen om spin-~ kvarker medfører

R
F2 - 2xF)

== ==0- 2xF
1

-

Fig. (10.6) viser data for denne størrelse, Faktoren

Q2 2Mx 4M 2 2
l + - = 1 + -- = l + --x ~ 1 for Q7. ~ 00

1/2 V Q2

Vi hal' a.pproksimeret den ved l i vores behandling. Data er stort set konsistente både
med partonmodellens værdi på nul og med den lille af QCD forudsagte korrektion hertil.
Kvarkernes spin er altså målt i dybt uelastisk spredning. Værdien er ~ i overensstemme se
med, hvad vi allerede har set på. basis af jet-fysik.

10.7.3 N ukleonens antikvarkindhold

11 l
dyy = :)

() -fa
l l

dy(l _ y)2 = _
() 3

Af (10.77) kan vi aflæse, at antikvarker og kvarker har forskellig y-fordeling j neutrino og
31ltineutrinoeksperimenter. Dette er skitseret skematisk i fig. (10.8). For at få. et mere
præcist numerisk billede er det bekvemt at indføre middelværdien a.f y: < y >. A f
følgende identiteter

rI 1
Jo dyy(l - y)1 ::: 12

fås af (lO.i?)

hvor q =fd dx q(x) etc.

< y>., =

< y >'i7 (10.79)

Fig. (l0.8) viser, a.l disse størrelser er uafhængige af neutrinoenergien som krævet. Af
< Y >ii" ~ 1/3 findes straks

li l
- '" -q - 6 og < y >v:::: 0.5 (10.80)

Første resultat viser, at lO~20% af de ladede pa.rtoner er aotikvarker, medens den forud
sagte værdi af < y>" er konsistent med fig,(lO.9).

10.7.4 Sammenligning mellem elektron- myon- og neutrino
data

Af (10.65) og (10.72) får vi for produktion på. isoskalære targets, når vi negligerer deta.ljer
vedrørende ,s. og c-søen:

F;(x, Q2)

F;(x, Q2)

5
= 18 (q(x) +q(x))

== q(x)+q(x) (10.81)
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Figur 10.8: Kvarkers og antikvarkers bidrag til y-fordelingen i neutrino og antineutrino

eksperimenter.

altså
~F(;""'FlJ5 2 - 7 (10.82)

Vi husker her, at det "mystiske'\ tal t's simpelthen er middelværdien af u- og d
kvarkernes ladningskvadrater. Den meget stærke partonmodelforudsige1se (10.82) er te
stet på fig. (lO.lOL (10.12) og fig. (10.11). Vi ser en ganske imponerende overensstem
melse. Fig. (10.10) og (IO.l1) siger ogsÅ\ hvorledes sammenligning mellem F2 og IF'J

tillader en simpel bestemmelse af antikvarkernes fordeJingsfunktion (jfr. (la. 76)):

Fig. (10.13) viser, at F2 har en besynderlig afhængighed af bvilken kerne, der benyttes til
eksperimentet. Dette omtales som EMC-effekten (European Muon Collaboration). Den
kan ikke forstås ud fra et kvark-parion-biUede aUene\ men må bero på delvist uafklarede
kernefysiske forhold.

10.7.5 Gluonernes impuls

Da kvarker med brøkdel x af nukleonens impuls har tætheden q(x)/x, finder vi for den
tota.le brøkdel af nukleonens 4-impuls, båret af kvarker og antikvarker

p(kvarker + aotikvarker)

p(nukleon)
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:::: 11 dx Ff(x)

:::: 1'>0% (10.83\

hvor tallet 50% aflæse.s a( ng.(tO.9). Vi hM tidligere (10.80) seL, al '" de 10% skyldes anli
kva.rker. Tilbage står det måske overraskende faktum, at henved halvdelen af nul<leonens
4-impuls hverken er båret af kvarker eller af antikvarker. Den naturlige kandidat hertil er
gluonerne.

10.8 Partonmodellen III. Neutrale strømme

Deo væsentligste forskel på. beha.ndlingen af neutrale og ladede strømme er, at:l·Zo,,
.<;trømmen kan koble til både venstre- og højrehåndede kvarker og antikvarker. Derimod
kobler den ku n ti I venstrehånded e neut ri noer (højrehåndede an ti neu trinoer).

Lad amplituden for kobling til venstre/højrehåndede 1.t- og d-kvarker være (relativt til
de ladede strømme, jfr. (lO.20))

EL( u)
l 2. 2

;:::: - - - Sin Bw
2 3

'R( li)
2 '2

= 0- - sin Ow
3

€L(d) 1 l.? O= -- + -SIO W
2 3

ER(d)
l . 2

(10.84)= 0+ '3 Sin Bw

Så får vi analogt Lil (10.78) (NC == neutra.l current)

O"Ndv} == G
1:M {(IEl-(u)!2 + It:L(d)l2] li dI [q(X) + ~q(x)]

+ [llR(UW + ICR(dWll
1

dx [~q(x) + +7j(X)]}

O'NC(iJ) = eP~M {(llt,(u)12 + ICL(dWll
l

dx [~q(x) +q(x)]

+ [kR(UW + ]ER(dW] 11 dx [q(x) + ~q(x)]}

For at analysere data indføres forholdene (R er et meget populært bogstav)

(10.85)

R =G'Nc(V)
O'cc(v)

og R =O'Nc(iI)
O'cc (il)

(10.86)

Idet vi først. for simpelbeds skyld negligerer anLikvarker, {år vi af (10.78) og (10.85)

(lO.S?)
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.\fsættes sammt;:nhorende værJi~r af R og ~ i et {R. 7l).pIOl som funktiOll 11.( ~111: O..
fås ~n ~næ"seformet" kurve. TAge!! hensyn lil del nu I.:t~ndle .mtikvarkinclhold. rykkt'S
Iiun'en en srnuk Eksperimelludle værdier af R ~ n falder pra:cisl Vil kur\"l:n s\'ucnu('
til (!cn i \ .106) angivne ~'ærdi Af Weinbc:rg-vinklen

sin 1 8w :::: 0.23

Hertil kO/orner i de ovrige I kap. S og 9 behandlede su(ces.ser af Sl.:(2) 3l"(l)·
modellen.

10.9 QCD og scalingbrud

J 12~

o,(Q ) = (33 _ 2N,)I..Q'/A'

For Q' .... 00 VII ()'S(q2) _ O. ha.rk~rne bli~'er frie: Vi må have Bjor!<e.n-sCAling!
Og dogl En nærmere eftertanke arslerer. al arsumentel ikke kan være helt rigtIgt. Da

pa.rlon~rne er mASseleue (delle sæld~r ~ksakt for gluoner ~ approksimativt for kvarker).
kan v; ikke på ".impulsen $e fonkel på. en fri kvark og ~n haJk ledsaget d en gluon, hvor
b~"e har pusende mindre 4.impulser. Ved en sådan opspaJtnlOg

Vi har set, At parlonmodellen buerede 5ig pi. den antagelse, At kvarker Inde; nukleoner
opførte sig som næsten frie pUlikler. Ved parlonmooellens fremkomst ~'irkede denne
antageJsc ~enllig meget urimdig i beuOlSlning af. at kvarker (h\'is de da eksisterede)
matte \'ære bundet si slÆrkt i hadroner, al de Ikke kunne løsnves.

Som "erc gange fremhrvet er d~t en af QCD-teoriens største fortjenester. at den
VI~ asymptotisk frihed har Ia&l en t.eoretisk basiS for forSlå.clsen Af denne. ~sellskab ved
kvark~r

L.seli&~ formuleret foreSi.r ar&um~ntet ved al ~lragt~ udtrykk~ for d~n ~ff~kli~'~

kvark·gluonkobling:

q .... q' +9

med lil/t traMverliil.l impuls P.l-, er den ~ffektive koblingskonstant ikke os(Q2) rn~n snarere
(Is(pl). Man kan overbevise sig om, at den dominer~nde amplitude, for at en kvark absor·
berer en fo~oo med vir~uel mM.!i~ = _Ql, er givet ved en situation, hvor kvarken fønt har
"bremsestrålet~ et antal gluoner "af sig", indtil dens eg~n mASst: er blevcl sammenlisnelig
med Q'. Herved har den for stor~ Ql mislen en større del a.f sin 4·impuls (til sluonerne).

I konsekvens hl!:raf forudsiger QCD, at kvark·struktur-funktionen Ikke er helt Q'.
uafhængis. For megl!:t høje Q'-værdier "ser" fotonen relativt flere kva.rker med små. .1:'

værdier end ved mindre Ol-værdier. Med andre ord: F,(x, Q') vil vokse med Ql for små
z·værdier og allage med Q' for % nær I.

Fig. (10.14) viser dette fænomen eksperimentelt såve.! som overensstemmelsen med
~eorien.

Denne succes for QCO har i et vist omfang præget diskussionen om dybt uelastiske
eksperimenter de senere !r. Od bør dog nok fremhæves, at manse korrektioner ikke kan
udfores h~lt tilfredsstillende ved de energier, hVOr dall. er taSel. men at disse forhold
forv~ntes stærkt forbedrede når nye HERA-data bliver tilgængelige.

Det Us:llrende er dog især, at sc:a.lins·iovarians selv er eo si imponerende god approk
simation.
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