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1 Indledning

Oldtidens graeske naturfilosoffer forestillede sig, at alt stof var opbygget af udelelige smadele,
atomer. Det graeske ord atomos betyder udelelig. Det var ikke eksperimenter, men filosofiske
overvejelser, der fgrte Demokritos og Leukippos (ca. 400 f. Kr.) til at pasta, at der fandtes
udelelige dele. Det nittende arhundredes fysik og kemi bragte atomteorien pa fast grund.
Engleenderen John Dalton (1766-1844) viste, at atomteorien gav en naturlig forklaring pa
sammensatningen af kemiske forbindelser.

I slutningen af forrige og begyndelsen af dette arhundrede blev det imidlertid klart, at
atomet ikke var udeleligt men sammensat. Engleenderen Ernest Rutherford (1871-1937) og
hans medarbejdere paviste eksperimentelt, at atomet indeholdt en positivt ladet kerne, hvori
praktisk taget hele atomets masse var samlet. Kernens udstraekning var langt mindre end
atomets, s& det meste af atomet syntes at besta af et vacuum, hvori de negativt ladede
elektroner bevaegede sig omkring den positivt ladede kerne. Nar kernens positive elektriske
ladning er lige sa stor som elektronernes samlede negative ladning, er atomet elektrisk neutralt,
men hvis atomet indgar i kemiske forbindelser, kan det afgive eller modtage elektroner. Vi skal
i de fglgende kapitler se, at ligheden mellem solsystemet og atomet kun er overfladisk. Mens
planeternes baner kan beregnes ud fra den klassiske mekaniks love, ma atomet beskrives ved en
anden mekanik, kvantemekanikken, der er mere alment gyldig end den klassiske mekanik. Den
klassiske mekanik er indeholdt i kvantemekanikken som et greensetilfeelde. Der er altsa ingen
modsigelse i, at den klassiske mekanik beskriver planetbanerne med meget stor ngjagtighed,
men ikke kan benyttes som grundlag for at forklare atomets struktur.

Det fgrste tegn pa, at atomet kunne deles, var opdagelsen af den naturlige radioaktivitet
i slutningen af 1800-tallet. Grundstoffet radium udsendte tre former for straling, der blev
dgbt a-, B- og 7-straling. Som fglge af a-stralingen, der bestar af positivt ladede partikler,
blev radium omdannet til et andet grundstof, radon. Det viste sig, at de positivt ladede a-
partikler kunne forbinde sig med to elektroner og danne et neutralt atom, grundstoffet helium.
Grundstoffer kan altsd omdannes til andre grundstoffer. Det var netop de positivt ladede a-
partikler, som Rutherford benyttede til at undersgge atomets struktur. Ved at beskyde et

metalfolie med hurtige a-partikler og undersgge disses afbgjning kunne Rutherford slutte, at



den overvejende del af atomets masse matte veere samlet 1 en kerne af meget lille udstrackning
1 forhold til atomets stgrrelse.

En radioaktiv proces som a-straling bestar i, at kernen ved deling afgiver fire af de ele-
mentere partikler, den bestar af, nemlig to neutroner og to protoner. Protonens ladning er
lige sa stor som elektronens, men har modsat fortegn, mens neutronen - som navnet antyder
- er elektrisk neutral. De fire partikler slynges ud af kernen som én a-partikel, fordi de er
kraftigt bundet til hinanden. Den tiloversblevne kerne har to protoner mindre end for og vil
derfor i et neutralt atom veare omgivet af to faerre elektroner.

Protoner og neutroner er omtrent lige tunge. Deres masse er knap to tusinde gange s&
stor som elektronens, svarende til at naesten hele atomets masse er samlet i atomets kerne.
Ogsa neutronen og protonen har imidlertid indre struktur. Isolerede neutroner er ustabile
med en levetid, der i middel er 15 minutter, siledes at en neutron uden for kernen omdannes
til en proton ogk en elektron. Trods forskellen i ladning minder neutronen og protonen meget
om hinanden. De er nasten lige tunge, omend den ustabile neutron vejer en smule mere end
protonen. Protonen synes at veere stabil, men der har i de senere ar veeret udfgrt omfattende
cksperimenter for at undersgge, om den alligevel skulle veere ustabil. Man ved nu, at protonens
levetid i middel mindst er 10%! ar, altsd meget leengere end universets alder, der anslas til at
veere 1010 ar.

Neutron og proton bestar hver af tre mindre byggestene, de sakaldte kvarker. Men disse
byggestene adskiller sig fra atomets byggestene, elektroner, protoner og neutroner, ved aldrig
at veere pavist som fri partikler. Ingen har set sporet af en fri kvark. Selv om man ikke
direkte kan se atomets byggestene, elektron, proton og neutron, har vi et veeld af indirekte
beviser for deres eksistens som partikler, der er frit beveegelige. Kvarkerne kan derimod ikke
beveege sig frit, da de er bundet sammen med tiltraekkende krafter, hvis stgrrelse ville gges,
hvis man forsggte at skille kvarkerne.

Mens protonen og neutronen har en indre struktur, har elektronen vist sig at vere helt
strukturlgs. Som vi skal se i dette kapitel, er det muligt ath male elektronens masse og elektriske
ladning meget ngjagtigt. Alle forsgg pa at oplgse elektronen i mindre bestanddele har derimod
veeret forgaeves. Slaegtskabet mellem proton og neutron er derfor langt steerkere end mellem

proton og elektron. I dag opfatter vi proton og neutron som to medlemmer af en stor familie af



partikler, hadronerne, der omfatter flere hundrede sakaldte elementarpartikler. Elektronerne
tilhgrer en mindre talrig familie, der gar under navnet leptoner. Antallet af kendte leptoner
er for tiden tolv.

Atomet er altsid sammensat af mindre enheder, hadroner og leptoner, og hadronerne er
opbygget af kvarker. Kvarkerne optrader altid bundet til hinanden, enten parvist eller i
en trekant, som vi mgder den i proton og neutron. Mellem den simple atommodel, hvori
elektron, proton og neutron tilsammen kan redeggre for grundstoffernes opbygning, og vore
dages storfamilier af hadroner og leptoner ligger en svimlende udvidelse af vor erfaringsverden.
Denne udvidelse er tilvejebragt ved eksperimenter, ofte komplicerede og langvarige, i forening
med teori. Udviklingen i dette arhundrede har medfgrt radikale @ndringer i vor opfattelse
af stoffets natur, men den begrebsramme, som udggres af kvanteteorien, er ikke eendret.
Tvertimod har alle de erfaringer, der er gjort i dette arhundredes fysik, bekraeftet grundlaget
for kvanteteorien. Kvantemekanikken er udgangspunkt for beskrivelsen af ikke blot atomer
og molekyler, men ogsa stoffernes karakteristiske egenskaber, hvadenten det drejer sig om
metaller, halvledere eller isolatorer. Kvantefysikken ligger saledes bag en stor del af den
teknologiske udvikling i dette arhundrede. Transistoren og laseren er blot to eksempler pa

dette.

1.1 Naturkonstanter

Verdier af fysiske stgrrelser kan slas op 1 tabeller. F. eks. er aluminiums massefylde 2,7 gram
per kubikcentimeter, mens lydhastigheden i vand er 1500 meter per sekund. Ingen af de to
naevnte stgrrelser er naturkonstanter. De afhanger af temperatur og tryk, og bade massefylde
og lydhastighed er forskellige for de forskellige grundstoffer og kemiske forbindelser.

I modseetning til dette er massen af en elektron den samme, uanset hvilket atom elektronen
er en del af. Det samme gaelder elektronens elektriske ladning. Man kalder sddanne stgrrelser
for naturkonstanter. Lysets hastighed i det tomme rum er en naturkonstant. At lysets
hastighed ikke er uendelig stor, men har en endelig veerdi, blev opdaget af danskeren Ole
Rgmer i 1675. Til bestemmelsen af elektronens masse og ladning bidrog iser engleenderen J.

J. Thomson og amerikaneren R. A. Millikan omkring begyndelsen af dette arhundrede. Den



fijerde naturkonstant, som vi vil beskaftige os med i dette afsnit, blev indfgrt af tyskeren
Max Planck i ar 1900 for at forklare varmestralingen fra sorte legemer. Plancks konstant
er kvanteteoriens fundamentale naturkonstant. Sammen med elektronens masse og ladning
bestemmer den atomernes stgrrelse og bglgelengden af det lys, der udsendes af atomerne.

I det fglgende skildrer vi opdagelsen af disse fire naturkonstanter. Derefter skal vi se,
hvorledes det ud fra disse er muligt at fastlegge savel atomernes karakteristiske udstreekning

som bindingsenergien af en atomar elektron.

1.1.1 Lysets hastighed

11671 kom den franske astronom Picard til Danmark. Han var udsendt af det franske akademi
med det formal at male den geografiske beliggenhed af Uranienborg, Tycho Brahes observato-
rium pa Hven. Det var akademiets hensigt at udgive Tycho Brahes originale observationer i
Frankrig, og det var derfor vigtigt at kende den ngjagtige beliggenhed af hans observatorium.
Som hjzlper i dette arbejde fik Picard den danske astronom Cle Rgmer (1644-1710). Da
Picard aret efter vendte tilbage til Frankrig, var han ledsaget af Ole Rgmer, der blev i Paris
110 ar.

Under Ole Rgmers ophold i Paris samarbejdede han med Picard om observationer af
planetbaner. Desuden iagttog han selv formgrkelsen af den af Jupiters maner, der kaldes
lo. Formgrkelsen af lo skyldes, at manen én gang under hvert omlgb om Jupiter treaeder
ind i dennes skygge. Manens indtraeden i skyggen kan kun iagttages, nar jorden i sin bane
omkring solen er pa vej mod Jupiter. Dette er illustreret pa fig. 1.1, der er taget fra Ole
Rgmers originalafhandling i Journal des Scavans. Pa figuren betegner A solen og B Jupiter.
Den nederste cirkel er jordbanen, der gennemlgbes i retningen LKEFGH. Den gverste cirkel
angiver los bane, som gennemlgbes i samme omlgbsretning - fra C til D langs den korteste
bue CD. Tilsvarende kan los udtraeden af skyggen kun iagttages, nar jorden fjerner sig fra
Jupiter. 1 1675 forelagde Ole Rgmer sin epokeggrende iagttagelse for det franske akademi:
den observerede tidsforskel mellem to pa hinanden fglgende formgrkelser af Io var forskellig,
alt eftersom manen tradte ind i Jupiters skygge eller ud af den. Ole Rgmers forklaring pa
dette var, at lyset udbreder sig med en endelig hastighed. Pa grund af jordens bevaegelse er

forskellen set fra jorden mellem to pa hinanden fglgende tidspunkter for manens indtreeden
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Figur 1.1: Ole Rgmers illustration af Jupitermanens formgrkelse set fra jorden

i Jupiters skygge derfor mindre end den tilsvarende forskel mellem tidspunkterne for dens
udtrzeden. Da jorden bevaeger sig med 30 kilometer i sekundet, vil den under et omlgb af To,
der varer knap to dage, have bevaeget sig ca. 5 millioner km. Ole Rgmer fandt pa baggrund
af sine iagttagelser, at lyset matte veere 22 minutter om at gennemlgbe en afstand svarende
til diameteren i jordens bane omkring solen. Den saledes bestemte vaerdi af lyshastigheden er
ca. 230000 km/s, idet jordbanens diameter er 300 millioner km.

Det er ikke muligt preecist at rekonstruere, hvorledes Ole Rgmer kom frem til de 22
minutter, da hans publikation ikke indeholdt detaljer om dette. ‘Senere malinger viste, at
lysets hastighed er teet pa 300000 km/s. I 1978 var lyshastigheden bestemt til at veere
299792458 m/s med en mulighed for, at det sidste ciffer kunne veere 7 eller 9. Siden 1983
har man defineret lysets hastighed til at veere 299 792458 m/s og benyttet denne veerdi til at

fastleegge leengdeenheden 1 meter ud fra tidsenheden 1 sekund.

Ved sin hjemkomst til Danmark i 1681 blev Ole Rgmer udnaevnt til professor i astronomi. Han opfandt
det sikaldte passageinstrument og konstruerede ogsa adskillige fysiske maleinstrumenter. Hans praktiske
sans gav sig andre udslag. Saledes fik han til opgave at forestad udarbejdelsen af en ny matrikel, der blev
anvendt indtil 1844. Det var ham, der stod bag Christian V’s forordning om mal og veegt. Han indtradte i
havnedirektionen og i hgjesteret, og han blev bade borgmester og politimester i Kgbenhavn samt rektor for
universitetet. Mange af hans astronomiske observationer er gaet tabt under Kgbenhavns brand i 1728. Livet
igennem var han optaget af at mile fiksstjerneparallaksen, d. v. s. wndringen af en sigtelinje fra jorden til

en stjerne som fglge af jordens bane omkring solen. I dag ved man, at parallakseforskydningen er for lille til,



at Ole Rgmer kunne have malt den med sine instrumenter. Han var selv opmarksom pa de mange fejlkilder,
der var forbundet med disse malinger, og publicerede aldrig sine resultater, selv om han var langt forud for

sin samtid 1 malengjagtighed.

Lyshastighedens fundamentale betydning som naturkonstant blev fgrst klarlagt 200 ar
senere med Michelsons forsgg, der viste, at lysets hastighed er den samme for en iagttager
i hvile som for en iagttager i bevaegelse. Sagt med andre ord: naturlovene har samme form
for de to iagttagere. Denne symmetri var udgangspunktet for Einsteins relativitetsteori, der

endrede menneskets opfattelse af rum og tid.

1.1.2 Elektronens masse og ladning

Joseph John Thomson (1856-1940) blev fgdt i omegnen af Manchester, hvor hans far var bog-
handler og forlegger. Han ville oprindelig have varet ingenigr, men kunne ikke fa leereplads
pa grund af en lang venteliste. I stedet begyndte han i en alder af fjorten ar at lase pa
Owens College, det senere Manchester universitet. I en alder af tyve ar blev han optaget pa
Trinity College, Cambridge, hvortil han var knyttet resten af sit liv. Fra 1884 til 1919 var
Thomson leder af Cavendish Laboratory, der i denne periode var centrum for udforskningen
af atomernes egenskaber.

Gennem en stor del af det nittende arhundrede var der en fortsat debat om den elektriske
ladnings natur. Kunne elektrisk ladning deles i vilkarligt sma klumper, eller fandtes der en
mindste enhed for elektricitet? Michael Faradays forsgg méd elektrolyse fra 1833 var de fgrste,
der pegede pa eksistensen af en mindste elektrisk ladning. Men dette synspunkt var vanskeligt
at forene med elektrodynamikkens love, den sammenhzngende beskrivelse af elektriske og
magnetiske feenomener, som isar skyldtes James Clerk Maxwell. Maxwells teori, der blev
endeligt udformet i 1873, kunne med stor succes redeggre for variationen af de elektriske og
magnetiske felter i rum og tid. Saledes kunne Maxwell vise, at lys er en elektromagnetisk
bglge. Den eneste forskel mellem en lysbglge og en radiobglge er stgrrelsen af bglgelengden.
I Maxwells ligninger indgar den elektriske ladning som en stgrrelse, der varierer kontinuert og

i princippet kan deles i vilkarligt sma portioner.



J. J. Thomson og hans medarbejdere var de fgrste til direkte at pavise eksistensen af en
mindste elektrisk ladning, en elektron. Thomsons forspg udnyttede, at en strgm af ladede
partikler med en bestemt hastighed kan afbgjes i et elektrisk felt. Hvis man ydermere sgrger
for, at partiklerne ogsa befinder sig i et magnetfelt, kan virkningen af det elektriske felt og
magnetfeltet bringes til at ophave hinanden. Herved bliver det muligt at foretage en direkte
maling af forholdet m/e mellem elektronens masse m og dens ladning e. 1 1897 publicerede
Thomson sit resultat for m/e. Hans resultater viste, at det var omkring tusind gange sa lille
som det tilsvarende forhold for den letteste af de hidtil kendte ladede partikler (et positivt
ladet brintatom, der betegnes som en brintion). Hvis det antages, at brintionen har den
samme (mindste) ladning som elektronen, blot med modsat fortegn, matte elektronen altsa

veere mere end tusind gange lettere end brintatomet.

Thomson tilhgrte overgangsperioden mellem det nittende arhundredes klassiske fysik og det tyvende
arhundredes kvantefysik. Hans pavisning af elektronens eksistens og bestemmelsen af m/e pegede vak fra
den klassiske elektrodynamik. Hans senere forspg pa at opstille en atommodel var derimod fast forankret i
det nittende arhundredes begrebsverden. Thomson antog, at atomets negative elektriske ladning hidrgrende
fra elektronerne blev kompenseret af en positiv ladning, der var jeevnt udsmurt over atomet. Han anvendte
den klassiske elektrodynamiks love pa denne model og forsggte at benytte den til at forklare det periodiske
system.

Cambridge var i disse ar i centrum for den fysiske forskning. Det var derfor nz;,turligt, at Niels Bohrs
farste udlandsrejse i 1911 gik til Cambridge. I sin disputats fra 1911 havde Niels Bohr papeget nogle fejl 1
Thomsons publicerede resultater. Han havde god grund til at forvente, at Thomson ville lazse hans arbejde
omhyggeligt, men det viste sig - maske ikke overraskende - at Thomson ikke var interesseret 1 at diskutere
sine fejltagelser. Besgget var i en vis forstand en fiasko, og Niels Bohr besluttede sig for i begyndelsen af
1912 at tage til Manchester, hvor Ernest Rutherford aret forinden havde leveret det afggrende bevis for, at
atomets positive ladning ikke er jaevnt udsmurt, som Thomson havde antaget, men tveertimod koncentreret
i en kerne, hvis udstrakning var omkring en hundredetusindedel af atomets. Med udgangspunkt i dette
resultat fremsatte Bohr 1 1913 sin atommodel for brintatomet, der var et radikalt brud med den klassiske
fysiks forestillingsverden. Trods Bohr-modellens succes - men vel ogsa pa grund af vanskelighederne med at
anvende den pa mere komplicerede atomer - forsggte Thomson i begyndelsen af tyverne at videreudvikle sin
klassiske model ved at indfgre nye antagelser om krefterne mellem de elektriske ladninger. Kvanteteoriens
endelige udformning i arene 1925-27 ved isar Heisenberg, Born og Dirac satte imidlertid en stopper for

yderligere forsgg pa at beskrive atomerne ved hjzlp af den klassiske fysik.



Thomsons eksperimenter var banebrydende, mens hans teoretiske ideer var forankret i den klassiske fysik.
Selv om han ikke kunne identificere sig med den nye fysik, kvantefysikken, fik hans direkte pavisning af

elektronens eksistens og malingen af m/e afggrende betydning for kvantefysikkens videre udvikling,.

Thomsons oprindelige forsgg bestemte kun m/e. Men han og hans medarbejdere forsggte
i de fglgende ar at bestemme selve elementarladningen e, uden dog at na til en szrlig ngjagtig

bestemmelse. En dramatisk forbedring af malingen af e blev opnaet af amerikaneren Robert

Andrews Millikan (1868-1953).

Millikan var vokset op i Illinois og Iowa, hvor hans far var pradikant. Han blev optaget pa Oberlin
College i Ohio. I hans andet studiear bad hans graeskleerer ham om at undervise i fysik, som Millikan pa dette
tidspunkt ikke havde meget viden om, med den begrundelse, at den, der klarer sig godt i graesk, ogsa ma
kunne undervise i fysik. At det netop var undervisningen, der satte gang i Millikans interesse for fysik, var
ingen tilfeeldighed. Livet igennem bevarede han et sterkt engagement i undervisning. Millikans videregaende
~ studier foregik ved Columbia universitetet i New York, hvor han i en toarig periode var den eneste fysikstu-
derende. Tilskyndet af sine lzrere rejste han derefter til Europa og opholdt sig i Berlin og Gottingen et arstid.
Hans fgrste ansattelse var ved University of Chicago, hvor han gvede en betydelig indsats i undervisningen.
Millikan bred sig ikke om den traditionelle foreleesningsform. Hans undervisning udnyttede laboratoriet og
det eksperimentelle arbejde langt mere, end det hidtil havde varet saedvane. Han skrev adskillige leerebgger,
der fik stor udbredelse. I 1921 flyttede Millikan til California Institute of Technology, hvor han spillede en

stor rolle 1 opbygningen af universitetets forskning og undervisning i fysik.

Millikan havde i Chicago vaeret meget optaget af Thomsons resultater og dennes forsgg pa
i tidret efter malingen af m/e at bestemme stgrrelsen af elektronladningen direkte. Thomson
og hans medarbejdere havde frembragt skyer af ladede vanddraber og undersggt, hvorledes
skyens overflade &ndrede si’g 1 tiden for derigennem at bestemme antallet af draber og disses
ladning. Metoden var imidlertid ungjagtig, og usikkerheden ved sadanne malinger kunne veere
100%. Millikan fik den gode idé at bruge oliedraber i stedet for vanddraber. Oliedraberne
blev ladede under deres frembringelse pa grund af gnidning. Millikan kunne ogsd variere
drabernes ladning ved at ionisere den omgivende luft med rgntgenstraling. Nogle af draberne

faldt gennem et lille hul ned i omradet mellem to kondensatorplader. Spzendingen over kon-



densatorpladerne kunne varieres, og bevagelsen af draberne fglges i et mikroskop. Hvis der
ikke var nogen speendingsforskel mellem pladerne, ville en drabe falde med javn hastighed,
idet tyngdekraftens pavirkning af draben netop ville blive ophaevet af gnidningskraften, der er
proportional med drabens hastighed. Nar spaendingsforskellen er forskellig fra nul, vil kraften
pa en drabe afhaenge af dens ladning. Millikan kunne i sit forsgg fglge en enkelt drabe og male
dens ladning direkte. Ved at endre drabernes ladning ved hjelp af ioniserende rgntgenstraling
kunne han bestemme den mindste enhed for elektrisk ladning, elementarladningen e. Hans
metode var s& ngjagtig, at den malte vardi kun adskilte sig med 1/10 % (altsa en tusindedel)
fra den i dag accepterede vaerdi, e = 1,602177 - 10~*° Coulomb. Elektronens masse er i dag

bestemt til at veere m = 9,109 3897 - 107%! kg.

1.1.8 Plancks konstant

Et absolut sort legeme defineres som et legeme, der absorberer al den straling, der falder pa
det. Dette indeberer, at udstralingen fra et sort legeme kun afhzenger af dets temperatur.
Stralingen fra et sort legeme (som i praksis lader sig realisere i form af et hulrum med et lille
hul, hvorigennem stralingen undslipper til omgivelserne) var genstand for stor interesse i slut-
ningen af det forrige arhundrede. Det blev underspgt eksperimentelt, hvorledes stralingens
intensitet afhang af temperaturen og bglgeleengden. Det var lykkedes den tyske fysiker Wil-
helm Wien at finde en empirisk formel, der beskrev de eksperimentelle iagttagelser godt ved
korte bglgelengder, og 1 England havde Lord Rayleigh (og senere J. H. Jeans) udarbejdet en
teori for lange bglgelaengder, der ogsa passede godt med eksperimenterne. Men der manglede
en beskrivelse af det mellemliggende omrade - det omrade, hvor bglgeleengden hverken var kort
eller lang - og en forstaelse af, hvorfor Rayleighs teori kun var gyldig for lange bglgelaengder.

Den tyske fysiker Max Planck (1858-1947) var i 1889 kommet til Berlin, hvor han efter-
fulgte Gustav Robert Kirchhoff, der tidligere havde varet hans laerer. Max Planck var fgdt
1 Kiel, men tilbragte sin skoletid og en del af studietiden i Minchen. Han blev doktor i en
alder af kun enogtyve ar. I Berlin gjorde Plancks kolleger forspg med hulrumsstralingen med

henblik pa at forsta, hvornar og hvorfor Rayleighs teori mistede sin gyldighed.

Sgndag eftermiddag d. 7. oktober i ar 1900 havde familien Planck geester til te. Plancks kollega Rubens
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fra Friederich Wilhelm universitetet var pa besgg med sin kone, og Rubens benyttede lejligheden til at fortzlle
Planck om sine seneste malinger af hulrumsstralingen. Efter at have hgrt om de nye resultater satte Planck
sig samme aften til at finde et udtryk, der kunne forbinde de hidtil adskilte omrader for lange og korte bglger,
svarende til henholdsvis Rayleighs og Wiens formler. Resultatet, Plancks stralingslov, blev offentliggjort tolv
dage senere ved et foredrag, som Planck holdt i Deutsche Physikalische Gesellschaft. Planck havde fundet en
simpel formel, der virkede - forstaet pa den made, at den var i overensstemmelse med maéleresultaterne. Den
indeholdt en ny naturkonstant, som i dag kaldes Plancks konstant. Planck havde imidlertid endnu ikke en
begrundelse for formlen. To maneder senere publicerede han en udledelse af stralingsloven. I denne indgik
der antagelser, der var helt fremmede for det nittende arhundredes fysik!.

Planck antog, at stralingen, der kom ud af et hulrum, hidrgrte fra svingninger, oscillatorer, i hulrummets
veegge. I den klassiske fysik kan en oscillator - noget, der svinger med en bestemt frekvens - have alle
mulige energiveerdier, afhangig af, hvordan man starter svingningen. Et eksempel er et pendul, der udfgrer
sma svingninger. Dets svingningsfrekvens afhanger af pendulets leengde og tyngdeaccelerationen, mens dets
energi er bestemt af, hvor langt det er vak fra lodret, nar svingningen startes fra hvile. Ud fra den klassiske
fysik er der intet grundlag for at pasta, at det kun er muligt for pendulet at svinge, hvis dets energi har
bestemte veerdier (svarende til bestemte veerdier af vinklen med lodret i begyndelsesstillingen). Men det
var netop, hvad Planck antog om oscillatorerne i vaggen. Ved statistiske argumenter niaede han pa basis af
en sidan model frem til en begrundelse for strilingsloven. Hans model knyttede oscillatorernes (og dermed
stralingens) frekvens v til en bestemt energi, hv, hvor h er Plancks konstant. Ved at sammenligne med
eksperimenterne kunne Planck bestemme konstanten h til at vare 6,55 - 10-3% m?kg/s. Den mest ngjagtige
moderne bestemmelse af Plancks konstant? giver 6,626 076 - 10~3% m2kg/s.

Plancks stralingsformel beskriver, hvorledes strilingsenergien i hulrummet er fordelt pa de forskellige
frekvenser. Vi betegner energitatheden af den straling, hvis frekvens ligger imellem v og v+Av, som u, (T)Av.
Funktionen u, (T') beskriver altsa, hvorledes energitaetheden afhznger af frekvensen v og temperaturen T'. For
at observere denne fordeling lader man lidt af stralingen undslippe hulrummet. Fordelingen af den ﬁndslupne

straling er da et direkte mal for u,. Som Planck viste i 1900, giver funktionen

8rhi?

u,(T) = BT (1.1)

en ngjagtig beskrivelse af méleresultaterne. Abenbart spiller vaerdien af det dimensionslgse forhold z = hv/kT
en vigtig rolle. Nar z er lille, er funktionen z3/(e® — 1) med tilnaermelse givet ved 2, mens den for store
z kan tilnzermes ved z°¢~?. Disse to graenser svarer henholdsvis til lange bglger (hv meget mindre end kT

og korte bglger (hv meget stgrre end kT'). Planck viste i sin fgrste afhandling, at udtrykket (1.1) gav en

1En beskrivelse af Plancks argumentation kan findes i en artikel af A. Pais, Reviews of Modern Physics

51, 861, 1982.

’I dag benyttes i reglen konstanten A, der er lig med Plancks konstant divideret med 2r. Konstanten

h =1,054572 - 103 m?kg/s benaevnes ogsa Plancks konstant.
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ngjagtig beskrivelse af observationerne, uanset veerdien af hv/kT, mens han i den fglgende afhandling udledte
stralingsformlen (1.1) ved hjelp af statistiske betragtninger, der pa afggrende vis brgd med det nittende
arhundredes forestillingsverden.

Det er let at se ud fra (1.1), at stralingsformlen i den klassiske granse (kT meget stgrre end hv) er givet ved
u, (T) = 8mv2kT/c3. Dette var Rayleighs resultat, som blev omtalt ovenfor. At Rayleighs resultat umuligt kan
galde for alle frekvenser v, er ikke svaert at forsta. Hvis energitztheden u, Av hgrende til frekvensintervallet
Av omkring v vokser kvadratisk med v for alle v, ma den samlede energitaethed vaere uendelig stor, idet denne
fremkommer som en sum (i matematisk forstand en integration) over alle frekvenser. Da energitatheden ikke
kan veere uendelig stor, er det derfor ngdvendigt at modificere det klassiske resultat for store frekvenser. Alene
af denne arsag er der brug for en naturkonstant som Plancks konstant, der medfgrer, at u, i stedet for at
vokse som »2 for store v aftager som v3e="*/*T.

Det bemarkelsesvardige ved Planckformlen (1.1) er, at det alene er temperaturen, der bestemmer fordelin-
gen pa frekvenser. Vigtigheden af denne opdagelse og den naturkonstant %, som den gav anledning til at
indfgre, kan vanskeligt overvurderes.

Plancks stralingsformel indledte kvantefysikkens zra med et radikalt brud med den klassiske fysiks be-
grebsverden, et postulat om kvantisering af en oscillators energi i enheder af hv, hvor v er oscillatorens
svingningsfrekvens. Som det fremgar, var uoverensstemmelsen mellem den klassiske fysik og malingerne af
hulrumsstralingen af afggrende betydning. Uden stgtte fra de eksperimentelle iagttagelser er det svaert at
forestille sig, at nogen i aret 1900 kunne driste sig til at afvige sa meget fra tilvante forestillinger, som Planck

gjorde i sin udledelse af stralingsformlen.

Planck grundlagde kvantefysikken, men han tog ikke megen del i dens videre udform-
ning. Den klassiske tradition, han var vokset op i, gjorde ham tilbageholdende over for de
revolutionare ideer, der blev formuleret 1 arene 1925-26 af blandt andre den 43 ar yngre

Werner Heisenberg, og som er grundlaget for den moderne kvantefysik.

1.2 Atomernes udstrakning

I det forudgaende afsnit har vi omtalt opdagelsen af nogle fundamentale naturkonstanter.
Vi vil nu vise, at selve eksistensen af de omtalte naturkonstanter giver grund til at indfgre
karakteristiske laengder, tider og energier, der ikke findes i den klassiske fysik.

Vi har allerede omtalt, hvorledes Planck knyttede energien hv til frekvensen v. 1 det

fglgende vil vi benytte konstanten &, elektronens masse m og elementarladningen e til at
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bestemme en karakteristisk leengde, der viser sig at blive af samme stgrrelsesorden som ato-
mernes udstrakning.

For at indse dette vil vi betragte det simplest mulige atom, brintatomet, som vi senere skal
vende tilbage til. Et brintatom bestar af en positivt ladet kerne, der er ca. to tusinde gange sa
tung som den negativt ladede elektron, der bevaeger sig om kernen. Ifglge den klassiske fysik
tiltraekker positive og negative ladninger hinanden. Stgrrelsen af brintkernens ladning er den
samme, nemlig e, som elektronens, men de to ladninger har modsat fortegn. I fglge den klas-
siske fysik er kraften mellem sadanne to punktladninger omvendt proportional med kvadratet
pa deres indbyrdes afstand. Kraften er desuden proportional med hver af ladningerne, altsa i
dette tilfeelde proportional med kvadratet e? pa elementarladningen. Kraften kan altsa skrives

s50Im

hvor r angiver afstanden fra brintkernen til elektronen. Stgrrelsen €2 er en forkortet skrive-

made for e?/4meg, hvor konstanten ¢ kaldes permittiviteten af vakuum. Dens verdi, der kan
afledes af lyshastigheden, er ¢, = 8,854 - 10~2 farad/m. Man kan undre sig over, at det er
ngdvendigt at indfgre konstanten 47ey i udtrykket for kraften. Det gjorde man heller ikke
tidligere, da Coulombs lov, som kraftloven kaldes, blev skrevet pa ovenstiende form med e? i
stedet for e2. Nar man i dag benytter e, skyldes det hensynet til at valge et praktisk system
af enheder.

En kraft har samme dimension som energi divideret med lzengde, d.v.s. en masse gange
en leengde divideret med kvadratet pa en tid. Med andre ord, konstanten e2 maéles i enheder
af kg m3s72,

Man kan nu forsgge pa, om det er muligt at kombinere stgrrelserne e, % og m til en laengde,

f. eks. ved at danne stgrrelsen

2
eomh.

Vi kan imidlertid hurtigt se, at dette ikke kan veere en lengde, da sivel €3 som m og % har
enheder, hvori massen indgar i fgrste potens. Produktet mé derfor vere proportionalt med

massen 1 tredje. For at vi skal kunne fa en leengde ud af de tre stgrrelser, er det ngdvendigt,
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at massen forsvinder. Derfor er et udtryk som

h?

2
me§

et mere lovende gaet. Da teelleren i dette udtryk har dimension m*kg?/s? og nzvneren har
dimension m®kg?/s?, ses resultatet netop at blive en leengde. Lezengden h?/me? kaldes Bohr-
radius og betegnes med symbolet ag. Den indgar i den epokeggrende atommodel, der i 1913
blev fremsat af Niels Bohr.

Indsattes nu verdierne for de fysiske konstanter m, e, ¢, og h, der er givet ovenfor, bliver
ao givet ved o

ap = — = 0,529 -107"°m. (1.2)
meg

Vi vil nedenfor (i afsnit 1.5) vise, at Bohr-radius er det eneste udtryk med dimension af
leengde, der kan dannes ud fra de opgivne konstanter m, ey og h.

Selv om vi kun har vist, at A%/me2 er en leengde og fundet dens stgrrelse, fortzller resul-
tatet os, hvilken karakteristisk lzengde, der ma fremkomme, nar vi lgser kvantemekanikkens
ligninger for et brintatom. Stgrrelsen af Bohr-radius givet ved (1.2) er i overensstemmelse
med vores viden om atomernes udstraekning. F. eks. er afstanden mellem de to brintkerner i
brintmolekylet 0,74 - 10~!° meter, og en tilsvarende lengde karakteriserer afstanden mellem
naboatomer i faste stoffer.

P34 ganske samme made kan vi nu argumentere for, at vi ud fra de nsevnte naturkonstanter

kan danne en karakteristisk energi. Denne energi er

e me?
Ey=-2=—"2 1.3
0 do hZ ) ( )

hvor vi bade har udtrykt energien ved Bohr-radius og ved de tre oprindelige naturkonstanter.
Stgrrelsen af Eo er pa ner en talfaktor (der i dette tilfelde er 1/2) lig med brintatomets
bindingsenergi, d.v.s. den energi, der skal tilfgres for at fjerne elektronen fra brintkernen.

Ved at indsatte naturkonstanternes vaerdi fas
Eo = 4,4-107"%joule. (1.4)

Man angiver ofte denne energi i elektronvolt (eV), idet 1 elektronvolt er den energi, som en
elektron far ved gennemlgb af et spandingsfald pa 1 volt. Udtrykt i elektronvolt er (1.4) givet
ved Fy = 27,2 eV.
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Naturkonstanterne m, eg og h bestemmer altsa en leengde, der er af samme stgrrelsesorden
som atomernes udstraekning, og en energi, der er af samme stgrrelsesorden som bindings-
energien af en atomar elektron. Dette viser os, at Plancks konstant og kvanteteorien rummer

ngglen til forstaelsen af atomernes struktur og egenskaber.

1.3 Kvanter og tilstande

I begyndelsen af dette kapitel omtalte vi de to partikelfamilier, hadroner og leptoner. Vi vil nu
indfgre den tredje familie af partikler, som vi kalder for kvanter. Den simpleste er lyskvantet
eller fotonen. De sakaldte vektorbosoner og gluoner, der har betydning for henholdsvis de
svage og de staerke vekselvirkninger, hgrer ogsa med til denne familie. Begrebet kvantetilstand
vil blive introduceret i dette afsnit, og vi skal se, hvorledes brintatomets energitilstande kan

bestemmes.

1.3.1 Fotoner

Lys bestar af fotoner. I stedet for at opfatte lys som elektfomagnetiske bglger kan vi
beskrive lys som bestaende af masselgse partikler, fotoner, hvis energi er omvendt propor-
tional med lysets bglgeleengde. Ogsa radiobglger eller rgntgenstraling bestar af fotoner, selv
om bglgeleengden er henholdsvis meget lzengere og meget kortere end bglgeleengden af synligt
lys. For radiobglger er kvantets energi meget lille, da typiske bglgeleengder for radiobglger
ligger mellem 10 cm og 10 km. For rgntgenstraling er energien derimod stor, da bglgelangden
er lille, ca. 1071° m.

Ved hjzlp af Plancks konstant h og lyshastigheden ¢ kan vi knytte en energi til en bglge
med bestemt bglgeleengde A. For lys som for alle andre bglger er der en sammenhzeng mellem
frekvens, bglgeleengde og udbredelseshastighed. Lysets frekvens v er omvendt proportionalt
med dets bglgelzengde A, idet

c

hvor c er lyshastigheden. Pa samme made som for hulrumsstralingen kan vi nu knytte energien

hv til en svingning af frekvens v. Ved at gange hver side af (1.5) med Plancks konstant A ses
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det, at energien F bliver

E=hy= h-§. (1.6)

For at bestemme energien af et rgntgenkvantum svarende til bglgeleengden A = 107'° m
benytter vi, at lyshastigheden er ¢ = 3 - 10® m/s, mens Plancks konstant er h = 6,63 - 1073
m? kg/s. Det ses, at kvantets energi bliver E = 2 -107'® joule. Rgntgenfotonens energi er
altsa langt stgrre end bindingsenergien for en atomar elektron, der er givet omtrentligt® ved
(1.4). Energien af en rgntgenfoton er stor nok til, at den kan sla et atom i stykker. Energien
af en radiofoton svarende til bglgeleengden 1 m er 10'° gange sa lille, nemlig E = 2 - 10=%
joule, altsd langt mindre end bindingsenergien af en atomar elektron. En radiofoton kan ikke
sla et atom i stykker.

Bglgeleengden af synligt lys er mellem 4-10~7 m og 7-10~7 m. De tilsvarende energier bliver
mellem 4000 og 7000 gange mindre end rgntgenfotonens energi eller af samme stgrrelsesorden
som bindingsenergien for elektronen i brintatomet. Som vi skal se 1 dette afsnit, er dette
ikke noget tilfeelde. Synligt lys kan fremkomme ved, at elektronen i brintatomet gar fra
én kvantetilstand til en anden med mindre energi under udsendelse af en foton. Da den
samlede energi er bevaret, er fotonens energi netop lig med forskellen mellem energierne af
de to tilstande. Denne energiforskel er pa nar en talfaktor, der er mindre end 1, givet ved
elektronens bindingsenergi og dermed af samme stgrrelsesorden som (1.4). Vi har imidlertid
foregrebet den fglgende fremstilling ved at indfgre et nyt begreb, en kvantetilstand, som vi

nu skal sgge at forklare ved hjeelp af en analogi.

1.3.2 En svingende streng

Lad os tage udgangspunkt i en violinstreng, der er stemt i kammertonen (a). Det er ikke
ngdvendigt at bruge kvanteteori for at beskrive de svingninger, der sattes i1 gang, nar en

violinist stryger pa sit instrument. Den klassiske akustik er fuldt tilstraekkelig til dette formal®.

3Bindingsenergien for brintatomet er halvdelen af energien (1.4) eller 2,2 -10~!2 joule.

4For at indse dette behgver vi blot at tanke pa stgrrelsen af det lydkvantum, der svarer til kammertonen,
hvis frekvens er 440 svingninger per sekund. Da Plancks konstant er h = 6,63 -1072* m? kg/s, bliver energien

hy af et lydkvantum 2,9 - 1073! joule eller ca. 10'° gange s lille som energien k7' ved stuetemperatur, der
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Figur 1.2: Grundsvingning og overtoner

Eksemplet tjener udelukkende til at introducere kvanteteoriens abstrakte tilstandsbegreb.

En violinist far instrumentets toner frem ved at anbringe venstre hands fingre forskellige
steder pa strengen samtidig med at stryge hen over strengen med buen. Er violinisten rutineret
og strengen anbragt pa en Stradivarius eller en Guarnerius, er lydindtrykket et ganske andet,
end hvis en begynder trakterer en fabriksviolin. Arsagen er, at lyden er en blanding af toner,
foruden grundtonen ogsa de sakaldte overtoner. Hvis violinisten stryger pa en streng, der er
stemt i kammertonen a uden at anbringe fingrene pa denne, er grundtonen en lydsvingning
med en frekvens pa 440 Hz, hvor enheden Hz (Hertz) er én svingning per sekund. Den fgrste
overtone (eller, som man ogsa siger, den anden harmoniske) er en svingning med den dobbelte
frekvens svarende til 880 Hz. Tonens kvalitet afhanger af, hvor kraftigt de enkelte overtoner
er reprasenteret i toneblandingen, og dette hanger igen sammen med violinens bygning,
lakkens sammensatning og andre hemmeligheder, der er giet i arv fra far til sgn i 1600-
og 1700-tallets violinbyggerdynastier. Klangforskellene mellem forskellige musikinstrumenter
skyldes forskelle i overtoneblandingernes sammensatning. Hvis kun de rene grundtoner blev
anslaet, ville alle musikinstrumenter lyde ens. Oboens a ville lyde ligesom klarinettens og
violinens, en gra og livlgs grundsvingning.

Lad os teenke os en verden, hvori det kun er tilladt at lade a-strengen pé violinen svinge
i dens grundsvingning pa 440 Hz og i dennes harmoniske svingninger, altsi de tilhgrende
overtoner. Toner, der fremkommer ved, at violinisten med en finger trykker strengen ned

pa et bestemt sted, er forbudte. Derimod har violinisten lov til at understgtte strengen

(pa naer en talfaktor) er den gennemsnitlige bevaegelsesenergi af et luftmolekyle.
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i knudepunkterne for de forskellige overtoner (fig. 1.2) for derved at frembringe det, der
i musiksproget hedder flageoletter. En flageolet frembringes ved at leegge fingeren Igst pa
strengen uden at trykke denne ned. Herved opnas, at den overtone, der svarer til en svingning
med knudepunkt p3 det sted, hvor fingeren er anbragt, bliver fremhzvet. Lad os kalde den
rene grundsvingning og de rene harmoniske svingninger, der er illustreret pa fig. 1.2, for
strengens tilstande. Vi vil betegne disse tilstande med |a'), |a?), |€?) i overensstemmelse med
den terminologi, man anvender i musiksproget. Symbolet |a') skal opfattes som en angivelse
af en svingningstilstand, der er illustreret ved den nederste tegning i fig. 1.2.

Violinstrengen kan altsd befinde sig i en hvilkensomhelst af de omtalte svingningstilstande
lal), |a?), |e?) etc. Nar spillereglerne overholdes - det er forbudt for violinisten at trykke
strengen ned - kan kun disse tilstande optreede i toneblandingen, ikke andre. En musikverden
med sidanne regler ville veere en fattig verden - hverken Mozart eller Schubert ville kunne
forekomme. Ikke desto mindre adlyder naturens mindste dele spilleregler af denne form. Vi
kalder dem kvantiseringsregler.

Selv om de musikalske spilleregler, der er palagt vor violinist, ikke tillader at trykke stren-
gen ned med en finger, er det som neevnt tilladt for violinisten at fremhaeve overtoner ved at
anbringe fingeren lgst pa et knudepunkt. Dette kan udtrykkes som et superpositionsprincip:
En hvilken som helst kombination af grund- og overtonesvingninger er tilladt. Nar vi har valgt
at kalde svingningstilstandene |a!), |a?), |€?) etc. skyldes det udelukkende musiksprogets kon-
vention. Vi kunne lige s& godt kalde dem |1}, |2}, |3) etc. , hvad der er bekvemmere. Ifglge det
superpositionsprincip, der er nedlagt i spillereglerne, kan strengens svingninger fremkomme
ved en overlejring af tilstandene |1), |2), |3) etc., hvor frekvensen v hgrende til hver af disse
tilstande er ¢

v=ny, n=123,... (1.7)

Frekvensen v, svarer til kammertonens 440 svingninger per sekund, altsa v, = 440 Hz.
Tonernes klangfarve er bestemt af veaegtene af de enkelte komponenter i blandingen af til-
stande. Tilstanden |n) kaldes en egentilstand: den er karakteriseret ved netop én frekvens,
v = nyy. Strengens grundsvingning hedder altsa |1) og er den egentilstand, der har lavest

mulig frekvens. Vi kalder den for strengens grundtilstand. Den tone vi hgrer, nar violinisten
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stryger sit lgse a ved helt at undlade at benytte venstrehandens fingre, er en superposition,
en blanding af tilstandene |1), |2}, |3) etc. eller, som vi tidligere sagde, |al), |a?), |€?) etc.

I det forudgaende har vi indfgrt de for kvantemekanikken centrale begreber egentilstand
og superposition. En egentilstand svarer til en ren sinussvingning i musiksproget, altsa grund-
svingningen eller en af de harmoniske. Egentilstanden meaerkes med et kvantetal, der beskriver
veerdien af den fysiske stgrrelse, der med sikkerhed vil blive observeret, hvis vi foretager en
maling pa det fysiske system. For en elektron, der bevager sig omkring en brintkerne (en
proton), kan egentilstandene markes med kvantetallet n, der beskriver de mulige veerdier
af elektronens energi. Tilstandene |n), n = 1,2,3,... svarer til de fysiske situationer, hvor
brintatomet med sikkerhed har energien E,. Som vi skal vise i det fglgende afsnit, er E, for

brintatomet givet ved

A

Y
n2

E, = (1.8)

hvor A er en konstant. Vi har allerede ved en dimensionsbetragtning (se ligning (1.4)) argu-
menteret for, at konstanten A ma vare proportional med med/h%. Resultatet af det fglgende

afsnit er, at A bliver givet ved
meg

= (1.9)

1.3.3 Brintatomet

For at indfgre begreberne tilstand, superposition og kvantisering har vi taget udgangspunkt i
et bglgefeenomen fra den klassiske fysik, strengens stdende svingninger, der er vist pa fig. 1.2.
I dette afsnit vil vi illustrere, hvad der menes med et systems bglgefunktion.

Enhver, der har tilbragt tid ved stranden, er fortrolig med vandbglgers egenskaber. Hen
over havoverfladen ses en udbredelse af et bglgetog, hvis hastighed afhezenger af vanddybden.
Jo lavere vandstanden er, jo mindre er bglgens hastighed. Derfor gar vandbglgerne altid
parallelt med kystlinjen, nar de kommer taet ved kysten. Bglgefronten drejes ind pa grund
af, at den del af en bglge, der er narmest kysten, har en mindre hastighed end de fjernere
dele. Bglgen repreesenterer en udbredelse af sendringer af vandoverfladens form. Derimod
sker der ingen transport af de enkelte smidele af vandet. En prop, der flyder pa vandet, vil

beveege sig op og ned med bglgen, men den vil ikke blive transporteret mod stranden med
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Figur 1.3: Kvantisering

bglgeformens udbredelseshastighed. P4 samme made er lydbglger lokale svingninger i luftens
tryk og teethed. De enkelte luftpartikler svinger lokalt, men bliver ikke fgrt med af bglgen.
Det vi kalder en lyd- eller vandbglge repraesenterer altsa en abstraktion, ifglge hvilken det er
overfladens aendringer snarere end vandets smadele der udbreder sig med bglgens hastighed.

En elektron, der bevaeger sig omkring en proton i et brintatom, kan ogsa repraesenteres
ved en bglge. Vi kan forestille os, at de kvantiserede energiniveauer fremkommer ved, at
elektronens bane omkring den positivt ladede kerne (protonen) netop bestar af et helt an-
tal bglgeleengder. Derved bliver kun visse energier tilladt, nemlig de, der svarer til at
bglgeleengden gar op i banens omkreds. Bglgeleengden A skal altsa veere banens omkreds
D delt med et helt tal n, eller A = D/n. Forelgbig har vi ikke knyttet nogen fysisk betydning
til den elektronbglge, der er tegnet i fig. 1.3. Lad os imidlertid forsggsvis knytte bglgeleengden

A til impulsen p igennem relationen

_h
p_A’

hvor h er Plancks konstant. Impulsen p indgar i den totale energi E for elektronen igennem

den kinetiske energi p?/2m. Desuden har elektronen en potentiel energi —e2/r, hvorved dens

totale energi F bliver lig med
2 2
Pr _%

2m r

Viindsatter nu p = h/) og benytter kvantiseringsreglen A = 2xr/n, hvor n er et helt, positivt
tal. Denne kvantiseringsregel kan i gvrigt ogsa udtrykkes ved partiklens impulsmoment L,

der for en cirkelbevaegelse er defineret ved L = rp, hvorved kvantiseringsbetingelsen bliver
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E10 \___/

Figur 1.4: Funktionen (1.10) for n = 10

L = nh. Heraf fas nu
R*n? €2

_ & (1.10)

2mr? r

Denne funktion E(r) er illustreret i fig. 1.4. Systemets energi er givet ved funktionens
minimum, pé figuren kaldet E,, da man i denne sammenheng kan opfatte E(r) sdm en
effektiv potentiel energi og se bort fra den kinetiske energi hgrende til elektronens bevagelse
1 radial retning. Dette rasonnement forudsetter, at tallet n er meget stgrre end 1, men
resultatet i ligning (1.11) nedenfor er gyldigt for enhver positiv heltallig verdi af n, altsa
n=1273,....

Man kan bestemme kurvens minimum ved at differentiere (1.10). Minimet for E(r) ses pa
denne méde at fremkomme, nar r = n24*/meZ. Den tilhgrende energi, der bestemmes ved at
indszette dette udtryk for r i (1.10), bliver da givet ved

4
meg

E, = (1.11)

9RZp2’

der netop er resultatet anfgrt i ligningerne (1.8-9).

1.3.4 Sandsynlighedsbglger

Selv om vi ved relationen A = h/p har tilordnet elektronen en bglge og deraf afledt en kvan-
tiseringsregel for energien, har vi endnu ikke sagt noget om bglgens fysiske betydning. Den
bglge, vi knytter til elektronen, skal opfattes éom en sandsynlighedsbglge. Den udtrykker,
at en maling af elektronens position i rummet, nar vi ved, at elektronen befinder sig i til-
standen |n), kan give forskellige mulige udfald, hvis sandsynlighed er beskrevet ved en for-

deling. Den pageeldende sandsynlighedsfordeling fremkommer som absolutkvadratet pa elek-
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Figur 1.5: Interferens

tronens bglgefunktion. Man betegner hyppigt bglgefunktionen med det greeske bogstav ¢.
Bglgefunktionens kvadrat |1|? kaldes for sandsynlighedstaetheden®. Bglgefunktionen og dens
kvadrat er funktioner af elektronens sted og varierer altsd i rummet. Stgrrelsen af i) ma
veere afpasset siledes, at sandsynligheden er 1 for at observere elektronen et eller andet sted
i rummet. Dette kan opnas ved at normere bglgefunktionen, d.v.s. at gange bglgefunktionen
med en konstant talfaktor, siledes at resultatet bliver 1, ndr sandsynlighedstatheden [¢]
integreres over hele rummet. Man siger, at bglgefunktionen er normeret.

Ogsa for sandsynlighedsbglger geelder superpositionsprincippet. Hvis tilstandene ¢, og
¥, begge er mulige tilstande for systemet, er ogsa summen ¥ = t; + %, en mulig tilstand®.
Lad os for nemheds skyld forudseette, at savel 1); som ¥, er reelle. Sandsynlighedstaetheden
i tilstanden 1 er ikke summen ? + 3 af de to tilstandes sandsynlighedstaetheder, idet
kvadratet pa ) er ¥? = ¥ +4)2 4 2ip,11p,. Sandsynlighedsbglger kan interferere, d.v.s. udslukke
eller forstzerke hinanden. Hvis vi adderer de to bglger 1; og v, der er vist pa fig. 1.5, vil
bglgerne udslukke hinanden i visse punkter og forstarke hinanden i andre. I punkterne A
og B vil sandsynligheden for at observere elektronen veere nul til trods for, at tilstanden
¥ = 1, + 1, er fremkommet ved overlejring af to tilstande, hvori sandsynlighedstatheden for
at observere elektronen i de navnte to punkter er forskellig fra nul.

Igennem relationen A = h/p har vi i forrige afsnit knyttet en bglge til en partikel, hvis

SGenerelt skal bglgefunktioner opfattes som komplekse stgrrelser 3 = Rey + i - Im3), hvor Rey og Imy
angiver henholdsvis real- og imaginzerdelen af 1, mens tallet i har den egenskab, at i2 = —1. Sandsyn-
lighedsteetheden er da (Rey)? + (Imy)?, der betegnes som absolutkvadratet.

Vi ser her bort fra, at 9 skal vaere normeret.
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impuls er p. Denne sammenhzng, der blev postuleret for at forklare energikvantiseringen i
brintatomet, er af fundamental betydning. Den gelder for elektroner eller andre partikler, der
bevager sig med en bestemt impuls. Davisson og Germer udfgrte i 1927 et eksperiment, hvori
de besksd en nikkelkrystal med elektroner med samme impuls p. De fandt, at elektronerne
blev afbgjet af krystalatomerne, som om de var bglger med bglgeleengde A = h/p. For en
elektron med en kinetisk energi p®/2m, der {. eks. er 100 eV, er den tilsvarende bglgelaengde
givet ved” A = 1,2-107'° m. Rgntgenstraling med samme bglgelaengde vil afbgjes ganske
tilsvarende. Af et sadant forspg kunne man fristes til at slutte, at en elektron matte veere en
bglge, men dette ville vaere en forkert sprogbrug. At en elektron befinder sig i en tilstand med
veldefineret impuls p, betyder, at der er samme sandsynlighed for at observere den overalt i
rummet, 1 overensstemmelse med den udstrakte karakter af et bglgetog.

I kvantemekanikken kan man ikke se bort fra vekselvirkningen mellem det malte objekt
og maleinstrumentet. Vore malinger udfgres med apparater, der beskrives ved den klassiske
tysiks love. Afheengigt af, hvilken af elektronens egenskaber - sted, impuls eller energi - vi
méler, vil denne maling kunne forstyrre elektronens tilstand. Overlades elektronen til sig
selv, vil dens bglgefunktion zndre sig i tiden pa en entydig, veldefineret made, der er bestemt
af kvantemekanikkens grundleggende bevagelsesligning, Schrédingerligningen, hvis klassiske
modstykke er Newtons bevagelsesligninger. Dette traek ville vi kalde determinisme, ganske
som den klassiske mekaniks love tillader at forudsige planeternes baner i artusinder fremover.
Vekselvirkningen med maleinstrumentet indfgrer derimod mangel pa kausalitet i sadvanlig

forstand. Den begranser vore udsagn om fysiske systemer til at veere sandsynlighedsudsagn.

1.3.5 Usikkerhedsrelationerne

Den tyske fysiker Werner Heisenberg (1901-1976) var en af grundleeggerne af den moderne
kvanteteori. Hans afhandling i Zeitschrift fiir Physik fra 1925 ma regnes blandt arhundredets

mest betydningsfulde.

"Dette kan indses ved at omsztte energien 100 eV til joule under benyttelse af e = 1,6 - 10~1° Coulomb.

Med m =9,1-1073! kg fas A2 = (6,63%/2-1,6-100-9,1)10~'®m? svarende til A = 1,2 - 1010 m.
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Figur 1.6: Bglgefunktion og sandsynlighedstzethed

Heisenbergs ideer tog form under et ophold pa Helgoland i juni 1925. Pa grund af hgfeber var han i denne
periode ngdsaget til at forlade Gottingen til fordel for Helgoland, hvor der ikke vokser grees. Hans egen senere
beskrivelse® giver et levende indblik i den skabende proces: ”Im Helgoland war ein Augenblick, in dem es mir
wie eine Erleuchtung kam, als ich sah, dass die Energie zeitlich konstant war. Es war ziemlich spat in der
Nacht. Ich rechnete es miithsam aus, und es stimmte. Da bin ich auf einen Felsen gestiegen und habe den
Sonnenaufgang gesehen und war gliicklich.” Den 29 juli samme ar modtog Zeitschrift fiir Physik Heisenbergs
afhandling. Den gav anledning til artikler af M. Born og P. Jordan (modtaget 27 september, 1925), af P.A.M.
Dirac (modtaget 7 november 1925) og af Born, Heisenberg og Jordan (modtaget 16 november 1925) i en
udvikling, der nappe har sidestykke i videnskabshistorien. Disse forfattere regnes i dag for den moderne
kvanteteoris feedre. De byggede pa det grundlag, der var givet med Niels Bohrs atommodel fra 1913 og
kvantiseringsregler udviklet af Niels Bohr og Arnold Sommerfeld i det fglgende tiar.

Gennembruddet i 1925 blev i de naeste par ar fulgt af mange banebrydende arbejder, hvori den nye
kvanteteori blev anvendt. I lgbet af f4 ar blev det klart, at den nye formulering af kvanteteorien fjernede
de vanskeligheder, der havde vist sig under det forudgiende artis forsgg pa at generalisere Bohrs model
for brintatomet. Der var hermed skabt et nyt veerktgj, en ny mekanik, som i de kommende artier abnede
forstaelsen ikke blot for atomernes og elementarpartiklernes egenskaber, men ogsa for makroskopiske systemer

som metaller eller halvledere.

I 1927 formulerede Heisenberg de usikkerhedsrelationer, der i dag bzerer hans navn. De
udtrykker, at der for en partikel er en sammenhang mellem den usikkerhed, hvormed dens po-
sition kan fastlaegges, og den usikkerhed, hvormed dens impuls kan fastleegges. For at illustrere

dette har vi i fig. 1.6 vist en reel bglgefunktion 1 og den tilhgrende sandsynlighedsteethed

3”Sources of Quantum Mechanics”, ed. by B. L. van der Waerden, Dover, 1967, p. 25.
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?. Sandsynligheden for at observere partiklen er stgrst i punktet zo og aftager, nar z bliver
stgrre end eller mindre end zo. Det skraverede areal angiver bredden af det interval, inden
for hvilket der er 50% sandsynlighed for at observere elektronen. Langden af dette interval
vil vi kalde fordelingens spredning og betegne med éz.

Onsker vi derimod at vide noget om resultatet af en maling af partiklens impuls, ma vi
fgrst udtrykke bglgefunktionen som en overlejring af tilstande, der hver for sig svarer til en
bestemt impuls p. Som tidligere vil vi angive sddanne egentilstande ved symbolet |p). Den
veegt, hvormed de enkelte |p)-tilstande indgar i overlejringen, betegnes med ¢(p). Den kan
opfattes som en bglgefunktion, der afheenger af p i stedet for af z, og dens kvadrat, ¢*(p), er
en sandsynlighedstathed, en fordeling der beskriver sandsynligheden for at male en bestemt
veerdi af partiklens impuls. Idet spredningen i denne sandsynlighedsfordeling betegnes med
6p, geelder det, at spredningen ép haenger sammen med spredningen 6z som fglger: den mindst

mulige vaerdi af produktet épéz er med tilnarmelse givet ved Plancks konstant %, eller
opbx ~ h. (1.12)

Resultatet (1.12) er en konsekvens af, at vi har knyttet en bglge med bglgeleengde A = &/p til
en partikel med en bestemt impuls p. Kaldes det cykliske bglgetal k(= 27/)), galder det, at
bxdk ~ 1, idet overlejringen af bglger med forskellig bglgeleengde medfgrer udslukning uden
for et interval af bredden éz ~ 1/6k.

Man kalder (1.12) for Heisenbergs usikkerhedsrelation. Den udtrykker den fundamentale
begreensning, der er indeholdt i kvanteteorien: vi kan ikke samtidig haevde, at partiklen med
sikkerhed befinder sig i et bestemt punkt af rummet, og at den har en bestemt, veldefineret
impuls. Vort ukendskab til stedet er omvendt proportionalt med vort ukendskab til impulsen:
jo bedre partiklens sted er fastlagt (jo mindre interval 6z pa fig. 1.6), jo mere usikker bliver
dens impuls (jo stgrre ép). For objekter af makroskopisk udstraekning har denne begraensning
ingen umiddelbare konsekvenser. Tages som eksempel en partikel med masse 1 g, vil et krav
om, at éz hgjst er 1 mm indebere, at p er af stgrrelsesordenen 107! m kg/s. Er massen af
partiklen 1 g, bliver den tilhgrende usikkerhed i hastighed ca. 10~?® m/s. Denne usikkerhed
er sa lille, at den er uden betydning. For en elektron med masse m givet ved m = 9-1073! kg,

og med 6z = 107'° m svarende til atomets karakteristiske udstreekning, bliver usikkerheden
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i partiklens hastighed derimod langt stgrre, af stgrrelsesordenen 10° m/s. Den tilhgrende
kinetiske energi er ca. 107!® joule eller 10 elektronvolt, en energi, der har omtrent samme
stgrrelse som brintatomets bindingsenergi. I atomernes verden ma usikkerhedsrelationerne

derfor spille en afggrende rolle.

1.4 Symmetri og invarians

Begrebet symmetri er kendt fra vor dagligdag. Ifig. 1.7 viser vi nogle figurer, der er uzndrede
(eller - som man ogsa siger - invariante) over for resultatet af bestemte symmetrioperationer.

En symmetrioperation for kvadratet i fig. 1.7 kan besta i, at kvadratet drejes en vinkel pa 90

Figur 1.7: Symmetriske figurer

grader omkring en akse igennem dets midtpunkt. Herved bliver den resulterende figur identisk
med den oprindelige, da vi ikke kan skelne kvadratets hjgrner fra hinanden, med mindre vi
merker dem med f. eks. A, B,C og D og derved bryder symmetrien. Hvis kvadratet kun
drejes igennem en vinkel pa 45 grader, gir det derimod ikke over i sig selv. Kvadratet er altsd
ikke invariant over for drejninger pa 45 grader, men nok under drejninger pa 90, 180 eller
270 grader. En cirkel har fuldsteendig symmetri under alle sidanne operationer: en vilkarlig
drejning om dens centrum far cirklen til at ga over i sig selv. I stedet for at dreje om et punkt

kunne man tenke sig at forskyde i rummet. Mgnstret pa fig. 1.8 er uzendret ved forskydning

INENREENE]

Figur 1.8: Forskydning

pé et helt antal gange leengden a, men det zndres, hvis forskydningen f. eks. er a/2 (der ses

her bort fra randeffekter, idet man kan teenke sig mgnstret fortsat vilkarligt langt fra de to
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Figur 1.9: Ikke-ombyttelige symmetrioperationer

ender pa figuren). Spejling er en symmetrioperation, hvorved f. eks. en hgjreskrue bliver til
en venstreskrue og omvendt.

Ogsa tiden kan ggres til genstand for en symmetrioperation. Ved at vende tiden, si den
gar baglans, fis en anden mulig verden, hvori virkning tilsyneladende har erstattet arsag.
Tidsvending svarer til at spille en film bagleens. De mekaniske bevzegelseslove - inklusive
kvantemekanikkens - er uendrede under en sidan operation. Deres form er ngjagtig den
samme, hvadenten tiden angives ved variablen ¢ eller —t, svarende til tidsvendingen. Men
naturen synes ikke at respektere denne symmetri. Som bekendt bliver rgraeg ikke til hvide og
blomme, mens det omvendte hyppigt kan iagttages.

Det er ikke ligegyldigt i hvilken orden, man udfgrer symmetrioperationer. Lad os som
eksempel pa dette se pa de symmetrioperationer, der fgrer en terning over i sig selv. Pa fig.
1.9 har vi tegnet en terning, hvis hjgrner er meerket med 1,2...,8. Drejer man fgrst en vinkel
pa 90 grader om z-aksen, fulgt af en drejning pa 90 grader om y-aksen, vil resultatet vare
(i). Foretages de to drejninger i modsat raekkef¢lge, fremkommer imidlertid (ii) (man kan
nemmest se dette ved selv at udfgre disse drejninger med en terning). Sidanne operationer

er altsa ikke indbyrdes ombyttelige.

26



i

/

Figur 1.10: Lige og ulige

1.4.1 Paritet og permutation

I kvantemekanikken spiller symmetrierne paritet og permutation en vigtig rolle. Vi skal
benytte disse til at introducere operatorbegrebet, der er af fundamental betydning i den
matematiske formulering af kvantemekanikken. Ved en paritetsoperation forstar man en spej-
ling i et punkt, der ogsa betegnes som inversion. For en funktion f, der kun afhaenger af
én variabel z, altsd f(z), bestar paritetsoperationen i at erstatte f(z) med f(—z). Dette

udtrykkes ved en paritetsoperator P, der er defineret ved ligningen

Pf(z) = f(—z). (1.13)

Vi giver nu et par eksempler pa brugen af paritetsoperatoren P.
i) Lad f vere funktionen z2. S3 er Pf abenbart per definition (—z)?, der imidlertid er

det samme som z?%, idet (—1)(—1) = 1. Vi har altsa, at

Pz? = 2% (1.14)

Denne ligning viser, at funktionen 2

er en egenfunktion for P. At f er en egenfunktion for
operatoren P betyder nemlig, at Pf er proportional med funktionen f, altsa Pf = Af, hvor
proportionalitetskonstanten A, der betegnes som egenvardien, i vores eksempel abenbart er

1.

ii) Som det naeste eksempel lader vi f veere funktionen z3. Det ses nu tilsvarende, at
Pz® = (—z)* = —-2°, (1.15)

der viser, at z3 er en egenfunktion for paritetsoperatoren med egenveerdien (—1).
Vi kan formulere indholdet af disse to eksempler pa en anden made: funktionerne z? og

z° er henholdsvis lige og ulige, som illustreret pa fig. 1.10. Med betegnelsen ’lige’ menes, at
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funktionen er uzendret under symmetrioperationen # — —z, mens ’ulige’ angiver, at funk-
tionen skifter fortegn som resultat af denne symmetrioperation. Man siger ogsa, at 2% har
pariteten 1, mens x2 har pariteten —1.

En funktion som 3z? 4+ z® har derimod ingen bestemt paritet. Dette kan vi indse ved at
lade paritetsoperatoren P virke pa denne, d.v.s. erstatte 2 med —z overalt i funktionen. Vi
far abenbart

P(3z* 4+ 2®) = 32® — &°, (1.16)

der viser, at funktionen ikke er en egenfunktion for paritetsoperatoren. En sum af en lige og

en ulige funktion er hverken lige eller ulige.

Nar vi her har indfgrt begrebet paritet og den tilhgrende operator P med egenvaerdierne 1 og —1, kunne
det se ud, som om vi forsgger at beskrive en enkel sag - forskellen mellem lige og ulige funktioner - ved
et kompliceret begrebsapparat. Motiveringen er imidlertid, at ogsa fysiske stgrrelser som sted, impuls eller
energi i kvanteteorien er knyttet til operatorer. Operatorernes egenverdier reprasenterer de mulige udfald
af en fysisk méling af den pagwldende stgrrelse. For paritetens vedkommende er egenvardierne 1 eller —1.
For energien af et brintatom er egenvardierne givet ved ligning (1.11), mens egenvaerdierne for impulsen p af
en fri partikel udggr et kontinuum, der straekker sig fra minus uendelig til plus uendelig. Hvis to forskellige
stgrrelser (der betegnes som A og B) skal kunne males samtidig, er det ngdvendigt, at de tilhgrende operatorer
A og B er ombyttelige. Med dette menes, at AB = BA, eller sagt pa en anden made: det er ligegyldigt,
om vi fgrst virker med operatoren B og derefter med A, eller om vi fgrst virker med A og derefter med B
(jvf. ovenstiende bemerkninger om ombytteligheden af to symmetrioperationer). Stedoperatoren z for en
partikel er jkke ombyttelig med impulsoperatoren p. Der gelder derimod, at zp — pz = ih, hvor tallet 7 er
den imaginzre enhed, der opfylder, at :2 = —1. Matematisk set er Heisenbergs usikkerhedsrelationer for sted
og impuls (se ligning (1.12)) en konsekvens af ombytningsrelationen zp — pz = ih, som vi skal diskutere mere

indgaende i kapitel 3.

En paritetsoperation er altsd en ’spejling’ i et punkt, forstiet p4 den made, at koordi-
naterne z,y og z erstattes med —z,—y og —z. De tilhgrende egenveerdier er 1 og —1. Et
andet eksempel pa en vigtig symmetrioperation er symmetri over for ombytning af identiske
partikler. Egenveerdierne er i dette tilfeelde de samme som for paritetsoperationen, nemlig 1
og —1. Dette skal vi nu forsgge at begrunde.

Et fysisk system, der bestar af identiske partikler (som f. eks. to elektroner), m4 i kvan-
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teteorien beskrives ved operatorer, der er uendret ved ombytning af de to elektroner. Ellers
var partiklerne jo ikke identiske. Protonen og elektronen i brintatomet er ikke identiske -
de adskiller sig bade igennem ladningen og massen, der for protonens vedkommende er 1836
gange sa stor som elektronens. De to elektroner i et heliumatom er derimod identiske. Kalder
vi sadanne to identiske elektroners stedkoordinater for z; og x5, ma sandsynlighedstatheden
veere uandret under ombytning af elektron 1 med elektron 2. Betegner vi bglgefunktionen -
der for nemheds skyld er valgt reel - med ¥(z1,z2), fas altsa Y2(z1,22) = ¥*(zq,21). Men
dette betyder for selve bglgefunktionen, at den enten er ueendret eller skifter fortegn un-
der denne ombytning. Det gelder altsa, at enten er ¥(zy,z,) = 9(zz,2,) eller ogsa er
(21, z2) = —¥(z2,21). Symmetrioperatoren Pj,, der betegnes som ombytnings- eller permu-

tationsoperatoren, er defineret ved

P12¢(5I71,?2) =¢($2,$1)- (1'17)

Vi konkluderer derfor, at egenvaerdierne af P;, er henholdsvis 1 og —1.

I tilfeeldet, hvor egenveerdien er 1 og bglgefunktionen dermed ueendret ved ombytningen
af de to partikler, siger man, at partiklerne adlyder Bose-statistik. I det andet tilfeelde,
hvor egenvaerdien er —1 og bglgefunktionen skifter fortegn, siger man, at partiklerne adlyder
Fermi-statistik. Den fgrste slags partikler kaldes bosoner, den anden fermioner. Eksempler
pa bosoner er a-partikler eller lyskvanter. Partikler som elektroner, protoner eller neutroner
er alle fermioner. Ogsa kvarker er fermioner. En bglgefunktion for tre identiske kvarker skal
altsa tilfredsstille det symmetrikrav, at en ombytning af to af kvarkerne far bglgefunktionen
til at skifte fortegn.

I de fglgende kapitler skal vi diskutere eksempler, hvori partiklernes statistik spiller en
afggrende rolle. F. eks. er opbygningen af det periodiske system betinget af, at elektroner er
fermioner. Faenomener som superfluiditet og superledning (kapitel 10) ville veere uforstaelige

uden at den sarlige symmetri, der karakteriserer ombytning af identiske partikler, blev taget

i betragtning.
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1.5 Dimensioner og naturkonstanter

I dette afsnit skal vi vende tilbage til diskussionen af, hvorledes naturkonstanterne giver an-
ledning til eksistensen af karakteristiske laengder, tider og energier, der ikke optraeder i den
klassiske fysik. Mens vi i afsnit 1.2 geettede pa udtrykket (1.2) for den karakteristiske leengde
i et brintatom, vil vi i det fglgende bestemme de karakteristiske leengder, tider og energier ved
dimensionsanalyse. Som vi skal se, er resultatet af en dimensionsanalyse ikke ngdvendigvis
entydigt, athangigt af antallet af fysiske konstanter, der tages i betragtning. Alligevel er
dimensionsanalyse et nyttigt hjeelpemiddel til vurdering af stgrrelsesordener og til kontrol af
resultatet af en egentlig beregning. I det fglgende skal vi anvende dimensionsanalyse til at
vurdere stgrrelsen af brintatomet og de karakteristiske energiforskelle, der giver anledning til
udsendelse af elektromagnetisk straling, med udgangspunkt i Plancks konstant #, lyshastighe-

den ¢, elektronens masse m og elementarladningen e.

1.5.1 Brintatomet

It brintatom bestar af en positivt ladet kerne, en proton, omgivet af en negativt ladet elektron.
Som et omtrentligt mal for atomets stgrrelse kan vi tage afstanden mellem de to brintkerner
i brintmolekylet. Denne er ca. 107!° m . I brintatomet tiltreekker den positivt ladede kerne

elektronen med en kraft beskrevet ved den potentielle energi V (r) givet ved

V(ir)= -

(1.18)

dmer’

hvor €y er permittiviteten af vakuum, og r angiver afstanden fra brintkernen til elektronen.
For at undga at stgrrelsen 4wey optraeder i de fglgende formler er det som i afsnit 1.2 bekvemt

at indfgre e ved definitionen

62

2 _
eo—

(1.19)

drey

Da V har dimension af energi, er dimensionen af e abenbart energi gange med leengde.
Den fglgende dimensionsanalyse tager udgangspunkt i konstanterne eg, % og m. Senere vil

lyshastigheden blive inddraget. For at bestemme hvorledes eg, A og m kan kombineres til en

leengde dannes udtrykket
egm?h’ (1.20)
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og de ubekendte eksponenter z, y og z fastlaegges ud fra kravet om, at (1.20) er en lzngde.
Idet A angiver en vilkarlig fysisk stgrrelse, indfgres betegnelsen dimA for dens dimension.
Hvis dimensionen af masse, leengde og tid angives ved henholdsvis M, L og T, kan dimA

udtrykkes som

dimA = M*LPT7, (1.21)

hvor «, 3 og 7 er bestemte eksponenter. For de indgaende konstanter haves

dimh = ML*T"! ' (1.22)
samt
dimeo = MYV/2L*2T? (1.23)
og
dimm = M. (1.24)

Da (1.20) skal veere en lengde, kan de ubekendte eksponenter bestemmes af
dimefm?h* = M*2L¥PT*MYM*L*T~* = L, (1.25)

der resulterer i de tre ligninger

z+2z=0 (1.26)
samt
T
§+y+z=0 (1.27)
og
3z

Det ses umiddelbart, at lgsningen til ligningerne (1.26-28) er
z=-2,y=-1,2=2. (1.29)

Herved bliver den karakteristiske laeengde (1.20), der kaldes Bohr-radius og betegnes ved ao,

givet ved udtrykket

(1.30)
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Bestemmelsen af en karakteristisk energi foregar pa ganske tilsvarende made, idet hgjre-

siden af (1.25) blot erstattes med dimensionen af energi, der er M L2T~? . Dette resulterer i

Igsningen = = 4,y = 1,z = —2 og dermed den karakteristiske energi Ey givet ved
meg
Eoq = ? (1.31)

Da brintatomet er stabilt, ma elektronen have en positiv bindingsenergi forstdet pa den
made, at der skal tilfgres energi for at fjerne elektronen fra kernen. Bindingsenergien ma altsa
forventes at veere givet ved (1.31) pa neer en numerisk konstant.

Det er veerd at bemeerke, at dimensionsudtrykkene (1.30) og (1.31) er entydige. Ud fra
konstanterne e, & og m kan der dannes én og kun én lengde eller energi. Den tilhgrende
tid fremkommer ved at dividere # med E, . Naturligvis kan man ikke med denne metode
bestemme stgrrelsen af en eventuel numerisk konstant foran (1.30-31), men erfaringen viser,
at sddanne konstanter seedvanligvis er af stgrrelsesordenen 1.

Indsattes nu veerdierne for de fysiske konstanter fas
ap=0,529-10"""m (1.32)

og
Eo = 27,2eV. (1.33)
Som vi allerede har set i (1.11), er bindingsenergien for brintatomet kun halvt s3 stor som
(1.31), men det er opmuntrende, at den enkle dimensionsanalyse giver resultater, der er
teet pa de eksperimentelle. Resultatet (1.31) giver ingen detaljeret oplysning om brintspek-
trets udseende, d.v.s. bglgeleengderne af den elektromagnetiske striling, der udsendes ved
forskellige overgange, men det er i overensstemmelse med, at der udsendes elektromagnetisk
straling, hvis angulere frekvens w er af stgrrelsesordenen Eo/k svarende til bglgelaengder af
stgrrelsesordenen 1078 m.
Hvis vi ogsé tager lyshastigheden ¢ med blandt de fysiske konstanter, er resultatet af
dimensionsanalysen ikke langere entydigt. F. eks. er mc? en energi, nemlig elektronens

hvileenergi. Forholdet mellem E, givet ved (1.31) og elektronens hvileenergi er 4benbart

E,
e (1.34)

mc?
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hvor vi har indfgrt den dimensionslgse konstant « ved definitionen

el 1
a=<>

- (1.35)
¢~ 137,036

Konstanten a kaldes finstrukturkonstanten. Navnet skyldes, at den indgar i de sma korrek-
tioner til spektrallinjerne hidrgrende fra relativistiske effekter, der forklarer disse linjers fin-
struktur. Bemaerk, at « ifglge (1.35) er forholdet mellem hastigheden \/Eo/_m og lyshastighe-
den.

At a er et mal for relativistiske effekter fremgar af det relativistiske udtryk for en fri

partikels energi,
E = \/m2c* + pc?, (1.36)

hvor p er partiklens impuls. For lave hastigheder kan (1.36) reekkeudvikles i forholdet p?/m?c?,

2 4
¥4 ¥4
E=mc®+— -
mc+2m 8m3c

(1.37)

5+

Her vil det tredje led i denne rakkeudvikling give bidrag til finstrukturen. Dette kan indses
ved at bruge resultater fra den klassiske mekanik. Hvis en partikel med masse m bevager sig
i en cirkelbane med radius r under indflydelse af Coulombpotentialet —e2/r, galder det, at

mv? e}

(1.38)

ro 2
idet v er partiklens konstante hastighed. Det ses af (1.38), at den kinetiske energi mv?/2 pa
neer fortegnet er halvt s stor som den potentielle energi, der er —e2/r . Bindingsenergien
e2/2r er derfor lig med den kinetiske energi. Det andet led i (1.37) er netop den kinetiske
energi af en urelativistisk partikel, hvis hastighed er v = p/m, mens bidraget fra det tredje
led dbenbart er o? gange bidraget fra det andet, der er af stgrrelsesordenen e2/ag. Den
omtalte korrektion er imidlertid ikke den eneste relativistiske effekt. Som vi siden skal se,
er det en fglge af relativitetsteorien, at en elektron opfgrer sig, som om den har et indre
impulsmoment, kaldet spin. I det fglgende skal vi kort omtale partiklens baneimpulsmoment

og dets pavirkning af ydre felter.
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1.5.2 Impulsmoment

Ifplge den klassiske fysik har en partikel, der bevaeger sig i en cirkelbane med radius r et

impulsmoment L, hvis stgrrelse er givet ved
L = mrov, (1.39)

hvor m er partiklens masse og v dens hastighed. Dimensionen af Plancks konstant er benbart
den samme som dimensionen af impulsmoment. Vi skal i kapitel 7 se, hvorledes en komposant
af impulsmomentet ifglge kvanteteorien kun kan antage veerdier, der er et hel- eller halvtalligt
multiplum af A. Et hvilket som helst impulsmoment kan naturligvis udtrykkes i enheder
af h. Hvis impulsmomentet i jordens bane omkring solen udtrykkes i enheder af %, bliver
resultatet, at dette er ca. 10™ gange . Et sddant resultat afspejler, at kvantemekanikken er
uden betydning for beregning af planetbanerne. Derimod er impulsmomentkvantiseringen af
afggrende betydning for at forstd atomers og molekylers egenskaber.

En ladet partikel, f. eks. en elektron, der beveeger sig i en cirkel, kan opfattes som en
strgmkreds, der giver anledning til et magnetfelt. Strgmmen er den ladning, der i lgbet af en
tidsenhed bevager sig igennem en plan vinkelret pa elektronens bane. Idet v er elektronens

omlgbsfrekvens, der er lig med v = v/2xr, bliver strgmstyrken I givet ved
I=ev . (1.40)

Arcalet A af strgmkredsen, A = nr?, gange strgmstyrken I kaldes det magnetiske moment
M. Ielektricitetsleeren vises det, at magnetfeltet hidrgrende fra strgmkredsen er proportionalt
med M i store afstande fra strgmkredsen.

Danner vi nu forholdet mellem det magnetiske moment og impulsmomentet i partiklens

bane, ses resultatet at blive uafheengigt af banens radius, nemlig

M e(v/2rr)nr? e
7 —— (141)

Man kalder dette forhold for det gyromagnetiske forhold. Dets veerdi (1.41) er udledt pa basis
af den klassiske fysik. Hvis partiklens impulsmoment hidrgrer fra den indre bevegelse, vi har
kaldt spin, bliver det gyromagnetiske forhold ikke leengere givet ved (1.41). Da forholdet

skal have dimension af ladning divideret med masse, ma det for en elektron med ladning —e
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og masse m vere givet ved (1.41) gange en numerisk konstant, der kaldes for g-faktoren og
betegnes med g. For en elektron er ¢ = 2 (pa neer en korrektion, der er af stgrrelsesordenen
a), forudsat at impulsmomentet udelukkende hidrgrer fra elektronens spin.

Hvis en ladet partikel beveeger sig i et konstant magnetfelt med fluxtathed B, vil beveegel-
sen vinkelret p4 magnetfeltets retning veere cirkelformet. Dette skyldes, at kraften hidrgrende
fra magnetfeltet star vinkelret pa savel dette som pa partiklens hastighed. Omlgbsfrekvensen
afhzenger kun af ¢, m og B . Hvis vi ganger forholdet e/m med B, fas en stgrrelse, der har
dimension af frekvens. Ved hjzlp af dimensionsanalyse kan vi se, at det - pa neer en numerisk
konstant - er den eneste frekvens, der kan dannes ud fra de opgivne tre stgrrelser. Man
kalder denne frekvens for cyklotronfrekvensen w., og vi skal i kapitel 6 vise, at den klassiske
omlgbsfrekvens netop er lig med w, = eB/m. Ganger vi denne frekvens med Plancks kon-
stant h, fremkommer en energi, der er den karakteristiske energi for bevaegelse i et homogent
magnetfelt. Vi bemeerker desuden, at h/e har dimension af magnetisk flux, hvorved h/eB
bliver kvadratet pa en leengde.

Nar vi har forelagt konstanterne %, e, ¢, m og B, er det muligt at danne ikke blot
energien hw,, men ogsd energien e2/ay. Salenge vi ser bort fra frastgdningen mellem elek-
troner indbyrdes (eller tiltraekningen fra positivt ladede kerner), har energien €2/ao imidlertid
ingen fysisk interesse. Dette eksempel illustrerer betydningen af at benytte dimensionsanalyse
sammen med fysiske argumenter. Som et andet eksempel pa dette skal vi nedenfor diskutere
molekylspektre og se, hvorledes forholdet mellem elektronens masse og kernens masse indgar
pa en made, der kan fastlegges ved en kombination af fysiske argumenter og dimensionsana-

lyse.

1.5.3 Harmonisk oscillator

I det fglgende kapitel vil vi behandle bevagelsen af en partikel i et harmonisk oscillatorpo-

tential givet ved den potentielle energi

1
V(z) = —2-Ka:2, (1.42)

hvor K er en positiv konstant, den sakaldte kraftkonstant, der indgar i Hookes lov. Idet

partiklens masse betegnes med M, ser man straks, at det ikke er muligt ud fra K og M alene at
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danne en karakteristisk leengde eller energi. Dette svarer godt til vores viden om den klassiske
harmoniske oscillator: det maksimale udsving fra ligeveegtsstillingen kan antage en hvilken
som helst veerdi, afhaengigt af begyndelsesbetingelserne. Der eksisterer ingen karakteristisk
lzengde for den klassiske bevaegelse, lige sa lidt som der eksisterer nogen karakteristisk energi.
Hvis vi nu foruden K og M inddrager Plancks konstant, bliver det muligt at danne savel en

karakteristisk leengde som en karakteristisk energi. Da den klassiske anguleere frekvens w er

lig med (/K /M, ses den karakteristiske energi umiddelbart at vare givet ved

K
8 1.43
"M (1.43)

Ved at gentage argumentationen, der fgrer til (1.30), f8s den karakteristiske leengde

h
A 1.44
M’ ( )
hvor
K

er den klassiske svingningsfrekvens. I det fplgende kapitel vil det blive vist, at de mulige
energiverdier for den harmoniske oscillator er givet ved (1.43) gange (n + 1), hvor n er et
helt tal stgrre end eller lig med nul. Herved bliver afstanden mellem energiniveauerne netop
lig med (1.43). Et siddant resultat kan naturligvis ikke opnas ved dimensionsanalyse, der kun
kan give oplysning om, at de mulige energiveerdier er et dimensionslgst tal gange med (1.43).

Havde vi i stedet antaget, at partiklen bevager sig i et potential givet ved
V(z) = az?, (1.46)

hvor a er en positiv konstant, ville den karakteristiske energi veere givet ved

3 ah4
Vm, ' (1.47)

som er den eneste energi, der kan dannes ud fra konstanterne a, i og M. I dette tilfzlde er der
ikke samme afstand mellem de mulige energiveerdier, og (1.47) er derfor kun et omtrentligt
skgn over afstanden mellem disse.

I afsnit 1.1.3 omtalte vi Rayleigh-Jeans loven for energiteetheden u,(T)dv af den elek-

tromagnetiske hulrumsstraling. Ifglge denne lov er w,(T') proportional med kvadratet pa
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frekvensen v og med temperaturen T, u,(T) = 87v2kT/c®>. Vi kan nu se, at kombinatio-
nen v2kT/c® er den eneste stgrrelse med dimension af energitaethed divideret med en frekvens
(svarende til ML™'T~1), der kan dannes ud fra kT, v og lyshastigheden c. Derimod er Planck-
loven (1.1) ikke entydigt fastlagt ved en dimensionsbetragtning. Plancks konstant A ggr det
muligt at multiplicere Rayleigh-Jeans loven med en vilkarlig funktion af det dimensionslgse
forhold hv/kT uden at zndre dimensionen af u,(T').

For en partikel med masse M, der bevager sig frit uden pavirkning af kreefter, kan vi ikke
danne en karakteristisk leengde, med mindre vi foruden Plancks konstant % ogsa inddrager

lyshastigheden ¢ . Da Plancks konstant har dimension af impuls gange lengde, ses stgrrelsen

h
- (1.48)
at vaere en leengde. Langden (1.48) bestemmer rakkevidden af kernekraefterne, idet massen
i dette tilfzelde skal identificeres med en pions masse, der er ca. 300 gange sa stor som
massen af en elektron. Herved bliver (1.48) ca. 107! m. De elektromagnetiske kraefter, der
giver anledning til den potentielle energi (1.18), kan opfattes som hidrgrende fra udveksling
af et lyskvantum mellem ladede partikler, pa samme made som kernekrafterne skyldes ud-
veksling af en pion mellem nukleoner, der er fellesbetegnelsen for protoner og neutroner. Et
lyskvantum har imidlertid ingen masse, og de elektromagnetiske krafters reekkevidde er derfor
uendelig, svarende til at den potentielle energi (1.18) ikke indeholder nogen karakteristisk
leengde.

Den sakaldte svage vekselvirkning indgar f. eks. i neutronens henfald. Som tidligere naevnt
er middellevetiden af en frit beveegelig neutron 15 minutter. Eksistensen af vektorbosoner,
der formidler den svage vekselvirkning, blev pavist eksperimentelt i 1983 pa det europziske
kerneforskningscenter CERN. Der er fundet tre vektorbosoner, W, , W_ og Z,, hvis masser er

mellem 80 og 90 GeV/c?. Der er altsa tale om partikler, der er flere hundrede gange tungere

end pionen, og vekselvirkningens rakkevidde %/Mc er derfor tilsvarende kortere.

1.5.4 Molekylspektre

I det foregaende har vi pa basis af dimensionsanalyse argumenteret for, at atomernes karak-

teristiske energier involverer (1.31), nar vi ser bort fra finstruktur, der er kendetegnet ved
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energier af stgrrelsesordenen o® gange (1.31), og virkningen af ydre magnetfelter, der kan
forventes at give anledning til energiforskelle af stgrrelsesordenen heB/m. Tilsvarende ener-
gier ma karakterisere molekyler, men for disse gelder desuden, at atomkernerne kan vibrere i
forhold til hinanden, og at molekylet kan rotere som et stift legeme. De to beveaegelsesformer,
vibration og rotation, er hver for sig karakteriseret ved en energi, som vi nu skal forsgge at
bestemme. Det er rimeligt at geette pa, at disse energier foruden (1.31) involverer forholdet
m /M, hvor m er elektronmassen og M er en kernemasse. For simpelheds skyld vil vi i det
fslgende betragte brintmolekylet, for hvilket de to kernemasser er lig protonens masse, sa at
m/M er 1/1836. For mere komplicerede molekyler er forholdet endnu mindre.

Det er nu klart, at vi kan danne alle mulige energier ud fra (1.31) og m/M, f. eks ved
at oplgfte sidstnaevnte til en eller anden, ikke ngdvendigvis heltallig, potens. Det er derfor
ngdvendigt at supplere dimensionsanalysen med fysiske argumenter. Lad os fgrst betragte
vibration, der for sma udsving ma kunne betragtes som en harmonisk svingning. For en
harmonisk oscillator er den karakteristiske energi givet ved (1.43). I dette udtryk ma M
skulle identificeres med protonmassen, mens kraftkonstanten K kan bestemmes ved fglgende
betragtning. Hvis zendringen af de to protoners indbyrdes afstand under svingningen bliver af
stgrrelsesordenen ag , ma den potentielle energi gges med et belgb, der er af stgrrelsesordenen

(1.31). Heraf fglger, at kraftkonstanten K er af stgrrelsesordenen Ey/a2, og den karakteristiske

m3/ 2
,/ T = ST (1.49)

Bevagelsen af de to brintkerner relativt til hinanden giver derfor anledning til spektrallinjer,

energi er derfor

hvis bglgeleengde er ca. 50 — 100 gange stgrre end dem, der svarer til de sakaldte elektroniske
overgange, for hvilke den karakteristiske energi er af stgrrelsesordenen (1.31).

Rotationen af brintmolekylet er kendetegnet ved endnu lavere energier. Inertimomentet
af molekylet er omtrentligt givet ved Ma2, da afstanden mellem brintkernerne er af samme
stgrrelsesorden som Bohr-radius. Impulsmomentet for molekylet som helhed kan antages at
veere et multiplum af A. Den kinetiske energi, der er knyttet til rotationen, er kvadratet

pa impulsmomentet divideret med (to gange) inertimomentet svarende til en karakteristisk
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energi af stgrrelsesordenen

h? m m2ed
Ma = M MR (1.50)

Det ses heraf, at de karakteristiske energier, der giver anledning til molekylernes rotationsspek-
tre, er endnu mindre end vibrationsenergierne, svarende til faktoren \/W , der ogsa angiver
forholdet mellem vibrationsenergierne og energierne svarende til de elektroniske overgange,
jvf. (1.49). Denne vurdering af stgrrelsen af energierne er i kvalitativ overensstemmelse med
detaljerede kvanteteoretiske beregninger og eksperimentelle iagttagelser. En ngjere sammen-
ligning af kvanteteoriens forudsigelser med de iagttagne spektre kraever naturligvis et andet
grundlag end det, der er givet her. Formalet med disse betragtninger er blot at illustrerere

savel raekkevidden som begrensningen af dimensionsanalysen.

1.5.5 Gravitation

Indtil nu har vi primeert baseret diskussionen af de forskellige karakteristiske leengder, tider
og energier pd Coulombs lov (1.18). Som afslutning pa dette afsnit skal vi se, hvilke karak-
teristiske stgrrelser der kan dannes ud fra Plancks konstant &, gravitationskonstanten G og
lyshastigheden c.

Metoden er den samme som angivet ovenfor, idet vi danner stgrrelsen
hR*GYc” (1.51)

og spérger, hvilke vaerdier eksponenterne z, y og z skal antage for at (1.51) bliver henholdsvis

en leengde, en energi eller en tid. Det ses, at den eneste leengde vi kan danne, er givet ved

\/hc:f, (1.52)

= (1.53)

mens den tilsvarende energi er

Endelig fas den karakteristiske tid ved at dividere % med energien (1.53) med resultatet

e s

Stgrrelsesordenen af disse resultater kan bestemmes ved at indsztte de fundamentale

naturkonstanter. Det ses, at den karakteristiske leengde er
10—35m, (155)
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mens den karakteristiske energi tilsvarende er

102 V. (1.56)

Endelig er den karakteristiske tid
10™*%s. (1.57)

Disse stgrrelser benaevnes ofte Planck-leengden, Planck-energien og Planck-tiden. Det ses,
at Planck-energien er ca. 10 gange sa stor som de hgjeste energier, der kan opnis med
eksisterende eller planlagte partikelacceleratorer.

I fysikken, som vi kender den i dag, forekommer der fire forskellige kreefter: elektromag-
netiske kreefter, svage vekselvirkninger, kernekrafter (ogsa kaldet steerke vekselvirkninger) og
tyngdekraefter. Ved hjelp af kvanteteorien har man naet en vis enhed i beskrivelsen af de
fgrste tre, og i de seneste ar er der fremsat teorier, der i princippet forener beskrivelsen af
alle fire. Stgrrelsen af Planck-energien i forhold til de energier, der er til radighed i labo-
ratoriet, ggr det imidlertid meget vanskeligt, maske umuligt, at efterprgve sidanne teorier
eksperimentelt.

Selvom Planck-energien forelgbigt reprasenterer et utilgeengeligt omrade for eksperimen-
ter, der kan afprgve de omtalte teoriers gyldighed, kan der naturligvis godt vare andre fysiske
stgrrelser, hvori Planck-energien eller den tilsvarende Planck-masse m indgar. For den
type stjerner, der betegnes som hvide dvzrge, kan det vises (kap. 9), at deres stgrst mulige
masse er af stgrrelsesordenen Planck-massen i tredje divideret med nukleonmassen i anden,

svarende til en masse, der er halvanden gange solens eller ca. 10% kg.

1.6 Atomer og lys

it isoleret atom er en abstraktion. Vi iagttager atomer ved deres udsendelse af lys. Ifglge
Bohrs atommodel er de mulige energier af brintatomet givet ved E, = —A/n?, hvor A er en
konstant og n et helt, positivt tal (jvf. ligning (1.11)). Hvis brintatomet befinder sig i en
egentilstand for energien, svarende f. eks. til n = 3, vil en méling af dets energi med sikkerhed
give resultatet Ej3 eller —A/9. En sadan tilstand svarende til en bestemt energi kaldes for

stationeer. Ifglge kvantemekanikkens grundleggende bevagelsesligning, Schrodingerligningen,
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vil en tilstand, der til et bestemt tidspunkt er stationeer, derefter forblive stationzer. Hvis
brintatomet til tiden ¢t = 0 befinder sig i en tilstand med bestemt energi, f. eks. Ej, vil atomet
saledes forblive i denne tilstand til alle senere tider.

Med dette udgangspunkt er det sveert at forsta, hvorledes atomer kan udsende lys. I
Bohrs atommodel indgik en antagelse om, at frekvensen v af det udsendte lys var bestemt af

energiforskellen mellem to stationeere tilstande ifglge betingelsen
hv=E, - E,, (1.58)

livor n og m er hele, positive tal (det antages, at n er stgrre end m, sa energiforskellen E, — E,,
er positiv). Ifglge Bohrs model ’hopper’ elektronen fra én stationeer tilstand til en anden med
mindre energi, saledes at den overskydende energi bliver udsendt i form af et lyskvantum med
energi hv.

Den tilsyneladende vanskelighed ved at forene begrebet stationeer tilstand med udsendelsen
af lys forsvinder, nar man tager hensyn til, at elektronen i brintatomet foruden kraften fra
den positivt ladede kerne ogsa pavirkes af det elektromagnetiske felt. En foton (et lyskvan-
tum) repreesenterer et elektromagnetisk felt, d.v.s. et elektrisk felt og et magnetfelt, der
varierer i rum og tid. Da elektronen besidder en (negativ) elektrisk ladning, vil den ogsa
pavirkes af disse elektromagnetiske felter. Det er derfor ngdvendigt at tage hensyn til det
tidsligt varierende elektromagnetiske felt. Forstyrrelsen giver anledning til overgange mellem
de stationere tilstande, der er beregnet ved at tage hensyn alene til den potentielle energi
—e2/r.

Beregningen af overgangssandsynligheden er relativt kompliceret selv for sa simpelt et
atom som brintatomet og kraever fuld brug af det kvantemekaniske veerktgj. En dimensionsbe-
tragtning er ikke tilstreekkelig, da der ud over energien meg/h?, der ifglge (1.31) karakteriserer
de stationzre tilstande, ogsa indgar den dimensionslgse konstant a = €2/%c i problemet®. In-

den vi gar neaermere ind pa atomernes udsendelse og absorption af elektromagnetisk striling,

*Man finder sdledes, at middellevetiden 7 af en tilstand hgrende til det naestlaveste energiniveau (n = 2)
i brintatomet pa nzer en numerisk konstant er givet ved h/7 = o®med/h%. Dette svarer til en levetid, der er
omkring 10~? s eller omkring hundrede millioner gange laengere end den karakteristiske tid to defineret ved

hfto = med/h?, idet ty = 2,4-10"17 5. Finstrukturkonstanten « er 1/137,036, jvf. ligning (1.35).
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Figur 1.11: Cirkel og ellipse

skal vi omtale nogle karakteristiske treek ved atomernes struktur og deres konsekvenser for

grundstoffernes periodiske system.

1.6.1 Atomets struktur

Til bestemmelse af energierne i brintatomet benyttede vi i afsnit 1.3.3 en kvantiseringsbetin-
gelse, der indebar, at elektronens impulsmoment var kvantiseret i enheder af &, L = nh. Som
baggrund for at forsta grundstoffernes periodiske system skal vi i dette afsnit ga lidt mere ind
pa beskrivelsen af impulsmoment i kvantemekanikken.

For en partikel med masse m, der bevaeger sig i en cirkelbane med radius r og hastighed v,
er impulsmomentet L ifglge den klassiske fysik lig med L = mrv. Dimensionen af impulsmo-
ment er dbenbart masse gange areal divideret med tid, og dets enhed er derfor kg m?/s. Vi
bemaerker, at et impulsmoment har samme dimension som Plancks konstant.

Som baggrund for den fglgende diskussion af atomets struktur vil vi fgrst give en mere
almen definition af det klassiske impulsmoment. Vi har ovenfor benyttet en cirkelbane med
radius r som udgangspunkt for at indfgre impulsmomentet. Hvordan defineres impulsmoment
for en ellipseformet bane? I den klassiske fysik er stgrrelser som elektronens sted og hastighed i
virkeligheden vektorer, d.v.s. forbundet med en retning. Dette er illustreret for en ellipsebane
ved pilene i fig. 1.11. Til angivelse af elektronens sted 7 hgrer to koordinater (z,y), mens
clektronens impuls 7’ (der er proportional med hastigheden o, idet § = m#) angives ved
(P2»py)- Der er her benyttet det seedvanlige symbol for vektorer, i og p. Ved bevagelse i en
plan har vektorerne altsa to komponenter, ved bevaegelse i rummet tre. Lad os nu definere

impulsmomentet L hgrende til beveegelse i planen ved

L = zp, — yp,. (1.59)
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Hvis bevaegelsen er cirkelformet, reduceres denne definition til den tidligere givne L = rp,
hvor r og p angiver leengden af vektorerne 7 og p.
Ved beveegelse i tre dimensioner er tilsvarende ¥ = (z,y, 2) 0g § = (Pz, Py, P-). Impulsmo-

mentet L er selv en vektor med komponenter (L, L,, L,) givet ved

L:r =Yp. — zpy; Ly = ZPg — TPz Lz =IPy — YPz- (160)

Ifslge Newtons ligninger er impulsmomentet af en partikel konstant i tiden, hvis partiklen
er pavirket af en kraft rettet mod koordinatsystemets begyndelsespunkt, (0,0,0). Dette er
jo netop tilfeeldet for jordens bane om solen: tyngdekraften hidrgrende fra solen peger mod
solens centrum, der kan betragtes som varende i hvile, sa laenge solens masse kan regnes for
at veere meget stgrre end jorden. Jordens impulsmoment er derfor uzendret i tiden, selv om
jordens hastighed skifter retning under omlgbet.

Vi har i afsnit 1.4 set, at fysiske stgrrelser i kvantemekanikken er reprzesenteret ved o-
peratorer, der ikke ngdvendigvis er indbyrdes ombyttelige. Saledes er stedkoordinaten z og
den tilsvarende impulskoordinat p, ikke ombyttelige, jvf. Heisenbergs usikkerhedsrelationer
(afsnit 1.3.5). Dette medfgrer imidlertid, som man ser af (1.60), at det ikke er muligt samtidig
at angive veldefinerede veerdier af bade z- og y-komponenten af impulsmomentet. Da L,
afheenger af z og L, af p,, er de to operatorer ikke indbyrdes ombyttelige'®, og det er derfor
ikke muligt at bestemme tilstande, der svarer til en veldefineret vaerdi af begge komponenter.
En tilstand, der er meerket som |L,, L,, L,), giver derfor ingen mening i kvantemekanikken''.
Derimod giver en tilstand merket ved egenverdierne af impulsen, |p;,p,,p,) god mening, da
de tre komponenter af impulsen er indbyrdes ombyttelige.

Selvom L, L, og L, ikke er indbyrdes ombyttelige, kan man ved hjelp af resultatet fra fod-
note 10 vise, at en vilkarlig af komponenterne, f. eks. L,, er ombyttelig med laengdekvadratet

[? defineret ved

[P=124 24 I (1.61)

Det er derfor muligt at finde feelles egentilstande for L2 og L,.

10T kapitel 7 vises det, at Ly Ly — LyL, = thL,.

"Den eneste undtagelse er den, for hvilke alle tre egenveerdier er nul.
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Vi skal i kapitel 7 bestemme disse egentilstande og de tilhgrende egenvaerdier. Forelgbig

ngjes vi med at konstatere resultatet: egenveerdierne for L?er
I(1+ 1A% 1=0,1,2..., (1.62)
mens egenvaerdierne for L, er
mh = —lh,—(I=1)h...,(I - 1)k, In (1.63)

for en given veerdi af I. Abenbart er der (21 + 1) forskellige veerdier af m hgrende til en given
veerdi af [ (for I =1 ses (1.63) f. eks. at give de tre veerdier m = —1,0 og 1).

Det er altsa muligt at finde fysiske tilstande, som vi kan angive som |lm), for hvilke der er
sikkerhed for at méle vaerdien /({4 1)A? af impulsmomentets leengdekvadrat og vaerdien m# af
en af impulsmomentets komponenter. Som vi skal se i det fglgende, er dette udgangspunktet
for at forsta atomernes opbygning og det periodiske system.

Som naevnt er en partikels impulsmoment ifglge den klassiske fysik konstant i tiden, nar
bevaegelsen foregar under pavirkning af en kraft, der er rettet mod et fast punkt i rummet.
Man siger da, at beveegelsen sker i et centralfelt. Den potentielle energi vil under disse
omsteendigheder alene afheenge af afstanden fra partiklen til det faste punkt. Hvis den po-
tentielle energi er omvendt proportional med denne afstand (som for tyngdekraften eller den
clektrostatiske kraft mellem to ladede partikler), gennemlgber partiklen en ellipseformet bane
1 en bestemt plan. I kvantemekanikken giver det ikke mening at tale om partiklens bane, da
dette indebzrer, at det er muligt samtidig at fastleegge partiklens sted og impuls. Derimod
er det ved bevaegelse i et centralfelt muligt samtidig at angive bestemte veerdier af partik-
lens energi, impulsmomentets lzengdekvadrat og én af impulsmomentets komponenter, da de
tilhgrende operatorer er indbyrdes ombyttelige.

Bevagelsen af elektronen i et brintatom er netop en bevaegelse i et centralfelt, idet kraften
hidrgrende fra den positivt ladede kerne er rettet mod denne'?. Ved at Igse den kvante-
mekaniske bevagelsesligning, Schrédingerligningen, finder man de samme energiverdier E,

som 1 Bohr-modellen, jvf. ligning (1.11). Imidlertid er der flere forskellige fysiske tilstande

2Da kernens masse er si meget stgrre end elektronens, kan man se bort fra kernens medbevagelse og

opfatte denne som varende anbragt i et fast punkt i rummet.

44



svarende til samme energiveerdi. Man finder saledes, at der til en bestemt energiverdi E,
hgrer veerdierne 0,1,...,(n — 1) af det kvantetal I, der ifglge (1.62) bestemmer impulsmo-
mentets langdekvadrat. En given verdi af n, f. eks. n = 3, rummer altsd tilstande, hvori
ler 0,1 og 2. Da der hgrer én m-veerdi til [ = 0, tre m-veerdier (m=-1,0,1)till =1
og fem m-veerdier (m = —2,-1,0,1,2) til [ = 2, er der knyttet i alt 1 +3 +5 =9 eller 32
forskellige tilstande til niveauet med n = 3. Ved at foretage denne optzlling for et vilkarligt
n, finder man, at der er knyttet n? forskellige tilstande til en bestemt veerdi af n. Tager
man nu ydermere hensyn til, at elektronen har et indre impulsmoment, der betegnes som
spin'3, er det ikke leengere tilstraekkeligt at angive tilstandene ved de tre kvantetal n,! og m.
Man mé yderligere angive veerdien af det kvantetal m,, der bestemmer de mulige verdier
(egenveerdierne) af en af spinnets komponenter. Disse egenvardier er m,%, hvor kvantetallet
m, kan antage vaerdierne 1/2 og —1/2.

Vi kan nu sammenfatte ovenstiende: ved bevaegelsen af en elektron i et Coulombpotential
svarende til den potentielle energi —Ze2/r, hvor Ze er kerneladningen (Z = 1 for brintatomet),
er energierne givet ved*

E,=-

n=1,2,... (1.64)

Dette resultat er i overensstemmelse med (1.11), da vi blot har erstattet konstanten e med
konstanten ZeZ. Til hvert n hgrer der 2n? forskellige tilstande, der angives som |[nlmm;). Pa
fig. 1.12 har vi tegnet energiniveauer hgrende til et bestemt n og for hver af dem angivet,
hvor mange elektroner (nemlig 2n?), der kan anbringes i det pagaldende niveau. Desuden
har vi i fig. 1.12 vist, hvad der sker, nar man tager hensyn til, at elektronerne ogsa frastgder
hinanden indbyrdes. Herved forskydes energien af de tilstande, der fgr hgrte til samme E,,
afheengigt af veerdien af kvantetallet I. Til hvert seet af kvantetal (n,l) hgrer der nu en
bestemt energiveerdi. Det periodiske system fremkommer ved gradvis opfyldning af disse
energiniveauer, under hensyntagen til at elektroner er fermioner, sa at der kun ma anbringes

én i hver (énpartikel)kvantetilstand. Atomer med 2 og 10 (=2+8) elektroner svarer til seerligt

13Den engelske fysiker P.A.M. Dirac (1902-1984) viste i 1928, at forekomsten af spin var en konsekvens af

kravet om, at kvanteteorien skal vere relativistisk invariant, se afsnittene 1.7.5 og 7.5.

MDer er her set bort fra de mulige positive energier, der svarer til, at elektronen ikke bundet til kernen,

men bevager sig frit i rummet.
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Figur 1.12: Energiniveauer i et centralfelt

stabile konfigurationer, idet disse svarer til, at energiniveauerne hgrende til henholdsvis n = 1
og n = 1,2 er fyldt helt op. De pagezldende atomer helium og neon er begge adelgasser, der
netop kaldes sadan, fordi de har meget lidt tilbgjelighed til at indga i reaktioner med andre
grundstoffer, d.v.s. de er pa grund af elektronkonfigurationen sezrligt stabile. Grundstoffet
argon, der har 2 + 8 + 8 = 18 elektroner, fremkommer ved, at niveauerne hgrende til (n,!) =
(1,0),(2,0),(2,1),(3,0) og (3,1) er fyldt helt op, mens (3,2) niveauet er tomt. Gennemgar
man saledes det periodiske system, ser man hvorledes periodiciteteten kan forklares simpelt ud
fra kvantetallene n,l,m og m, og opfyldningen af de tilhgrende energiniveauer. En detaljeret
behandling af atomernes struktur kraever, at der tages hensyn til, at elektronerne bade maerker
den tiltreekkende kraft fra den positivt ladede atomkerne og frastgdningen hidrgrende fra de
¢vrige'elektroner. Formalet med ovenstidende betragtninger er blot at vise, hvorledes de
vigtigste traek i grundstoffernes periodiske system kan fgres tilbage til kvantetallene n, 1, m og
m, for en enkelt elektrons beveegelse. Det bgr understreges, at det kun er med tilnaeermelse, at
vi kan angive et atoms tilstand ved at anfgre de enkeltpartikel-tilstande, der er besat. Selv for
det naestsimpleste atom, He-atomet, er dette en relativt grov tilnzermelse, der ma forbedres,
for at man kan ggre rede for de observerede spektrallinjer. For den negativt ladede ion H~
er tilnsermelsen sa darlig, at man pa basis af denne ikke engang kan forklare, at H™-ionen er

stabil (jvi. eksempel 8).

1.6.2 Stof og straling

Navnet Albert Einstein (1879-1955) er i den offentlige bevidsthed fgrst og fremmest knyttet

til relativitetsteorien, savel den specielle fra 1905 som den almene fra &rene 1911-16. Men
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Figur 1.13: Emission og absorption

Einstein gav fundamentale bidrag til mange andre omrader af fysikken. Hans arbejde fra
1905 vedrgrende den fotoelektriske effekt, for hvilket han modtog Nobelprisen i 1921, og hans
arbejde fra 1916 om ligeveegten mellem stof og straling er to eksempler pa disse.

Ud fra simple argumenter for ligeveegten mellem stof og straling lykkedes det Einstein i
1916 at knytte en forbindelse mellem atomernes udsendelse (emission) og absorption af lys.
I det fglgende skal vi gengive Einsteins argumenter og vise deres betydning for forstaelsen af
laserens virkemade.

Vi betragter et hulrum, der foruden en bestemt slags atomer indeholder straling, der er i
ligeveegt, karakteriseret ved temperaturen 7. Idet E, og Ej angiver energierne af to forskellige
atomare niveauer (se fig. 1.13), definerer vi frekvensen v, ved

_ Ey—E,

—, (1.65)

Vpa

idet vi antager, at Ej er stgrre end F,. I afsnit 1.1.3 indfgrte vi teethedsfunktionen u, for
at beskrive, hvorledes stralingsenergien i ligeveegt er fordelt pa alle mulige frekvenser. Nar
vi undersgger sandsynligheden for, at der sker overgange mellem de to niveauer a og b ved
absorption eller emission af lys, far vi brug for u,,_, der er et mal for stralingens intensitet ved
den pageldende frekvens. Antallet af atomer, der i lgbet af en tidsenhed (et sekund) gar fra
tilstand a til tilstand b under absorption af straling ma veere proportionalt med det samlede

antal atomer N, i tilstand a og teethedsfunktionen u,,, og kan fglgelig skrives som
ByoNouy,, . (1.66)

Konstanten By, kaldes for Einstein-koefficienten for absorption.
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Gar vi nu over til at se pa emission, ma det tilsvarende gelde, at antallet af atomer, der i
lgbet af en tidsenhed (et sekund) gar fra tilstand b til tilstand a under emission af straling er

givet ved et udtryk af formen
ANy + Bay Ny, - (1.67)

Her har det sidste led i (1.67) ngjagtig samme form som (1.66), blot indgar antallet N, af
atomer 1 tilstand 6. Konstanten B, kaldes for Einstein-koefficienten for stimuleret emission.
Det fgrste led i (1.67) tager hgjde for muligheden for spontan emission, der ikke afhanger
af intensiteten af den elektromagnetiske straling, og konstanten A,, betegnes derfor som
Einstein-koefficienten for spontan emission. Vi skal nu se, hvorledes betingelsen for, at atom-
erne er i ligeveegt med stralingen, knytter en forbindelse mellem de tre Einstein-koefficenter.

I ligeveegt ma der per tidsenhed vere lige sa mange overgange fra a til b som fra b til a.

Med andre ord, de to udtryk (1.66) og (1.67) er lige store i ligeveegt,
BbaNau,,ba = AabNb + BabNbuuba- (168)

For at finde sammenhengen mellem de tre Einstein-koefficienter er det ngdvendigt at kende
forholdet N,/N,. Nar systemet - som vi har antaget - befinder sig i termisk ligevaegt, er
forholdet N,/N, bestemt alene af temperaturen og mindre end 1, da de hgjere energiniveauer
i ligeveegt er mindre befolkede end de lavere. Dette fremgar allerede af hastighedsfordelingen,
idet denne er bestemt af faktoren

e—MU2/2kT, (169)

der athanger eksponentielt af forholdet mellem den kinetiske energi Mv?/2 af et molekyle og
energien kT. Denne karakteristiske eksponentielle afhengighed af energien gaelder alment for
systemer, der befinder sig i ligeveegt og har en bestemt temperatur!®. I ligeveegt vil forholdet

mellem antallet N, og N, derfor veere givet ved

N,  eEo/*T
N,  e-Ea/FT

e~ hoa/kT (1.70)

silaenge det antages, at der kun hgrer én tilstand til hvert af de betragtede energiniveauer.

13 den statistiske mekanik betegnes denne fordeling som Gibbs-fordelingen.
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Ved hjeelp af (1.68) og (1.70) kan teaethedsfunktionen w,,, nu udtrykkes ved Einstein-

koeflicienterne og temperaturen. Ved at lgse ligningen (1.68) for u,,, og indsatte (1.70) fas

. Aab
Vba Bbaeh"b“/kT _ Bab.

U

(1.71)

Vi kan nu sammenligne (1.71) med Plancks stralingsformel i ligning (1.1). Da de to udtryk

skal stemme overens, ma der vare bestemte relationer mellem Einstein-koefficienterne, nemlig

Bio = Bas (1.72)
og
8rhv3
Aab = BabT- (173)

Der er altsd en ngje sammenhang mellem emissions- og absorptionsprocesser. Sandsynlighe-
den for spontan emission kan derfor bestemmes ved at beregne sandsynligheden for absorption
og udnytte (1.72-73). Som et vigtigt eksempel pa betydningen af denne sammenheng skal vi
til slut omtale laseren og dens virkemade.

Sammenhaengen mellem stimuleret emission og absorption ligger til grund for laseren og
dens mange praktiske anvendelser. Lad os antage, at elektromagnetisk straling med frekvens
v gar igennem et materiale, hvori der befinder sig atomer med energiniveauer F, og . Hvis
det geelder, at v = (E, — E,)/h (idet det antages, at E; er stgrre end F,) vil det veere muligt
at opna, at stralingen forsteerkes, forudsat at antallet N, af atomer med energi E; er stgrre
end antallet N, af atomer med energi F, (i ligevaegt er det, som vi har set ovenfor, mindre).
Hvis vi ser bort fra muligheden for spontan emission (der jo ikke afhaenger af stralingens
intensitet), er endringen af energitetheden for den elektromagnetiske straling hidrgrende fra

absorption per tidsenhed (sekund) givet ved
- hl/NaWba, (1.74)

hvor N, er antallet af atomer med energien Fj i et enhedsvolumen, mens W, er antallet af
overgange fra det nederste niveau til det gverste per tidsenhed (sekund) for et enkelt atom.
Tilsvarende fs, at endringen af energiteetheden hidrgrende fra (stimuleret) emission per
tidsenhed er givet ved

hv Ny W 5. , (1.75)
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Da W,, = W,, ifglge argumenterne ovenfor, ser vi ved addition af de to bidrag (1.74) og
(1.75), at stralingen bliver forsterket, hvis der er tale om ’omvendt befolkning’, svarende til
at N, er stgrre end N,. Pa denne made fremkommer det karakteristiske laserlys, men som det
fremgar af ovenstaende, er det ikke blot synligt lys, der kan forstaerkes pd denne made. Det
samme geelder infrargd straling eller mikrobglgestraling (maser star for microwave amplifica-
tion by stimulated emission of radiation, mens laser tilsvarende star for light amplification by
stimulated emission of radiation. Ammoniak-maseren er diskuteret i eksempel 9). Fordelen
ved at benytte laserlys ligger i, at den omtalte forstaerkning resulterer i kohaerent lys, d.v.s.
elektromagnetiske felter, der ikke blot svinger med samme frekvens, men ogsa indbyrdes er i

fase.

1.7 Partikler og bglger

Samspillet mellem begreberne bglge og partikel har praget kvanteteoriens udvikling siden
drhundredets begyndelse. 1 1905 fremsatte Einstein sin teori for den fotoelektriske effekt.
Einsteins teori knyttede partikler - de sakaldte fotoner - med energi hv og impuls A/X til
elektromagnetisk straling med frekvens v og bglgeleengde A\. Dermed kunne Einstein forklare
eksistensen af en taerskelveerdi v, for frekvensen af den elektromagnetiske straling, der kan
lgsrive elektroner fra et metals overflade. I 1923 foreslog Louis de Broglie det omvendte - at
der til en partikel med impuls p skal knyttes en bglge med bglgelaengde A = h/p.

Allerede i arene 1828-1837 havde William Hamilton (1805-65) bemeerket den formelle
lighed mellem beskrivelsen af en lysstrale i optikken og beveegelsen af en partikel i den klassiske
mekanik. Fermat havde i 1657 indfgrt princippet om ’den travle lysstrale’: hvis en lysstrile
bevaeger sig mellem to punkter A og B i et medium, hvor brydningsforholdet n = n(z,y, z)
er en funktion af de rumlige koordinater, vil stralens vej mellem de to punkter vere bestemt
ved, at gennemlgbstiden skal vare mindst mulig. Idet stralens fasehastighed!® er u = ¢/n,
er gennemlgbstiden for stykket ds lig med ds/u. Da u = v, hvor A er bglgeleengden, er
gennemlgbstiden derfor givet ved linjeintegralet

1 [Bds
I =~ S .
o Y (1 76)

1®Begreberne fasehastighed og gruppehastighed er diskuteret i afsnit 1.7.4 nedenfor.
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Minimumsbetingelsen 61 = 0 bliver saledes

B 1
' - 1.77
6/A dsf\(z,y,Z) . (.77)

idet 61 angiver den zendring af integralets vaerdi, der fremkommer ved en vilkérlig infinitesimal
endring af integrationsvejen mellem A og B.

Et tilsvarende minimumsprincip for bevaegelsen af en partikel med masse m i et konserva-
tivt kraftfelt blev fremsat af Maupertuis i 1744. Hglge Maupertuis’ princip er partiklens vej
mellem to punkter A og B bestemt af, at tidsintegralet af den kinetiske energi 7' er mindst

mulig,

B
5/ dt 2T = 0. (1.78)
A

Idet 2Tdt = mvds = pds, kan Maupertuis’ princip ogsa udtrykkes ved, at linjeintegralet af p
skal veere mindst mulig,
6/Bds p=0, (1.79)
A
i analogi med (1.77). Pa Hamiltons tid kunne ligheden mellem en lysstrales bevaegelse
og en partikels banekurve kun veare af formel art. Denne formelle lighed blev imidlertid
udgangspunktet for de Broglies ideer omkring et hundrede ar senere. De Broglie foreslog, at

der til en partikel med impuls p og energi E skulle knyttes en bglge med bglgeleengde A og

frekvens v givet ved
h
p

liglge dette skulle en partikel med veldefineret impuls p kunne underga diffraktion ganske som

A: VvV =

(1.80)

?

SIS

en bglge med bglgeleengde A = h/p, kaldet de Broglie-bglgelaengden.
Til stgtte for identifikationen (1.80) sammenholdt de Broglie fire-vektoren for energi og
impuls af en partikel med hvilemasse m og hastighed ¢ med formen af en plan bglge. Ifglge

den specielle relativitetsteori er fire-vektoren for energi og impuls givet ved

,;5’) (1.81)

\/1 - 1)2/c2 \/1 - 1)2/c2
svarende til, at energien E er givet ved E* = m?c* + p*c?. De Broglie sammenlignede energi-

impuls fire-vektoren med formen af en plan bglge,

giFr-wt), (1.82)
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hvis fase (k-7 —wt) er lig med det skalare produkt!7 af fire-vektorerne (w/c, k) og (ct, 7). 1det
A = 2n/k og v = w/2x, er (1.80) abenbart ensbetydende med, at ﬁre;vektoren (hw/c, hi)
identificeres med (E/c, p).

En direkte eksperimentel bekrzftelse af de Broglies ideer kom fgrst i 1927, hvor Davissons
og Germers forsgg viste, at reflektionen af en elektronstrale, der blev sendt mod overfladen
af en nikkelkrystal, kunne forklares ved at tilordne elektronen en bglge med bglgelzengde
A = h/p, ioverensstemmelse med (1.80). De Broglies hypotese blev imidlertid udgangspunktet
for Schrodingers bglgemekanik, der blev formuleret i fire banebrydende afhandlinger i det
fgrste halvar af 1926.

Erwin Schrédinger (1887-1961) blev uddannet i Wien og underviste i en periode i teoretisk fysik pa Ziirich
Universitet. P4 dette tidspunkt var Peter Debye professor ved Eidgenossische Technische Hochschule i Zirich.
De to institutioner afholdt falles fysikseminarer under Debyes ledelse. Debye opfordrede Schrodinger til at
aflzgge en rapport om Louis de Broglies doktorathandling fra 1924. De Broglie havde som omtalt ovenfor
foreslaet, at der til en partikel med energi E og impuls p skulle knyttes en bglge med frekvens v = E/h
og belgelaengde A = h/p. Under Schrodingers foredrag bemaerkede Debyel®, at man ikke kunne behandle
balger tilfredsstillende uden en bglgeligning. Schrodinger satte sig straks for at finde den ligning, der beskrev
de Broglie’s bglger. Resultatet var et nyt seminar fi uger efter - denne gang med en bglgeligning - og en
serie af fire afhandlinger i Annalen der Physik under titlen ’Quantizierung als Eigenwertproblem’, indsendt
1 januar, februar, maj og juni 1926. I disse arbejder formulerede Schrodinger bide den tidsuafhangige og
den tidsafhzngige ligning, og anvendte dem pa den harmoniske oscillator og en rzkke andre eksempler.
Desuden udviklede han perturbationsteorien, som han benyttede til at forklare elektriske felters indflydelse
pa brintspektret. I den sidste af de fire artikler fandt Schrodinger en relativistisk bglgeligning, der geelder for

cn partikel uden spin.

Schrédinger kom frem til bglgeligningen ved at udnytte den ovenfor omtalte analogi mellem
den klassiske geometriske optik og den klassiske partikeldynamik. Vi skal ikke gengive hans

argumentation her, men ngjes med at diskutere lgsningerne til bglgeligningen i nogle simple

tilfeelde.

17Det skalare produkt af fire-vektorerne (ko, E) og (g0, ) er (—kogo + k. q).
I8F. Bloch, Physics Today, December 1976.
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1.7.1 En fri partikel

For en frit beveaegelig partikel med masse m er Schrodingerligningen

E_(a%,/) 827,/)+827,/))_. [
T 2m 0z ' Oy? | 022 — "t

(1.83)

hvor ¥ = (7, 1) betegnes som bglgefunktionen.

Betydningen af bglgefunktionen 3 stod hverken Schrédinger eller hans samtidige klar, som det fremgar
af nedenstiende vers, der blev forfattet af en kollega ved en udflugt i forbindelse med en konference i Zirich

1 sommeren 1926:

Gar Manches rechnet Erwin schon
Mit seiner Wellenfunktion.
Nur wissen mécht’ man gerne wohl

Was man sich dabei vorstell’n soll.

Max Borns fortolkning af bglgefunktionens absolutkvadrat, ¥*, som en sandsynlighedstathed fremkom
forst senere i 1926 i form af to afhandlinger i Zeitschrift fiir Physik, 37, 863 og 38, 803. I hovedteksten
af den fgrste afhandling identificerede Born selve bglgefunktionen ¥ med sandsynligheden, men han rettede
dette til |1|? i en fodnofe, der blev indfgrt under korrekturlesningen. Schrédinger havde selv foreslaet, at
|¥|? repraesenterede fluktuationer i den elektriske ladningstaethed. Trods kvanteteoriens succes bevarede han
en skepsis over for Borns fortolkning i resten af sit liv. Han var ikke ene om denne: hverken Planck, Einstein
eller de Broglie kunne acceptere Borns fortolkning som den endegyldige. Alle eksperimenter, der til dato har

afprgvet kvanteteoriens forudsigelser, har imidlertid understgttet Borns fortolkning.

Indsaetter vi nu en plan bglge af formen (1.82) i ligningen (1.83), folger det, at

h2k?
hw =

(1.84)

2m

som betingelse for, at bglgen er lgsning til ligningen. Hvis hw identificeres med energien £

og hk med leengden af impulsen, p, er (1.84) abenbart ensbetydende med
E=2L (1.85)

der er den velkendte sammenhang mellem energien og impulsen af en frit bevaegelig partikel.

Lgsningen til Schrodingerligningen for en fri partikel er altsa i overensstemmelse med de
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Broglies hypotese. I sig selv er dette ikke overraskende. Schrédingerligningen blev ’opfundet’
for at beskrive de Broglie-bglger. Af stgrre betydning er det at underspge Schrédingerlignin-
gens forudsigelser, nar partiklen ikke er frit bevagelig.

Schrodinger benyttede som naevnt ligheden mellem den geometriske optik og den klassiske
partikeldynamik til at at formulere en bglgeligning, der er mere generel end (1.83), der kun
geelder for en fri partikel. Han kom derved frem til, at (1.83) i almindelighed skulle erstattes
med

R? 0% 9% 0%

+ o) + V() = ik

R, o
2m " 0z?  0Oy? = 022

—é—t_,

der er ligningen for en enkelt partikel, der bevager sig i et konservativt kraftfelt beskrevet

(1.86)

ved den potentielle energi V(7). Schrodinger udledte ikke (1.86). Hans overvejelser tog

udgangspunkt i en formel analogi fra den klassiske fysik. Kun eksperimenter kunne afkrafte
eller bekrafte gyldigheden af (1.86).

Schrodinger anvendte selv (1.86) pa en rakke fysiske problemstillinger. Vi skal kort omtale
et par af disse i de efterfglgende afsnit af dette kapitel og vender siden tilbage til en mere

indgaende diskussion af Schrédingerligningen i kapitel 3 og 4.

1.7.2 Partikel 1 en kasse

Ilvis en partikel bevaeger sig i et potential V, der er uafheengigt af tiden, er det muligt at
separere lgsningen til (1.86) i en funktion, der kun afheenger af 7 og én, der kun afheenger af
¢

P(7,t) = w(F)f (). (1.87)
Ved at indsette ) i (1.86) ses det, at ligningen er opfyldt, hvis u(7) og f(t) hver for sig

tilfredsstiller differentialligningerne

B2 9w 9*u  O%u

— ;n—((?z"’ + % + a‘22) + V(F)u = Eu (1.88)
og
L df
i = Bf (1.89)
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hvor E betegnes som en separationskonstant, der i dette tilfelde dbenbart har dimension
af energi'®. Da (1.89) er en differentialligning af fgrste orden i tiden, har ligningen den

almindelige lgsning

f(t) = Ce i EYR, (1.90)

hvor C er en arbitrar konstant. Lgsningen til (1.88) athanger af potentialets specifikke form.
Matematisk set har (1.88) form af en egenvardiligning, idet venstresiden har form af en
differentialoperator H virkende pa u, mens hgjresiden er egenveerdien E gange u. Som vi skal
se i neeste kapitel, kaldes H for Hamiltonoperatoren, hvis egenvaerdier E repraesentererer de
mulige resultater af en maling af systemets energi.

I resten af dette afsnit vil vi udelukkende betragte det tilfeelde, hvor partiklen beveeger

sig i én dimension, hvorved (1.88) bliver

— —-T—l—@ + V(z)u(z) = Eu(z). (1.91)

2m dx?

Hvis partiklen bevaeger sig i et potential V() givet ved

V(z)=o00 for 2>a og <0

V(z)=0 for 0<z<a, (1.92)

er en lgsning til (1.91) givet ved

un(z) = A, sin(%a-:-), for 0 <z<a, u,(z)=0 ellers, (1.93)

lvor 7 er et helt, positivt tal. Vi har her antaget, at ¢ er kontinuert og nul, hvis potentialet
er uendeligt stort (denne betingelse diskuteres narmere i kapitel 4). Funktionerne (1.93)
hgrende til n = 1,2 og 3 er vist pa fig. 1.2.

Man kalder i kvanteteorien lgsningen (1.93) for en tilstand, hvis konstanten A er valgt,
sdledes at [ dzu’u, = 1. Kvanteteoriens tilstandsbegreb diskuteres indgaende i de fglgende
kapitler. Her skal vi blot angive egenvaerdierne for partiklens Hamiltonoperator og dermed

de mulige udfald af en maling af partiklens energi.

19At ligningen (1.86) er tilfredsstillet af i = uf, hvis de to ligninger (1.88-89) hver for sig er opfyldt, kan
eftervises ved at gange (1.88) med f og (1.89) med u og derefter subtrahere de to ligninger.
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Verdien af konstanten E hgrende til lgsningen (1.93) ses ved indsattelse at veere

h2n?n?

E, =

(1.94)

2ma?

Den fysiske fortolkning af E, er, at E, er partiklens energi i tilstanden u,. Resultatet (1.94)
er 1 overensstemmelse med, hvad man ville vente ud fra en dimensionsbetragtning, idet den
eneste energi, der kan dannes ud fra i, m og a er stgrrelsen h?/ma? (p& neer en numerisk
konstant).

Det er en fplge af Fouriers raekkeszetning (jvf. kapitel 3), at lgsningerne (1.93) udggr en
fuldstaendig basis for den vilkarlige lgsning 1 til Schrodingerligningen, idet 1 skal vaere nul i
punkterne z = a og ¢ = 0, hvor potentialet bliver uendeligt stort. Vi har altsa den generelle
lgsning

= anun(z)e R, (1.95)

Hvis vi gnsker at finde antallet af lgsninger, hvis energi F,, ligger inden for intervallet AF
omkring E, kan vi ga frem som fglger: Antallet af lgsninger N med energi mindre end F er

ifolge (1.94) givet ved

a\v2mkFE

N =
he

(1.96)

forudsat at N er meget stgrre?® end 1.
Antallet af tilstande mellem E og E + dE betegnes med g(E)dE, hvor funktionen ¢(F)
kaldes for tilstandstzetheden. Den kan findes ved at differentiere antallet af tilstande med

energi mindre end F, med hensyn til E, idet g(E)dE = N(E + dE) — N(E), altsa

o(B) = 2% - w/e

~ dE  xh2E

At tilstandstaetheden aftager med voksende E afspejler, at afstanden mellem energiniveauerne

(1.97)

(1.94) vokser med voksende n. Vi vender siden tilbage til begrebet tilstandsteethed i kapitel
4.

“0ldet N per definition er heltallig, skal hgjresiden af (1.96) opfattes som det hele tal, der er nzrmest pa

avV2mE[hx.
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1.7.3 Harmonisk oscillator

Som et sidste eksempel pa brugen af Schrodingerligningen skal vi diskutere bevaegelsen af en

partikel med masse M i én dimension under indflydelse af den potentielle energi
1., 2
V(iz) = §K:L' . (1.98)

Da vi allerede ved, at den karakteristiske energi er hiw og den karakteristiske laengde
/h/Mw, hvor w = 1/K/M, kan vi forenkle diskussionen af Schrédingerligningen (1.91) ved
straks at ga over til dimensionslgse stgrrelser svarende til egenveerdiligningen

1du 1
— =220 2= (1.99)

Overgangen til dimensionslgse stgrrelser foretages ved at indfgre den dimensionslgse leengde-
variabel z' = z/ \/fm og den dimensionslgse energivariabel A = E/hw i Schrodinger-
ligningen (1.91). Herved fremkommer (1.99), nar man (af bekvemmelighedsgrunde) fjerner
merkerne pa z’.

Vi sgger at bestemme Igsninger til (1.99), der er normerbare, dvs. lgsninger om hvilke det

galder, at
/ °:o dzu (2)un(c) = 1. (1.100)

Det er bekvemt at udtrykke differentialoperatoren pa venstre side af (1.99) ved operatorerne
a og a', der er defineret ved

0= (a4 (1.101)
og

al = —(z — —). (1.102)
Begrundelsen for disse betegnelser vil blive narmere belyst i kapitel 2 og 3, hvor vi skal se,
at operatorerne a og a' henholdsvis fjerner og skaber energikvanter?'.

Lader vi nu fgrst a og derefter a! virke pa en funktion f(z), far vi henholdsvis

1 :
af(z) = —\/—é(évf+ f) (1.103)

217 kvanteteorien kan partikler opstd og forsvinde: en elektron i et metal kan absorbere eller udsende en
fonon (kap. 9), et lyskvantum kan blive til en elektron og en positron (kap. 11), en neutron og en neutrino

kan udveksle en vektorboson og blive til en proton og en elektron (kap.11).
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0g
f(z) = S5(af = 1) (1.104)
hvor f' angiver den afledede af f med hensyn til z. Lad os nu prgve at virke med a' pa
(1.103). Vi far da
1
alaf(z) = 5(=f"+2* = f). (1.105)

Tilsvarende fas ved at lade a virke pa (1.104), at
aal f(2) = 5(~f" + 22 + f). (1.106)
Af relationerne (1.103-106) kan vi drage nogle vigtige konsekvenser:

o Det er ikke ligegyldigt, i hvilken orden vi anbringer a og a': ifglge (1.105-106) er
aa'f(z) — ataf(z) = f eller pa operatorform aa’ — ata = 1, hvor 1 er enhedsopera-

toren.

e Schrédingerligningen (1.99) kan udtrykkes som

dau=(\~- %)u (1.107)
idet
14 1, ' 1
ifglge (1.106).
e Lgsningen til differentialligningen
au=0, (1.109)
betegnes med ug og er givet ved
up = Ce™= 12, (1.110)

som man kan eftervise ved at indsatte ug i differentialligningen (1.109). Her er C er en

integrationskonstant, hvis stgrrelse fastlegges ved normeringsbetingelsen
/ dzul(z)uo(z) = 1. (1.111)

Det ses ved brug af (1.109), at ug ogsa er en lgsning til Schrédingerligningen (1.107),

hgrende til energien A = 1/2.
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e Funktionen alug er en lgsning til Schrodingerligningen (1.107) hgrende til egenvaerdien

A =3/2, idet (1.109) medfgrer, at

ataatug = al(ala + 1)ug = atug. (1.112)

e Hvis u, er en lgsning til Schrodingerligningen (1.107) med egenveerdi A, = (n + 1/2),

er funktionen afu, en lgsning med egenveerdi A, = A, + 1, idet

ataatu, = a(ata + Du, = (n + 1)alue. (1.113)

Af dette fglger, at energiegenvaerdierne for den harmoniske oscillator er givet ved

1
E, =M =(n+ E)hw, (1.114)

hvor n er et ikke-negativt heltal, idet der ikke - som vi skal vise i afsnit 2.2.2 - findes andre
normerbare lgsninger end de anfgrte.
Lad os vende tilbage til Schrédingerligningen (1.88). Operatoren

R 02 92 o?
B %(8932 + dy*? + 822)

(1.115)

reprasenterer den kinetiske energi, idet vi identificerer differentialoperatoren (%/:)V med
impulsen p, svarende til de Broglie-relationen A = h/p. Det fglger herefter af definitionerne

(1.101-102), at impulsen p for en partikel, der bevager sig i én dimension, kan udtrykkes ved

a og al,
Vhmw
= —al). 1.116
p V2 (a—a') ( )
Danner vi udtrykket
Do :/ dzun (z) pum (2), (1.117)

har vi dermed angivet en uendelig-dimensional matrix hgrende til impulsen p. Bemeerk at

matricen for p ikke er diagonal, og at det kun er matrixelementerne p,, ,4+1 0g pnn—1, der er

forskellige fra nul??,

22Dette er en konsekvens af, at a og al virkende p3 u, er proportional med henholdsvis u,_; og Untl,

forudsat at n > 1, samt at funktionerne u,, er ortogonale,

/—00 dzup(z)um(z) =0 for n#m. (1.118)
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I det fglgende kapitel skal vi se, hvorledes vi kan repraesentere fysiske stgrrelser ved sidanne
matricer, hvis egenveerdier udggr de mulige resultater af en maling af den pageeldende fysiske

stgrrelse.

1.7.4 Bglgepakker

Inden vi i det fglgende kapitel tager fat pa matrixformuleringen af kvantemekanikken, skal vi
afslutte denne introduktion til bglgemekanikken med en omtale af begreberne fasehastighed og
gruppehastighed. For nemheds skyld betragter vi blot beveegelse i én dimension. Resultaterne
lader sig let generalisere til tre.

En plan bglge, der udbreder sig i én dimension, har formen
eilke—uwt), (1.119)
Det fremgar af (1.119), at fasen (kz — wt) er konstant, nar = og ¢ tilfredsstiller
w
z = konst. + Zt' (1.120)

Man betegner w/k som fasehastigheden. Hvis sammenheengen mellem w og k ikke er linezer,
er fasehastigheden forskellig fra den sakaldte gruppehastighed, der indfgres som fglger: Lad

os betragte en overlejring af bglgefunktioner af formen (1.119),

W(z,t) = / °; dkg(k)eitk==et), (1.121)

Det er ikke ngdvendigt at specificere veegtfunktionen g(k), men vil man tznke pa noget

konkret, kan man som eksempel tage funktionen
g(k) = e~ (k-ho)’a® (1.122)

hvor a og ko er konstanter. Overlejringen (1.121-122) udggres i dette tilfzelde af en sum af plane
bglger, hvis bglgetal®® k/27 fortrinsvis ligger i et interval af stgrrelsesordenen a~! omkring
ko/2w. Man kalder en overlejring af denne type en bglgepakke, uden at dette ngdvendigvis

implicerer, at vaegtfunktionen g(k) har den preecise form (1.122).

3Vi vil sidenhen, som det er almindeligt, omtale k som bglgetallet, selv om det strengt taget bgr kaldes

det cykliske bglgetal pa grund af faktoren 2.
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Lad os nu undersgge, hvorledes formen af bglgepakken (1.121) @&ndrer sig i tiden over ikke

for lange tidsrum ved at raekkeudvikle w(k) omkring ko,

dw

Ved at udfgre integrationen over k ved hjlp af den nye variabel k — ko far vi, at

b = etbaz—wlb)) [ 1), (1.124)
hvor
vy = Z—:Io (1.125)
betegner gruppehastigheden og
flz) = /_Z dke™2g(k). (1.126)

Vi ser, at bglgepakken i denne tilnzermelse bevarer sin form, idet maksimum for funktionen
f forskydes i tiden ifglge

T = v,t. (1.127)
Dette geelder kun for ikke for lange tidsrum, da den approksimation (1.123), der blev benyttet

ovenfor, ikke vedbliver at vare gyldig.

I tre dimensioner er gruppehastigheden

Ow
Ug = —=, 1.128
=2 (1128)
hvorved gruppehastigheden for de Broglie-bglger med w = hk?/2m bliver
. hE
Vg = ‘;{, (1129)

svarende til den klassiske sammenhang mellem hastighed og impuls.

1.7.5 En relativistisk bglgeligning

Schrodingerligningen (1.83) for en fri partikel er baseret pa den ikke-relativistiske sammen-

heng F = p?/2m mellem energi og impuls af en fri partikel. Ifglge relativitetsteorien er

E? = m?c* 4 pPcl, (1.130)
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og Schrodinger foreslog derfor, at bglgeligningen (1.83) for en fri partikel i en relativistisk

teori skulle erstattes med

h262¢ 24 B2AVip =0 1.131
- —at—Q—mC?lH- VY =0, (1.131)

svarende til, at E erstattes med :h9/0t, mens p erstattes med (£/7)V.

Schrodingers relativistiske ligning geelder ikke for en elektron, men kun for partikler uden
spin. Goudsmit og Uhlenbeck havde i 1925 foreslaet, at elektronen besad et spin eller ’indre’
impulsmoment. De baserede deres hypotese pa iagttagelser af magnetfelters pavirkning af
atomernes spektrallinjer, der var givet ved Landés empiriske formel fra 1923. Det lykkedes
Dirac i 1928 at finde en relativistisk ligning, der beskrev elektronens spin. Diracs ligning
forklarede ogsa den sakaldte finstruktur i brintspektret, altsa forskellen mellem de iagttagne
spektrallinjer og Bohr-modellens forudsigelser (1.11). Vi skal i dette afsnit introducere Diracs
bglgeligning og siden vende tilbage til en diskussion af elektronens spin i forbindelse med
teorien for impulsmoment (kap. 7).

Dirac forsggte at finde en ligning, hvori de rumlige og tidslige afledede indgik linezert. En

sadan ligning har for en fri partikel formen

(E—a-p— pmct)yp =0, (1.132)
hvor
E - z’h%, 7 %v. (1.133)

Ved at forlange, at Igsninger til (1.132) ogsa tilfredsstiller (1.131), kunne Dirac fastlaegge
storrelserne @ og B. Virker man nemlig pa (1.132) med operatoren (E + & - 5+ fmc?) fis

(1.131), forudsat at @ og 3 tilfredsstiller de algebraiske relationer

azﬂ -+ ,Ba,' =90 (1134)
for alle 7 (i = z,y,2) og
g% =1. (1.135)
Desuden skal det gzlde, at
o0 + aja; =0 (1.136)

62



for ¢ # j, mens

ooy =1 (1.137)

for ¢ = x,y, 2. Nar disse betingelser er opfyldt, forsvinder de dobbelte produkter nemlig fra
(E+&-p+ pmc)(E—-a-p—Bmc*)y =0, (1.138)

mens kvadraterne er i overensstemmelse med (1.131).
Det er klart, at a; og S ikke kan veere almindelige talstgrrelser, hvis en betingelse som
a; B+ Ba; = 0 skal veere opfyldt. Hvis a; og i stedet er matricer, er det derimod muligt. Et

elementart eksempel pa dette udggres af de to 2 x 2 matricer

1 0 01
. (1.139)
0 -1 10

Resultatet af at multiplicere den fgrste matrix med den anden ses at vere lig med minus

resultatet af at multiplicere den anden med den fgrste. Lad os derfor prgve at repraesentere

«; og 3 ved
0 ag;
a; = (1.140)
g; 0
og
1 0
B = , (1.141)
0 -1
hvor det om o; skal gelde, at
0;0; +0;0, =0 (1.142)
for : # j, mens
o? =1. (1.143)

Stgrrelserne o; ma da ogsa vere matricer, for at (1.142) kan veere opfyldt. Vi veelger dem

som 2 X 2 matricerne

0 1 0 —: 1 0
Op = , Oy = , O, = , (1.144)
1 0 1 0 0 -1

der betegnes som Pauli-matricerne efter den tyske fysiker Wolfgang Pauli.
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Stgrrelserne o; (¢ = z,y,2) og B bliver altsa 4 X 4 matricer. For at tydeligggre dette
skriver vi bglgeligningen ud pa matrixform, hvorved bglgefunktionen 1 repraesenteres ved en

sgjlevektor med fire komponenter (1,1, ¥3,,),

E —mc® 0 j pz—-ipy\ (1,[)1\ /0\
0 E - 2 gend + ] —VPz 0
e Py P L : (1.145)
Dz Dz — ipy E + ch 0 "vb3 0
\ Dz + ipy —Dz 0 E+ ch } \ "abzl / \ 0 /

Sa leenge vi kun betragter en fri partikels bevagelse, giver ligningen (1.145) os kun den
oplysning, at sammenhzengen mellem E og p ma vare givet ved (1.130), for at der eksis-.
terer egentlige (d.v.s. fra nul forskellige) lgsninger (1, 2,13,%4), hvor hver komponent er
proportional med en plan bglge exp(i(E -7 — wt)). Som vi narmere skal se i kapitel 7,
giver bglgeligningen (1.145) imidlertid mulighed for at beskrive elektronens spin og forklare,

hvorledes det pavirkes af et magnetfelt.
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OPGAVE 1.7
Bestem de Broglie-bglgeleengden for et kvzlstofmolekyle i atmosfeerisk luft ved stuetempe-
ratur. Molekylets hastighed antages at veere < v? >, hvor < v? > er den (termiske) mid-

delveerdi af hastighedskvadratet.

OPGAVE 1.8
Undersgg om hver af fplgende funktioner er en egenfunktion for paritetsoperatoren defineret

i (1.14): a) sinz, b) cosz, c) expiz. Angiv i bekraftende fald egenveerdien.

OPGAVE 1.9

Vis, at differentialoperatoren

_hd
P= iz
har funktionen

eikr

som egenfunktion, og angiv egenvaerdien. Er sin kz en egenfunktion for p? For p??

OPGAVE 1.10
Vurder stgrrelsesordenen af rotationsenergierne i a) iltmolekylet og b) kvaelstofmolekylet.
Diskuter -betydningen af dit resultat for den iagttagne veerdi af forholdet mellem varmeka-

paciteten ved konstant tryk og ved konstant rumfang i atmosfeerisk luft ved stuetemperatur.

OrGAVE 1.11

[n partikel med masse M bevager sig i én dimension i et potential givet ved
V(z)=00 for 2<0; V(z)=az for z>0, (1.146)

hvor a er en positiv konstant. Benyt dimensionsanalyse til at finde et udtryk for partiklens
energi (pa neer en numerisk konstant) i grundtilstanden. Hvor stor er denne, hvis az er
partiklens potentielle energi hidrgrende fra tyngdekraften ved jordoverfladen, og partiklens

masse er 1 g?
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OPGAVE 1.12

En elektron med hastighed vp beveeger sig i det indre af et metal langs dettes overflade under
pavirkning af et magnetfelt beskrevet ved den magnetiske induktion B. Idet magnetfeltet er
vinkelret pa overfladenormalen, og elektronen antages at beveege sig vinkelret pa magnetfeltets
retning, er stgrrelsen af kraften pa elektronen lig med evp B og bevagelsen med tilnaermelse

beskrevet ved den potentielle energi
V(z) =00 for z<0, V(z) = evpBz for z >0, (1.147)

hvor z angiver afstanden fra metaloverfladen. Benyt dimensionsanalyse til at finde et udtryk
for elektronens energi pd nar en numerisk konstant, og bestem stgrrelsesordenen af energi-
forskellen mellem naboniveauer, ndr B =1 T og vp = 10° m/s. Hvor i det elektromagnetiske

spektrum ligger den tilhgrende frekvens?

OPGAVE 1.13

En partikel med masse M bevager sig i potentialet givet ved
1 2 4
V(iz) = —2—I&x + az®, (1.148)

hvor K og a er positive konstanter.
Vis, at der ud fra de opgivne konstanter samt & kan dannes en karakteristisk energi, der

er proportional med a, og angiv et udtryk for denne.

OpGAVE 1.14

Find den mindst mulige vaerdi af energien (1.94) (man betegner denne som nulpunktsenergien).
Vurder nulpunktsenergien for et ‘He-atom i fast He, idet a anslas til at veere 1078 cm, og
omset energien til en karakteristisk temperatur. Benyt svaret til at give en begrundelse for,

at helium pa veeskeform ikke bliver fast, selv om det kgles ned til temperaturer pa 1 mK

(millikelvin).
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OpPGAVE 1.15

Vis, at matricen for z, der er defineret ved

Tpm = /_o:o dzun () zum(z), (1.149)

har diagonalelementer, der alle er nul. Bestem zg; og z10.
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2 Kvantisering

I den klassiske mekanik spiller sma svingninger om ligeveegt en vigtig rolle. Hvis en partikel
bevaeger sig i et omrade, hvor den potentielle energi har et minimum, kan denne ofte tilnzermes
ved en funktion, der afheenger af kvadratet pd afstanden fra ligevaegtspositionen. Herved
bliver partiklens beveegelse simpel at bestemme, da kraften vokser linesert med afstanden fra
ligevaegtspositionen. Som det er kendt fra mekanikken, vil lgsningen til partiklens beveegelse
som funktion af tiden veere en harmonisk svingning rﬁed en anguler frekvens, der er givet ved
kvadratroden af forholdet mellem kraftkonstanten og partiklens masse, jvf. (1.43).

I kvantemekanikken er den harmoniske oscillator et af de fa eksempler pa et fysisk system,
for hvilket det er muligt at finde en simpel, eksakt lgsning. Samtidig danner den harmoniske
oscillator grundlag for at beskrive sa forskelligartede fanomener som lydudbredelse, atomers
vekselvirkning med straling, gittersvingninger i faste stoffer og kernevibrationer.

Vi skal i dette kapitel introducere den kvantefysiske begrebsverden ved at tage udgangs-
punkt i den harmoniske oscillator. Fgrst vil den klassiske behandling af bevaegelsesproblemet
blive omtalt. Vi skal se, hvorledes den klassiske mekanik kan formuleres, sa de kvantefysiske
bevaegelsesligninger fremkommer ved en tilsyneladende enkel generalisation. Fremstillingen
bliver derved uhistorisk. Niels Bohrs atommodel og kvantemekanikkens endelige udformning
i tyverne af dette arhundrede havde nok rod i den klassiske begrebsverden. De epokeggrende
fremskridt skyldtes imidlertid ikke formelle generalisationer af den klassiske mekanik, men
forst og fremmest eksperimentelle iagttagelser af simple lovmessigheder, der ikke lod sig

forklare ud fra den klassiske fysik.

2.1 Analytisk mekanik

William Rowan Hamilton (1805-65) var en irsk astronom og matematiker, der blev fgdt i
Dublin, hvor han ogsa siden studerede ved Trinity College. Han var et vidunderbarn, der
i en alder af fem oversatte fra latin, greesk og hebraisk, og i en alder af tretten beherskede
lige s& mange sprog. Han blev professor i astronomi som 22-arig, mens han endnu studerede.
Foruden mekanik og optik beskaftigede han sig med algebra og opfandt kvaternionerne, der

generaliserer de komplekse tal til en ikke-kommutativ algebra. Han skrev digte og regnede
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Wordsworth blandt sine venner, selv om denne skal have radet ham til hellere at skrive
matematik end poesi.

Trods disse fortjenester kan det forekomme méerkeligt, at Hamiltons navn er udgdeliggjort
igennem en operator i kvantemekanikken, i betragtning af, at der gik 35 ar fra hans dgd til
fremsaettelsen af Plancks stralingslov. 1 det fglgende skal vi antyde baggrunden for dette
ved at indfgre nogle af den analytiske mekaniks grundleeggende begreber. Fremstillingen er
baseret pa et simpelt eksempel, bevagelsen af en harmonisk oscillator, men det vil fremga,
at den analytiske mekanik igennem Hamiltons ligninger udggr en almen formulering af den

klassiske mekanik.

2.1.1 Lagrange-formalismen

Vi betragter i det fglgende et meget simpelt problem, bevagelsen af en partikel med masse M
i et harmonisk oscillatorpotential (1.42). Ifglge Newtons anden lov er partiklens acceleration

bestemt ved

d*z ;
Md—t2 =—K z, (21)
med den velkendte lgsning
T = o cos(wt + ¢), (2.2)
hvor
K
w=A\3p (2.3)

mens o og ¢ er arbitraere konstanter, der fastlegges ved begyndelsesbetingelserne. Vi be-
tragter nu to tidspunkter, ¢, og t; , saledes at partiklen til tidspunktet ¢, befinder sig i punktet
z1, mens den til tidspunktet ¢, befinder sig i z; . Veerdierne af z til tidspunkter imellem t,
og t; er givet ved lgsningen (2.2) til beveegelsesligningen. Lad os alligevel lade, som om vi
ikke kender denne lgsning, og forsgge at bestemme den ‘vej’ z(t), som partiklen tilbagelaegger -

imellem tidspunkterne ¢; og t; ved at danne stgrrelsen

t2 dz
= dtL{z, — .
S 4 (CL', dt ) (2 4)

hvor



- X

Figur 2.1: To véje

kaldes systemets Lagrangefunktion, idet
T=-M(—)* (2.6)

er systemets kinetiske energi og

1
V= —2-I{m2 (2.7)

er den potentielle energi. Man kalder S for virkningen. Det ses, at virkningen har samme
dimension som Plancks konstant, nemlig energi gange tid eller impuls gange leengde.

Ifglge (2.4) er virkningen en funktion af den funktion z(t), der beskriver en mulig ‘vej’,
forstaet pa den made, at () til tiden ¢ = ¢; antager veerdien z,, mens z(2) til tiden ¢, antager
veerdien x5, men i gvrigt kan veere vilkarlig. I det fglgende vil vi vise, at virkningen S har et
ekstremum, nar bevagelsesligningen (2.1) er opfyldt, svarende til at z(t) er givet ved (2.2).
For nemheds skyld vil vi ofte skrive den afledede dz/dt med hensyn til tiden som z.

Opgaven bestar nu i at variere virkningen S med hensyn til 2(¢) og finde dens ekstremum.
Vi undersgger derfor, hvorledes S endrer sig, nar z(t) erstattes med z(t) + éz(t) , hvor det

om den infinitesimale stgrrelse dz(t) galder, at

som illustreret i fig. 2.1. Vi danner altsa differencen

t2 . t2
55 = [ dtL(z + 62,3 + 6z) — / diL(z, ), (2.9)
t1 t1
der ses at vare
t2 0L JL
6S = dt(— -8 )
S . (azr oz + 5 6z), (2.10)
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nar 65 reekkeudvikles! til forste orden i 6z og éz.

Betingelsen for, at S har ekstremum er, at (2.10) er nul for et vilkarligt éz, der tilfredsstiller
grensebetingelserne (2.8). For at udtrykke integranden i (2.10) ved 6z benytter vi partiel
integration? til at eliminere éz. Ved partiel integration af det andet led i (2.10) og brug af
(2.8) fas saledes

2 dL d 0L

68 = s dt(—a-; - Zi—t'('é;))&v, (211)

idet [, dt(0L/0%)éx = [628L/dz)? — [{* dtézd(OL/dz)/dt = 0 — [* dtéxzd(OL/O%)/dt. Eks-
tremumsbetingelsen S = 0 bliver da

2% -2 =, (2.12)
da éz er vilkarlig bortset fra betingelsen (2.8).

Ligningen (2.12) kaldes for Lagrange-ligningen. Den erstatter Newtons ligning (2.1) og
har samme fysiske indhold. Nar udtrykket for L indsattes ifglge (2.5-7), fremkommer (2.1).
I dette konkrete eksempel har vi altsa vist, at Newtons ligning (2.1) kan udledes ud fra ‘den
betingelse, at virkningen har et extremum.

Selv om vi i det foregaende har taget udgangspunkt i et konkret eksempel, den harmoniske
oscillator, ses det umiddelbart, at Lagrange-ligningen (2.12) ma gelde for beveegelse i et
vilkarligt potential V(z), nar vi identificerer L med T — V = Mz?/2 — V(z). Herved bliver
Lagrange-ligningen (2.12) jo

d’z dV

der er Newtons anden lov.

Ogsa for et system med flere frihedsgrader kan vi indfgre Lagrange-formalismen baseret

pa ekstremum-betingelsen §S= 0. Idet systemet antages at vaere beskrevet ved koordinaterne

!Bemerk, at denne raekkeudvikling ikke skal opfattes som en approksimation. Brugen af raekkeudviklingen
svarer til at bestemme differentialkvotienten df /dz af en funktion f(z) ved at danne forskellen f(z+A)~— f(z)

og raekkeudvikle denne til fgrste orden i A, hvorved f(z + A) — f(z) = Adf/dz.
?Ved partiel integration udnyttes identiteten fg' = (fg)’ — gf’, hvor f og g begge er funktioner af ¢, mens

" angiver differentiation med hensyn til {. Nar begge sider af denne ligning integreres med hensyn til ¢ over

intervallet fra ¢; til ¢, fas

/: dtfg' = [fgli: — [2 dtf'g

1

hvor [fg]}? = f(t2)g(t2) — f(t1)g(t1) er nul, hvis f. eks. g(t2) = g(t1) = 0.
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gi, hvor i antager veerdierne 1,2, ..., s, er Langrange-funktionen som for givet ved differensen

mellem systemets kinetiske energi T og dets potentielle energi V,
L=T-YV, (2.14)

og Lagrange-ligningerne fremkommer ud fra betingelsen

ta

tz . . .
5 dtL(fh,‘h,---,(IsQQb‘]z,---aQs) = 0’ (215)

der resulterer i de s ligninger

%(g—i) - g—i =0 (2.16)
Man kalder koordinaterne ¢; for de generaliserede koordinater, idet de ikke ngdvendigvis
svarer til de cartesiske koordinater for hver af systemets partikler. Hvis vi gnsker at beskrive
bevagelsen af én partikel i tre dimensioner, kunne vi valge partiklens cartesiske koordinater
z, y og z som generaliserede koordinater, men vi kunne lige s& godt benytte de sfeeriske koor-
dinater 7, 6 og ¢. Hvis vi betragter et system bestaende af N partikler, der kan vekselvirke
indbyrdes, vil antallet s af generaliserede koordinater alts veere givet ved s = 3N. Valget af
generaliserede koordinater kan i praksis veere betinget af, hvilken afhzengighed systemets po-
tentielle energi udviser af de pagaldende koordinater. Lagrange-formalismen er serlig bekvem
til Ipsning af problemer med band imellem de variable, sa at systemets mekaniske tilstand er
specificeret ved et relativt lille antal generaliserede koordinater. I denne sammenheeng skal
vi primert udnytte Lagrange-formalismen som baggrund for at indfgre de sdkaldte generali-

serede impulser og udtrykke den klassiske mekaniks love pa Hamiltonsk form. Inden dette vil

brugen af Lagrange-formalismen blive illustreret ved et eksempel.

EkSEMPEL 1. ET FORSKYDELIGT PENDUL.

Vi vil benytte Lagrange-formalismen til at bestemme bevagelsen af to masser, m; og mz, der som vist
pa fig. 2.2 er anbragt for hver ende af en veegtlgs stang af leengde I. Massen m; kan beveege sig gnidningsfrit
langs en vandret skinne, mens massen m bevaeger sig i figurens plan. Tyngdeaccelerationen kaldes g. Vi
indlzegger et koordinatsystem som vist pa figuren. Koordinaterne for massen m; er (z,0), mens koordinaterne
for massen my er (z + Isin@,l cos ¢). Udtrykt ved de tidsafledede z og (;5 bliver den kinetiske energi T" da

1 ; i
T = —-m1:i'2 + l"’»2((5& + ¢ cos ¢)2 + 12¢2 sin’ ¢) = 1

i 1 : .
5 5 §(m1 +my)z? + -2—m212¢2 + mylzd cos ¢. (2.17)

73



Figur 2.2: Det forskydelige pendul

Den potentielle energ er

V = mygl(1 — cos ¢), (2.18)

svarende til, at den potentielle energi er valgt til at vaere nul i ligevaegtsstillingen ¢ = 0.

Lagrange-ligningerne er

og
d oL 0L
—— =0 2.2
dt 9¢ 0¢ 0 (2:20)

Beveegelsesligningerne for ¢ og x fremkommer ved at indsette L = T —V 1(2.19-20). Vi vil i det fglgende
ngjes med at se pa sma udsving om ligevagtspositionen og tilnzrmer derfor Lagrange-funktionen med et
udtryk, der er kvadratisk i de sma stgrrelser .i,qﬁ,d;. Herved kan cos ¢ erstattes med 1 1 den kinetiske energi
T, mens cos ¢ i den potentielle energi skal approksimeres ved 1 — ¢%/2.

Herved bliver Lagrange-ligningerne (2.19-20)
(my + mp)i + myld =0, (2.21)

og
malP ¢ + mali = —myglg. (2.22)
Disse to koblede linezre differentialligninger har lgsninger, der varierer harmonisk i tiden med den an-

gulare frekvens w,

r = aysin(wt + ¢1), ¢ = azsin(wt + ¢2), (2.23)

hvor aj,az,¢1,42 er konstanter. Man kalder sidanne lgsninger for normalsvingninger (engelsk: normal
modes). Vi skal nu vise, at bevaegelsesligningerne er tilfredsstillet af lgsninger af denne type, og bestemme w
udtrykt ved de opgivne konstanter I, g, m; og my.

Nar vi indsatter lgsninger af den angivne form i (2.21-22), kan # og ¢ erstattes med henholdsvis —w2z og

~w?¢, hvorved de to koblede differentialligninger bliver simplificeret til to almindelige (algebraiske) ligninger
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for de variable z og @,

2

— (my + ma)w?z — malw?é = 0, (2.24)

og

— mow?s — mal(w? — W2)¢ = 0. (2.25)

Vi har indfart wo ved definitionen w? = g/l. Da ligningssystemet (2.24-25) er homogent, skal den tilhgrende
determinant vare nul, for at der findes egentlige I#sninger. Den resulterende andengradsligning i w? bestemmer

de to mulige frekvenser wy og wo til at vare

w=w; =0 (226)
og
W= Woy = —-—-m2 +m Wo. (227)
my

Bemark, at wy er stgrre end svingningsfrekvensen wq af det matematiske pendul, der fremkommer ved,
at massen m; holdes fast. Det betragtede system er i gvrigt specielt ved, at koordinaten z ikke indgdr i
Lagrange-funktionen (man kalder en sddan koordinat for cyklisk). Den tilhgrende generaliserede impuls, der

er defineret nedenfor i (2.31), er derfor bevaret i tiden.

2.1.2 Hamiltons ligninger

Vi vender nu tilbage til at betragte et system beskrevet ved én generaliseret koordinat for at
indfgre begrebet generaliseret impuls. Lagrangefunktionen L = Mi?/2 — V(z) afheenger af

den generaliserede koordinat
g==z (2.28)

og den tilhgrende generaliserede hastighed
q=1z. (2.29)

Differentialet dL kan saledes udtrykkes som

oL aL .

Den generaliserede impuls p indfgres nu ved definitionen

= —=. (2.31)

I det betragtede tilfzelde er den generaliserede impuls abenbart lig med massen gange hastighe-

den, p = Mz. 1 almindelighed behgver en generaliseret impuls ikke at have samme dimension
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som impuls. Hvis den generaliserede koordinat er en vinkelkoordinat, vil den tilhgrende ge-
neraliserede impuls have samme dimension som et impulsmoment.

Lagrangefunktionen afhznger af de variable ¢ og ¢. Vi indfgrer nu Hamiltonfunktionen
H ved transformationen

H =pq— L (2.32)

og opfatter H som en funktion af p og ¢ . Differentialet dH er

dH = pdg + ¢dp — dL = —pdq + ¢dp (2.33)
idet
oL
) = — 2.34
P=73 (2.34)

ifglge (2.12).

Af (2.33) folger, at bevagelsesligningen for systemet kan skrives pa fglgende form

. O0H
i=%, (2.35)
og
p= _%—H, (2.36)
q

der er Hamiltons ligninger. Variabelskiftet fra (g¢,¢) til (g, p), der er tilvejebragt ved trans-
formationen (2.32), benyttes i mange andre sammenhenge, f. eks. i1 termodynamikken ved
overgang fra energi til entalpi eller fri energi. Det kaldes en Legendre-transformation.

Da H ikke afhanger af eksplicit af tiden, er dH/dt = (0H/dq)¢ + (0H /dp)p. Ved at
benytte (2.35-36) fas derfor, at dH/dt = 0. Nar p = Mq og L = M¢*/2 — K¢*/2 indsattes
i (2.32), ser man, at H er den samlede energi (lig summen af den kinetiske og den poten-
tielle energi). Udtrykt ved de generaliserede koordinater ¢ og p, der ogsa kaldes de kanonisk

konjugerede koordinater, er Hamiltonfunktionen

=2 4 lgp (2.37)
—oMm Tt '

I gp-planen er kurver med konstant energi abenbart ellipseformede.

For et system beskrevet ved s generaliserede koordinater vil Hamiltons ligninger veere

)
9 = op;

(2.38)
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0g

oH
); = ——, 2.39
P g ( )
idet Hamiltonfunktionen H er givet ved
H=-L + Zpiqi. (240)

=1
Ligningerne (2.38-39) med definitionen (2.40) for Hamiltonfunktionen er eekvivalente med
Newtons ligninger. I det fglgende skal vi omforme disse ligninger for at komme frem til et

udgangspunkt for den kvantemekaniske behandling af den harmoniske oscillator.

2.1.3 Poisson-parenteser

Hamiltons ligninger kan udtrykkes pa en anden form ved brug af de sdkaldte Poisson-paren-
teser. For et system beskrevet ved s generaliserede koordinater og s generaliserede impulser,

defineres Poisson-parentesen {, } ved

., 0udv  Ov Ou
{u,v} = Z(a_q,-api - 5(;5;) (2.41)

i=1

idet u og v betegner funktioner af de variable ¢y, ¢z, ...,45;p1,P2,-- -, Ps-

Ved brug af denne definition kan Hamiltons ligninger (2.38-39) skrives pa den symmetriske

form

Gi = {qi, H} (2.42)
og

pi = {pi, H}. (2.43)
Desuden bemaerker vi, at

{gipi} = bj (2.44)

hvor é;; er 1, hvis ¢ = 3 og nul, hvis ¢ # j, samt at

{gi,4;} = {pi,p;} = 0. (2.45)

Af definitionen (2.41) fglger, at Poisson-parentesen af en funktion v med sig selv altid vil

veere nul,
{u,u} = 0. (2.46)
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Det ses endvidere, at Poisson-parentesen af en funktion u med en konstant ¢ er nul,
{u,ec} =0, (2.47)

samt at
{u,v} = —{v,u}. (2.48)

Ved at anvende sadvanlige regneregler for differentiation fas, at
{u+v,w} = {uv,w} + {v, w} (2.49)

samt

{u,vw} = {u,v}w + v{u, w}. (2.50)

Poisson-parenteser ggr det muligt at angive et kompakt udtryk for den tidsafledede af en

vilkarlig funktion wu,
du Ou ., 0u Ou Ou
u _ou T Ly = 2 H ,
= = +Z§=1(8qiqz 5500 =37 T {w A}, (2.51)

hvor vi ved den sidste omformning har udnyttet Hamiltons ligninger (2.38-39) og definitionen

(2.41) pa Poisson-parentesen. For alle stgrrelser, i hvilke tiden ikke indgar eksplicit, vil
{u,H} =0 (2.52)

derfor veare ensbetydende med, at du/dt = 0. Sadanne stgrrelser er altsa konstante i tiden,
hvis deres Poisson-parentes med Hamiltonfunktionen er nul. Man kalder disse for bevaegelses-
konstanter. Energien af en harmonisk oscillator er tydeligvis en bevagelseskonstant, idet H
ifglge (2.37) ikke atheenger eksplicit af tiden.

Bevaegelsesligningen (2.1) for en harmonisk oscillator kan udtrykkes ved Poisson-paren-

teser. Vi har abenbart ifglge de generelle ligninger (2.38-39), at

i={¢,H} (2.53)
og
p={p H}, (2.54)
hvor H er givet ved (2.37). Idet
{g,p} =1 (2.55)
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f3s ved anvendelse af regnereglerne (2.49-50) at

. p
= — 2.56
§= 7 (2.56)
samt
p=—Kgq. (2.57)
De to ligninger (2.56-57) medfgrer, at
d%q '
ot w?q=10 (2.58)

i overensstemmelse med (2.1), idet w er givet ved (2.3).

EKSEMPEL 2. POISSON-PARENTESER OG DEN TODIMENSIONALE HARMONISKE OSCILLATOR.
Som eksempel pa brug af Poisson-parenteser skal vi i det folgende diskutere bevaegelsen af en partikel med
masse m i et todimensionalt harmonisk oscillatorpotential karakteriseret ved to kraftkonstanter K, og K.

Den klassiske Hamiltonfunktion er
H= i(pz +p3)+ l(Klm2 + Kay?) (2.59)
2mT Y2
Endvidere indfgrer vi stgrrelsen L givet ved

L = zpy — ype, (2-60)

der ses at veere z-komposanten af partiklens baneimpulsmoment.

Vi har
{z.ps} ={y.py} =1, (2.61)
og
{z.,py} = {y,p:} = {2,9} = {pe,py} = 0. (2.62)
Endvidere ses det, at
{z,p2} =2p;, {2%,ps} =22 (2.63)

og tilsvarende for y-koordinaten. Det fglger af disse relationer, at
{H,L} = (K — Kj)zy. (2.64)

Hvis de to kraftkonstanter er ens, er hgjresiden af (2.64) lig med nul, og z-komposanten af impulsmomentet,

L, derfor en bevagelseskonstant.
Vi kan altsd konkludere, at L er en bevagelseskonstant, hvis den potentielle energi er uesendret ved

drejninger om z-aksen, svarende til, at de to kraftkonstanter K; og K er lige store. I den resterende del
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af dette eksempel skal vi udelukkende betragte det tilfelde, hvor de to kraftkonstanter er ens, saledes at
partiklen bevager sig i zy-planen i et harmonisk oscillatorpotential givet ved V(z,y) = K(2? + y?)/2. Den

tilhgrende Hamiltonfunktion er dermed
H = 1 (p2 +p2) + ——-“}2(1:2 + y2) (2.65)
2m - * y 2 ’ '

hvor w = /K/m.

Vi har set ovenfor, at stgrrelsen L givet ved (2.60) er en bevagelseskonstant for en isotrop todimensional

harmonisk oscillator. Oscillatoren har imidlertid yderligere to bevaegelseskonstanter M og N givet ved

mw 1
M=—(*-y")+ —(p2 - P} 2.
5 (" — ") + 5 —(p: — py) (2.66)
samt
i
N = mwzy+ —ppy. (2.67)
mw

Dette ses ved direkte udregning af {H, M} og {H, N}, der begge bliver nul. Forekomsten af bevaegelseskon-
stanterne M og N er et specielt treek ved det harmoniske oscillatorpotential. Hvis der til den potentielle
energi i (2.65) f. eks fgjes et udtryk af formen a(z? + y?)?, hvor a er en konstant, er hverken M elier
N bevagelseskonstanter. Derimod vil det fortsat galde, at {L, H} = 0, sa leenge den potentielle energi kun
afhenger af laengden \/W af stedvektoren (z,y). At Poisson-parentesen {L, H } er identisk nul, udtrykker
potentialets symmetri over for drejninger om en akse gennem (z,y) = (0,0) vinkelret pa zy-planen. Sa leenge
den potentielle energi kun afhanger af l&ngden m , er Hamiltonfunktionen uandret under drejninger
om denne akse, og impulsmomentets komposant langs symmetriaksen dermed en bevagelseskonstant.

Til slut vil vi udregne Poisson-parenteserne {L, M}, {M, N} og {N,L}. Ved at benytte (2.61-63) ses det,

at
{L,M}=2N; {M,N}=2L; {N,L} =2M. (2.68)
Som det vil fremga af kapitel 7, er der en sammenhang mellem dette resultat og beskrivelsen af elektronens

spin.

2.2 Fra klassisk mekanik til kvantemekanik

Vejen er nu banet til det store spring fremad: overgangen til kvantemekanikken. Ved at
benytte Hamiltons ligninger som basis for kvantiseringen af den harmoniske oscillator springer
vi ikke blot hen over artiers eksperimentelt erhvervede indsigt i de atomare spektres lov-
massigheder. Vi ignorerer ogsa den historiske betydning af de vanskeligheder, der affgdtes
af forspget pa at forene Rutherfords pavisning af atomkernens eksistens med den klassiske

elektrodynamiks love for udstraling af energi fra bevaegede ladninger. Disse vanskeligheder
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var baggrunden for, at Bohr i 1913 med sin atommodel fremsatte et seet postulater, der fgrte
til overensstemmelse mellem de beregnede og malte linjer 1 brintspektret og lagde grunden
til den udvikling, der kulminerede med kvantemekanikkens endelige udformning i tyverne af
dette arhundrede.

I det fglgende reprasenterer u og v to fysiske stgrrelser som f. eks. sted og impuls. Vi

indfgrer kommutatoren [,] ved definitionen
[, v] = uv — vu. (2.69)

Hvis u og v blot var simple talstgrrelser, ville kommutatoren (2.69) veere nul. For at opna,
at kommutatoren [u,v] lige som den klassiske Poisson-parentes {u,v} kan blive forskellig fra
nul, vil vi representere de fysiske stgrrelser u og v ved matricer. Hermed er der indfgrt
en kommutatoralgebra, der svarer ngje til Poisson-parentesernes algebra, idet kommutatoren
defineret ved (2.69) tilfredsstiller de samme relationer (2.49-50) som Poisson-parenteserne
(jvf. (2.72-73) nedenfor).

Da ¢ gange p har dimension af virkning, kan vi imidlertid ikke uden videre identificere
{,} med [,]. Vi indfgrer derfor en konstant med dimension af virkning og velger denne
som Plancks konstant . Valget af konstanten som % = 1,054 - 107* J-s er ngdvendigt for
at f3 overensstemmelse med eksperimenterne. Hermed er korrespondensen mellem Poisson-

parenteser og kommutatorer fastlagt ved reglen

{u,v} — Z,lh[u,v]. (2.70)

Ud over Plancks konstant har vi i denne ligning indfgrt den imaginare enhed 7, der opfylder
i2 = —1. Som det senere vil fremgé, er dette ngdvendigt, for at kvanteteorien kan indeholde
den klassiske mekanik som et grensetilfelde. Ifplge forskriften (2.70) bestar kvantiserin-
gen altsd i at identificere kommutatoren [g;, p;] med ik gange den klassiske Poisson-parentes
{gi,p;}- Vi kan opfatte (2.70) som et postulat, der i hvert fald ikke strider mod dimensions-
analysen. I det fglgende vil det blive vist, at dette postulat fgrer til kvantisering af den
harmoniske oscillators energi.

Nar (2.55) sammenholdes med (2.70), ses det, at ¢ og p mé tilfredsstille ombytnings-

relationen
qp — pq = ih. (2.71)
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Man siger, at ¢ og p ikke er indbyrdes ombyttelige. Samtidig er det klart, at ¢ er ombyttelig
med sig selv, lige savel som p er det. Idet u, v og w angiver matricer, ses de at opfylde
regnereglerne

fu+v,w] = [u,w] + [v,u] (2.72)

og
[u, vw] = [u, v]w + v[u, w], (2.73)
svarende til (2.49-50).
I stedet for at benytte matricer kan man, som vi skal se i det fglgende kapitel, beskrive
manglen pa ombyttelighed ved at repraesentere de fysiske stgrrelser ved operatorer. Som
eksempel pa operatorer, der ikke er indbyrdes ombyttelige, tjener ¢ og d/dq, hvis kommutator

€er

0, L
q’ dq

For at verificere gyldigheden af (2.74) skal vi blot opfatte venstresiden som en operator, der

] = —1. (2.74)

virker pa en funktion u(q) af ¢, og benytte at ¢(du/dq) — d(uq)/dg = —u. Abenbart vil

kommutatorrelationen (2.70) blive opfyldt, hvis vi repreesenterer impulsen ved

hd
=3q (2.75)

En naermere diskussion af operatorbegrebet vil vi imidlertid udskyde til naeste kapitel, hvor

ogsa den nare sammenhzeng mellem matrix- og operatorformuleringen vil blive belyst.

2.2.1 Matricer og egenvardier

At fysiske stgrrelser ikke er indbyrdes ombyttelige kan udtrykkes matematisk ved at repraesen-
tere disse ved matricer. Matrixmultiplikation er som bekendt ikke kommutativ, idet produktet

AB i almindelighed er forskelligt fra BA, nar A og B er matricer.

Heisenbergs afhandling ‘Uber quantentheoretischen Umdeutung kinematischer und mechanischer Beziehun-
gen’ fra juli 1925 (Zeitschrift fiir Physik 33, 879, 1925) lagde grunden til matrixmekanikken. Afhandlingens
resumé lyder: ‘In der Arbeit soll versucht werden, Grundlagen zu gewinnen fiir eine quantentheoretische
Mechanik, die ausschliesslich auf Beziehungen zwischen prinzipiell beobachtbaren Gréssen basiert ist’. Tindled-

ningen til dette banebrydende arbejde anfgrte Heisenberg, at Einstein-Bohr frekvensbetingelsen reprasenterer
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et komplet brud med kinematikken i den klassiske mekanik. Denne betingelse knytter en frekvens v(n,n — «)
til energiforskellen W (n)— W (n — o) divideret med Plancks konstant, og afheenger altsa af to variable n og .
P& samme made sggte Heisenberg at repraesentere fysiske variable som f. eks. z(t), der indgar i den klassiske

bevagelsesligning for en harmonisk oscillator
i+ w?z(t) =0,

ved stgrrelser, der afhanger af to szt af variable. Han bemrkede i afhandlingen: ‘Wahrend klassisch
z(t).y(t) stets gleich y(t).z(t) wird, brauch dies in der Quantentheorie im allgemeinen nicht der Fall zu sein.
- In speziellen Fallen, z. B. bei der Bildung von z(t).z(t)? tritt diese Schwierigkeit nicht auf’. Heisenberg
kendte pa dette tidspunkt ikke til matricer og matrixmultiplikation. Det var Max Born, der umiddelbart efter
(september 1925) sammen med sin elev Pascual Jordan viste, hvorledes matrixregning udgjorde den naturlige
matematiske ramme om Heisenbergs ideer. Som Born og Jordan beskrev i deres afhandling, havde de haft
lejlighed til at diskutere med Heisenberg, inden denne havde indsendt sit arbejde, og allerede i september
1925 fardiggjorde de deres afhandling *Zur Quantenmechanik’, der blev fulgt af Zur Quantenmechanik IP’
af Born, Heisenberg og Jordan fra november samme 3r. Hermed havde kvantemekanikken faet sin almene

formulering.

Som et elementzrt eksempel pa matricer, der ikke er ombyttelige, kan vi tage de tre 2 x 2
matricer, o, o, og 0,, der blev indfgrt i afsnit 1.7.5 i forbindelse med diskussionen af den

relativistiske bglgeligning. Disse sakaldte Pauli-matricer er givet ved

01 0 — 1 0
Oy = ,Oy = L0, = . (2.76)

10 : 0 0 -1
Det ses umiddelbart, at Pauli-matricerne ikke er indbyrdes ombyttelige. F. eks. har vi
[0z, 04] = 210, (2.77)

mens de to andre kommutatorer fremkommer af (2.77) ved cyklisk forskydning af z,y og z.
Samtidig bemaerker vi, at egenveerdierne for hver af de tre matricer er 1 og —1 . Selvom
matricerne (for o,s vedkommende) indeholder komplekse tal, er egenveerdierne reelle. Denne

egenskab er sikret af, at matricerne tilfredsstiller betingelsen

Ai; = A%, (2.78)
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hvor * angiver kompleks konjugation® af elementerne i matricen A. En matrix, der til-
fredsstiller (2.78), siges at vare hermitesk. Beviset for, at egenvardierne af en hermitesk
matrix er reelle, vil blive givet i det fglgende kapitel. Det er ikke altid muligt at repraesentere
fysiske stgrrelser ved matricer af endelig dimension. Som vist i det fglgende bliver positionen
af den harmoniske oscillator ligesom impulsen og energien knyttet til en matrix af uendelig
dimension.

De til o, hgrende egenvektorer kan valges som

1
(2.79)
0
svarende til egenveerdien 1, og
0
(2.80)
1

svarende til egenveerdien —1. Det grundleggende postulat i kvanteteorien er, at fysiske
storrelser representeres ved matricer (eller operatorer), der i almindelighed ikke er ombyt-
telige, og at egenverdierne for disse angiver de mulige resultater af en mdling af den pd-
geldende fysiske storrelse. 1 det foreliggende eksempel er de mulige resultater af en miling
abenbart 1 og —1. Det bgr tilfgjes, at vi med dette eksempel har benyttet en stgrrelse uden
dimension, vektoren &. Det vil blive vist i kapitel 7, at elektronens spin S , der har dimension
af impulsmoment, er givet ved

S =-ha (2.81)

B —

svarende til ombytningsrelationerne
[Sz, Sy] = RS, (2.82)

og tilsvarende ved cyklisk forskydning. De mulige resultater af en maling af en komposant
af elektronens spin er saledes 7/2 og —h/2 ifglge den anlagte fortolkning af matricernes
egenveerdier.

Efter dette mellemspil vender vi tilbage til den harmoniske oscillator i et forsgg pa at

bestemme de mulige verdier af oscillatorens energi.

3Bemzrk at dette symbol, der er udbredt i fysikken, adskiller sig fra det, der anvendes i matematikken,

hvor den kompleks konjugerede af ¢ betegnes med é.
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2.2.2 Energikvanter

I dette afsnit vil vi ud fra ombytningsrelationen (2.71) for p og ¢ finde de mulige vaerdier
af den harmoniske oscillators totale energi. For at tydeligggre, at p og ¢ skal opfattes som
matricer, benyttes betegnelsen p og ¢ og tilsvarende for andre matricer?!. Som anfgrt er de
mulige veerdier af oscillatorens energi givet ved egenveerdierne for energimatricen. Disse kan

bestemmes ved at indfgre matricerne @ og a' ifglge definitionen (smlgn. (1.101-102))

a= %(g + iﬁ’:) (2.83)
og
it = %“i(q ik, (2.84)
De omvendte relationer er abenbart
(R
jg= 2Mw(a +a'") (2.85)
og
p= % Mg “(a—ah (2.86)

Da sivel § som p er hermiteske matricer, er @' den hermitesk konjugerede af &, idet vi generelt

indfgrer den hermitesk konjugerede matrix A' til A ved definitionen
T px ‘

For en hermitesk matrix geelder det, at AT = A, der dbenbart er ensbetydende med (2.78).

Idet § og p tilfredsstiller ombytningsrelationen
[4, ] = ih (2.88)

mens [q, ] = [p, p] = 0, ser vi, at
[a,a] = 1. (2.89)

N3r vi i Hamiltonfunktionen (2.37) erstatter p med p og q med ¢, fremkommer energima-

tricen
N A T
H=—+-Kg 2.90
2M+2Kq’ (2.90)

4Denne notation, der i reglen benyttes til angivelse af operatorer, er valgt for at tydeligggre, at de fglgende

matrixligninger ogsa geelder for de tilsvarende operatorer, jvf. kapitel 3.
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hvis egenveerdier vi sgger. Ved at benytte (2.85-86) til at udtrykke ¢ og p ved @ og a' og

indsaette resultatet i (2.90) ses det, at H antager formen

H:hmﬁé+§) (2.91)

Dette resultat for energimatricen kan verificeres ved at indsatte (2.83-84) i (2.91) og anvende
ombytningsrelationen (2.88). Ud fra vore erfaringer med dimensionsanalysen i det foregiende
kapitel er det ikke overraskende, at H bliver udtrykt ved Aw gange en dimensionslgs stgrrelse.

For at finde egenveerdierne for H er det 3benbart tilstreekkeligt at bestemme egenveerdierne

af matricen N, der er defineret ved

N =dla.
Det fglger umiddelbart af (2.89), at

[N,d] = —a (2.92)
samt

[N, &l = al. (2.93)

Vi opfatter altsd H som en matrix, hvis egenvardier E er bestemt af
H|E) = E|E). (2.94)

Notationen |E) skyldes Dirac. Egenvektoren |E) er i lighed med (2.79-80) en sgjlevektor
svarende til, at H opfattes som en matrix. I kvanteteorien kaldes |E) for en tilstand, og den
er meerket med E, der er en egenverdi af energimatricen. Man benytter betegnelsen ket om
sgjlevektoren |E), et navn, der hidrgrer fra det engelske ord bracket, der kan deles i bra-(c)ket.
En bra er symboliseret ved (E|. Den kan opfattes som en egenvektor ‘fra venstre’ eller en

raeekkevektor og tilfredsstiller ligningen
(E|H = (E|E.

Hvis |a) angiver sgjlevektoren
a
az

(2.95)

az
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er ‘(al reekkevektoren
( a; a; ai --- ) (2.96)

saledes at det skaleere produkt er defineret ved
(ala) =Y afa; = laq)? + lag)® + las)* + -+ (2.97)

Det ses, at {a| er den hermitesk konjugerede af |a). Hvis summen af absolutkvadraterne i
(2.97) er 1, siger man, at tilstanden er normeret, altsa (ofa) = 1.

Den hermitesk konjugerede af matrixproduktet AB fas af regnereglen
(AB)! = BTA% (2.98)

Rigtigheden af (2.98) indses ved at benytte

ki g1

(AB), = > AyB; = ZBJjA}k. (2.99)
J J

Det fglger af (2.98), at kommutatoren [A, B] af to hermiteske matricer ikke selv er hermitesk,
idet den hermitesk konjugerede er [B, A]. Det ses imidlertid, at i[A, B] er hermitesk. Dette
er baggrunden for, at 7 optraeder i (2.70), idet en hermitesk matrix som neevnt har reelle
egenveerdier.

Egenvardierne E kan nu findes ved at bestemme egenveerdierne af N. Forelgbigt ved vi
intet om disse, men vi skal vise, at egenveerdierne udggres af alle de naturlige tal.

Vi skriver egenverdiligningen for N pa formen
N|A) = A\ (2.100)

og sgger at bestemme ) og de tilhgrende normerede tilstandsvektorer |A), der tilfredsstiller
(MA) = 1.

Argumentationen forlgber som fglger:

1. Fgrst vil vi vise, at egenvaerdierne af N er stgrre end eller lig med nul. Dette kan indses

ved at skrive A som (A N|)), idet |A) jo er forudsat normeret, og benytte omformningen

X = (MNP = (Nata])) = (ala) > 0.
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Her er |a) = a|A), og vi har udnyttet definitionen (2.97) pa det skaleere produkt samt
regnereglen (2.98). Abenbart fremkommer egenveerdien A = 0 hvis og kun hvis, at

al\) = 0.

2. Dernast vises, at hvis |A) er en egentilstand, sa er |A — 1) det ogsa, med mindre A =
0. Dette fglger af ombytningsrelationen (2.91) i forbindelse med egenveerdiligningen
(2.100), idet

Naj\) = (&N — a)|)) = (A — 1)al)), (2.101)

der viser, at tilstanden a|A) er en egentilstand hgrende til egenvardien A — 1 og derfor

ma vere proportional med |A — 1), med mindre A = 0.

3. Vi kan nu slutte, at reekken af egentilstande |A), |A — 1), |]A — 2} ma bryde af nedadtil,
da egenvardierne skal som vist under 2. skal vere stgrre end eller lig med nul. Den
pagzldende verdi af A, for hvilken reekken af egentilstande brydes af, ma netop vere

nul, da a'a virkende pé den tilhgrende egentilstand skal give nul. Vi har altsa
alo) = 0. (2.102)

Der er kun én linezer uafheengig tilstandsvektor |0), der er lgsning til (2.102), nemlig

sdjlevektoren, der er angivet nedenfor i (2.105).

4. Endelig kan vi slutte, at hvis |A) er en egentilstand, sa er |A + 1) det ogsa. Dette fglger

af ombytningsrelationen (2.93) i forbindelse med egenveerdiligningen (2.100), idet
Naty = @'V +ahn) = (4 + 1D)at|r).

Dette viser, at tilstanden a'|)\) er en egentilstand hgrende til egenvardien A + 1 og
derfor ma veere proportional med | + 1). Tilstanden @'|)\) kan nemlig ikke vzere nul,

da aal|A) = (1 + a'a)|A) = (A + 1)|A) # 0.

Vi har sdledes vist, at egenveerdierne af N udggres af alle ikke-negative heltal. Det
fremgar af de nedenfor fundne egenvektorer som (2.105) og (2.106) i forbindelse med udtrykket

(2.104) for energimatricen, at der kun hgrer én lineart uafhangig tilstandsvektor |A) til hver

egenvardi.
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Figur 2.3: Energiegenverdier for den harmoniske oscillator

Da egenverdierne for N hermed er fundet til at veere de naturlige tal, fglger det, at

energiegenveerdierne er givet ved
1
E,= (n+—2-)hw, n=0,1,2,... (2.103)

Den mindst mulige energi, der kaldes oscillatorens grundtilstandsenergi, er altsd hw/2. Spek-
tret af egenveerdier (2.103) er illustreret i fig. 2.3, hvor vi ogsa har indtegnet den potentielle
energi V(z). Ud fra en klassisk betragtning forekommer det naturligvis ejendommeligt, at
den lavest mulige energi ikke er nul. Dette er det fgrste eksempel pa betydningen af usikker-
hedsrelationerne, der blev formuleret af Heisenberg i 1927, og som vil blive nzermere belyst i
det fglgende kapitel.

Lad os nu vende tilbage til matrixrepraesentationen af de fysiske stgrrelser. Ved at have
fundet egenvaerdierne for energien har vi bestemt energimatricen, der er diagonal i den basis,
der udggres af energiegentilstandene. Matricen har uendelig dimension, da spektret (2.103)

ikke er begranset opadtil. Den er givet ved

1 ooo-
0200

Hhw:1 00 5 0 (2.104)
0001
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Egenvektorerne hgrende til disse egenveerdier har formen
/ gido \
0

0} : (2.105)
0

hgrende til den laveste egenveerdi,
[0 )

ei#

1) : (2.106)

\

hgrende til den naestlaveste etc. Her er faserne ¢q, ¢y, - - - vilkarlige reelle tal. Egenvektorerne

ses at vaere normerede og ortogonale, idet
(m|n) = . (2.107)

Mens energimatricen (2.104) er pa diagonalform, er matricerne svarende til & og @' ikke
diagonale. Nar vi virker med a' pa en egentilstand |n) for energien, fremkommer tilstanden

In+1) gange en konstant c, altsa af|n) = c[n+1). Idet konstanten ¢ valges reel, galder derfor
(n|aat|n) = . (2.108)

For at bestemme ¢ benytter vi, at det ifslge (2.87) geelder, at aat—a'a = 1. Da ata|n) = n|n),

ser vi, at

(n]aa’|n) = (n +1). (2.109)

[N

Da c er valgt reel, kan vi slutte af (2.108) og (2.109), at ¢ = (n + 1)z. Vi har altsa

@'ln) = vn +1|n +1). (2.110)

Pa ganske tilsvarende méade kan vi bestemme konstanten ¢’ i relationen éfn) = ¢|n — 1) til at

vaere ¢’ = \/n, idet vi udnytter, at (n|ataln) = n. Vi har altsé

aln) = v/njn — 1). (2.111)
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Ved brug af (2.110-111) kan matricerne {m|a|n) og (m|a'|n) for henholdsvis & og @' nu ned-

skrives
0vi 0 0 - )
0 0 v2 0
a:{ o 0 0 3 -- (2.112)
0 0 0 0
Vo
og
0 0 0 0
vi 0 0 0
a0 V2 0 o0 (2.113)
0 0 V30

\ ot T
De to matricer (2.112-113) er hinandens transponerede. De tilfredsstiller altsa ikke betingelsen
(2.78) og har som fglge deraf ikke ngdvendigvis reelle egenvardier. Det ses i gvrigt ud fra
(2.112), at Igsningen til (2.102) netop er givet ved (2.105). Man kalder a' og @ for skabelses-
og annihilationsoperatorer, da de henholdsvis gger og mindsker antallet af energikvanter. Til-
standen (2.105) kan opfattes som en vakuumtilstand - en betegnelse, der i kvantefysikken
benyttes i mange forskellige sammenhenge - da den ifglge (2.102) ikke indeholder nogen en-
ergikvanter. Skabelses- og annihilationsoperatorer som @' og @ finder anvendelse overalt i
kvantefysikken. Hvis den klassiske Hamiltonfunktion f. eks. foruden p?/2M + K¢?/2 inde-
holder et led proportionalt med ¢*, vil energimatricen foruden (2.91) indeholde et led propor-
tionalt med (& + a')*. Selv om det i dette tilfzlde ikke er muligt at bringe energimatricen
pa diagonalform ved en enkel transformation, kan det veere bekvemt at benytte egenskaberne
ved skabelses- og annihilationsoperatorerne ved en tilnzermet behandling af problemet.

Ud fra (2.112-113) og relationerne (2.85-86), der udtrykker p og ¢ ved a og a', kan ma-
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tricerne for ¢ og p umiddelbart nedskrives med resultatet

(0 VI o
VI 0 V2
J(h2M0) ] 0 B 0 V3 .-
0 0 V3 o0 -
: . : : }

0
0

(2.114)

samt

0 —iv/1 0 0 ... )
W10 —iW/2 0
pIMwh/2t:| 0 2 0 —iv3 - (2.115)
0 0 i3 0
\ : : o)

Det ses, at (2.114-115) er hermiteske matricer, idet matricen for § er symmetrisk og reel

»

mens matricen for p er antisymmetrisk og rent imagineer, saledes at betingelsen (2.78) i begge
tilferlde er tilfredsstillet.

Ifglge kvanteteorien fortolkes egenvardierne af en fysisk stgrrelse som de mulige resultater
af en maling af denne. Det forudgaende har vist, at energien af en harmonisk oscillator er
kvantiseret, og at kvantets stgrrelse er fiw. For en klassisk tankegang er dette fuldkommen
fremmed, og det er derfor ikke maerkeligt, at det kraevede et omfattende grundlag af spek-
troskopiske iagttagelser, for skridtet fra Hamiltons ligninger til kvanteteorien kunne tages.
Herudover gnsker vi naturligvis ogsa at kunne udtale os om andre fysiske stgrrelser end netop
energien. I det fglgende kapitel vil vi diskutere partiklens sted og impuls. Ifglge ovenstiende
er hverken sted- eller impulsmatricen diagonal, og vi ma derfor konkludere, at vores kvan-
teteoretiske beskrivelse forelébigt ikke har givet os mulighed for at udtale os om andet end
energien. Ved at overlejre tilstande svarende til forskellige energier er det imidlertid muligt
at sammenligne den kvantemekaniske beskrivelse mere direkte med den klassiske. Det vil
vise sig, at den klassiske bevagelse (2.2) fremkommer, nir vi konstruerer tilstande, der er

overlejringer (ogsa kaldet superpositioner) af egentilstandene [n) for energien (afsnit 4.2).
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Figur 2.4: To peﬁduler

2.3 Opgaver

OPGAVE 2.1
Et matematisk pendul bestar af en masselgs stang (lengde [), der er fastgjort i det ene
endepunkt, mens der i det andet endepunkt er anbragt massen m. Stangens drejningsvinkel
ud fra lodret betegnes med ¢, mens tyngdeaccelerationen kaldes g.

a) Udtryk systemets Lagrangefunktion ved de opgivne konstanter og vinklen ¢ samt dennes
afledede med hensyn til tiden.

b) Angiv bevagelsesligningen (2.16) for systemet.

c) Bestem et tilnzermet udtryk for Lagrangefunktionen, der er gyldigt for sma udsving fra
ligeveaegt, og angiv den tilhgrende bevagelsesligning.

d) Vis, at den under ¢) fundne bevagelsesligning har lgsninger, der varierer harmonisk i

tiden, og udtryk frekvensen ved de opgivne konstanter.

OPGAVE 2.2
To matematiske penduler er ophaengt som vist pa fig. 2.4. De to stenger med leengde [; og [2 er
masselgse, og bevaegelsen af masserne m, og m, foregar i figurens plan. Tyngdeaccelerationen
betegnes med g.

a) Udtryk systemets Lagrangefunktion ved de opgivne konstanter og vinklerne ¢; og ¢,

samt disses afledede med hensyn til tiden.
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b) Angiv bevaegelsesligningerne (2.16) for systemet.

c) Bestem et tilnzermet udtryk for Lagrangefunktionen, der er gyldigt for sma udsving og
angiv de tilhgrende bevagelsesligninger.

d) Vis, at de under c) fundne bevagelsesligninger har lgsninger, der varierer harmonisk i

tiden, og udtryk de tilhgrende frekvenser ved de opgivne konstanter.

OPGAVE 2.3

Find egenveerdierne af fglgende matricer

( > )
(2.116)
12

og
0 —i 0
i 0 i (2.117)
0 —i 0
samt
(10 o0 0 )
01 0 0

(2.118)

Er matricerne hermiteske?

OPGAVE 2.4
Vis, at Poisson-parentesen {L., L,} er lig med L,, hvor Ler baneimpulsmomentet 7 X p for

en partikel, der beveeger sig i tre dimensioner. Begrund, at {L,, L.} er lig med L.
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OPGAVE 2.5

Angiv den kompleks-konjugerede matrix A}; for hver af de fglgende matricer Aij.

[0 °)

2.
0 —
0
3.
1
0
7
4.
ei‘lr/4 e—i1r/4
1 -1
e~ 3 — 4
5.
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OPGAVE 2.6
Angiv den transponerede, den kompleks-konjugerede og den hermitesk konjugerede matrix

for hver af de fglgende matricer A;;.

1.
1
0
2.
(o)
3.
1 20 3
-1 7 4
4,
1 0 1
0 2 0
1 0 2
5.
(0 1 0 z\
- 0 ¢ 0
0 — 0 =2
-1 0 = 0
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OPGAVE 2.7

Angiv bra-vektoren (n| hgrende til hver af de fglgende ket-vektorer In).

)

1.

1/\/2

1/v2

eivr/4/\/§
1/v/3
e—z'7r/4/\/§
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OPGAVE 2.8
Find (m|n) og |m)(n| for hvert af de fglgende par af tilstande |m) og |n).
1.

2.
1 0
0 1
3.
) )
4.
)
5.
1/v2 i/V2
i/V2 1/v2
0 0
6.
1//3 i/V2
1/V3 0
1//3 1/v2
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OPGAVE 2.9

Find ¥, |n)(n| for hvert af de fglgende sat af tilstande |n).

L))

2.
i 0
L))
3.
i/V2 1/v/2
(5% (e
4.
1 0 0
0 1 0
0 0 1
5.
1/V3 1//6 ~1/V2
1/V3 1/v6 1/v/2
1/V3 ~2/V6 0

99



OPGAVE 2.10

Find AB og BA samt summen AB + BA og differensen AB — BA for hvert af fglgende par

matricer A, B.

1.

I hver af de to fglgende spgrgsmal 4. og 5. kombineres matricerne parvist som i spgrgsmal

1-3.
4.
00 0 0 0 : 0 —i 0
00 —i 0 00 i 0 0
0 i 0 —i 00 0 0 0
5.
0 1/V/2 0 0 —i/v2 0 10 0
1/vV2 0 1/V2 V20 —if\/2 00 0
0 1/V/2 0 0 i/V2 0 00 —1
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3 Sandsynlighedsamplituder

I det forudgaende kapitel har vi indfgrt det for kvantemekanikken centrale tilstandsbegreb
og bestemt de mulige resultater af en maling af energien for en harmonisk oscillator. Hver
tilstand |n) blev meerket med et kvanfetal n, der via E, = (n + 1)hw angav resultatet E, af
en maling af energien i den pageldende tilstand. Tilstanden |n) blev repraesenteret ved en
sgjlevektor, der havde nul pa alle pladser bortset fra nummer n + 1 fra oven, idet kvantetallet
n antog verdierne 0,1,2, - - -. |

I dette kapitel vil vi fortsat benytte den harmoniske oscillator som et konkret eksempel,
men det understreges, at begreber som tilstand og sandsynlighedsamplitude, der er emne
for dette kapitel, er grundlaeggende for kvanteteorien og dens anvendelser, hvadenten disse
vedrgrer faste stoffer, atomer, molekyler, kerner eller elementarpartikler. Kvantetallet n for
den harmoniske oscillator skal i almindelighed erstattes af en samling af kvantetal knyttet til
forskellige fysiske stgrrelser, der kan males samtidig. At de pagezldende fysiske stgrrelser kan
males samtidig, indeberer at det er muligt at bestemme en basis, i hvilken de tilhgrende ma-
tricer er pa diagonalform. Inden vi diskuterer andre fysiske stgrrelser som sted og impuls, skal
vi indfgre det operatorbegreb, der blev omtalt i forrige kapitel, og se hvorledes kvanteteorien

kan formuleres ved at knytte linezre operatorer til de forskellige fysiske stgrrelser.

3.1 Linezre operatorer

Udgangspunktet for den matematiske formulering af kvantemekanikken ved brug af operatorer
er teorien for Hilbert rum. I en indledning til kvantemekanikken er det ikke ngdvendigt at ga
ngjere ind pa denne teori. Vi indskreenker os derfor til at opsummere de vigtigste egenskaber
ved Hilbert rum og omtale nogle elementare resultater vedrgrende linesere operatorer.

Et Hilbert rum H er et komplekst vektorrum, om hvilket det geelder, at der foreligger

et indre produkt (-|-), der opfylder fglgende fire betingelser (f, ¢ og h angiver elementer i

vektorrummet),

@ {fIH =0 (3.1)
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idet lighedstegnet kun gealder, hvis f er nul-elementet,

(@) (flg+h) = (flg) + (fIh), (3.2)

samt
(122) (fleg) = o{flg), (3.3)

hvor « angiver et vilkarligt komplekst tal, og

() (Flg) ={glf) (3-4)

Desuden skal H veere fuldsteendigt, det vil sige, at enhver Cauchy-fglge er konvergent!®.
Som man ser af ovenstaende, giver disse egenskaber grundlag for at indfgre en norm ||f||

ved definitionen
Il = (F1)2. (3.5)

Eksistensen af en sadan norm ggr det muligt at palegge betingelser svarende til ortonor-
meringsrelationerne (2.107) for den harmoniske oscillator.

Linezre operatorer pa Hilbert rum defineres som linezre afbildninger af et Hilbert rum H
pa et andet H’ (der eventuelt kan vere identisk med H). I dette afsnit skal vi iseer interessere

os for hermiteske operatorer L, der tilfredsstiller?
(flLg) = (Lflg). (3.6)

For hermiteske operatorer galder den vigtige setning, som vi nu skal vise, at deres egenvaerdier

er reelle, d.v.s. at egenveerdiligningen

Lf=\f (3.7)

kun har Igsninger for reelle egenvardier A. Dette fglger af

(FILF) = MA1S), (3-8)

!Den anvendte notation for det indre produkt er udbredt i fysikken. I den matematiske analyse bruges

(-,-), og man ser ogsa (-,-) benyttet. Bemaerk, at (-]} er linezer i anden variabel og konjugeret lineeer i forste
variabel, som det er sedvane i fysikken.

%1 den matematiske analyse kaldes sddanne operatorer symmetriske.
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og

(LAY = N (f1f). (39)
P4 grund af hermiticiteten (3.6) er udtrykkene (3.8) og (3.9) imidlertid identiske, og da {f|f)
kun er nul for f =0, ma X vaere lig med A\*, og egenvardierne dermed reelle.

Hvis A\; og A, betegner to forskellige egenveerdier hgrende til den hermiteske operator I,

svarende til

Lfi=Mf (3.10)
og

Lfy = dafo, (3.11)
er f; og f, ortogonale i den forstand, at

{(filf2) =0. (3.12)

Dette indses ved at benytte, at L er hermitesk, (f1|i/f2) = (i/f1|f2), der medfgrer, at
M(filf2) = A(flf2), eller
(A2 = M){filf2) = 0. (3.13)

Der geelder en vigtig seetning for ombyttelige operatorer: Hvis to linezere operatorer
er ombyttelige,
[[A’1>[A’2] = 07 (314)

er det muligt at finde feelles egenfunktioner. Dette vises nemmest i det tilfzelde, hvor
egenvardierne ikke er udartede, det vil sige, at der kun findes én lineart uatheengig lgsning
til (3.7) for en given vardi af A, men det fglgende bevis for dette specielle tilfalde kan let

generaliseres til at gazlde ogsa for udartede egenvaerdier. Idet

Iaf =Mf (3.15)
fas
Lilof = Lol f = M Laf, (3.16)
som viser, at L,f m& veere proportional med f,
Lof = Xof. (3.17)

103



Omvendt ses det, at hvis samtlige egenfunktioner er fzlles for de to operatorer, vil de vare
indbyrdes ombyttelige. Dette kan indses ved fglgende raesonnement: Lad f veere en felles
egenfunktion for L, og L,. Ifglge antagelsen geelder det, at Ly Lof = MAsf og Lolaf = A A1 f.
Da en vilkarlig funktion t kan udvikles pa det fuldsteendige saet af egenfunktioner for L; og
Lo, er (fllflz — flgf,l)@b = 0 og derfor [ﬁl,ig] =0.

Kommentar. Hvis egenvardierne er udartede, kan ovenstaende bevis generaliseres som fglger:
Lad f; vaere én af de i alt s linesert uafheengige egenfunktioner for L, hgrende til egenvaerdien A,
(i=1,...,s). Ifglge antagelsen er

Lifi= Mt
samt

Lilafi = LaLy fi = MLafi,

svarende til (3.15-16) ovenfor. Vi kan nu slutte, at Ly fi kan udtrykkes ved en linearkombination
af de s funktioner f;, og vil derfor sgge at bestemme en linearkombination ¢ af de s funktioner
fi, . fe, ¥ = Z;zl c; f; siledes at

3

Lo = o = Ay Ecjfj‘

j=1
Idet de s funktioner f; er valgt til at vere ortonormale, kan vi finde lgsninger til ovenstaende

ligning ved at satte determinanten af matricen

(felLafi) — Aaby;

lig med nul. Hermed har vi vist, at det er muligt at finde feelles egenfunktioner. Den omvendte

setning, at L, og Ly ma kommutere, hvis de har samtlige egenfunktioner fzlles, forlgber som i det

ikke-udartede tilfzlde.

I det fglgende betegner f; en fuldsteendig ortonormal basis i den forstand, at

(filfi) = bij, (3.18)

mens det for et vilkarligt element v geelder, at

¢ = Zcifi, (319)

Koeflicienterne c¢; bestemmes ved at danne det indre produkt af f; og 1 og udnytte (3.18).
Heraf fas
¢ = (fil). (3.20)
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Hvis 9 er normeret, ||¢/|| = 1, ma summen af absolutkvadraterne pa c; veere 1,

Ylal*=1. (3.21)

I operatorformuleringen af kvantemekanikken knyttes de fysiske stgrrelser som energi,
impulsmoment etc. til bestemte linezre, hermiteske operatorer. Egenveardierne for disse
repraesenterer de mulige resultater af en maling af den pagaldende fysiske stgrrelse. Hvis ¢
betegner en tilstand, hvori energien har en veldefineret veerdi E, bestemmes denne ved at lgse
egenverdiligningen

Hi = Ev, (3.22)

der saledes modsvarer (2.94) i matrixformuleringen. Vi ser ogsa, at matrixformuleringen fglger

af ovenstaende ved valg af en bestemt basis som i (3.19), idet (3.22) i sa fald resulterer i
Z Cj(f,"ﬁfj) = EC{ (323)
i

under brug af (3.18).

Kommentar. Rigtigheden af (3.23) indses ved at indsztte (3.19) i (3.22), idet summationsindex
i omdgbes til j. Ved at tage det indre produkt af hver side med f; fas

S AfilHeifi) =D _(filBeify),

7 7

der ses at give (3.23), nar ortonormalitetsbetingelsen (3.18) udnyttes.

Istedet for (f;|H f;) skriver man i reglen (f:|H|f;) eller mere kompakt (i|Hl7), evt. (i|H|),
idet ¢ pa entydig made nummererer egenveerdierne. For den harmoniske oscillator kan det
vises, at den valgte basis, der udggres af (2.105-106) etc., er fuldstzndig.

Allerede 1 forrige kapitel omtalte vi, hvorledes valget af operatoren (2.75) for en partikels
impuls er i overensstemmelse med ombytningsrelationen (2.71). For en partikel, der bevager

sig 1 tre dimensioner, er impulsoperatoren altsa
s 0 a9 0
p=-V=—(—,—,=—), 3.24
p (55 35 55 (3.24)

mens energioperatoren, som kaldes Hamiltonoperatoren, er

n 1%
H=-—V*+ V(7 (3.25)

2m
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for en partikel med masse m og potentiel energi V(7). Lgsningen ¢ til egenvaerdiligningen
(3.22) er en funktion af 7 og betegnes som partiklens bglgefunktion. Hamiltonoperatoren frem-
kommer altsi ved i den klassiske Hamiltonfunktion at erstatte p med AV /i. Den fremkomne

egenverdiligning (3.22) kaldes for den tidsuafheengige Schrodingerligning.

3.1.1 Et Hilbert rum

Egenfunktionerne for Hamiltonoperatoren hgrende til den éndimensionale harmoniske oscil-
lator udggr et Hilbert rum. Idet Hamiltonfunktionen er
2

p 1 2
-+ 1K 3.26
H = oo + 5K, (3.26)

bliver Hamiltonoperatoren givet ved

H=———— 4Kz (3.27)

2% = Evp. (3.28)

Vi vil forlange om ), at den er kvadratisk integrabel, d.v.s. at

/°° dz|y|? < co. (3.29)

— 00

Det indre produkt er i dette tilfaelde

(flg) = [ def*(2)g(a). (3.30)

Ved at benytte at de normerbare bglgefunktioner forsvinder i det uendelige, er det let at vise
ved brug af partiel integration, at operatoren d?/dz? og dermed ogsd H er hermitesk, siledes

at egenveerdierne er reelle.

Egenverdiproblemet for den harmoniske oscillator kan lgses ved potensraeckkemetoden, der
er en almindeligt benyttet metode til lgsning af differentialligninger. I dette afsnit skal vi blot
diskutere nogle simple lgsninger til egenveardiligningen (3.28), mens den generelle lgsning ved

brug af potensrakkemetoden er emnet for opgave 3.1.

106



Fgrst bringer vi (3.28) pé& dimensionslgs form ved at indfgre variablen ¢ = z/a, hvor a er

\/A/Mw. Herved bliver differentialligningen
v du— =0, (3.31)

hvor u er den sggte lgsning, og / angiver den afledede med hensyn til {. Den dimensionslgse
konstant A er givet ved A = 2E/hw, hvor E er den sggte energiegenveerdi.
Det er nerliggende fgrst at undersgge lgsningerne til differentialligningen for store 1€]. Det

ses, at (3.31) er tilfredsstillet af funktioner af typen
u(f) = e/, (3.32)

hvor p er en vilkirlig eksponent, si leenge man kun medtager de dominerende led i differen-
tialligningen.
Resultatet (3.32) i forbindelse med kravet om, at bglgefunktionen skal vere kvadratisk

integrabel, ggr det naturligt at lede efter lgsninger af typen
w=H(¢)e ¢/, (3.33)

hvor H er et polynomium i £. Ved at indsatte (3.33) i (3.31) ses det, at H skal tilfredsstille
ligningen

H' —2%H +(A-1)H=0. (3.34)

Det fremgér af (3.34), at ligningen tilfredsstilles af H lig med en konstant, forudsat at A

er lig med 1. Den konstante verdi af H kan vi uden indskrankning veelge til at veere 1, da

bglgefunktionen under alle omstaendigheder skal normeres. Vi har altsd lgsningen
H=1, =1, (3.35)

hvortil svarer energien hw/2. Endvidere ses (3.34) at have lgsningen H = £, forudsat at A er
lig med 3, altsa
H=¢ A=3, (3.36)

svarende til energien 3hw/2. Ved at gette pa funktioner af det simplest mulige udseende
har vi siledes fundet lgsninger hgrende til det laveste og neestlaveste energiniveau for den

harmoniske oscillator, jvi. (2.103).
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Forsgger vi nu at geette pa en lgsning, der er proportional med &2, ser vi imidlertid, at
ligningen ikke langere er opfyldt, idet den anden afledede af £2 er en konstant, mens andet
og tredje led i (3.34) giver bidrag, der er proportionale med £2, uanset vardien af A\. Hvis
vi derimod forsgger med H = £2 + ¢, hvor ¢ er en konstant, kan (3.34) tilfredsstilles, hvis
—44+(A—=1)=00g 2+ (A—1)c =0, svarende til lgsningen

1
H=¢ -2, A=5. (3.37)

Energien hgrende til denne Igsning er altsa 5hw/2. Det fremgar, at denne lgsning hgrer til
det tredjelaveste energiniveau for den harmoniske oscillator?.

I opgave 3.1 bestemmes samtlige normerbare lgsninger, der udggres af funktionerne
Up = Nye /2H, (€) (3.38)
med tilhgrende egenveerdier
1
En:(n+§)hw, n=0,1,2---. (3.39)
Her er H, de sakaldte Hermite-polynomier, der er defineret ved
dn

Ha(8) = (1) ge

mens normeringskonstanterne N, er givet ved

N, = !

v ay/m2mn! ‘
Hermite-polynomierne tilfredsstiller rekursionsformlerne

H' =92nH,_, (3.40)

og
H,\1 —26H, +2nH,_, = 0. (3.41)

31 stedet for blot at gztte pa Igsninger kunne vi have udnyttet vores viden fra kapitel 2 og indfgre operatoren
al = (¢ — d/d€)/\/2 svarende til (2.84). Ved at virke med denne operator n gange pa den (unormerede)
grundtilstandsbglgefunktion exp(—£?/2) fremkommer en lgsning svarende til energiegenvardien (n + 1/ 2)hw.

Specielt svarer (3.36) og (3.37) til henholdsvis n = 1 og n = 2.

108



1

g2
uo = Noe ¢/, No = T /a
uy = N 266—62/2 N = “—1_
1= ’ 1T /e /o
ur = N, (462 _ 2)6"52/2 N, = —-—1
2 2 ’ 27 1/42\/2q
wa = NafBE* = 126)e78, No=
3 ’ 71/44+/3a
1
— 4 _ 2 2 "{2/2 N =
ug = Ny(16¢* — 4862 +12)e¢/2, 4= /13 6a
1
= 2¢° — 3 —€/2 Ny = ———=
us = N5(32€” — 160£° + 120¢)e ) 5 71/416+/15a
1
ug = No(64¢° — 480¢* + 720¢* — 12002, Ny = 71/496/54

RS LS
*= Mo “" VM
2

P 1 2
H=2L_ 42}
o T3i®

Tabel 3.1: Energiegentilstande hgrende til de syv laveste energiegenvaerdier (n=0,1---

for den éndimensionale harmoniske oscillator med ¢ = z/a.
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Som det fremgér af ovenstaende har vi eftervist, at Ho, Hy og H, tilfredsstiller (3.34). De
eksplicite udtryk for disse polynomier er Hy = 1, H; = 2¢ og Hy = 4£? — 2, smlgn. (3.35-37).

For grundtilstanden er den normerede bglgefunktion
uo(z) = (av/7) 2" 12, (3.42)
hvor a er den karakteristiske lengde givet ved
a=/—. (3.43)

Pa baggrund af dimensionsanalysen i kapitel 1 er det ikke overraskende, at vi genfinder den
karakteristiske lengde (1.44) i udtrykket for grundtilstandens bglgefunktion. Som vist i kapi-
tel 1 er denne lengde den eneste (pa ner en numerisk konstant) der kan dannes ud fra

konstanterne A, M og K. Bglgefunktionen er normeret i overensstemmelse med

luall? = /°° dzfun(z)? = 1. (3.44)

Det er naturligvis altid muligt at multiplicere bglgefunktionen med en vilkarlig fasefaktor
e'?, sa at normeringsbetingelsen stadig er opfyldt. Udtrykket (3.42) for grundtilstandsbglge-
funktionen svarer til, at fasen ¢ er valgt til at veere 0 modulo 2r.

Det kan vises, at funktionerne u, udggr en fuldsteendig basis 1 Hilbert rummet, idet en
vilkarlig kvadratisk integrabel funktion t(z), der er defineret pa den reelle akse, kan udvikles

pa egenfunktionerne u,,
P(z) = antin. (3.45)
Ved at benytte denne basis, kan egenveerdiligningen (3.22) omdannes til en matrixligning af

samme art som dem vi undersggte i kapitel 2, idet
H:H,, = /;o:o dzu) Hu,, (3.46)
saledes at Schrédingerligningen (3.28) antager formen
> Hpnay, = Eap, (3.47)

jvi. kommentaren til (3.23). Tilsvarende finder man matricer for p og  ud fra

. [ h du,
p: /;oo d:cu;—z- dlffc (3.48)
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og tilsvarende for z. Ved at benytte rekursionsformlerne (3.40-41) kan det eftervises, at
de fremkomne matricer for impuls- og stedoperatoren bliver identiske med (2.114-115), jvf.
opgave 3.4.

Som det fremgar af ovenstaende udggres det betragtede Hilbert rum af kvadratisk inte-

grable funktioner. Egenfunktionerne for impulsoperatoren (3.24) er imidlertid plane bglger
k7 (3.49)

med tilhgrende egenveerdier

hk. (3.50)

Disse funktioner er abenbart ikke kvadratisk integrable, da absolutveerdien af (3.49) er 1,
saledes at integralet over hele rummet er uendeligt. Egenvaerdierne (3.50) ses at udggre et
kontinuum. Egenfunktionerne for impulsoperatoren kan derfor ikke tilhgre Hilbert rummet,
da de ikke opfylder betingelserne (3.1-4). Det samme galder egenfunktionerne for stedopera-
toren. En tilfredsstillende matematisk diskussion af disse operatorer kreever anvendelse af
distributionsteori. I praksis behandles sted- og impulsoperatorerne ofte pa lige fod med op-
eratorer, hvis spektrum er diskret. Baggrunden for dette er, at man ved anvendelserne af
kvanteteorien ofte kan lade det betragtede system vere indeholdt i et endeligt volumen. Ved
brug af periodiske gransebetingelser (jvf. kapitel 4) bliver egenvaerdierne for impulsopera-
toren diskrete og tilstandene normerbare pa szedvanlig made. Alternativt kan man som i det
fplgende benytte den af Dirac indfgrte deltafunktion ved normeringen af sadanne tilstande.
Nar vi anvender betegnelser som lé) for (3.49) og benytter den szdvanlige teori for Hilbert
rum, skal det altsa opfattes som udtryk for, at det i praksis normalt ikke fgrer til vanske-

ligheder, selvom det matematiske grundlag for denne fremgangsmade kan veere ufuldstendigt.

3.2 Middelvaerdi og fluktuation

Vi skal nu indfgre begrebet sandsynlighedsamplitude ved at tage udgangspunkt i energiegen-
tilstandene |n) for den harmoniske oscillator. Det fglger af (2.110), at |n) = n™%/2at|n — 1),
hvorfor de normerede egentilstande for Hamiltonoperatoren kan skrives pa formen

[n) = (n!)7/%(a")"0). (3.51)
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Hvis den harmoniske oscillator befinder sig i tilstanden |n), er der altsa vished for, at en
maling af dens energi vil give resultatet (n + 1/2)hw. Energien af den harmoniske oscil-
lator er imidlertid ikke den eneste fysiske stgrrelse, der er observabel. Partiklens sted og
impuls er, som vi har set i det foregaende kapitel, reprasenteret ved ikke-diagonale matricer
i den basis, der udggres af egentilstandene (3.51). Abenbart kan disse fysiske stgrrelser ikke
tillegges nogen bestemt veardi i en tilstand |n). Hvis en maling af partiklens sted derimod
vides at give et bestemt resultat z, angives systemets tilstand ved |z). Idet det antages, at
energiegentilstandene udggr et fuldstandigt set, kan tilstanden |z) udvikles pa disse,

|z) = X;J(Tllfv)ln), (3.52)
svarende til udviklingen (3.19-20).

Udviklingskoefficienterne (n|z) kaldes for sandsynlighedsamplituder. Det er en grund-
leeggende antagelse i kvanteteorien, at sandsynligheden for at opna et resultat mellem z og
z 4+ dz ved en maling af partiklens sted, nar systemet vides at befinde sig i tilstanden |n), er
|2

givet ved absolutkvadratet pa sandsynlighedsamplituden, |(n|z)|?, gange dz eller

(n|z)[?dz. (3.53)

Da der er sandsynlighed 1 (det vil sige vished) for at observere partiklen et eller andet sted,

ma betingelsen

/ ” dz|(nle)P = 1 (3.54)

veere opfyldt.

Sandsynlighedsamplituderne er forelgbig introduceret med et konkret eksempel for gje,
men den anlagte fortolkning af udviklingskoefficienterne gzlder uanset hvilke fysiske stgr-
relser, vi har i tankerne. F. eks. kunne vi i ovenstdende erstatte egenveerdierne z for partik-
lens stedoperator ¢ med p, egenvardierne af impulsoperatoren p, og anlaegge en tilsvarende
fortolkning af udviklingskoefficienterne (n|p) som sandsynlighedsamplituder. Overgangen fra
tilstande meerket med n til tilstande maeerket med z eller til tilstande meerket med p kan
opfattes som en transformation fra én basis i vektorrummet til en anden. Den naermere be-

grundelse for fuldstendigheden af den valgte basis gives i den matematiske analyse. I det
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folgende skal vi blot antage, at egentilstandene hgrende til en given fysisk stgrrelse udggr et
fuldsteendigt szt i den forstand, at en udvikling som (3.52) er mulig.

Vi skal nu angive et generelt udtryk for sandsynligheden for at observere en bestemt veerdi
af en given fysisk stgrrelse A. Lad os antage, at et system befinder sig i tilstanden |v). Den
til A hgrende operator antages kun at have diskrete egenveerdier a. Sandsynligheden P(a) for

at observere en bestemt af disse er da

Hvis egenveerdierne a udggr et kontinuum, er P(a) en sandsynlighedsteethed, om hvilken det
gelder, at
P(a)da

angiver sandsynligheden for at observere en vardi mellem a og ¢ + da. Da summen af

sandsynlighederne skal veere 1, ma der i det diskrete tilfzelde geelde at

> P(a) =1.

Hvis egenverdierne udggr et kontinuum er den tilsvarende betingelse

/daP(a) = 1.

Middelverdien eller forventningsvardien af den fysiske stgrrelse A i tilstanden |v) kan da

skrives som

<A>=) Pla)a=)>_|{alv)]’a (3.53)
i det tilfeelde, hvor egenvardierne a udggr et diskret seet. Er egenveardispekiret helt (eller
delvist) et kontinuum, skal summen over a omfatte en integration over den kontinuerte del af
spektret, svarende til substitutionen Y-, — [ da.

Det er nu bekvemt at omforme udtrykket for middelveerdien af A ved at udnytte, at

enhedsoperatoren [ generelt kan skrives som

=Y la)al, (3.56)

113



hvor summen lgber over alle tilstande hgrende til diskrete egenvaerdier (eventuelt suppleret
med integration over et kontinuum), jvi. opgave 2.9%. Ved hjzlp af (3.56) kan vi nu indse, at
middelveerdien < A > generelt kan udtrykkes ved (v|A|v),

<A>=) |a|v)’a =Y (v|a){alv)a = (v]|A]v). (3.57)

Ved den sidste omformning har vi benyttet, at A er hermitesk, sa at a{a|lv) = (a]A|v), i
forbindelse med (3.56). I eksempel 3 nedenfor vil udtrykket (3.57) for middelveerdien af en
fysisk stgrrelse blive anvendt pa den todimensionale harmoniske oscillator.

Tilsvarende er operatoren

[ dele)al

en enhedsoperator. Vi vil nu udtrykke ombytningsrelationen (2.86) i en basis, der udggres af

tilstandene |z). For disse galder ortonormeringsbetingelsen
(z|z) = é(z' — ), (3.58)

hvor é(z) er deltafunktionen. Relationen (3.58) generaliserer (2.107) til det tilfeelde, at egen-

veerdispektret er kontinuert. Deltafunktionen tilfredsstiller relationerne

/_ ” dob(z) = 1 (3.59)

og
[ dzf(@)éz) = 1(0), (3.60)

hvor f(z) er en kontinuert funktion af z. Deltafunktionen kan opfattes som greensen af en

fglge af funktioner, eksempelvis givet ved

6(x) = lim (zo/7) e 7 /%8, (3.61)

z9—0

Vi illustrerer betydningen af (3.56) ved den éndimensionale harmoniske oscillator. I dette tilfaelde er

enhedsoperatoren
(o]
1= In)(n],
n=0

som kan eftervises ved at lade ligningens hgjre side virke pa |n’) med resultatet
(e o]
Y In)(nln) = n')
n=0

1 kraft af ortonormeringsbetingelsen (2.107).
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hvor zo gar mod nul gennem positive vaerdier. Det bemeerkes, at integralet af Gaussfunktionen
(3.61) er 1, uanset veerdien af zo. Vi ser altsa, at egentilstanden |z) kan repreesenteres ved
sandsynlighedsamplituden (z'|z), som er en deltafunktion af z’. Fysisk set svarer det til, at
|z) er en tilstand, for hvilken det gelder, at en méling af partiklens sted med sikkerhed giver

resultatet z.

3.2.1 Fourier-transformationen

Operatoren for impuls er i én dimension givet ved

hd

—o (3.62)

p=
Idet 3, og ¥, betegner kvadratisk integrable funktioner, der forsvinder i det uendeligt fjerne,

ses det ved partiel integration, at p er hermitesk,
o0 hd . oo Jhod
G = [ deiy v (3.63)

Det ses ligeledes ved partiel integration, at operatoren d?/dz® er hermitesk, mens d/dx er
anti-hermitesk, idet dens hermitesk konjugerede er lig med —d/dz.
Egenfunktionerne for p er

ke (3.64)

med tilhgrende egenveerdier hk. Vi vil nu udvikle en vilkarlig bglgefunktion ¥(z) pa egen-

funktionerne (3.64) for impulsoperatoren og skriver derfor

Pz dk f(k)e™=. (3.65)

\/ 2r /
Faktoren 1/4/27 foran integraltegnet er medtaget for at kunne fortolke absolutkvadratet
pa f(k) som en sandsynlighedstathed, se (3.76) nedenfor. Man kalder f for den Fourier-

transformerede af 1. For at bestemme f vil vi danne udtrykket
F(K) = / dzip(z)e™*". (3.66)

Indseetter vi i dette 3 fra (3.65) og bytter om pa integrationsordenen, ser vi, at hgjresiden af
(3.66) indeholder funktionen I(k — k'), hvor

- / drei. (3.67)
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Erstatter vii (3.67) gvre og nedre graense med henholdsvis L og — L, fas ved udregning
2,
I(q) = —singL. (3.68)
q

Nar L gar mod uendelig, gar 1(0) mod uendelig, idet I(0) = 2L. Samtidig ser vi, at det
fgrste nulpunkt i I(q) for ¢ = 7/ L rykker ind mod punktet ¢ = 0 ved denne grenseovergang.
Arealet under kurven (3.68) er

A= / O; dql(q) = 2r. (3.69)
Det ses, at arealet under I(q) er uafhengigt af L. Det er hermed gjort plausibelt (men
naturligvis ikke bevist i matematisk forstand), at funktionsfglgen (3.68) for L gaende mod
uendelig pa nzer konstanten 27 udggr en repraesentation af deltafunktionen. Da det for en

kontinuert funktion g(z) gelder, at

g@) = [ dygly)sty - 2), (3.70)

-0

har vi hermed vist, at funktionen f(k) i (3.65) er F(k)/v/2x eller

(k) = \/—12_.7; [ depiz)e (3.71)

Ligningerne (3.65) og (3.71) udggr Fouriers integralsaetning.
Vi skal i det fglgende se, hvorledes Fouriers integralsatning fremkommer ved at ga ud

fra Fouriers rakkesatning og foretage en passende graenseovergang. Har vi f. eks. forelagt

funktionen

g(g)=a for —l<az<|, (3.72)

bestemmer denne ved periodisk fortsettelse en funktion, om hvilken det geelder, at den er
1) periodisk med perioden 2! og 2) integrabel i periodeintervallet —{ < z < I. For en sadan

funktion geelder reekkesatningen
g(z) = Y apemml! (3.73)
hvor Fourier-koefficienterne a,, er givet ved
_ 1 /ld ( ) —innz /! 3.74
=g | dzg(a)e . (3.74)

Her gennemlgber n alle hele tal, positive savel som negative samt nul.
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Den basis, hvorpa vi udvikler g, bestar altsé af funktionsmeengden a,e™*/!. Funktioner

hgrende til forskellige n er ortogonale, idet
l . )
/ dze=me/lginme/l = 915, ... (3.75)
-1

Vi kan eftervise gyldigheden af Fourier-reekkeudviklingen (3.73-74) ved at gange (3.73) med
e/l integrere over z og benytte (3.75), hvorved hgjresiden af (3.73) bliver 2la,, i ov-
erensstemmelse med (3.73).

Fouriers raekkesatning gor det altsa muligt ud fra en given funktion f(z) at bestemme

Fourier-koefficienterne a,. For funktionen f(z) givet i (3.72) ses Fourier-koefficienterne at
blive
[ (—1)™
a, = —%/ dzzsin(nrz/l) = i(=1) , n#0,
0

nmw

ao =0, (3.76)

svarende til raekkefremstillingen

_ 21 sin(rz/l) sin(2rz/l)  sin(37z/)
=77 2 T 3

g(z) cee). (3.77)

Vi foretager nu en granseovergang, hvor vi lader periodicitetsintervallet 2/ ga mod uendelig
og erstatter summen over n med en integration ifglge forskriften 3, — (I/7) [ dk, idet k =

7nfl. Herved far vi

g(z) = ! /oo dke*®a(k)

T J—oo

og

()= 5 [ deemiveg(

alk)=5; | dze™™g z),
der er identisk med (3.65) og (3.71), nar g(z) identificeres med ¢(z) og a(k) med f(k)r/I\/2x.
For at illustrere Fourier-reekkeudviklingen har vi pa den fglgende side vist resultatet af at

medtage de n fgrste led i Fourier-raekken (3.77), idet vi for nemheds skyld har sat leengden

[ til 1. Antallet af medtagne led er anfgrt pa hver af de i alt seks figurer, svarende til

n =1,2,4,8,15 og 30 (sammenlign resultatet med funktionen (3.72) i intervallet 0 < z/I < 0).
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Figur 3.1: Fourier-raekkeudviklingen af funktionen (3.72)
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Det fglger af (3.65) og (3.71), at deltafunktionen é(x) kan repraesenteres ved

5(z) = 2% /_ Z dke™*e, (3.78)

som er et nyttigt resultat at huske.
Vi skal nu forsgge at bestemme f(k) i det tilfeelde, at 1) er grundtilstandsbglgefunktionen
ug (se (3.42)) for den harmoniske oscillator. Ved hjelp af

— 22/2a* —ikz = —(z + ia"’-k‘)z/2a2 — a’k?/2 (3.79)
kan integralet over z i (3.71) udfgres ved at indfgre den ny variable 2’ = z+ia*k med resultatet

f(k) = (Va[a) e, (3.80)

Den Fouriertransformerede af Gaussfunktionen (3.42) er altsa selv en Gaussfunktion i vari-
ablen k. Dette er et specielt traek ved Gaussfunktionen. Ellers vil den Fouriertransformerede
af en funktion have et andet udseende end den oprindelige funktion. Idet vi benytter den
seedvanlige betegnelse ug(z) for bglgefunktionen hgrende til grundtilstanden for den har-

moniske oscillator, har vi hermed vist, at

1 *° ikx
wo(z) = = /_ ~ dkf(k)e™, (3.81)

hvor f(k) er givet ved (3.74). Absolutkvadratet |f(k)|* pa udviklingskoefficienterne til-

fredsstiller normeringsbetingelsen

| amfiyr =1, (3.82)

— 00

i overensstemmelse med, at absolutkvadratet pa f er sandsynlighedstatheden pa k-aksen for

at observere en bestemt veerdi af k.

3.2.2 Usikkerhedsrelationerne

Den Fourier-transformerede f(k) af bglgefunktionen (z) bestemmer middelveerdien af p =

(h/i)d/dz ifslge

<p>= /°° dk|f ()[R, (3.83)
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idet |f|?dk er sandsynligheden for at finde partiklen med bglgetal mellem k og k + dk. Det
er ofte bekvemt at udtrykke middelveerdien direkte ved bglgefunktionen (z). Indseetter vi
f(k) og f*(k) fra (3.71) i udtrykket (3.77) for middelveerdien, fas

1 00 00 0 INEYON; -ik(x_l.l)
o . 3.84

Ved at benytte ke~*(==*) = j(d/dz)e~*==*) og partiel integration med hensyn til z, ses det,

at middelveerdien kan udtrykkes ved

<p>= [ ey (@)t () (3.85)

x

efter at integrationen over k og z’ er udfgrt ved hjzlp af (3.72).
Middelvardien af impulsen er altsa i overensstemmelse med det generelle udtryk (3.57).
Den findes ved at anbringe den tilhgrende operator mellem 3* og 1, sdledes at den virker pa

Y. Ganske tilsvarende ses det, at middelveerdien af kvadratet pd impulsen bliver givet ved

oo d?
2 — *( 32 7
<p°>= /_oo dzyp™(—h 7n3 ), (3.86)
mens middelvardien af energien er
< H>= /  dzp iy, (3.87)

hvor H er operatoren —(h*/2m)d?[dz? 4 V().

Ovenstaende udtryk for middelveerdien af impuls og energi kan uden videre generaliseres
til tre dimensioner og til systemer bestiende af flere partikler.

For en vilkarlig tilstand vil kvadratet pd middelveerdien af en fysisk stgrrelse A i alminde-
lighed veere forskelligt fra middelvaerdien af kvadratet ps A, med mindre tilstanden netop er
en egentilstand for operatoren hgrende til den fysiske stgrrelse A. Man indfgrer det sikaldte

fluktuationskvadrat A? ved definitionen
A A) =< (A—- < A>)P>=< A’ > - < A >, (3.88)

hvor < A > angiver middelvardien af den fysiske stgrrelse A i den forelagte tilstand. Det ses
af (3.82), at A? altid er positiv eller nul. Specielt ses det, at A2 er nul, hvis den pagzldende

tilstand er en egentilstand for operatoren hgrende til A.
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For at illustrere begreberne middelvaerdi og fluktuation kan vi betragte en partikel i
grundtilstanden (3.42) for den harmoniske oscillator. Det ses umiddelbart, at < z >= 0, da
bglgefunktionens kvadrat er en lige funktion af z. Fluktuationskvadratet A?(z) bliver saledes
identisk med < z? >, der for den pageldende tilstand findes at vare a?/2. Tilsvarende fas
A%(p) =< p* >= h?*/2a? ved enten at benytte den Fourier-transformerede (3.74) eller at
anvende (3.79) med ¥ givet ved (3.42). Det ses, at produktet af fluktuationskvadraterne er
uafthangigt af a, idet

A(z)A(p) = 5 (3.89)

Dette er et eksempel pa Heisenbergs usikkerhedsrelationer. For en vilkarlig tilstand 3 kan
fluktuationsproduktet A(z)A(p) vises (opgave 3.13) at veere stgrre end eller lig med A/2 som

en konsekvens af ombytningsrelationen [Z,p] = ih.

EKSEMPEL 3. KVANTISERING AF DEN TODIMENSIONALE HARMONISKE OSCILLATOR

Den todimensionale harmoniske oscillator er velegnet til at illustrere kvanteteoriens begreber. Vi vil i
det fglgende beskaftige os med den isotrope harmoniske oscillator, d.v.s. det tilfeelde hvor kraftkonstanterne
hgrende til bevaegelse 1 z- og y-retningen er ens, lig med K. Idet partiklens masse kaldes M, er den klassiske

angulare frekvens altsd w = \/K/M. Hamiltonoperatoren H er

2 2
P 1o Py 1o
H =&+ 5K’ + 0+ S Ky, (3.90)

Vi indfgrer dimensionslgse variable z,, z; og p1, p2 ved definitionerne
/ h [ R
=12 M—w, Yy=2x M—w’ (391)

Pz = prVhMw; py = p2VhiMw. (3.92)

og

Herved far Hamiltonoperatoren fglgende udseende
L2, 2, 2, 2
H= hw§(131 + 23+ pi + p3). (3.93)

Vi indfgrer nu skabelses- og annihilationsoperatorer pa sedvanlig made jvf. (2.85-86),

1 .
zj = 7§(aj +al),j=1,2 (3.94)
og
1, .
pj = 7§z(a} —a;), j=1,2. (3.95)
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Bemerk, at to operatorer hgrende til forskellige indices j er indbyrdes ombyttelige, altsa [a{,ag] = 0, da

[z1,p2] = [z2,m] = 0.
Partiklens impulsmoment vinkelret pa zy-planen kaldes L. Udtrykt ved de oprindelige variable z,y og
Pz, Py €r dette
L =zpy - yp,. (3.96)

Vi indfgrer nu de dimensionslgse variable z;, x5 og py, p2 i L, med resultatet
L = h(z1p2 — z2p1). (3.97)
Ved indsattelse af transformationen (3.94-95) fas
L = ih(ala; — alay). (3.98)
Transformationen af Hamiltonoperatoren forlgber analogt med det éndimensionale tilfzlde, jvf. (2.89),
H=H, + H,, (3.99)

hvor

Hj = hw(ala; + %). (3.100)

Operatoren L er hverken ombyttelig med H, eller H,, idet

[agal - alag,alal] = ala; - a{ag (3.101)
og
[a%al - (11(12, a{,ag] = —ala; + a{az. (3.102)

Derimod ses L at veere ombyttelig med H = H) + Ha, idet summen af hgjresiderne i (3.101) og (3.102) er
nul. Denne ombyttelighed svarer til, at impulsmomentet L klassisk set er en bevagelseskonstant.
Som vi tidligere har set (eksempel 2 i kapitel 2) er den klassiske bevaegelse foruden af L og H karakteriseret

af bevaegelseskonstanterne M og N givet ved (2.66-67). De tilsvarende operatorer er ifglge (3.94-95)
M = h(ala; — ala,) (3.103)

og

N = h(aja} + ayal). (3.104)
For at mindske skrivearbejdet vil vii det fslgende udelukkende betragte dimensionslgse stgrrelser. Vi dividerer
derfor H med hw og kalder H/hw for H (dette kan selvfglgeligt vare risikabelt, hvis man ikke husker, hvad
man har gjort. Vil man vere sikker pa ikke at kludre med enhederne, ma man kalde den nye operator for H'
eller lignende). P4 tilsvarende méade dividerer vi L, M og N med k. De egenverdier og middelvardier, som

angives nedenfor, skal da blot omsettes til energi og impulsmoment ved at gange med henholdsvis hw og h.
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Ud fra ovenstaende udtryk for H, L, M og N ses det ved hjelp af
[a;,al] = 6;;, [a;,0;] = 0, (3.105)

at L, M og N er ombyttelige med H. Derimod er L, M og N ikke indbyrdes ombyttelige. Lad os som et

eksempel bestemme kommutatoren [L, N]. Denne er givet ved
i[agal — alag,alat2 + agal] = -2M (3.106)

Man ser pa denne made, at L, M og N tilfredsstiller de samme ombytningsrelationer som Paulimatricerne (se
(2.77)) og derfor ikke samtidig kan bringes pa diagonal form..

Oscillatorens mulige tilstande kan angives ved talszttet (n;,n,), der fastleegger energiegenvaerdierne for
hver af oscillatorerne,

1 1
Eoy=m+ 2, Ep, =02+ 7 (3.107)

Den totale energi er

E = En, + En,. (3.108)

En tilstand (egenvektor) hgrende til egenvardierne (n;,ng) angives ved |ning). Den kan opfattes som en
sgjlevektor, der har nul pa alle pladser bortset fra den, der er tilordnet talsaettet (n1,n2). Pa denne plads
star der 1, hvis tilstanden er normeret (jvf. (2.97)). Nar man tilordner hver plads i sgjlevektoren et talsaet,
er det naturligt at ga frem efter voksende totalenergi E. Vi starter derfor med (0,0) og fortsztter med (1,0),
(0,1) og videre med (2,0), (1,1) og (0,2), etc. Bemeerk, at der til en given veerdi af E i almindelighed hgrer
flere lineeert uafhaengige tilstandsvektorer. Man siger, at energiniveauerne er udartede, og udartningsgraden
angiver antallet af linesert uafheengige tilstandsvektorer hgrende til det betragtede niveau. Abenbart er
grundtilstanden ikke udartet, men det neestlaveste niveau har udartningsgraden 2, det fglgende 3 etc. Matricen
for den totale energi er diagonal i denne basis, med vardierne 1, 2, 2, 3, 3, 3, etc. ned langs diagonalen. Ogsa
matricen for M er diagonal i denne basis, med vardierne 0, 1, -1, 2, 0, -2 etc. (dens egenvardier er jo
ny; — ny). Hverken L eller N er derimod diagonale, idet for eksempel alaT2 flytter’ et energikvantum fra z- til

y-oscillatoren, a;a}|10) = |01), siledes at
L|10) = i|01), L|01) = —i|10). (3.109)

Dette viser, at L-matricen i det betragtede underrum hgrende til energiniveauet E = 2 er identisk med
Paulimatricen oy, jvf. (2.76). Tilsvarende bliver N-matricen hgrende til dette underrum lig med o,.

Vi kan nu spgrge om fglgende: Givet at partiklen befinder sig i tilstanden merket med kvantetallene
(n1,n2), hvad er da sandsynligheden for at observere en bestemt vardi af impulsmomentet L? Hvad er mid-
delvaerdien af L, og hvad er fluktuationskvadratet? For at besvare disse spgrgsmal udvikler vi tilstanden |nin,)

pa det fuldstaendige szt af basisvektorer |nm), der er felles egenvektorer for totalenergien og impulsmomentet,
H|nm) = (n + 1)|nm), L|nm) = m|nm). (3.110)
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Herved fas

ning) = Z(nm]nlng)[nm). (3.111)

n,m

Sandsynligheden for at observere energien (n + 1) og impulsmomentet m er derfor
nminin)|2. (3.112)
Hermed bliver middelvardien af L i den betragtede tilstand

<L>= Z |(nminins)|*m = Z(nlnglnm)m(nmlnlnz) = (n1nz|Lining). (3.113)

nm

Disse omformninger viser, hvorfor middelveerdien i tilstanden specificeret ved (ny,n2) er givet ved ma-
trixelementet (nina|Linins). En tilsvarende omformning kan foretages for en vilkarlig hermitesk operator,
forudsat at den valgte basis (her [nm)) er fuldsteendig (jvf. (3.57)). Middelvardien fremkommer som en vaegtet
sum af egenveerdierne, idet hver egenvardi er vagtet med sandsynligheden for at observere den pageeldende
vardi i den forelagte tilstand. Gar man i stedet ud fra matrixelementet (n;ny|L|n;n,), kan man indskyde

enhedsoperatoren
1= Z]nm)(nml (3.114)

mellem L og [nin2) og se, at det er identisk med den vaegtede sum af egenveerdierne.

Lad os som et konkret eksempel betragte tilstanden |10), svarende til n; = 1,n, = 0. Enhver sandsyn-
lighedsamplitude (nm|10) er nul, med mindre n = n; + ny, = 1, da tilstandsvektorer hgrende til forskellige
energier er ortogonale. Amplituderne (1m|10), hvor m = £1, er derimod ikke nul. Matricen for L udtrykt i en
basis bestdende af de to tilstande |10) og |01) (svarende til henholdsvis (n;, n3) = (1,0) og (n1,n3) = (0,1))

er givet ved Paulimatricen g, jvf. (3.97), idet
(10]Lj10) = (01]L|01) = 0, og (10]|L|01) = —(01|L|10) = —3,

jvf. (3.109). Egenverdierne af matricen o, er %1 og linearkombinationerne (]10) % i]01))/v/2 er derfor
de normerede egentilstande |1+ 1) for L hgrende til egenveerdierne 1. Det folger af dette, at (11}10) =
(1-1J10) = 1/V2.

Vi ser altsd, at sandsynligheden for at observere partiklen med impulsmoment 1 er 1/2, mens der er
en lige sa stor sandsynlighed (1/2) for at observere partiklen med impulsmoment —1, givet at systemet
befinder sig i tilstanden svarende til n; = 1,n5 = 0. Middelverdien af L i denne tilstand er derfor nul, mens
fluktuationskvadratet A%(L) ses at vaere 1. Ved at superponere tilstanden svarende til n; = 1,ny = 0 med
tilstanden svarende til n; = 0, n3 = 1 fremkommer tilstandene svarende til n = Ilm=1logn=1m=-1. P&
figur 3.1 er superpositionen anskueliggjort ved at tegne bglgefunktionerne z, exp[—(z? + 22)/2] (svarende til
ny =1,n = 0)og z2 exp[é(zf+z§)/2] svarende til n; = 0,n, = 1. Som man kan eftervise, tilfredsstiller begge

disse bglgefunktioner den tidsuafhangige Schrodingerligning med samme egenvaerdi 2 (= 1+ 1) for den totale
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ke,
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Figur 3.1: Superposition af to tilstande

energi. Til hgjre pa figuren er absolutveerdien af superpositionen |10) + |01) tegnet op (mélestoksforholdet
vinkelret pa z; — 2 planen @ndret). I denne tilstand er der sandsynligheden 1 (det vil sige sikkerhed) for at

observere veerdien 1 af partiklens impulsmoment.
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3.3 Opgaver

OPGAVE 3.1
Egenvaerdiproblemet for den harmoniske oscillator kan lgses ved potensraekkemetoden, der er
en almindeligt brugt metode til lgsning af differentialligninger.

Som diskuteret i afsnit 3.1.1 leder vi efter lgsninger af typen
u=H()e €2, (3.115)

hvor H er et polynomium i £.

a) Vis, at H skal tilfredsstille ligningen
H —2H + (A -1)H =0. (3.116)
Ligningen (3.104) lgses ved at udtrykke H som en potensrakke
HE) =€) at, (3.117)
v=0
hvor s er stgrre end eller lig med nul, og ao # 0. I fslge (3.104) er ligningens venstre side og
dermed ogsa dens raekkeudvikling lig med nul, hvorfor koefficienten hgrende til enhver potens
af ¢ 1 reekkeudviklingen af venstre side er nul.

b) Benyt denne betingelse til at vise, at a,42/a, — 2/v for v — oo, med mindre
reekken bryder af for en eller anden vardi af v, og vis, at dette forhold ogsd karakteris-
erer raekkeudviklingen af ¢Peé”, hvor p er en vilkarlig eksponent. Begrund ud fra dette, at
rekken (3.105) bryder af ved en endelig veerdi af v, hvis bglgefunktionen skal veere kvadratisk

integrabel.

c) Vis, at raekken (3.105) bryder af, hvis
A=242 41, (3.118)

samt at betingelsen ao # 0 medfgrer, at s er enten 0 eller 1. Det fglger derfor af (3.106), at
A ma vere et helt, ulige tal, A = 2n + 1, siledes at koefficienterne Qps42, On_sta,- - - €I lig

med nul. Heraf ses, at n — s ma vare lige, da reekken (3.105) indeholder led med lige v. Da
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reckken af led med ulige v ikke bryder af i medfgr af betingelsen (3.106), skal a; secttes lig
med nul, hvorved koefficienterne hgrende til ulige » bliver nul.

d) Benyt resultatet af c) til at vise, at energiegenveerdierne er givet ved (2.103) og bestem
normerede bglgefunktioner hgrende til n = 0,1 og 2. Kvantetallet n er abenbart den stgrste
veerdi af s + v i reekkeudviklingen af H. Det pageldende polynomium H givet ved (3.105)
betegnes med H,, og kaldes et Hermite-polynomium (jvf. appendix A). Det ses, at H, er en

lige eller ulige funktion af ¢, alt efter som n er lige eller ulige.

OPGAVE 3.2
Vis ved brug af operatorerne & og a' i (2.83-84), at fluktuationsproduktet A(x)A(p) for den

harmoniske oscillator er (n + 7)h i tilstanden |n).

OPGAVE 3.3
Find for den todimensionale harmoniske oscillator middelvzerdien og fluktuationskvadratet

for impulsmomentet i tilstanden [02) svarende til ny = 0,n5 = 2.

OPGAVE 3.4
Find matricerne for operatorerne = og (%/i)d/dz ved hjelp af rekursionsformlerne (3.40-41)

og sammenlign med (2.114-115).

OPGAVE 3.5

En partikel med masse M beveger sig i et tredimensionalt harmonisk oscillatorpotential givet
ved V(z,y,2) = K(z* + y* + 2%)/2.

a) Vis, at Hamiltonoperatoren kan skrives pa formen

~ 3
= “hw4 Y hwala; (3.119)

2 i=1,2,3

og angiv ombytningsrelationerne mellem skabelses- og annihilationsoperatorerne a! og a,.

b) Find spektret og udartningsgraden af de tre laveste energiniveauer.
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OPGAVE 3.6
En partikel med masse M bevager sig i et tredimensionalt harmonisk oscillatorpotential givet
ved V(z,y,2) = K(2* + y* + 2%)/2.

a) Vis, at Schrédingerligningen separerer i de cartesiske koordinater og skitser, hvorledes
metoden fra opgave 3.1 kan anvendes til bestemmelse af energiniveauerne og de tilhgrende

bglgefunktioner. Angiv bglgefunktioner hgrende til de to laveste energiniveauer.

OPGAVE 3.7

En partikel med masse M bevager sig i potentialet givet ved
1 o 4
V(z) = aK:t + Az®, (3.120)

hvor A er en positiv konstant. Opgaven gar ud pa at bestemme middelvaerdien af Az* i
grundtilstanden for det harmoniske oscillatorpotential svarende til A = 0.

a) Benyt (2.110-111) til at udtrykke tilstanden (a@+a")2|0) som en superposition af tilstande

b) Find ved hjalp af resultatet fra a) middelveerdien af Az* i tilstanden |0). Sammenlign
med resultatet af dimensionsanalysen, opg. 1.12.

c) Eftervis, at man far samme resultat for middelveerdien af z* ved at veegte z* med

sandsynlighedsteetheden hgrende til oscillatorens grundtilstandsbglgefunktion og integrere det

fremkomne udtryk over alle z.

OPGAVE 3.8

Find den Fourier-transformerede af funktionen
b(z) = €% for |z| < a, ¥(z) =0 for |z]> a. (3.121)

Find ligeledes den Fourier-transformerede af funktionen

a

’
a2+$2

¥(z) = (3.122)

hvor a er en positiv konstant (brug integraltabel!).
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OPGAVE 3.9
En partikel bevaeger sig i én dimension. Til et bestemt tidspunkt er den beskrevet ved
bglgefunktionen

blz) = 2oL ke, (3.123)

T a® 4 z?
a) Find impulsfordelingen svarende til denne tilstand og benyt denne til at finde mid-
delverdien < p > og fluktuationskvadratet A%(p) (brug integraltabel!).
b) Udregn fluktuationsproduktet A(z)A(p) og sammenlign med grundtilstanden for en

harmonisk oscillator.

OPGAVE 3.10

Hamiltonoperatoren for en todimensional harmonisk oscillator er

R 0? 0? 1, .. .
"5{5(2’)? +a—y2)+ 5(311172-1—]‘292), (3.124)

hvor K, og K, er positive konstanter.

a) Vis, at lgsningerne til Schrodingerligningen
H+y = Ev (3.125)
kan separeres, idet de kan skrives som

hvor n; og n, kan antage alle mulige heltallige positive vardier eller nul. Vi har benyt-
tet betegnelsen ¥, (z) for lgsningen til Schrodingerligningen for en éndimensional harmonisk
oscillator.

b) Vis ved at indsztte den separerede lgsning (3.126) i (3.125), at energiegenverdierne er

givet ved
1 1
FE = hwl(nl + 5) + hL«J2(n2 + 5), (3127)
hvor ny,n; =0,1,2-- -, og udtryk frekvenserne w; og w, ved de givne konstanter.

129



OPGAVE 3.11

Hamiltonoperatoren for en partikel, der beveeger sig i to dimensioner, er

H__h_2(0_2+6_2)+11((2+ AN+ A (3.128)
© 2m > 0z? ' Oy? g\ Ty :vy, ‘

hvor K; og K, er positive konstanter, mens konstanten A kan vere enten positiv eller negativ.
a) Benyt en koordinattransformation til at vise, at Hamiltonoperatoren kan opfattes som
summen af Hamiltonoperatorerne for to uatheengige oscillatorer, forudsat at |A| < K. Vis, at

energiegenverdierne under disse omstaendigheder er givet ved
1 1
E = hwi(ng + -2-) + hwy(ng + 5), (3.129)

hvor n1,ny = 0,1,2---. Udtryk frekvenserne w; og w; ved de givne konstanter og sammenlign

med opgave 3.10.

OPGAVE 3.12
Vis, at funktionerne u = exp(¢?/2) og u = ¢ exp(£2/2) er lgsninger til (3.31) og bestem de

tilhgrende veerdier af A. Har de fundne vardier af A nogen fysisk betydning?

OPGAVE 3.13
I denne opgave skal vi vise, at fluktuationsproduktet A(A)A(B) hgrende til de hermiteske
operatorer A og B ikke kan blive mindre end & /2, hvis A og B tilfredsstiller ombytningsrela-

tionerne
[A, B] = ih. (3.130)
a) Vis at uligheden (h, k) > 0, hvor

(3.131)

medfgrer, at

(fIf)glg) > [{flg)I*- (3.132)

Vi indfgrer nu operatorerne & og B ved definitionerne &y = (/Al— < A > og B =
(B— < B >), hvor ¢ er en vilkarlig bglgefunktion.
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b) Idet f identificeres med Gt og ¢ med B, skal det vises ud fra (3.132), at

A(A)A(B) > |(v]aBy)]. (3.133)
¢) Benyt omskrivningen
& = %(aB + Ba) + %(aB - Ba) (3.134)
til at udlede
A(A)A(B) > g (3.135)

ud fra uligheden (3.133) [hjaelp: bemaerk, at operatoren (&3 — 3@) er en antihermitesk opera-
tor, idet den er lig med (—1) gange dens hermitesk konjugerede, og udnyt at (3, (&B - B&)¢)
som fglge af dette er rent imaginaer].

d) Diskuter, hvorledes uligheden (3.135) endres, hvis hgjre side af (3.130) erstattes med

en vilkarlig hermitesk operator C.

OPGAVE 3.14

Angiv hvilke af fglgende operatorer O, der er linezre:

A

Of = f(z)+ 2, Of =—d*f/da?, Of = (df/dz)?,

hvor f er en funktion af z.
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OPGAVE 3.15

I det fglgende indfgrer vi et indre produkt defineret ved

ity = [ sinodo [ dgf3(6,6)£:(0.9),

svarende til, at § er polarvinklen og ¢ azimuthalvinklen i et polert koordinatsystem. I opgaven
skal vi finde en matrixfremstilling A;; = (filAf;) af forskellige differentialoperatorer A.
1. Vi betragter funktionsrummet udspzndt af de tre funktioner fi, f, og fs, der er pro-

portionale med henholdsvis

sinfe'®, cosf, sinfe ®.

Bestem normeringskonstanter sa at
{filf5) = 6
2. Find matricen hgrende til operatoren

N,

—_—

ErS

3. Find matricen hgrende til operatoren A givet ved

A= e“’(% + 2 cot 0%)

4. Find matricen hgrende til operatoren B givet ved

B = e”.d’(-% + icotﬂ%).

5. Find matricen hgrende til operatoren
“(A+ B)
2

6. Find matricen hgrende til operatoren

1

2i(A_B)

7. Find egenvardierne af de under 2., 5. og 6. bestemte matricer.

8. Angiv ombytningsrelationerne mellem de under 2. 5. og 6. bestemte matricer.
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OPGAVE 3.16

Som i den foregédende opgave benytter vi et indre produkt defineret ved

(o) = [ sindds [ dsoz(0,0),0,9),

svarende til, at § er polarvinklen og ¢ azimuthalvinklen i et polart koordinatsystem. Vi skal
finde en matrixfremstilling A;; =< g¢;|Ag; > af forskellige differentialoperatorer A med en
anden basis end den, der er anvendt 1 opgave 3.15.

1. Vi betragter funktionsrummet udspzndt af de tre funktioner g, g, og gs, der er pro-
portionale med henholdsvis

sinf cos ¢, sinfsin ¢, cosb.

Bestem normeringskonstanter, sa at
(9ilgs) = 6i;

2. Find matricen hgrende til operatoren

.0
=

¢’

3. Find matricen hgrende til operatoren A givet ved

5, 0 0
— ' ; —
A=ce (ae+zcot08¢).

4. Find matricen hgrende til operatoren B givet ved

B= e"i"s(—gé + ¢ cot Haa—(b)

5. Find matricen hgrende til operatoren
l(A + B)
2

6. Find matricen hgrende til operatoren
1
—(A-B
2i( )

7. Find egenvardierne af de under 2., 5. og 6. bestemte matricer.

8. Angiv ombytningsrelationerne mellem de under 2., 5. og 6. bestemte matricer.
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OPGAVE 3.17

I denne opgave skal vi benytte den i opgave 3.15 angivne basis til at bestemme matricer

T 2w
(IR L) = ["sinods [ dof:(0,)F(6,9)1;0,9),

hgrende til forskellige stgrrelser F'(6, ¢).

1. Find matricen hgrende til

cos
2. Find matricen hgrende til
cos® 0
3. Find matricen hgrende til
cos® 0
4. Find matricen hgrende til
sin # sin ¢

5. Find matricen hgrende til

sin® @sin? ¢
6. Find matricen hgrende til

sin® #sin® ¢
7. Find matricen hgrende til

52
iy
OPGAVE 3.18

Gentag opgave 3.17 med den i opgave 3.16 angivne basis til at finde matricer

T 2r
(:1Fg;) = [ sindo [ dsgr(6, 4)F(0, 64,0, ),
0 0

hgrende til forskellige stgrrelser F(6, ¢).

Vis, at de i opgave 3.15 og 3.16 indfgrte basisfunktioner er relateret ved

fi = {g;1£:)9;

J

og bestem koefficienterne (g;|f;).
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4 Schrodingerligningen

De tilstande, vi indtil nu har betragtet, har vaeret uafhangige af tiden. Vi skal nu generali-
sere den tidsuafhengige Schrodingerligning, sa vi far mulighed for at behandle tidsathangige
feenomener. Den fremkomne ligning, der betegnes som den tidsafheengige Schrodingerligning
eller blot Schrédingerligningen, er kvanteteoriens grundlaeggende bevagelsesligning, der mod-
svarer Newtons ligninger i den klassiske fysik. Ligesom Newtons ligninger geelder Schrodinger-
ligningen kun i den graense, hvor man kan se bort fré relativistiske effekter.

Vi skal i det fglgende postulere den tidsafheengige Schrédingerligning og derefter vise,
hvorledes den under stationsere betingelser reduceres til egenveerdiligningen for systemets
energi. De egentilstande, der er lgsninger til denne ligning, benavnes ogsa stationzere til-
stande, idet de tilhgrende sandsynlighedsteetheder er uafheengige af tiden. Ferst nar vi su-
perponerer stationere tilstande, far vi mulighed for at beskrive tidsafhaengige feenomener og
sammenligne med resultatet af at lgse de klassiske bevaegelsesligninger. Selv om en given
tilstand ikke er en egentilstand for energioperatoren, kan den vare egentilstand for andre
operatorer hgrende til f. eks impulsen eller impulsmomentet. Som vi skal se i eksempel 4
nedenfor, kan et systems tilstand ogsa veere karakteriseret ved at veare en egentilstand for
en ikke-hermitesk operator. Det szrlige ved egentilstandene for energioperatoren er, at deres
tidslige udvikling er meget simpel, som det vil fremga nedenfor. |

Vi betragter en enkelt partikel med masse m, der bevager sig i potentialet V(). Den
tidsuafhaengige Schrodingerligning er givet ved egenverdiligningen (3.22) med H =T + V,
hvor den kinetiske energi er T = p?/2m. Vi vil nu generalisere Schrodingerligningen Hy = E3

til en ligning, hvori energiegenveardien E erstattes af 1h0/0t,

B (1)

- 3=V + V(Y = b (+.)

Hvis tidsafhaengigheden af ¢ er givet ved exp(—iEt/h), reduceres (4.1) til HY = E%, der
udtrykker, at v er en egentilstand for energioperatoren. Man kalder en sadan tilstand

for stationzer, idet absolutkvadratet pa bglgefunktionen ses at veere uafheengigt af tiden
(lexp(—2Et/R)| = 1).

I almindelighed er bglgefunktionen #(7,t) ikke ngdvendigvis en egentilstand for energien
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og kan derfor ikke markes med en energiegenvardi. Dens fysiske fortolkning er som i det

tidsuafhaengige tilfeelde givet ved, at
(7, 1) [d (4.2)

er sandsynligheden for, at en maling af partiklens stedvektor giver et resultat i volumenele-
mentet di{= dzdydz) omkring 7.
Hvis tilstanden er en egentilstand for energien med egenveerdi £, er venstre side af (4.1)

lig med E3 og (4.1) har derfor lgsningen
¢ = ug(Fe FH, (4.3)

hvor ug(7) betegner den rumlige del af bglgefunktionen, der tilfredsstiller Hug = Eug. Til-
standen (4.3) betegnes som en stationzer tilstand, idet absolutvardien af 1 er tidsuafheengig.
I en tilstand karakteriseret ved en bestemt energi er absolutkvadratet pa sandsynlighedsam-
plituderne - og dermed sandsynligheden for udfaldet af en maling af den tilhgrende fysiske
stgrrelse - altsa uafhengigt af tiden. Dette harmonerer godt med den klassiske fysik. For
et system karakteriseret ved en Hamiltonfunktion, der ikke afhaenger eksplicit af tiden, vil
energien veere en bevagelseskonstant, jvf. (2.51-52).

Den almindelige lgsning til (4.1) er

EDY cgug(F)e  EYh (4.4)
E

hvor Hug = Eug, og konstanterne cg kan fastlegges ud fra kendskabet til bglgefunktionen
til tiden ¢ = 0. Vi har her antaget, at energiegentilstandene udggr en fuldsteendig basis. Hvis
nogle af energiegentilstandene hgrer til et kontinuum af egenvaerdier, indbefatter summationen
i (4.4) en integration over dette.

Den tidsafhengige Schrédingerligning (4.1) er her formuleret for en enkelt partikel, men
den kan uden videre generaliseres til det tilfeelde, hvor et system er specificeret ved et stort
antal generaliserede koordinater. Som eksempel pa et sddant system kan vi tage de ca. 10%2
ledningselektroner, som er indeholdt i en kubikcentimeter kobber (kapitel 9). Hamiltonopera-
toren fremkommer i dette tilfeelde som summen af elektronernes kinetiske energi og den poten-

tielle energi hidrgrende fra elektronernes indbyrdes frastpdning og deres vekselvirkning med
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de positivt ladede metalioner. At man i sddanne tilfzelde kan nedskrive Schrédingerligningen
i analogi med (4.1) er naturligvis ikke ensbetydende med, at man kan lgse den.

Det er afggrende ved lgsningen af Schrodingerligningen at tage hensyn til de symmetrier,
der omtales i kapitel 8, og det er desuden ofte ngdvendigt at supplere Hamiltonoperatoren 1
Schrodingerligningen med led, der ikke har nogen klassisk analogi (som for eksempel koblingen
mellem en partikels baneimpulsmoment og dens spin, der er en relativistisk effekt). Endelig
bgr det neevnes, at Hamiltonoperatoren ikke ngdvendigvis er entydigt fastlagt ud fra kendska-
bet til Hamiltonfunktionen. Kvantiseringen tager udgangspunkt i Poisson-parenteserne (2.44)
for de generaliserede koordinater og impulser, idet venstresiden erstattes med kommutatoren
for de tilhgrende operatorer og hgjresiden med i%6;;. Hvis den klassiske Hamiltonfunktion in-
deholder produkter af generaliserede koordinater med generaliserede impulser, er overgangen
til Hamiltonoperatoren ikke veldefineret, safremt de pagzldende operatorer ikke kommuterer.
Under sddanne omstzendigheder skriver man normalt Hamiltonfunktionen pa symmetrisk form
i de tilsvarende klassiske variable, fgr disse variable erstattes med operatorer.

Den generelle form for den tidsafhengige Schrédingerligning er altsa

L
Hy = ih, (4.5)

hvor Hamiltonoperatoren for det pagzldende system fremkommer af Hamiltonfunktionen som
beskrevet ovenfor, eventuelt med tilfgjelse af relativistiske korrektionsled.

Den relativistiske ligning for en enkelt elektron, der betegnes som Dirac-ligningen, er
som (4.5) linezer, men bglgefunktionen har i dette tilfelde fire komponenter, hvorved (4.5)
erstattes af en 4 x 4 matrix-differentialligning, jvf. (1.145). I den graense, hvor de relativis-
tiske effekter kan behandles som korrektionsled, er det tilstraekkeligt at tage hensyn til to af
bglgefunktionens fire komponenter. Herved fremkommer de sgjlevektorer, der i kapitel 7 vil

blive benyttet til at repraesentere elektronens spin (jvf. (2.79-80)).

4.1 Ehrenfests satning

Kvanteteorien skal indeholde den klassiske mekanik som et grensetilfeelde. For at belyse

denne graense vil vi nu udlede et udtryk for den tidsafledede af middelveerdien af en vilkarlig
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fysisk stgrrelse. Det fglger af Schrodingerligningen
Hvy = ihoy [0t (4.6)

ved kompleks konjugation, at
Hy* = —ihdy™/0t. (4.7)

Den tidsafledede af middelverdien < A >= (1| A%) af en vilkarlig fysisk stgrrelse A er

d< A>

0. 9A
T (YlA50) + (57114#)) + (%blalb), (4.8)

hvor vi har taget hensyn til, at operatoren A kan afhznge explicit af tiden. Ved at indsatte
(4.6-7) i (4.8) og udnytte at H er hermitesk, far vi resultatet

d<A>

1 0A
— —_— > 4.
7 ih<[A’H]>+< > (4.9)

ot

Dette er Ehrenfests satning. Vi vil benytte (4.9) til at vise, hvorledes middelveerdien af en
partikels sted og impuls i en passende granse adlyder de klassiske bevaegelsesligninger.
For simpelheds skyld betragter vi en partikel med masse m, der beveeger sig i én dimension

under indflydelse af den potentielle energi V(z). Idet [z, H] = ihip/m, har vi ifslge (4.9) at

d<z> <p>

4.1
og
d<p> v
dt _—-<—d;>. (4.11)

Hvis den potentielle energi kun varierer lidt over den del af rummet, hvor bglgefunktionen er
(vaesentligt) forskellig fra nul, er < dV/dz >~ dV(< z >)/d < z >, og vi har dermed vist, at

<z > og < p > adlyder de’klassiske bevagelsesligninger under de navnte forudsaetninger.

4.2 Superpositionsprincippet

Schrédingerligningen (4.5) er en linezr differentialligning. Hvis v; og v er lgsninger til
denne, vil superpositionen 1, + 1, ligeledes veere en lgsning. Et sadant superpositionsprincip
er fundamentalt i kvanteteorien og geelder, selv nar det fysiske system ikke kan karakteriseres

ved en bglgefunktion, der adlyder Schrodingerligningen. Hvis et fysisk system kan befinde
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sig i tilstandene |ny) og |n2), hvor ny og n2 angiver (en samling af) kvantetal, er ogsa til-
standene ¢;|ny) + c2|n2) mulige. Her er ¢, og c; vilkarlige koefficienter, der dog skal opfylde
normeringsbetingelsen |¢|* + |c2|? = 1.

Lad os betragte en superposition af to tilstande ¥n, og tn,, der hver for sig er egentil-
stande for energien af en éndimensional harmonisk oscillator med egenverdier E, og E,,.
Vi forudsatter, at n, # ny, saledes at de to egenveerdier er forskellige. Absolutkvadratet pa

superpositionen 1 = ¥, + ¥y, vil da varierere i tiden, idet
[%|* = [¢n, 1+ lton, | + 2up, up, coS(En, — En,)t/h, (4.12)

hvor ¥, = u,exp(—itE,t/h) og u, = un(z) er valgt reel. Sandsynlighedstatheden er saledes
periodisk i tiden, med en periode, der er bestemt af energiforskellen (E,, — E,,). Er forskellen

mellem de to energier netop hw, svarende til n; = ny £ 1, er perioden maksimal, lig med

21 Jw, hvor w = /K /m er den klassiske omlgbsfrekvens.

EKSEMPEL 4. DEN KLASSISKE GRANSE FOR EN HARMONISK OSCILLATOR.
I det fglgende vil vi superponeré tilstandene |n) for en harmonisk oscillator pa en sddan made, at abso-
lutkvadratet pa i bliver en Gaussfunktion, der til ethvert tidspunkt opfylder usikkerhedsrelationen (3.83).

I kapitel 2 indfgrte vi operatorerne @ og at, hvis sum ifglge (2.83-84) er proportional med g,

g= \/ZJZW(&MT). (4.13)

‘Det ses heraf, at dersom vi kan finde en tilstand |8), der er egentilstand til & med egenveerdi 3, vil mid-

delvaerdien af partiklens position (B|§|3) veere givet ved (8 + 8*)\/h/2Mw, idet (Blat = (B|#*. Egenveerdien

B kan vare kompleks, da & ikke er nogen hermitesk operator. T ilstanden |3) skrives som en superposition

oo

18) =Y enln), (4.14)

n=0

og vi skal forsgge i det fglgende at bestemme udviklingskoefficienterne c,, saledes at |3) er en egentilstand for a.
For at superpositionen (4.14) kan tilfredsstille Schrodingerligningen, ma tidsafhaengigheden af koeflicienterne

¢, veere givet ved
cn ox exp(—iEnt/h). (4.15)
Endvidere bemeerker vi, at @ ifglge (2.111) dels endrer kvantetallet fra n til n — 1, nar den virker pa |n), og

dels multiplicerer tilstanden med \/n. Vi ma derfor forlange, at koefficienterne opfylder rekursionsformlen

Ch = Cn—l%a (4'16)
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hvorved c,@|n) = ¢,_18|n — 1), for at |3) kan tilfredsstille egenvaerdiligningen
a|B) = B|B). (4.17)

For at superpositionen (4.14) kan tilfredsstille Schrédingerligningen (4.5), skal tidsathzngigheden af 8 vere
givet ved
B = |Blemi e, (4.18)
idet hw er den konstante energiforskel mellem naboniveauer. 1 (4.18) har vi desuden indfgrt en arbitreer fase
¢, saledes at 3 til tiden ¢t = O er givet ved
B =1Ble?. (4.19)
Som vi skal se, kan de to konstanter |3} og ¢ knyttes til den klassiske lgsning (2.2) pa bevaegelsesproblemet.

Ved at benytte (4.17) og dens hermitesk konjugerede ses det, at middelvardien af Her
B 1
(BIH1) = huw (181" + 3), (4.20)

séledes at || angiver middelantallet af energikvanter i tilstanden |3).

Ud fra rekursionsformlen (4.16), der sikrer at |3) er en egentilstand for @, og normaliseringsbetingelsen

o0
S lea? =1, (4.21)
n=0

kan |co|? bestemmes ved at benytte, at |cn|? = |co|?|8]>"/n!. Ved at indswtte dette udtryk for |en|® i (4.21)

o

fas

o I ﬂl2n 2
ICOI_Z = Z ——n'— = elﬁl . (422)
=0 :
Absolutvadratet pa udviklingskoeflicienten ¢,, kan fglgelig skrives som
i 18"
len|? = € lﬁl’l—%!——. (4.23)

Fordelingen (4.23) er velkendt fra statistikken og kaldes en Poissonfordeling. Den er illustreret i fig. 4.1 1 det
tilfeelde, hvor middelantallet af energikvanter er 10.
P3 basis af (4.13) kan vi umiddelbart nedskrive forventningsveerdien af partiklens sted i tilstanden |8},

idet denne er

<z>=|p| % cos(wt — @), (4.24)

der viser, at |8]v/2 i den klassiske graense, |3] >> 1, angiver oscillatorens maximale udsving z¢ i enheder af den
karakteristiske langde \/A/Mw, jvf. (2.2). Ved at danne middelvardien af operatoren p, der er proportional

med i(@ — a'), fas endvidere at

d<z>
<p>=M o (4.25)
svarende til Hamiltons ligning (2.56). Tilsvarende galder det, at
d
_5(_1%’—2 =-K<z> (4.26)
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Figur 4.1: Poissonfordeling

der modsvarer (2.57).
Foruden middelvardien af partiklens position eller impuls kan vi ogsa beregne hgjere momenter af fordelin-

gen (4.23). Fluktuationskvadratet A%(H) er givet ved definitionen
A H)=< H?> - < H >, (4.27)

ifglge den generelle definition (3.88). Vi vil nu bestemme fluktuationskvadratet (4.27) pa to forskellige mader.
Den forste - og mest omstaendelige - er baseret direkte pa anvendelsen af Poissonfordelingen (4.23). Den anden
- og mere elegante - udnytter ombytningsrelationerne mellem éa og a'.

Lad os fgrst benytte Poissonfordelingen (4.23). Ved at skifte summationsindex fra n til n — 1 ser vi, at

> leal?n = 187 (4.28)
n=0
Pa tilsvarende made fas _
> leal’n(n - 1) = 81* (4.29)
n=0
Ved hjzlp af (4.28-29) kan vi nu bestemme middelvardien af kvadratet pa Hamiltonoperatoren,
o 1 1
<H?>=(hw)® ) lealfP(n+ 5)2 = (hw)2(I18)* + 2181 + 7 (4.30)
n=0

Kvadratet pa middelvaerdien (4.20) er < H >2= (hw)?(|8|* + |B8|? + 1/4), og. deraf flger, at
< H? >=< H >? +(hw)?|B8% (4.31)
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Det ses af (4.31), at den relative energifluktuation bliver givet ved

AH) _ 18]
<H>BE+}

(4.32)

der viser, at fluktuationen i energi bliver af forsvindende betydning, nar middelenergien er meget stgrre end
huw.

I stedet for at benytte Poisson-fordelingen kan vi udlede resultatet (4.30) for middelvzrdien af H? og
dermed udtrykket (4.32) for den relative energifluktuation ved blot at benytte ombytningsrelationerne for

skabelses- og annihilationsoperatorerne sammen med (4.17). Det folger af ombytningsrelationerne (2.87), at

. (4.33)

|-

=atataa + 2ata +

| =

1
(@'a+ 5)2 =ataata +ata+

Middelvardien af H?/(hw)? er derfor lig middelvardien af (ata'aa + 2a'a + 1/4), der ved brug af (4.17) og
dens hermitesk konjugerede ses at veere (|8]* 4 2|B|% + 1/4) i overensstemmelse med (4.30).

P4 ganske tilsvarende made kan vi udregne fluktuationskvadraterne for sted og impuls, der ses at opfylde
h
A(z)A(p) = 7 (4.34)

En tilstand, for hvilken det gelder, at produktet af A(z) med A(p) er givet ved (4.34), kaldes en minimal
belgepakke. Oscillatorens grundtilstand |0) er ogsa en minimal bglgepakke, idet den svarer til egenveerdien
B = 0. Relationen (4.34) er et specialtilfzelde af Heisenbergs usikkerhedsrelationer, ifglge hvilke fluktuations-
produktet altid er stgrre end eller lig med h/2. Beregnes fluktuationsproduktet i tilstanden |n) far man saledes
A(z)A(p)‘: (n + $)h, der kun stemmer overens med (4.34) for n = 0 (opgave 3.2). 7

Selv om middelveerdien af z i tilstanden |3) varierer i tiden ifglge (4.24), er fluktuationsproduktet (4.34)
uafhangigt af tiden. Som vist i opgave 4.4 har absolutkvadratet af bglgefunktionen den samme form som
absolutkvadratet af grundtilstandsbglgefunktionen (3.42) for den harmoniske oscillator. Den eneste forskel er,
at den veardi af z, for hvilken absolutkvadratet antager sit maximum, oscillerer i tiden. Hvis systemet til et
eller andet tidspunkt er beskrevet ved en sidan minimal bglgepakke, der er forskudt fra begyndelsespunktet
z = 0, vil systemets udvikling i tiden svare til, at sandsynlighedstztheden ’skvulper’ frem og tilbage med den

klassiske svingningsfrekvens uden at sndre form.
At en minimal bglgepakke ikke andrer sin form i tiden, er specielt for det harmoniske oscillatorpotential.
For en fri partikel, der til tiden ¢ = 0 er beskrevet ved en minimal bglgepakke, geelder det, at bglgepakkens

udstraekning for store tider vokser proportionalt med ¢, jvf. opgave 4.1.

4.3 Gransebetingelser

Den tidsuafheengige Schrodingerligning er en anden ordens differentialligning i de rumlige

variable. Ved lgsningen af denne er det ngdvendigt at specificere greensebetingelserne. Vi
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har allerede i forbindelse med diskussionen af den harmoniske oscillator i afsnit 3.1.1 benyt-
tet, at bglgefunktionen var nul i det uendelige, z — oo . Denne betingelse hidrgrte fra,
at bglgefunktionen skulle vare normerbar, saledes at lgsninger, der vokser eksponentielt i
greensen © — too, matte forkastes (jvf. (3.32)). Det er ikke altid muligt at forlange, at
bglgefunktionen skal forsvinde i det uendelige. Impulsegentilstandene (3.49) er et eksempel
pa, at bglgefunktionen forbliver endelig overalt 1 rummet. Svarende til dette eksisterer der et
kontinuum af mulige impulsveerdier, mens energiegenveerdierne for en harmonisk oscillator er
givet ved det diskrete spektrum (2.103).

I dette afsnit skal vi uddybe diskussionen af graensebetingelserne for lgsningen af Schro-
dingerligningen og indfgre den for anvendelserne vigtige tilstandsteethed. Lad os fgrst under-
sgge graensebetingelserne i det simplest mulige tilfzelde, hvor en partikel med masse m bevager

sig 1 et stykkevis konstant potential V(z) defineret ved
V)=V, for z<0; V(z)=0 for z>0, (4.35)

hvor V, er en positiv konstant. Dette potentialtrin er illustreret i fig. 4.2. Da den tidsuaf-
heengige Schrodingerligning er en anden ordens differentialligning i1 z, skal dens lgsning vaere

kontinuert og have kontinuert differentialkvotient for alle = og derfor ogsd i z = 0.

Kommentar. Den tidsuafhengige Schrodingerligning er en differentialligning af anden orden i
de rumlige variable. Hvis den potentielle energi er endelig overalt, kan bglgefunktionen fastlaegges
overalt i rummet ud fra kendskabet til bglgefunktionen og dens gradient pa en flade, uanset om den
potentielle energi udviser diskontinuiteter eller ¢j. Herved bliver bglgefunktionen og dens gradient
entydige og kontinuerte overalt i rummet. Hvis lgsningen til Schrodingerligningen sammensattes
af lgsninger i delomréder, skal integrationskonstanterne altsa tilpasses saledes, at bglgefunktionen
og dens fgrste afledede er kontinuerte ved greensen mellem to delomrader. Bglgefunktionens anden
afledede vil derimod ngdvendigvis udvise diskontinuiteter, hvis den potentielle energi er diskontin-
uert.

Dersom den potentielle energi V (7) bliver uendelig stor i et omréade af rummet, kan vi ikke lzengere
kreeve, at den forste afledede skal veere kontinuert. Hvis ¥V = oo i et bestemt omrade, kan en
partikel ikke opholde sig i dette, og dens bglgefunktion méa derfor veere nul i det pagzldende
omrade. Kontinuiteten af bglgefunktionen medfgrer da, at ¢ er nul pa randen af omradet, mens

den fgrste afledede vil udvise et spring (jvf. eksempel 10).
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N\
Figur 4.2: Potentialtrin og bglgefunktion

Idet vi betragter energiegenveardier E < Vg, er lgsningen i de to omrader givet ved
¥ = Acoskx + Bsinkz for = >0, (4.36)

hvor k% = 2mE/h® og
Y =Ce™ for z <0, (4.37)

hvor & = (2m(Vy — E))Y/?/h. Her har vi benyttet, at bglgefunktionen ikke m& divergere for
z — —oo (se fig. 4.2).

Da bglgefunktionen skal vare kontinuert i punktet z = 0, ma det galde, at A = C.
Tilsvarende fas af (4.36-37), at kC = kB er betingelsen for, at den afledede er kontinuert. I
gransen, hvor V; > E, ma C derfor vare nul og bglgefunktionen i omradet x > 0 proportional
med sin kz. Vi bemeerker, at bglgefunktionen i omradet z > 0 ikke er en egenfunktion for

impulsoperatoren, men derimod en superposition af egentilstande, idet

1 . .
sinkz = :2—_(6"” — 7T, (4.38)
i

V1 konkluderer altsa, at bglgefunktionen er nul i det omrade, hvor den potentielle energi er
uendelig stor.

Det er ofte en fordel at forestille sig, at et kvantemekanisk system er lukket inde i en
kasse i stedet for at antage, at hele rummet er tilgaengeligt for dets bevaegelse. Baggrunden
for dette er blandt andet, at det ved anvendelsen af kvantemekanikken pa makroskopiske
systemer er af betydning at vide, hvorledes fysiske stgrrelser atheenger af systemets volumen

(jvi. kapitel 9). Pa den anden side er det klart, at man ved at lukke systemet inde i en kasse
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principielt komplicerer beskrivelsen. Begrebet fri partikel er ikke umiddelbart foreneligt med,
at kun en del af rummet er til radighed for partiklens bevaegelse, og man kan derfor ikke uden
videre benytte impulsen, der er en bevaegelseskonstant for en fri partikel, til at karakterisere
partiklens mulige tilstande i kassen.

Vejen ud af dette dilemma er at benytte periodiske randbetingelser. Hvis kassen er de-
fineret ved, at partiklens potentielle energi er uendelig stor uden for kassens volumen, ma
bglgefunktionen veere nul pa kassens overflader. En direkte brug af denne graensebetingelse
forhindrer os imidlertid i at benytte egentilstande for impulsoperatoren, der er givet ved
(3.24). 1 stedet vil vi forlange, at bglgefunktionen tilfredsstiller periodiske gransebetingelser
i den forstand, at bglgefunktionens veerdi pa et punkt af en overflade er den samme som dens
veerdi i det tilsvarende punkt pa den modstaende overflade.

I det fglgende vil vi diskutere den kvantemekaniske bevaegelse af en fri partikel i én di-
mension og 1 dette tilfzelde sammenligne de saedvanlige gransebetingelser med de periodiske.
Som vi skal se, farer brugen af de to forskellige greensebetingelser til samme fysiske resul-
tat, nar ‘kassen’ er valgt tilstraekkelig stor, sa at energiniveauerne ligger teet. Fordelen ved
brug af periodiske greensebetingelser er, at de gg¢r det muligt at benytte egentilstande for
impulsoperatoren, hvad der simplificerer kvantemekanikkens anvendelser pa makroskopiske
systemer.

Vi skal bestemme lgsningerne til Schrodingerligningen for en partikel med masse m, der

bevager sig i et potential V(z) givet ved
V(z)=0, 0<z<L; V=00, 2>L og z<0, (4.39)

idet vi for nemheds skyld har valgt veerdien af den potentielle energi i kassens indre som

nulpunkt. Schrédingerligningen i omradet 0 < z < L bliver hermed
— —= = k%, (4.40)
hvor k2 = 2mE/h%. Den fuldsteendige lgsning til (4.40) er
P = Ae** + Be ™", (4.41)

Fgrst vil vi antage, at partiklens bglgefunktion er nul pa overfladen svarende til punk-

terne ¢ = 0 og ¢ = L. Herved bliver bglgefunktionen proportional med sin kz, hvor k skal
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tilfredsstille betingelsen
k:n%,n=1,2,3---. (4.42)

De tilhgrende energiegenverdier er givet ved

B o= h2x?

=n 2mlL?

(4.43)

For en elektron, der befinder sigi et omrade af udstreekning L = 1 cm, er forskellen mellem det
n’te og det (n—1)’te energiniveau meget lille. For n >> 1 er denne forskel nh?r?/mL?, der ses
at vaere n gange 10732 Joule, en meget lille vaerdi, selv nar n er stor. Vi kan derfor i praksis
opfatte energiegentilstandene som et kontinuum og indfgre tilstandsteetheden ved fglgende
betragtning: til intervallet Ak svarer ifglge (4.42) et antal tilstande, der er An = LAk/x.
Antallet T'(E) af tilstande med energi mindre end E er ifglge (4.43)

(E) =2 QZZE. (4.44)

s

Tilstandstatheden g(E) er defineret ved, at g(E)dE er antallet af tilstande med energi mellem

E og E + dE, hvoraf det ses, at
_dar
- dE’

9(E) = -ﬁ-\/% (4.46)

I det betragtede tilfeelde aftager tilstandsteetheden dbenbart for voksende energi. Dette re-

9(E) (4.45)

Af (4.44-45) fglger da, at

sultat afspejler, at partiklen kun beveeger sig i én dimension. I det fplgende skal vi vise, at
tilstandstaetheden hgrende til bevaegelse i to eller tre dimensioner er henholdsvis uatheaengig
af energien og proportional med kvadratroden af denne.

Idet vi fortsat benytter de greensebetingelser, at bglgefunktionen forsvinder pa kassens
overflade, kan ovenstaende umiddelbart generaliseres til bade to og tre dimensioner. I to
dimensioner bevager partiklen sig inden for et omrade afgranset af ulighederne 0 < z < L og
0 < y < L. Bglgefunktionen har da formen sin(nn /L) sin(wn,y/L), hvor n; og n, er hele,

positive tal. Antallet af tilstande, der har energi mindre end E, er givet ved

1,2
[(E) = Zﬂ&;z-, (4.47)
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Figur 4.3: Illustratioﬁ af (4.47)

hvor

2mFE
k? = T

(4.48)

Grunden til at faktoren 1/4 optrader i (4.47) er, at kvantetallene n, og n, kun kan antage
positive veerdier (figur 4.3). Tilstanden, der fremkommer ved for eksempel at erstatte n, med
—ng, er nemlig ikke linezert uafhzengig af den oprindelige tilstand, da den blot adskiller sig ved
et fortegn. Tilstandstetheden, der er defineret ved (4.45), fremkommer ved at differentiere
(4.47) med hensyn til energien og bliver derfor uafheengig af energien.

Endelig fas for bevaegelse i tre dimensioner, at

_ Ldm L

H(E) = 83 w3

(4.49)

kvor k som fgr er givet ved (4.48). Det ses af (4.49), at tilstandstzetheden i det tredimensionale
tilfzelde vokser med energien som kvadratroden af E, idet k3 er proportional med E%/2, siledes
at tilstandstatheden bliver g(F) = (L3/W2h3)m.

Det bemeerkes, at vi ved bestemmelsen af tilstandstzetheden ikke har taget hensyn til, at
elektronen har et spin. Da spinkvantetallet kan antage to veerdier (kapitel 7), skal ovenstaende
resultater multipliceres med 2, hvis de anvendes pi elektroners eller andre spin-; partiklers
bevaegelse. Lad os imidlertid her udelade elektronens spin af vore overvejelser og vende os
mod at diskutere brugen af de periodiske gransebetingelser.

Den fuldstandige lgsning til Schrédingerligningen for bevagelsen af en fri partikel i én

dimension er anfgrt i (4.41). I stedet for at forlange, at bglgefunktionen er nul pa overfladen
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svarende til punkterne z = 0 og z = L, vil vi nu pélegge en periodisk grensebetingelse

'Qba::O = ¢z=L- » (450)

Fysisk set kunne en sddan gransebetingelse realiseres ved, at man fgjer endepunkterne af det
endimensionale omrade sammen til en ring. En tilsvarende konstruktion lader sig ikke udfgre
i tre dimensioner, og det er derfor bedre at betragte brugen af periodiske graensebetingelser
som en approksimation, der er tilstraekkelig ngjagtig, nar det drejer sig om volumenegen-
skaber, men som ikke ggr det muligt at udtale sig om bglgefunktionernes udseende ved selve
overfladen!. Vi skal nu vise, at brugen af de periodiske graensebetingelser (4.50) fgrer til
ngjagtig det samme udtryk for tilstandstaetheden som fundet ovenfor i (4.46).

Den fuldsteendige lgsning til Schrodingerligningen (4.40) er en superposition af tilstande,
der er egenfunktioner for impulsoperatoren med egenvzrdier givet ved henholdsvis ik og —hk.
Vi gnsker nu at beskrive partiklens bevaegelse ved normerede tilstande, der er egenfunktioner

for impulsoperatoren, svarende til bglgefunktionerne

b = —\/%e“‘ﬁ (4.51)

En bglgefunktion som (4.51) kan ikke bringes til at veere nul i punkterne z = 0 og z = L.

Brugen af de periodiske greensebetingelser (4.50) giver imidlertid, at

9
k:n%, n=04+1,+2, . (4.52)

Bemezerk, at de tilladte vardier af k ifslge (4.52) ligger i den dobbelte indbyrdes afstand 1
forhold til de veerdier, der er givet ved (4.42). Antallet af tilstande inden for et energiinterval
Ac er imidlertid det samme i de to tilfzelde, da k ifglge (4.52) antager bade positive og negative
vardier. Bestemmes tilstandstaetheden ud fra (4.52) fis derfor atter resultatet (4.46).

For at illustrere brugen af periodiske greensebetingelser vil vi afslutte denne diskussion af
en fri partikel i en kasse ved igen at bestemme tilstandstatheden, denne gang ved brug af
egentilstande for impulsoperatoren. For at ggre dimensionens betydning klar skal vi formulere

problemstillingen i d dimensioner og angive tilstandstatheden i tilfeeldene d = 1,2 og 3.

1For systemer af makroskopisk udstrzkning vil overfladens bidrag til eksempelvis den totale energi normalt

veere af forsvindende betydning i sammenligning med volumenbidraget.
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Udgangspunktet for bestemmelsen af tilstandsteetheden er egentilstandene for impulsop-

eratoren

k). (4.53)

De tilhgrende egenvardier for impulsoperatoren er hE, hvor k er en d-dimensional vektor.
Brugen af de periodiske graensebetingelser svarende til (4.50) medfgrer, at hver af komponen-
terne af k tilfredsstiller en betingelse som (4.52). Vi velger kassens sider til at have samme
lzengde L, selv om dette naturligvis ikke er npdvendigt. Som det vil fremga, er det i alle
tilfzelde kassens volumen (der i det betragtede tilfzlde er L?), der indgdr i resultatet for
tilstandstaetheden.

De normerede bglgefunktioner, der svarer til tilstandsvektorerne (4.53), er

I ks
= e
(2 i

I anvendelserne af kvantemekanikken er man ofte ude for at skulle summere over tilstande,

(4.54)

der er mzrket med k. En sadan sum omdannes til et integral efter forskriften

d -
Z:@I;_)d/dk (4.55)

-

Begrundelsen for (4.55) fremgar af (4.52), der skal galde for hver komponent af vektoren k.
For at omdanne integralet over k-rummet i (4.55) til et energiintegral og derigennem indfgre

tilstandstztheden g(E) er det ngdvendigt at specificere dimensionen. I tre dimensioner fas

(2[:)3 /dE = (5)347r /Ooodkk2... = /Ooo dEg(E)---, (4.56)

idet vi for simpelheds skyld forudsatter, at integranden (---) kun afhaenger af leengden af

k, hvorfor differentialet dk blot skal multipliceres med overfladearealet 47k? ved overgang til

polere koordinater, dk,dk,dk, — 4nk?dk. Ved at benytte sammenhangen (4.48) mellem £

LP*mk(FE) Im3E L
E)=——+= d=3. .
9(E) o2 2h? 2 m2h*’ ) (4.57)

I to dimensioner er tilstandsteetheden konstant, idet dk.dk, — 27kdk. Vi far derfor

og k fas

L? m
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mens tilstandstatheden i1 én dimension er

L m L 'm
_mg M LM g 4.59
9(E) 27r2h2k(E) RV 2R’ (4.59)

i overensstemmelse med resultatet (4.46). Bemeerk, at der i én dimension skal multipliceres
med 2 ved overgangen fra differentialet dk til dE, idet den éndimensionale bglgevektor kan
antage bade positive og negative vardier, jvf. (4.52). Som tidligere naevnt er der ikke taget
hensyn til spin i ovenstdende resultater, der skal multipliceres med 2, hvis de f. eks. anvendes

pa elektroner i metaller (kapitel 9).

4.4 Sammenfatning

I dette afsnit opsummerer vi kvanteteoriens grundleggende elementer som de er indfgrt i

dette og de to forudgaende kapitler.

Observable

Fysiske observable som energi, impuls eller impulsmoment er repraesenteret ved hermiteske
operatorer eller matricer, hvis egenverdier angiver de mulige resultater af en maling af den

pagaldende fysiske stgrrelse.

Tilstande

Et fysisk system karakteriseres ved en tilstandsvektor (ket), der er falles egenvektor for
en eller flere observable reprassenteret ved indbyrdes ombyttelige matricer. En fuldstaendig
angivelse af systemets tilstand udggres af den samling af kvantetal, der specificerer egen-
veerdierne for de indbyrdes ombyttelige matricer. Alternativt kan systemet karakteriseres ved

en bglgefunktion ¢, der er feelles egenfunktion for indbyrdes ombyttelige operatorer.

Superposition
Hvis tilstandene |v1) og |v,) begge er mulige tilstande, er ogsa linearkombinationen ¢;|v;)+
cz|v2) en mulig fysisk tilstand. Her er ¢; og ¢, vilkarlige koefficenter, der blot skal opfylde

normeringsbetingelsen |c;|? + |c;|? = 1, mens v og v, angiver (en samling af) kvantetal.
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Sandsynlighedsamplituder

Hvis en fysisk tilstand |v) udvikles p et fuldsteendigt st af egentilstande for en ma-
trix (eller operator) hgrende til en bestemt fysisk stgrrelse, vil absolutkvadratet pa ud-
viklingskoefficienterne (de sikaldte sandsynlighedsamplituder) angive sandsynligheden P(a)
(eller sandsynlighedstatheden) for at male den tilhgrende egenveerdi a for den pagaldende

fysiske stgrrelse, givet at systemet befinder sig i tilstanden |v), P(a) = alv)|?.

Middelvaerdi
Middelveerdien (eller forventningsvardien) af en fysisk stgrrelse A i tilstanden |v) er givet
ved matrixelementet (v|A|v). Hvis systemets tilstand er angivet ved bglgefunktionen ¢, er

middelverdien tilsvarende givet ved det indre produkt af 3 og A.

Impuls og sted
Hvis en partikels tilstand er angivet ved en bglgefunktion (7, ), hvor r angiver partiklens

cartesiske koordinater, vil partiklens impuls veere repreasenteret ved differentialoperatoren

(R/$)V.

Schrodingerligningen
Bglgefunktionen udvikler sig i tiden ifslge Schrodingerligningen Hip = thdi /¢, hvor H
i den ikke-relativistiske granse er Hamiltonoperatoren svarende til den klassiske Hamilton-

funktion.
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4.5 Opgaver

OPGAVE 4.1

Vis for en fri partikel med masse M, at

dA%(z) < zp+pz> <z ><p>
_ _ 4.60
dt M 2 M ’ ( )
og
d*A*z) _A%p)
= ) 4.61
dt? 2 M? (4.61)

Benyt disse resultater til at vise, at fluktuationskvadratet A?(z) for en fri partikel, der til
tiden ¢ = 0 befinder i en tilstand med en given veerdi af A%(p), er proportionalt med t* for

store veerdier af t.

OPGAVE 4.2
En partikel med massen 10 g udfgrer harmoniske svingninger med en amplitude pa 1 cm og

en svingningstid pa 1 s. Angiv middelantallet af energikvanter.

OPGAVE 4.3
I denne opgave betragter vi en partikel med masse M, der bevager sig i et harmonisk oscil-
latorpotential V(z) = Kz?/2. Som sadvanlig betegner w den klassiske angulere frekvens.

a) Vis, at bglgefunktionen

'([)((E,t) — coe—iEot/ﬁ.e—Mwa:2/2ﬁ + Cle—iElt/ﬁ.Te—sz2/2ﬁ, (4.62)

hvor E, er givet ved (2.103), tilfredsstiller den tidsafheengige Schrodingerligning. Her er co
og c; konstanter, der er valgt siledes at ¢ er normeret (eftervis, at integralet over z af |¢|?
fra —oo til co er uafhaengigt af tiden!).

b) Idet det forudseettes, at ¢; = y/ Mw/kco, skal sandsynlighedsteetheden til tidspunkterne
t = 0 og t = nm/w skitseres. Vis, at sandsynlighedstatheden varierer periodisk i tiden og

bestem perioden.
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OPGAVE 4.4

I denne opgave skal vi fgrst se, hvorledes vi kan finde bglgefunktionen for grundtilstanden
af den harmoniske oscillator ved hjzlp af operatorligningen svarende til (2.102). Derefter
bestemmes bglgefunktionen svarende til superpositionen (4.14) (det bemaeerkes, at sammen-
heengen mellem tilstandsvektoren |3) og bglgefunktionen ¢ (z, ) er Y(z,t) = (z|B) i overens-
stemmelse med (3.52-54)).

Differentialoperatoren é er ifglge (2.83) givet ved.

Mw, b od

a=

a) Vis, at grundtilstandsbglgefunktionen (3.42) tilfredsstiller fgrsteordens differentiallig-
ningen

duo(z) =0 (4.64)

hvor & er givet ved (4.63).

b) Find lgsningen t(z,t) til fgrsteordens differentialligningen svarende til (4.17)

(@ —B)y =0, (4.65)

hvor tidsafheengigheden hidrgrer fra 8 givet ved (4.18).

¢) Vis, at absolutkvadratet pd den under (b) bestemte lgsning efter normering er givet ved

[W(z, 1)[? = (av/m)~te <V, (4.66)

hvor < x > er middelveerdien (4.24).
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5 Tunneleffekt

Mange af kvanteteoriens mest overraskende konsekvenser optraeder som tunneleffekter, det vil
sige gennemtraengning af barrierer, der adskiller et omrade fra et andet, der klassisk set ikke
er tilgaengeligt. I dette kapitel skal vi fgrst introducere begrebet bundne tilstande og derefter
indfgre sandsynlighedsstrgmmen. Dette vil ggre det muligt at diskutere gennemtrzengningen

af simple éndimensionale barrierer.

5.1 Bundne tilstande

Nar en partikel bevaeger sig i et potential, der er uathangigt af tiden, er det som vist i forrige
kapitel muligt at finde lgsninger v til Schrodingerligningen - de sakaldte stationzre tilstande
- for hvilke absolutkvadratet |i|* er uathangigt af tiden. I det fglgende skal vi se pa en szrlig
simpel bevagelse 1 én dimension, idet potentialet er givet ved

a
a9

V(z) =V for |z|> ﬁ’ V(z)=0 for |z]|< 5

. (5.1)

hvor V4 er en positiv konstant (fig. 5.1). Man kalder potentialet (5.1) for en potentialbrgnd.

VO
/ &

Figur 5.1: Potentialbrgnd og bglgefunktion

Vi sgger lgsninger til Schrédingerligningen af formen
(z,t) = u(z)e B/, (5.2)

Det er bekvemt at indfgre de dimensionslgse stgrrelser

__2mEa® V- 2mVya?

e 3 E' hz > 0 hz

(5:3)



Udtrykt i disse variable bliver den tidsuafheengige Schrédingerligning givet ved

d*u 1
— :{? + Vou = Fu for 1:1)[ > 5, (5'4)
og
d*u 1

hvor vi for nemheds skyld har fjernet meerkerne pa de dimensionslgse stgrrelser. Ifglge
Schrédingerligningen udviser den anden afledede af u et spring i # = +1/2. Funktionen

selv og dens afledede ma derfor vare kontinuerte. Vi indfgrer betegnelserne

k=VE, k=+/Vo—E. (5.6)

I stedet for at finde den almindelige lgsning til Schrodingerligningen skal vi ngjes med at
undersgge, om der findes bundne tilstande. Hermed menes lgsninger til Schrédingerligningen,
der aftager eksponentielt i det fjerne, ¢ — Foo. En siddan lgsning er kvadratisk integrabel,
det vil sige, at integralet [°° dz|i|* eksisterer. Dette betyder, at 0 < F < Vj, da lgsningerne
ellers ikke er kvadratisk integrable. Lgsningerne til Schrédingerligningen i de to omrader
z > % og ¢ < —3 er derfor

1
u=Ae™™ for z>-

(5.7)

og

1
u= Be™ for z< ~3 (5.8)

hvor A og B er arbitraere konstanter.

I omradet —--;— < z < 3 kan den almindelige lgsning skrives som en linearkombination
af sin kz og cos kz. Lad os fgrst undersgge, om der findes lige lgsninger, der udggr bundne
tilstande. Vi velger fglgelig

u = Ccoskz (5.9)

som lgsning 1 dette omrade. Ved at benytte, at (du/dz)/u er kontinuert i de to punkter
z=1/20g z=—1/2, fas
sink/2
cosk/2

Antallet af lgsninger til denne ligning afhzenger af stgrrelsen af den dimensionslgse parameter

—K. (5.10)

Vo. De tilhgrende energier kan f. eks. besternmes grafisk ved skaring mellem kurvefamilien

tan k/2 og (Vok~2 — 1)/ (opgave 5.2).
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l | [
1 5 10 Vo

Figur 5.2: Grundtilstandsenergien for en potentialbrgnd

Energien af den laveste bundne tilstand kan findes ved at kvadrere (5.10) med resultatet

sin? VE /2
cos? \/l—?/Q7

der altid har en lgsning, uanset hvor lille V5 er. For V5 < 1 kan (5.11) lgses ved iteration.

E=Vo—E (5.11)

Til fgrste orden i V; er lgsningen til (5.11) givet ved £ = V;. Indseettes denne vaerdi pa hgjre
side af (5.11), fas resultatet

2
E:V—%— (5.12)

pa neer led af hgjere orden i V5. Den numeriske lgsning af (5.11) ved brug af lommeregner
er vist pa figur 5.2. Der forekommer altsd altid en bunden tilstand, uanset hvor lille Vj er.
P& fig. 5.1 har vi tegnet en bglgefunktion svarende til vaerdien E/Vy, = 0.770 i tilfaeldet
Vorna?/h? = 0.649.

En tilsvarende undersggelse for de ulige lgsninger viser, at der kun eksisterer ulige bundne
tilstande, hvis parameteren V; overstiger en bestemt veardi (opgave 5.2).

Hvis energien E er stgrre end Vo, er tilstandene ikke leengere kvadratisk integrable. De
tilhgrende bglgefunktioner aftager ikke eksponentielt, men oscillerer som funktioner af z. De

mulige energivardier udggr et kontinuum, streekkende sig fra Vj til uendelig.

5.2 Sandsynlighedsstrgm

Ud fra Schrédingerligningen for en enkelt partikel kan det vises, at der geelder en kontinu-

itetsligning, der knytter den tidslige ndring af sandsynlighedstaetheden til divergensen af en
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sandsynlighedsstrgmtaethed. I dette kapitel er vi interesseret i bevagelse i én dimension og

indfgrer derfor sandsynlighedsstrgmmen j(z,t) ved definitionen

oy ou

)
] = — (" — — . 13
ia0) = sy 22—y 20 (5.13)
Sandsynlighedsstrgmmen opfylder kontinuitetsligningen
oW y) 95
= = 5.14
o s (5.14)

der er en direkte konsekvens af Schr('idingerligningén for bevaegelse af en partikel med masse
m i potentialet V(z). Kontinuitetsligningen (5.14) eftervises ved at indsztte udtrykket (5.13)

for sandsynlighedsstrgmmen i (5.14). Herved bliver venstresiden

o h Oy o0 oy

4 (8t +2mi8:c2)+¢( ot  2mi Ox? )

der er nul i kraft af Schrédingerligningen (4.6) og dens kompleks konjugerede (4.7), idet
Hamiltonoperatoren er H = p?/2m + V(z). Det fglger af (5.14), at integralet over z af
absolutkvadratet pa ¢ er bevaret i tiden (dette ses ved at integrere (5.14) fra —oo til oo, idet
det forudseettes, at bglgefunktionen ¥ gar mod nul i det uendelige, sledes at j er forsvindende,
nar £ — zoo). For at kontinuitetsligningen kan veere opfyldt, er det imidlertid ikke en
ngdvendig betingelse, at bglgefunktionen forsvinder i det uendelige, En plan bglge exp(ikz)
vil sdledes beskrive en konstant strgm i z-aksens retning. Den tilhgrende sandsynlighedsstrgm
J tilfredsstiller kontinuitetsligningen, idet j er konstant overalt i rummet.

I det fplgende vil vi arbejde med stationzere tilstande af formen
p = Ae*® (5.15)

hvor A er en konstant. Strgmmen hgrende til bglgefunktionen (5.15) ses at veere

hk
= |A|2—. 1
J=| |m (5.16)

Bemeerk, at strgmmen hgrende til en reel bglgefunktion er nul.

5.3 Barrieretransmission

Vivil benytte en tilstand af formen (5.15) svarende til et positivt k til at beskrive en partikel,

der bevaeger sig i den positive z-akses retning mod en barriere.

157



B G
S o —
D — .
A F
X4 X2

Figur 5.3: Potentialbarriere

Som vi skal se 1 det fglgende, kan en partikel ifglge kvantemekanikken gennemtrange en
barriere, der klassisk set forhindrer partiklen i at passere. For at simplificere den matematiske

behandling af dette tunnelfanomen skal vi antage, at potentialet V er givet ved
Viz) =V, for z; <z <z V(z)=0, ellers, (5.17)

hvor Vj er en positiv konstant (figur 5.3). For lettere at kunne generalisere resultatet for
transmissionskoefficienten til at galde for flere barrierer, har vi her indfgrt koordinaterne z
og 3, selvom transmissionskoefficienten for den enkelte barriere kun afhanger af forskellen
Zy — 1.

For at finde gennemtraengeligheden af barrieren vil vi fgrst bestemme den generelle lgsning

til den tidsuaftheengige Schrédingerligning Hy = Ei. Denne lgsning er
P(z) = Ae*® + Be ™ for z <z, (5.18)

i omradet til venstre for barrieren (se fig. 5.3). Her er energiegenveerdien E knyttet til

bglgetallet k igennem E = h*k?/2m. Til hgjre for barrieren er bglgefunktionen tilsvarende
P(z) = Fe'** + Ge ™ for z > . (5.19)
Endelig er Igsningen til Schrédingerligningen i selve barrieren (for z; < = < ) givet ved
Y = Ce ™™ + De™, (5.20)
hvor x? = (2m/K*)(V, — E).

158



I det fglgende betragter vi udelukkende det tilfzelde, hvor & er reel, svarende til energier

E, der er mindre end barrierehgjden V. De fglgende beregninger kan uden vanskelighed

generaliseres til det tilfzelde, hvor E er stgrre end Vp, idet & i sa fald bliver rent imagineer (jvf.
opgave 5.3).

Som det fremgdr, tilfredsstiller hver af bglgefunktionerne (5.18-20) Schrédingerligningen

i det pageeldende omrade, men vi ma desuden sikre os, at greensebetingelserne er opfyldt,

idet bglgefunktionerne og deres afledede skal veere kontinuerte i punkterne z = z, og z = z,.
Dette giver

Ae*™r 4 BemH1 = Ce™"™ 4 De™™, (5.21)

samt

ikAeik:cl _ ikBe—-ikzl — _Kce—m:l 4 kDer1 (522)

svarende til punktet z = z,. I punktet = z, giver kontinuitetsbetingelserne
Ce™™™ 4 De™ = Fe'* 4 Gt (5.23)

og
— kCe "2 4 kDe™™2 = ikFe*™? — jkGe 2, (5.24)

Vi eliminerer nu C og D af ligningssystemet (5.21-24) og far

()
= t(zy,x2) (5.25)
B G

t= . (5.26)

hvor

Her er
* ]‘iz—z . k r(za—x . k —k(z2—z
en = oy = 7€M ”[(1—{—2%)(1—2;)6 (2 ”—i—(l——z%)(l—}-z;)e (z=2)]  (5.27)

og
k

K

JerEz=m]  (5.28)

ANy

— * —
Cl2 = Cpy =

e-—ik(z2+z1)[(1 + Z%)(l + i%)eﬂ(m_zl)ﬂ_ (1 - Z'Z')(l —1

Abenbart knytter ligningerne (5.25-26) bglgefunktionen til hgjre for barrieren sammen

med bglgefunktionen til venstre for barrieren. Vi skal nu undersgge det szerlige tilfzelde, hvor
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bglgefunktionen i omradet til hgjre for barrieren beskriver en partikel der beveger sig mod
hgjre, svarende til betingelsen G = 0. Dette svarer til den eksperimentelle situation, hvori
en partikelstrgm sendes mod barrieren fra venstre, saledes at partikelstrgmmen delvist reflek-
teres og delvist transmitteres. Det fglger af Schrodingerligningen, i overensstemmelse med
kontinuitetsligningen (5.14), at den fra venstre indfaldende strgm (der er proportional med
|AJ?) er lig summen af den transmitterede (der er proportional med |F|?) og den reflekterede
(der er proportional med |B|?).

Da vi er interesserede i at bestemme transmissionskoefficienten T, defineret ved

|F|?
samt reflektionskoefficienten
B 2
pelot 60

skal vi sgge at bestemme forholdene F/A og B/A af ligningerne (5.25-26). Det vil vise sig,
som ventet, at T' = 1 — R i overensstemmelse med kontinuitetsligningen (5.14).
Nar G settes til at vere nul, kan forholdet F//A umiddelbart bestemmes af (5.25) til at

veere
1

(&}

SN R

(5.31)

13

| - E/V
1

Figur 5.4: Transmissionskoefficienten for en barriere med Voa?m/h% = 12,5

0

Ved hjelp af (5.27) kan vi nu finde transmissionskoefficienten for en barriere, hvis tykkelse

er a = 9 — ¥, saledes at

: 1
¢ = e’k“(cosh ka + 25(% -

k
;) sinh ka), (5.32)
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hvorved transmissionskoefficienten bliver

1
1 + (2 + k?)?(sinh ka)?/4x2k?"

T = l611|_2 =

(5.33)

Energiatheengigheden af transmissionskoefficienten er afbildet pa fig. 5.4 (se ogsa opg.
5.3).

EKSEMPEL 5. KVANTEBR@NDE
Som en anvendelse af resultatet (5.27-28) skal vi nu se, hvorledes vi kan finde transmissionskoefficienten for

en partikelstrgm, der bevaeger sig gennem to barrierer (fig. 5.5). Man kalder i almindelighed sadanne barriere-

I I

B D G
- - ——
A C F

Xy X9 X3 X,
Figur 5.5: Kvantebrgnd

konfigurationer for kvantebrgnde. I praksis lader de sig realisere ved at opbygge et halvledende materiale af
grundstoffer fra tredje og femte hovedgruppe i det periodiske system ved at benytte den eksperimentelle
metode, der gar under navnet molekylstraleepitaksi. Med denne metode er det muligt pa kontrolleret vis
at opbygge det halvledende materiale ved at anbringe det ene atomlag oven pa det andet. Ved f. eks.
for hvert tiende lag at @ndre atomlagenes sammensztning fra GaAs til GaAlAs fremkommer brgnde med
karakteristiske bredder a pa typisk 5 nm. Hgjden af energibarrieren V kan i praksis veare nogle fa tiendedele
af en elektronvolt, 1 det navnte eksempel 0,3 ¢V. Da den masse m, der effektivt indgar i tunnelprocessen, er
vaesentligt mindre end elektronmassen m. (for GaAs 0,07 m,), bliver parameteren V()maz/fz2 med de anfarte
veardier lig med 7 (en narmere forklaring af arsagen til forskellen mellem m og m, kraever, at der tages hensyn
til det periodiske potential hidrgrende fra gitteratomerne). Herved er det muligt eksperimentelt at studere
resonanser i tunneleffekten hidrgrende fra, at elektronen mellem de to barrierer bevager sig som en fri partikel
(se f. eks. V.J. Goldman, D.C. Tsui og J.E. Cunningham, Phys. Rev. Lett. 58, 1256 (1987)).

Vi antager, at to identiske barrierer befinder sig i den indbyrdes afstand I, saledes at afstanden mellem de
to barrierers midtpunkt er ({ + a). Kaldes koordinaterne for dén anden barriere for z3,x4 er altsd 4 — 23 = a

og z3 — z3 = | (se fig. 5.5). Matrixelementerne c;; for den anden barriere svarende til (5.27-28) er da givet
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ved de samme udtryk, bortset fra at z; erstattes med z3 og z2 med z4 i (5.27-28). Bemeerk, at faktoren
eik(zg—zg) = ikl (534)

far betydning for resonansfeenomenerne i tunneleffekten.

Transmissionskoefficienten for de to barrierer - opfattet som en helhed - fas ved simpel multiplikation af

t-matricen t/7 hgrende til barriere 11 med t-matricen ¢! hgrende til barriere I, idet

C F

=t!(z1,2,) = tl(zy, 22)t" (23,24)
Herved bliver transmissionskoefficienten
1

T = W (535)

hvor
A3 = clie] + clzeii, (5.36)

som resultat af seedvanlig reekke-sgjle multiplikation af de to ¢-matricer.
For at ggre regningerne sa overskuelige som muligt vil vi fgrst se pa det tilfeelde hvor k£ = k, svarende til

at energien E netop er det halve af barrierens hgjde. Herved fas
it = (e'¥9 cosh ka)? (5.37)
og
clych! = e*(H+23) (5inh ka)?. (5.38)
Vi kan nu kombinere (5.35-38) til resultatet

T = L (5.39)

| cosh? ka + €2k sinh? ka2

For I = 0 bliver (5.39) lig med

1
T = _ 5.40
cosh? 2ka ( )

1 overensstemmelse med (5.33) for k = x, nar a i dette udtryk erstattes med 2a (barrieren er jo gjort dobbelt s&
bred). For en endelig afstand ! vil vaerdien af transmissionskoefficienten afhaenge af stgrrelsen af kl. Specielt
ses det, at T er 1, hvis kI = (n + 1/2)x, hvor n er heltallig, svarende til perfekt transmission.

I det generelle tilfzelde, hvor « ikke ngdvendigvis er lig med k, fas

. 1
T = - - - — . (5.41)
l(cosh ka + (k2 — k?) sinh ka/2kk)? + (k2 + k?)2ei2¥ sinh” ka/4k2k2|?

En undersggelse af (5.41) viser (opgave 5.4), at det for dobbeltbarrieren (i modsetning til enkeltbarrieren) er

muligt at fa perfekt transmission for bestemte energiveerdier E < V5.

Eksemplet ovenfor viser, at det kan veere lettere at treenge igennem to barrierer end én. I

kapitel 9 skal vi se, hvad der sker, nar mange ens barrierer anbringes ved siden af hinanden,
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sa de udggr et periodisk potential. Det viser sig, at det i dette tilfzelde er muligt at finde
stationeere tilstande, der har form af en plan bglge e’** multipliceret med en periodisk funktion
u(z), hvis periode er den samme som potentialets. De mulige energiveerdier udggr et band, der
kan opfattes som, at de diskrete energiniveauer for en enkelt brgnd er bredt ud til et endeligt
interval. Energibandene er adskilt af intervaller, de sakaldte energigab, hvori det ikke er
muligt at finde stationzre tilstande. Denne bandstruktur er af grundleggende betydning for

metallers, halvlederes og isolatorers karakteristiske egenskaber.

5.4 Den gyldne regel

I de forudgaende afsnit i dette kapitel har vi set, hvorledes en partikel med en energi £,
der er mindre end hgjden V4 af en potentialbarriere, kan trange igennem barrieren. Denne
tunneleffekt er et rent kvantemekanisk faenomen, der er uforeneligt med den klassiske fysiks
begrebsverden. Samtidig er der ifglge kvantemekanikken en fra nul forskellig sandsynlighed
for, at partiklen reflekteres, selv om energien er stgrre end potentialbarrierens hgjde. I dette
afsnit skal vi benytte tunneleffekten som udgangspunkt for at behandle overgange mellem
tilstande, der i fgrste tilnzermelse kan betragtes som stationzre. Hermed far vi mulighed for
at beskrive en lang raekke fysiske faenomener som kerners y-henfald, atomers lysudsendelse
eller metallers elektriske modstand.

Hvis energien er stor i forhold til barrierehgjden, £ > V;, kan vi opfatte barrieren som
en perturbation, d.v.s. en lille forstyrrelse!, pa partiklens fri bevagelse. Perturbationen giver
anledning til overgange mellem fri-partikel tilstandene |p) og | — p). Her betegner |p) en
tilstand af formen (5.15), hvor p = hk. Hvis k er positiv, svarer denne tilstand til bevagelse
i den positive z-akses retning, jvf. (5.16).

I det fplgende skal vi se, hvorledes reflektionskoefficienten i greensen E > Vp er pro-
portional med absolutkvadratet pa matrixelementet (—p|V|p), hvor V(z) er den potenticelle
energi, der er givet ved (5.1) for en rektanguleer barriere. Ved at sammenligne den tilnaermede

bestemmelse af reflektionskoefficienten med den eksakte vil vi desuden kunne belyse ap-

10rdet perturbation anvendes ogsa i den klassiske fysik, f. eks. i forbindelse med beregning af planeternes
baner omkring solen, nar der ud over solens tiltreekning ogsa tages hensyn til de smd gravitationseffekter

hidrgrende fra de andre planeter.
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proksimationens gyldighed. Hovedformalet med at gennemfgre en tilneermet bestemmelse
af sandsynligheden for overgang fra |p) til | — p) er at illustrere anvendelsen af tidsafheaengig
perturbationsteori (afsnit 5.4.2). Ved hjzlp af denne perturbationsteori vil vi vise den sakaldte
‘gyldne regel’ for overgangssandsynligheden®. Nar den gyldne regel anvendes pa sprednings-

problemer (jvi. opgave 5.6), kaldes den i reglen Born-approksimationen.

5.4.1 Reflektion fra en barriere

Vi tager udgangspunkt i resultatet (5.33) for transmissionskoefficienten, der umiddelbart kan
generaliseres til ogsa at gaelde for £ > V4, idet vi blot erstatter « med ¢1/2m(E — V5)/h (jvi.
opgave 5.3). Da sinh(iz) = isinz, bliver transmissionskoefficienten for E > V, altsi givet

ved

Vi
T:[1+4E(E 7% sin?(ay/2m(E — V,)/R)]~ _l—msm (avV2mE/h). (5.42)

Vi har her udnyttet, at (1 +€)™! ~ 1 —¢ nar e < 1 (E > V,). 1 det fglgende vil vi
omforme dette approksimative resultat for reflektionskoefficienten R = 1 — T og udtrykke R

ved absolutkvadratet pa matrixelementet (—k|V|k), der er givet ved

(—\/lz)—z— /oo dz(e'=P7)* V(). (5.43)

(—k|V|k) =

Her er V(z) den potentielle energi (5.1), og vi har benyttet fri-partikel tilstande af formen
(5.15), med normeringskonstanten A = 1/+/L. Ved at indsatte den potentielle energi (5.1) i
(5.43) fas

Vo

Vo . .
aﬁ(e'k“ — e = 57 sin ka. (5.44)

Reflektionskoefficienten R, der ifglge (5.42) er givet ved

(~k[VIK) =

Vi
R= m sin?(av2mE [h) (5.45)

for £ > Vj,, kan da omformes til

1 27 mlL

R= —
hk/mlL h 27rhzkl'(

~k[V k), (5.46)

?Betegnelsen den gyldne regel’ blev anvendt af Enrico Fermi, og (5.63) kaldes derfor ofte Fermis gyldne
regel, selvom den skyldes Dirac, Proc. Roy. Soc. A112, 661, 1926 og Proc. Roy. Soc. Al14, 243, 1927.
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idet F = h%k?/2m. Motiveringen for at skrive R pa formen (5.46) er fglgende: Vi gnsker
at udtrykke reflektionskoefficienten R ved hjzlp af en overgangssandsynlighed per tidsenhed,
w, der er defineret ved at w = JR, hvor J er fluxen. I det éndimensionale tilfzelde, som
vi betragter, er fluxen identisk med strgmmen j, der er givet ved udtrykket (4.15), d.v.s.
J =hk/mL. Af (5.46) ser vi da, at w er givet ved

2% mlL 27
= = U=k|VIE? = S gqul(—kIVIE) 2 5.47

Ved den sidste omformning har vi indfgrt tilstandstatheden hgrende til sluttilstanden, gqut,
der i én dimension er halvt sa stor som (4.59), svarende til at partiklen i sluttilstanden (| —k))
bevager sig i den ene retning pa z-aksen, altsa ggu = ¢/2.

Lad os rekapitulere: Vi har i (5.42) omformet et eksakt resultat til et approksimativt
udtryk, der kun geaelder, nar F > Vj. Derefter har vi indfgrt overgangssandsynligheden per
tidsenhed w (hvis dimension er invers tid eller T7') ved at udtrykke reflektionskoefficienten
ved w og fluxen J = hk/mL ifglge R = w/J. Resultatet for w kan da skrives som 27 /h gange
tilstandsteetheden gq,, gange absolutkvadratet pa det matrixelement (—k|V|k), der forbinder
begyndelsestilstanden |k) med sluttilstanden | — k). Bemeerk, at matrixelementet pa naer
en konstant er den Fourier-transformerede af potentialet V(z) med hensyn til zendringen 2k
af partiklens bglgevektor. Pa denne form er resultatet generelt, sa leenge vi kan behandle
perturbationen som en lille stgrrelse. Det galder saledes bade for tidsuathangige og for
tidsathangige perturbationer, forudsat at det har mening at tale om tilstandstzetheden ggys.
Eksistensen af et kontinuum af sluttilstande er altsa en forudsaetning for at anvende den

gyldne regel.

5.4.2 Tidsafhangig perturbationsteori

Lad os antage, at et system er beskrevet ved Hamiltonoperatoren
H = Hy+ AH'(2), (5.48)

hvor Hy er en tidsuafhangig Hamiltonoperator, hvis egentilstande ¢, og egenveerdier Fj

antages at vere kendte,
Hopy = Exify. (5.49)

165



Her betegner k et st af kvantetal®, der karakteriserer egenveerdierne og egentilstandene for
Hy. Settet af tilstande 1, antages at veere fuldstaendigt, saledes at en vilkarlig tilstandsvektor
kan udvikles pa dette. Med H’ betegnes den del af Hamiltonoperatoren, der i det fglgende vil
blive behandlet som en perturbation. For at holde rede pa ordenen i perturbationsudviklingen
har vi multipliceret H' med den dimensionslgse parameter A, der kan sattes til at veere 1 i
slutresultaterne eller bortdivideres som nedenfor.

Schrodingerligningen for systemet er

z'h%l’ = (Ho + \H")W. (5.50)

Vi udvikler nu lgsningen ¥ pa det fuldsteendige saet 1,

=" qt)peBHE, (5.51)
i

Koefficienterne ¢; er i almindelighed funktioner af tiden. Kun hvis A er nul, vil koefficienterne
veere tidsuafhaengige.

Ved at indszette tilstanden (5.51) i Schrodingerligningen (5.50) og tage det indre produkt
af hver side med tilstanden 1), fas et (seedvanligvis uendeligt) system af koblede differential-
ligninger for ¢, (t)

d .
ih—fc’-;fi) = S (k|AH'|lye " E=Et/Rey (), (5.52)
l

Vi har her udnyttet (5.49) samt ortonormeringen (¥«|¥;) = & og ganget hver side af lignin-
gen med exp(iE.t/h). Som sedvanlig angiver matrixelementet (k|H’|l) det indre produkt
(x| H'31).

Det koblede system af ligninger (5.52) er eksakt og derfor lige s& vanskeligt at lgse som den
oprindelige Schrédingerligning. Vi ser imidlertid, at omformuleringen af Schrédingerligningen

giver et egnet udgangspunkt for perturbationsteorien, idet hgjre side af (5.52) er proportional

med A.

Vi reekkeudvikler nu koeflicienterne ¢ i potenser af A,

= cio) + /\cf) +-e (5.53)

3For en tredimensional harmonisk ocillator vil k saledes angive alle de mulige veerdier af talsattet

(nz,ny,n;), hvor ng,ny, n, gennemlgber alle ikke-negative heltal.
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Her er c,(co) er uafhaengig af tiden, svarende til at
O = 37 Doy e Bt/ (5.54)
k

er lgsningen til Schrédingerligningen

zh%qi = HoU. | (5.55)

Lad os nu antage, at perturbationen H’ er nul for ¢ < 0 og konstant i tiden for ¢ > 0. Inden
perturbationen tilkobles, vides systemet at befinde sig i en bestemt tilstand r,, svarende til

at

c}co) = 5km' (556)

Ved kun at beholde led proportionale med A og se bort fra alle hgjere-ordens led fas af (5.52)

at
L deM (1)
dt

= S (k|H'|))e~ E=Btrg, (5.57)
1

P34 grund af tilstedevaerelsen af &, giver summen over [ kun et enkelt led, svarende til { = m

Ved at integrere over tiden med den angivne begyndelsesbetingelse pa H' fas da

1
hwkm

() = / dt' (k| H' (") |m)e = (Em=Eet/h = (et — 1) (k| H'|m) (5.58)

idet vi har indfgrt forkortelsen wy,, = (Er — E,,)/h. Ved integrationen over t' har vi udnyttet
vores antagelse, at matrixelementet (k|H'|m) er tidsuafhzngigt. Hvis H’ varierer harmonisk
eller aftager eksponentielt med tiden, kan tidsintegrationen udfgres uden vasentligt mere
besveer.

For at finde overgangssandsynligheden P skal vi danne absolutkvadratet pa c}cl)(t) og
summere over k, altsa

4
P= 2 'c(l) =2 h2w?

k

sin? (wimt/2)| (k| H'|m)|*. (5.59)

m

Det er nu bekvemt at omdanne k-summen til en integration ved at indfgre tilstandstaet-
heden ggui(Ek), idet energiniveauerne antages at ligge sa teet, at de kan betragtes som et

kontinuum. Herved fas

pP= / dEsgou( Er) sin(wmt/2)| (k| H'Jm)|?. (5.60)

4
h2wzm
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For at fa en idé til at udfgre dette integral undersgger vi fgrst funktionen
F(t,w) = w™?sin?(wt/2), (5.61)

hvor w betegner integrationsvariablen wy,, (bemerk, at dE; = hdwy,,). Forw — 0 er F =
t?/4, mens den symmetriske funktion F har sit fgrste nulpunkt for w = 27 [t. Arealet under

funktionen er givet ved

/oo dww™?sin?(wt/2) = gt. (5.62)

Funktionen ligner altsa deltafunktionen wt§(w)/2, og for tilstreekkeligt store ¢ ma vi kunne
approksimere F'(t,w) ved denne. Fysisk set svarer dette til at opfatte matrixelementet og
tilstandsteetheden som funktioner, der varierer sd langsomt! med wy,,, at vi kan betragte
dem som konstanter. Disse stgrrelser kan derfor rykkes uden for integraltegnet med en verdi
bestemt ved, at wim, skal veare nul, der er ensbetydende med betingelsen E; = E,,..

Resultatet for overgangssandsynligheden per tidsenhed, w, bliver herefter

P 2 ,
= —gslut(Em)Kle |m>|2Ek=E,,.v (5'63)
t h

w =

hvor vi eksplicit har angivet, at energien i sluttilstanden, Ej, skal szttes lig med begyndelses-
energien E,, ved bestemmelsen af matrixelementet.

Vi har hermed udledt den gyldne regel for det tilfeelde, at perturbationen ikke afhaenger
eksplicit af tiden. Som det ses ved at sammenligne (5.47) med (5.63), er resultatet ngjagtig det
samme som det approksimative udtryk, vi fandt ved at rakkeudvikle reflektionskoefficienten

for store energier.

“At denne approksimation bryder sammen for tilstreekkeligt sma ¢ behgver ikke bekymre os, da vi er
interesserede i at bestemme den (tidsuafheengige) overgangssandsynlighed per tidsenhed, w = P/t. Den
beslzgtede bekymring, at P er proportional med t og derfor i princippet kan blive stgrre end 1 (et meningslgst

resultat), bortvejres af samme grund.
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5.5 Opgaver

OPéAVE 5.1

En partikel med masse M beveger sig i potentialet V' givet ved
V=coforz<0; V=0for 0<z<a; V=V for z>a, (5.64)

hvor sivel Vj, som a er positive stgrrelser. Opgaven gar ud pa at finde en betingelse, som Vg
skal opfylde, for at der kan forekomme en bunden tilstand.

a) Find den mindst mulige veerdi, Vo, af konstanten Vp, for hvilken der kan forekomme
netop én bunden tilstand, i tilfzeldet @ = 2-107** m og M = 8,4 - 10-% kg (det oplyses, at
man kan vise, at bglgefunktionen for partiklens grundtilstand ikke har nulpunkter i det dbne
interval 0 < z < o0).

b) Skitser udseendet af grundtilstandsbglgefunktionen og potentialet i hvert af de to
tilfeelde a) Vy = 1,2V, og b) Vo = 10V4,.

c) Hvilke af fglgende tre fysiske systemer kan tankes beskrevet ved dette potential med de1i

a) angivne parameterveerdier: 1) en deuteriumkerne, 2) et brintatom, 3) et kveelstofmolekyle?

OPGAVE 5.2
Benyt (5.10) og den tilsvarende ligning for de ulige lgsninger til at finde energierne af samtlige

bundne tilstande i tilfzeldet V, = 10 ved grafiske eller numeriske metoder.

OPGAVE 5.3
Skitser hvorledes T afhzenger af partikelenergien E = h*k%/2m for en barriere svarende til
Voma?/h* = 4. Angiv hvorledes (5.33) modificeres, hvis E er stgrre end Vo, og vis, at trans-

missionskoefficienten i dette tilfaelde kan blive lig med 1 for bestemte verdier af E.

OPGAVE 5.4

Eftervis (5.41) og undersgg, hvorledes transmissionskoefficienten varierer som funktion af

parameteren kl.
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OPGAVE 5.5

Benyt den gyldne regel til at finde transmissionskoefficienten for barrieren
V(z) = Voo, (5.65)

hvor V, er en positiv konstant. Er der mulighed for selektiv transmission (7" = 1)? Angiv
en betingelse for selektiv transmission for en vilkarlig barriere pa basis af den gyldne regel.

KEndres resultatet ved et fortegnsskift for V(z)?

OPGAVE 5.6
I denne opgave vil vi behandle det egentlige spredningsproblem i tre dimensioner. Vi lader en
plan bglge lgbe ind mod et spredningscentrum, der beskrives ved et potential V(7). Systemet
teenkes indeholdt i en kasse med kantleengder L (volumen L®). Vi vil studere overgangen
k — k' hvor k er bglgetalsvektoren for den plane bglge (4.54), og sgge at bestemme over-
gangssandsynligheden (per tidsenhed) fra k til et rumvinkelelement df) omkring K,

a) Vis ved brug af periodiske randbetingelser, at tztheden af tilstande inden for rum-
vinkelelementet df2 er

L[ V2m3E

hvor E = h*k?/2m = Rk /2m.

Vi kan nu finde overgangssandsynligheden per tidsenhed udtrykt ved blandt andet V(7). Af
mere umiddelbar fysisk interesse er imidlertid det sakaldte differentielle spredningstveersnit
do, der er defineret som det areal, der fremkommer, nar vi dividerer overgangssandsynlighe-
den per tidsenhed med fluxen, d. v. s. det antal partikler, der per tidsenhed rammer en
fladeenhed.

b) Vis, at fluxen hgrende til bglgefunktionen for den indkommende partikel er hk/mL>.
Vis endvidere, at det differentielle tveersnit for spredning fra k til et rumvinkelelement d§
omkring k' er

2

_ m r/ 7 712
hvor V() er Fourier-komponenten

V() = / 7V (7)e= 77, (5.68)
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Integrationen i (5.68) kan udstrackkes over hele rummet, idet vi lader kassens kantleengde ga
mod uendelig.
c) Vis, at tveersnittet (5.67) kun afheenger af ¢ = ]75— k'|, forudsat at potentialet er sfaerisk

symmetrisk. Lad 6 betegne vinklen mellem k og k', idet k = k'. Vis, at
q = 2ksin(8/2). (5.69)

Det totale spredningstversnit o er defineret ved rumvinkel-integration af det differentielle

spredningstvaersnit,
m2

7= 4m2pt

/ |V (% — 2. (5.70)

Ved integrationen lagges polaraksen bekvemt i retning af E, saledes at df} = d(cos 0)d¢.

d) Find do og o for potentialet

2
Vi) = 2%t (5.71)

r

der betegnes som det afskaermede Coulomb-potential (i kernefysikken Yukawa-potentialet).
Undersgg do for @ — oo og sammenlign med Rutherford-formlen fra den klassiske fysik. Vis,
at det totale tvaersnit divergerer for ¢ — co. Hvordan afhaenger o af energien E = h%k?/2m for
store veerdier af denne? Under hvilke betingelser kan man forvente, at vores approksimative
behandling af spredningsproblemet (brug af den gyldne regel) giver et rimeligt resultat?

e) Find sluttelig do og o for potentialet
V() = Aé(7), (5.72)

hvor A er en konstant, og sammenlign med resultatet for det afskeermede Coulombpotential.
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6 Elektron i magnetfelt

I dette kapitel skal vi indfgre magnetfeltet i den klassiske Hamiltonfunktion for en ladet
partikel som udgangspunkt for kvantiseringen af partiklens beveegelse. Den resulterende
Hamiltonoperator for en ladet partikel i et homogent magnetfelt indeholder et led, der har
samme form som Hamiltonoperatoren for et harmonisk oscillatorpotential. Dermed kan vi
bestemme energiegenveerdierne for partiklen ved at udnytte resultaterne fra kapitel 2. Det
viser sig, at energikvantet for denne bevagelse er givet ved den klassiske cyklotronfrekvens
gange med Plancks konstant. Vi skal omtale betydningen af denne kvantisering for Hall-
effekten i en elektrongas, der kun kan bevege sig i to dimensioner, vinkelret p4 magnetfeltets

retning.

6.1 Den klassiske Hamiltonfunktion

Nar en elektron med ladning —e bevager sig med hastigheden ¥ i et magnetfelt B, vil den
pavirkes af en kraft vinkelret p4 sivel hastigheden som magnetfeltet. Denne kraft F* er propor-
tional med elektronens ladning samt med stgrrelsen af hastigheden vinkelret p4 magnetfeltet
og er givet ved

F=—ei x B. (6.1)

Da kraften er vinkelret pa magnetfeltet, kan den ikke esendre komposanten af partiklens
hastighed i magnetfeltets retning. Ydermere kan vi indse, at partiklens fart mé veere kon-
stant, da magnetfeltet intet arbejde udfgrer, nar kraften er vinkelret p hastigheden. Valges
magnetfeltets retning som z-akse, kan vi altsd slutte, at hastighedskomposanten v, er en
bevaegelseskonstant, samt at vZ + v? ligeledes er konstant under bevaegelsen. I det fglgende
skal vi se, at bevagelsen af partiklen udggr en cirkelbane i planen vinkelret pa magnetfeltets
retning.

Nar kraften pa elektronen er givet ved (6.1), antager Newtons 2. lov fslgende udseende

d_’ —
mE’:- = —ev X B, (6.2)

idet elektronens masse betegnes med m. Hvis magnetfeltets retning veelges som z-akse, bliver
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bevaegelsesligningen (6.2) for hver af hastighedskomposanterne
mv, = —eBv,, mv, =eBv,, mv, =0. (6.3)

Af (6.3) ser vi straks, at hastigheden v, langs magnetfeltets retning ikke sendrer sig med tiden,
samt at v2 + vz ligeledes er konstant i tiden, idet v,0, + v,0, = 0. Ved at eliminere v, af de

to fgrste ligninger i (6.3) fas

¥y + wlv, = 0, (6.4)
hvor
B
we = == (6.5)
m .

er den sikaldte cyklotronfrekvens, der er omtalt i kapitel 1. Det fglger af (6.4), at
Vg = Vp COS Wt (6.6)

er en lgsning, idet vi har antaget, at v, = v til tiden ¢t = 0. Endvidere ses det, at v, = vg sin w,t
er lgsning for y-komponenten af hastigheden, svarende til at v, = 0 til samme tidspunkt, ¢ = 0.
Vi gar i det fglgende ud fra kraften (6.1) og skal nu vise, at Lagrangefunktionen for en

ladet partikel med masse m og ladning —e i et statisk magnetfelt B=B (7) er givet ved

1 - L.
L= j?-mf'2 —~eA-T. (6.7)

hvor A betegner vektorpotentialet, der bestemmer magnetfeltet B ifglge

B=VxA. (6.8)

Opgaven bestar nu i at vise, at de Hamiltonske ligninger baseret pa (6.7-8) resulterer i
udtrykket (6.1) for kraften pa en ladet partikel.

Betingelsen (6.8) er ikke tilstraekkelig til at fastlegge vektorpotentialet entydigt. For

eksempel kan vi se, at

-

A : B(0,z,0) (6.9)
og
- B
A E(—y,w,O) (6.10)
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begge svarer til et magnetfelt langs z-aksen givet ved

—

B: (0,0,B). (6.11)

En endring af vektorpotentialet f_l‘, der ikke afstedkommer nogen @ndring af magnetfeltet B,
svarende til overgangen fra (6.9) til (6.10), kaldes en gauge-transformation. Transformatio-
nen tilvejebringes ved at addere gradienten af en skalar funktion af 7 til /_1‘, 1 dette tilfzelde
gradienten af funktionen —Bzy/2.

Den generaliserede impuls p indfgres ved brug af definitionen (2.31),

oL
5= —. 6.12
P=— (6.12)

Det ses, at den generaliserede impuls ikke simpelthen er m#, men er givet ved

PF=mr—eA. (6.13)

P=—. (6.14)
P=—eV(A-3) = —eb x (V x A) — e(¢- V)A. (6.15)

Bemzerk, at 7 og ¥ er uatheengige variable, hvorfor hgjresiden af (6.15) kun indeholder afledede
af A.

Da vi har forudsat, at B er uafhaengig af tiden, kan A ikke afhzenge eksplicit af tiden.
Derfor er den tidsafledede af A givet ved

A= (7-V)A. (6.16)
Ud fra (6.7) og (6.13-16) fas nu

mi=p+eA=—ev x B (6.17)

'Det galder i almindelighed, at

V(A-By=Ax(VxB)+Bx(VxA)+(A-V)B.+(B-V)A.
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i overensstemmelse med (6.1).

Hamiltonfunktionen for en ladet partikel i et magnetfelt er saledes

1 -

H=75-7—L=-—(F+eA)% (6.18)

2m

Bemark at ladningen er —e, hvor e er positiv. _
Resultatet (6.18) er udgangspunktet for den kvantemekaniske behandling af en elektrons
bevaegelse i et magnetfelt. Vi skal i det fglgende afsnit benytte denne Hamiltonoperator med

7= hV/i til at bestemme de mulige energiniveauer i et magnetfelt.

6.2 Kvantisering

Den kvantemekaniske behandling af en elektrons bevagelse i et homogent magnetfelt tager
udgangspunkt i den klassiske Hamiltonfunktion, idet den generaliserede impuls p erstattes
med operatoren %V/i. Dette resulterer i en Hamiltonoperator, der minder om den, der
bestemmer egenvardierne for en partikel i et harmonisk oscillatorpotential. Svarende til de
skabelses- og annihilationsoperatorer, der blev indfgrt i kapitel 2, kan vi definere operatorer,
der tilfredsstiller analoge ombytningsrelationer, og dermed direkte udnytte resultaterne fra
kapitel 2. Alternativt kan energiegenvardierne bestemmes ved at lgse Schrodingerligningen.
Herved er det muligt samtidig at finde udartningsgraden for de enkelte energiniveauer. Som
vi skal se, er denne givet ved den magnetiske flux divideret med det magnetiske fluxkvantum

k/e, nar der ses bort fra elektronens spin.

6.2.1 Hamiltonoperator og energispektrum

Hamiltonoperatoren for en elektron, der bevaeger sig i et magnetfelt er ifglge (6.18) givet ved

A

1 - 1
H=-mi?=
2mv

2—77-;(1:)'4- eA)2. (6.19)

Det er nemmest at benytte vektorpotentialet (6.9), der betegnes som Landau-gauge. Herved

bliver komposanterne af hastighedsoperatoren v givet ved

Dy = ——=— + —a; UV, = —=.
Yo imdOy m 7 im0z

N 9

(6.20)

im Oz’
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Af (6.20) ser vi, at hastighedskomposanterne ikke leengere er indbyrdes ombyttelige p3

grund af magnetfeltets tilstedevaerelse, idet

hw
Oz, Dy = —, 6.21
[v vy] im ( )
hvor
we =8 (6.22)
m

er elektronens klassiske omlgbsfrekvens.

Som for den harmoniske oscillator er det bekvemt at indfgre operatorer ved definitionen
ot = b, +id, (6.23)
og
D = Oy — 10y, (6.24)
Disse operatorer tilfredsstiller lignende ombytningsrelationer som skabelses- og annihilations-

operatorerne for den harmoniske oscillator, idet (6.21) medfgrer at

(6,5 = 2™ (6.25)

m

Svarende til (2.91) kan Hamiltonoperatoren da udtrykkes som

H= j?l-m{?2 = %maj + %mf)fﬁ + %im{ﬁz,ﬁy]. (6.26)
Idet antalsoperatoren N defineres ved
V= 2;:06*6, (6.27)
kan Hamiltonoperatoren (6.26) skrives pa formen
H=hw (N + %) + %mﬁ;‘). (6.28)

Bortset fra det sidste led i (6.28), der vedrgrer partiklens bevaegelse i magnetfeltets retning, har
Hamiltonoperatoren altsa det samme udseende som Hamiltonoperatoren for den harmoniske
oscillator, idet ombytningsrelationerne for N og operatorerne 9, 9! pa neer konstanter er de
samme som (2.92-93). Vi skal blot erstatte oscillatorens klassiske angulare frekvens w med

cyklotronfrekvensen w,.
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6.2.2 Udartning

Ved brug af periodiske randbetingelser i magnetfeltets retning kan egentilstandene for Hamil-

tonoperatoren (6.28) angives pa formen

v, k), (6.29)
med de tilhgrende energiegenvaerdier
1., R
E,x, =W+ §)hwc + Py (6.30)
Her kan kvantetallet v som for den harmoniske oscillator antage veerdierne 0,1,2,---, mens

k. pa grund af de periodiske randbetingelser ligeledes antager diskrete veerdier, der er givet
ved k,L = 27p, hvor p er et helt tal, der kan vere positivt, negativt eller nul.

Til forskel fra den éndimensionale harmoniske oscillator er spektret (6.30) imidlertid staerkt
udartet, i den forstand at der er mange, af hinanden lineart uafhaengige, egentilstande hgrende
til en bestemt verdi af v. Arsagen til denne udartning er, at der ud over Hamiltonoperatoren
H og impulskomposanten p, eksisterer endnu en operator, der er ombyttelig med disse to og
derfor modsvarer en klassisk bevagelseskonstant. Nar vektorpotentialet er valgt til at veere
(6.9), er denne operator p,. Som vist i kapitel 3 er det muligt at finde feelles egentilstande for
sddanne indbyrdes ombyttelige operatorer. Vi kan derfor yderligere marke egentilstandene

ved egenverdien k, for p,/h

v, ky, k2), (6.31)

men det bgr bemaerkes, at egenvaerdierne k, ikke har nogen indflydelse pa energiegenveerdierne.
Derimod bestemmer de udartningsgraden, som vi nu skal finde ved brug af periodiske graense-
betingelser.

Ved at lgse Schrodingerligningen for bglgefunktionen 9,k k., der athaenger af z,y og 2, skal
vi nu give en alternativ udledelse af energispektret (6.30) og samtidig bestemme niveauernes
udartningsgrad. Vi kan umiddelbart angive bglgefunktionens afheengighed af z og y pa basis

af eksistensen af de to bevagelseskonstanter knyttet til operatorerne p, og py,

Yok ko (T, Y, 2) = eikyyeikzzf(x). (6.32)
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Her er f en funktion af z, der opfylder

R? 42 1 . R2k2
_dY + —(kk, + eBz)*f + —=

2m

f=Ef. (6.33)

Ligningen (6.33) er Schrodingerligningen, hvor vi blot har bortdivideret eksponentialfunk-
tionerne, der indgar i (6.32). Det ses, at ligningen (bortset fra tilstedeveerelsen af konstan-
ten %’k2/2m) har samme form som Schrédingerligningen for en harmonisk oscillator, hvis

nulpunkt er forskudt med stykket zo langs z-aksen, hvor

hk,

— (6.34)

Tg =

Ved sammenligning med egenvaerdierne (2.103) for den éndimensionale harmoniske oscillator
ses det umiddelbart af (6.33), at egenveerdierne er givet ved (6.30).

Udartningsgraden af et niveau med et givet v,k, bestemmes ved at forlange, at oscilla-
torens minimum (6.34) befinder sig inden for det forelagte volumen?. Da antallet af tilstande

hgrende til intervallet Ak, er givet ved LAk,/2n , og da betingelsen 0 < zo < L medfgrer at

eBL
h b

Ak, = (6.35)

bliver antallet N, af linesert uathaengige tilstandsvektorer hgrende til et givet v, k, lig med?

_ eBIL?
T oxh

(6.36)

Resultatet (6.36) for udartningsgraden N, kan gives en anskuelig fortolkning ved at opfatte
h/e som et fluxkvantum. Herved bliver udartningsgraden lig med det antal fluxkvanter, som

svarer til den magnetiske flux BL?.

EXSEMPEL 6. DEN SYMMETRISKE GAUGE.
Vi skal i dette eksempel opstille Schrodingerligningen for en elektron i et magnetfelt ved brug af den
syminetriske gauge (6.10) og se, hvorledes udartningsgraden af energiniveauerne kan bestemmes. Formalet

med dette er at vise, hvorledes overgangen til cylinderkoordinater indfgrer et effektivt potential i ligningen for

2Denne betingelse kan strengt taget ikke anvendes pa de tilstande, for hvilke oscillatorens minimum ligger
ner ved (eller pa) overfladen, men salenge udartningsgraden er stor, vil minimet for praktisk taget alle
tilstande befinde sig langt fra overfladen, i det indre af det forelagte volumen.

3Der ses her bort fra spin.
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den radiale del af bglgefunktionen. Vi skal senere se (afsnit 7.4), hvorledes et tilsvarende effektivt potential
indgar i beskrivelsen af bevaegelse i et centralfelt.

a) Vi opstiller forst Schrodingerligningen i cylinderkoordinater givet ved
r=opcosd, y=psing. (6.37)

De omvendte relationer er

tan ¢ = 2, p =z + 2 (6.38)

z

Opgaven bestar nu i at udtrykke Laplace-operatoren i cylinderkoordinater ved brug af

0 0pd 049

9. 6.39
9z Oz 3p Oz 8¢ (6-39)
og det tilsvarende udtryk for 3/dy. Ved brug af (6.37) fas
0 sm¢ 0
Y - 6.40
oz . 54 3 + cos ¢ ( )
og
4] cos¢ 8
— = + sin ¢—-— 6.41
dy  p 06 (6.41)
Det fglger af disse relationer, at Laplace-operatoren i cylinderkoordinater er
8 190 1 62 b?
— -t =+ 6.42
3p2+p3p+p23¢2+3z2 (6.42)
Lgsningen til Schrodingerligningen kan nu separeres ifglge
b = et (). (6.43)

Funktionen f(p) bestemmes ved at indsaette (6.43) i Schrodingerligningen med Hamiltonoperatoren givet ved

(6.19). Ligningen for f bliver da

h2k2

1 df d&2f m? emh 2p2f = (E— 2 )f (6.44) |

" 2m. pdp dp2—7f)+2 Bi+

Vi har her angivet elektronens masse ved m, for at undga forveksling med kvantetallet m. Det er bekvemt
at indfgre de dimensionslgse variable z = p\/e B/k og € = (E — h%k2/2m,)/hw,.. Samtidig indfgrer vi en ny
funktion g(z) ved f = g(z)/+/z for at eliminere den fgrste afledede. Herved bliver ligningen

1, 1 z?
— 39 +2(m+ 2

+ [m? - ;11]-:—2)_11 = g, (6.45)
hvor meerkerne angiver differentiation med hensyn til z. Problemet er nu blevet analogt med bevagelse 1 én
dimension, idet z dog varierer mellem 0 og co. For jm|>> 1 har det effektive potential for m < 0 minimum i
¢ = zg = \/2|m| med minimumsveerdien 0. Omkring dette minimum kan det effektive potential (koefficienten

til g pa venstre side af ligningen) approksimeres ved (z — z0)?/2 (dette indses ved at differentiere det effektive

potential to gange med hensyn til z og indsette 2 = zo). Den tilsvarende harmoniske oscillator ses at have
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grundtilstandsenergien 1/2, i overensstemmelse med (6.30). Udartningsgraden findes af betingelsen z¢ < R,
hvor R er radius af den cylinder, hvori elektronen teenkes at vare indesluttet, i enheder af Vh/eB. 1det den
maksimale veerdi af {m| hgrende til energien 1/2 er udartningsgraden Ny, fds N, = max|m| = maxz2/2, eller

N, = eBR?/2h. Vi ser siledes, at N, = eBrR?/h i overensstemmelse med (6.36).

Udartningsgraden (6.36) har betydning for kvante-Hall-effekten, som blev opdaget eks-
perimentelt i todimensionale elektronsystemer af K. v. Klitzing i 1980. Inden vi omtaler
denne, skal vi kort erindre om den klassiske Hall-effekt, der fsrste gang blev observeret af
Hall i 1880. Nar en strgmbecrende elektrisk leder er anbragt i et magnetfelt vinkelret pa
strsmmens retning, kan man observere en spaendingsforskel pa tvars af bade strgmmens og
magnetfeltets retning. Strgmmens retning er altsa ikke den samme som det elektriske felts
retning, nar lederen er anbragt i et magnetfelt. Hvis magnetfeltet er tilstreekkeligt steerkt,
kan det elektriske felt sta naesten vinkelret pa strgmmens retning.

Hvis vi sender en strgm igennem en leder, der befinder s’ig 1 et magnetfelt vinkelret pa
strgmmens retning, vil magnetfeltet forsgge at afbgje elektronerne i deres bane. Da vi ved,
at elektronernes drifthastighed ¢4y har en bestemt retning, nemlig lederens leengderetning,
ma der derfor opbygges et elektrisk felt pa tvers af strgmmens retning, hidrgrende fra lad-
ningsforskydninger ved lederens overflade. Dette tverfelt har en stgrrelse, der netop sikrer
at elektronerne bevaeger sig i lederens laengderetning. Tveerfeltet kaldes for Hall-feltet og
betegnes med Ey. Dets stgrrelse er bestemt af, at de to kraefter vinkelret pa strgmretningen,

hidrgrende fra henholdsvis tveerfelt og magnetfelt, ophaever hinanden,
0= —6EH + evyB. (646)

Heraf ses, at Ey = vyB, der viser, at tveerspandingen vokser proportionalt med strgmmen.
Ved at benytte sammenhzngen j = —nevy mellem strgmtatheden ; og stgrrelsen af drift-

hastigheden vq, hvor n er elektrontztheden, kan Hall-feltet udtrykkes som

Fy = RyjB, (6.47)
hvor
R = —— (6.48)
H = e '
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kaldes for Hall-konstanten. Denne konstant afhaenger altsd alene af elektronernes ladning —e
og deres tathed n.

I de nzevnte todimensionale elektronsystemer er energispektret givet ved (6.30) pa neer
det sidste led, idet veerdien af k, med god tilnzrmelse kan settes til at vaere nul. Da hvert
niveau hgrende til kvantetallet » kan rumme lige s34 mange elektroner som udartningsgraden

(6.36) angiver, vil antallet af elektroner per fladeenhed n vare givet ved

N, - Be
"L"? = Vo7, (649)

n=1uy

hvis netop v niveauer er fyldt helt op med elektroner. Stgrrelsen af N, kan i praksis vere
omkring 10%.

Sammenhzengen mellem fladestrgmtzaetheden j, (defineret som strgmmen per leengdeenhed
med dimension amp/m) og det elektriske felt £, (hvis dimension er volt/m) er da

ne 62

Jo = —EE” = —VO—EEy. (6.50)

Ifglge (6.50) kan man vente, at det observerede forhold mellem j, og E, er et helt multiplum af
det fundamentale kvantum €2/ h, der er lig med 3,8740-10~° ohm™!. Malinger af denne kvante-
Hall-effekt kan udnyttes til en pracisionsbestemmelse af 2/e? med en relativ ngjagtighed, der
er omkring 10~7. I fig. 6.1 har vi vist resultatet af malinger® af E,/j, i en GaAs-AlGaAs
heterostruktur ved 7' = 8 mK. Den simple beskrivelse af kvante-Hall-effekten, vi her har givet,
knytter udartningsgraden (6.36) til eksistensen af de observerede plateauer i E,/j;, men den
forklarer ikke, hvorfor man iagttager plateauer med en endelig bredde. Tager man nemlig
denne fri-elektron model alvorligt, bliver sammenhangen mellem E,/j, og B i fig. 6.1 en ret
linje med hzldning —1/ne, ganske som for den klassiske Hall-effekt. Plateauernes endelige
bredde skyldes formodentlig tilstedeveerelsen af urenheder, men en neermere diskussion af

dette spgrgsmal, der endnu ikke er fuldt afklaret, falder uden for denne fremstillings rammer.

4K. v. Klitzing og G. Ebert, Physica B+C 117-118, 682, 1983.
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(Ey/Jx) /KR

Figur 6.1: Kvante-Hall-effekten. Figuren viser den malte verdi af E,/j, som funktion af

magnetfeltets styrke B, malt i tesla.

6.3 Opgaver

OPGAVE 6.1
En partikel med ladning ¢ bevaeger sig i et harmonisk oscillatorpotential givet ved V(z,y, z) =
K(z® + y® + 2%)/2 under indflydelse af et homogent magnetfelt B. I opgaven benyttes vek-
torpotentialet (6.9).

a) Vis, at impulsoperatoren ;;3' er ombyttelig med /i’, svarende til ;A? A=A. ;%'

Magnetfeltet regnes i det fglgende for at veere tilstraekkeligt svagt til, at man i Hamilton-
operatoren kan se bort fra led, der er kvadratiske i B. Vi betegner med |n;,n,,n,) en
egentilstand for Hamiltonoperatoren uden magnetfelt (jvf. opgave 3.5).

b) Idet magnetfeltets bidrag til Hamiltonoperatoren kaldes H’, skal forventningsveardien
af H' bestemmes for hver af tilstandene |0,0,0),|1,0,0),]0,1,0) og [0,0, 1).

c¢) Opskriv Hamiltonoperatoren i den basis, der udggres af tilstandene 11,0,0),]0,1,0)

og |0,0,1), og find egenvardierne af den fremkomne 3 X 3 matrix. Angiv de tilhgrende

egentilstande.
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OPGAVE 6.2

En partikel med masse m beveger sig i et potential givet ved
1
V(z) = -2-I{x2 forz >0, V(z) =00 forz <0, (6.51)

hvor K er en positiv konstant.
a) Angiv systemets grundtilstandsenergi og skitser den tilhgrende bglgefunktion.

b) Til tidspunktet ¢ = 0 zndres den potentielle energi til at vere
1o, 9
V(z) = EKx for alle «, (6.52)

svarende til en seedvanlig harmonisk oscillator med anguleer frekvens w = /K /m. Bglgefunk-
tionen til tiden ¢ = 0 antages at veere den under a) fundne. Hvad er sandsynligheden for til et
senere tidspunkt (¢ > 0) at male veerdien hiw/2 for partiklens energi? Hvad er sandsynligheden

for at male veerdien 3hw/27

OPGAVE 6.3

En partikel med masse m bevaeger sig i zy-planen inden for et omrade afgraenset af ulighederne
0<z<Li; 0<y< L. (6.53)

Inden for dette omrade er potentialet V konstant, V = 0, mens det er uendeligt stort udenfor.
Det benyttes, at partiklens bglgefunktion er nul pa omradets rand.

a) Angiv energi og bglgefunktion for grundtilstanden.

b) Vis pa en tegning beliggenheden af de fire laveste energiniveauer i tilfeeldet Ly = 21,
og anfgr de tilhgrende kvantetal.

c) Besvar spgrgsmal b) i tilfeeldet Ly = L.
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7 Impulsmoment

Ifglge den klassiske mekanik vil en partikelsbimpulsmoment vaere bevaret i tiden, hvis partiklen
bevager sig i et centralfelt, saledes at den potentielle energi kun afhaenger af partiklens afstand
fra et fast punkt. Under disse omstaendigheder er kraften rettet langs partiklens stedvektor
regnet fra det faste punkt. Kraftmomentet med hensyn til dette punkt m4 derfor vaere nul, og
som fglge heraf vil impulsmomentet ikke sndre sig med tiden. Bevarelsen af impulsmomentet
er en konsekvens af den symmetri, der kommer til udtryk i, at den potentielle energi er usendret
(invariant) med hensyn til drejninger omkring det faste punkt. For den kvantemekaniske
beskrivelse betyder eksistensen af denne symmetri, at operatorerne hgrende til de enkelte
komposanter af impulsmomentet hver for sig er ombyttelige med Hamiltonoperatoren. De
enkelte komposanter af partiklens impulsmoment er imidlertid ikke indbyrdes ombyttelige.

Dette ses af udtrykket for det klassiske impulsmoment E,
L=rFxp, (7.1)

idet 7 og p'i1 kvantemekanikken er repraesenteret ved ikke-ombyttelige operatorer.
Ombytningsrelationerne for impulsmomentets komposanter vil i dette kapitel blive udledt
pa basis af det klassiske udtryk (7.1). Disse ombytningsrelationer medfgrer, at de tre kom-
posanter ikke samtidig kan tilleegges bestemte vaerdier. Derimod er det muligt at bestemme
feelles egentilstande for en komposant af impulsmomentet og kvadratet pa dets leengde. Egen-
vardierne for en komposant af impulsmomentet viser sig at veere et hel- eller halvtalligt
multiplum af Plancks konstant #. De halvtallige egenvaerdier har ingen analogi i den klassiske
fysik. De er en konsekvens af, at den bglgeligning, der beskriver partiklens bevegelse, skal
tilfredsstille relativitetsteoriens krav om Lorentzinvarians. I den forstand er ombytningsrela-

tionerne mellem impulsmomentets komposanter mere generelle end udgangspunktet (7.1).

7.1 Impulsmomentkvantisering

I det fglgende skal vi fgrst indfgre baneimpulsmomentet for en partikel, der bevaeger sig i et
konstant magnetfelt og diskutere kvantiseringen af en enkelt komposant af impulsmomentet.

Valget af den symmetriske form af vektorpotentialet (6.10) medfgrer, at z-komposanten af
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impulsmomentet klassisk set er en beveegelseskonstant. Den tilhgrende operator er ombyttelig
med Hamiltonoperatoren. Dette afspejler systemets axialsymmetri, der er udtrykt ved, at
Hamiltonoperatoren er uzendret under drejninger om magnetfeltets retning.

Hamiltonoperatoren for en elektron (ladning —e), der beveeger sig i et magnetfelt beskrevet
ved vektorpotentialet A, er anfgrt i (6.19). I stedet for at benytte den asymmetriske Landau-
gauge (6.9) skal vi i det fglgende anvende den symmetriske gauge, der er givet ved (6.10).
Nar dette udtryk for vektorpotentialet indseettes i (6.19), bliver resultatet

=2 22

2 P € % ¢ A2 | A2
=—4+ —BL, + —— , 7.2
H 2m+2m +8m($ +y) ( )
hvor
L, =3p, — ps (7.3)

er den kvantemekaniske operator hgrende til z-komposanten af partiklens klassiske baneim-

pulsmoment (7.1). Ved at benytte ombytningsrelationerne svarende til (2.44),
lG:, B;] = théij; 1,5 = 1,2,3, (7.4)
hvor (g1, g2, q3) betegner (z,y, z) og (p1,p2, p3) tilsvarende (Pz, Py, P2 ), ses det at
[L.,H] = [p., H) = [L.,p.) = 0. (7.5)

Det er altsd muligt at finde felles egentilstande for de tre operatorer H, L, ogp,. Vi
skal i denne sammenheng ikke beskaftige os med egenvaerdierne for H. Som vist i eksempel
6 i kapitel 6 er de identiske med resultatet (6.30), der blev bestemt ved at benytte den
asymmetriske Landau-gauge. Dette er, hvad vi ville forvente, da de to vektorpotentialer (6.9-
10) svarer til samme magnetfelt. Derimod ser de tilhgrende bglgefunktioner forskellige ud.
Mens bglgefunktionen svarende til en bestemt veerdi af k, ifglge (6.32-33) har en absolutveerdi,
der er konstant pa en ret linje parallel med y-aksen, er absolutvaerdien af bglgefunktionen
svarende til en bestemt veerdi af L, konstant langs en cirkel i zy-planen med centrum pa
z-aksen.

I det fglgende skal vi undersgge egenveerdiligningen for L.,
L,|m) = mh|m), (7.6)
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hvor vi har indfgrt betegnelsen m# for egenveerdierne af L, og tilsvarende market tilstandene
med m. Da k har samme dimension som impulsmoment, mé m vare et dimensionslgst tal.
Selv om vi har nedskrevet egenveerdiligningen (7.6), ved vi endnu ikke, om den har Igsninger,
og hvilke mulige vaerdier impulsmomentets komposant kan antage.

Operatoren L, er givet ved (7.3). Det er bekvemt at undersgge egenverdiligningen (7.6)
ved at benytte cylinderkoordinater (p, ¢,z), der er forbundet med de cartesiske ved transfor-
mationen

T =pcos¢; y=psing; z=z. (7.7)

Impulsmomentets z-komposant svarer ifglge (7.3) til differentialoperatoren

E(ﬁ_ i)wﬁﬁ
oy " Yer) T T a4

hvor vi har benyttet relationerne (6.37-41).

Vi vil nu Igse egenvardiligningen (7.6) ved at ga over til at betragte den tilsvarende ligning

for bglgefunktionen ¢ = ¢, (4),

.0
- Z%@bm(ﬁﬁ) = m¢m(¢) (7'9)

Bemeerk, at bglgefunktionen 4., ud over ¢ ogsa afhenger af p og 2. Denne afhzengighed-har
imidlertid ingen interesse i denne sammenheng, da operatoren hgrende til z-komposanten af
impulsmomentet ifglge (7.8) er proportional med den partielle afledede §/0¢.

Lgsningerne til differentialligningen (7.9) er
Ym = Ce™, (7.10)

hvor C' er en konstant (der dog som anfgrt afhaenger af p og z). Vi vil nu stille som eks-
tra betingelse, at bglgefunktionen er en entydig funktion af de rumlige variable og dermed

periodisk 1 ¢,
P (4) = Yum(d + 2m). (7.11)

En sidan betingelse forekommer naturlig ud fra et klassisk synspunkt, men som vi straks
skal se, udelukker den muligheden for at beskrive elektronens spin. Kravet (7.11) om, at

bglgefunktionen er periodisk medfgrer, at
mh, hvor m =0,+1,42,-.. (7.12)
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reprasenterer de mulige resultater af en méling af elektronens impulsmoment i magnetfeltets
retning. Bemark, at betingelsen (7.11) har samme form som de periodiske graensebetingelser
(4.50), og resultatet (7.12) modsvarer saledes kvantiseringsreglen (4.52).

S& lange elektronen kan bevage sig overalt i rummet, er der ingen gvre greense for

veerdierne af m. Som det fremgar af eksempel 6 i forrige kapitel, hgrer tilstandene
lv,m,k,), v=0,k =0, (7.13)

'til samme energiegenvaerdi, nemlig hw,/2. Udartningsgraden er derfor uendelig, da m kan
antage veerdierne (7.12). Klassisk set svarer dette til, at elektronens bane i magnetfeltet for
en given energi kan have en vilkarlig stor radius. For et endeligt system er udartningsgraden
bestemt af arealet vinkelret ps magnetfeltets retning, jvf. diskussionen under (6.45).

Ved bevaegelse i et centralfelt, der er defineret ved, at den potentielle energi V kun
afhzenger af laengden r af radiusvektor, er ogsé kvadratet pa impulsmomentets lengde en
bevagelseskonstant, svarende til at de tre operatorer A, I::2 og L, er indbyrdes ombyttelige.

52 .
Til senere brug nedskriver vi udtrykkene for L og L, i polare koordinater r,0, ¢ defineret

ved

z=rsinfcos¢, y=rsinfsing, =z =rcosd. (7.14)

Ved at benytte de omvendte relationer r = /22 +y? + 2% samt tan¢ = y/z og tanf =
VZZ + y?/z kan vi ga frem i analogi med (6.37-41) og finder derved resultatet for L.,

. R
L.=75 (7.15)

Bemzrk, at L, alene afheenger af ¢, fordi z og y indgar symmetrisk i tan 8, saledes at udtrykket
for I, bliver det samme i cylinderkoordinater som i sfaeriske koordinater.
‘Kvadratet pa impulsmomentet er noget mere omsteendeligt at udtrykke i polare koordi-

nater. Ved at benytte relationer svarende til (6.40-41) far man

1 9, . ,0 1 9
__.(Sln 0-‘"‘) + Sin20w .

22
ro_ %2
L= h[sin()(‘)() oo

(7.16)

52 A
Da savel L som L, alene afhanger af de variable 8 og ¢, er disse operatorer hver for sig

ombyttelige med den potentielle energi V, idet denne kun afhaenger af r ifglge vores antagelse.

2 A
De to operatorer L og L, er imidlertid ogsd ombyttelige med den kinetiske emergi. Dette
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kan indses ved at udtrykke Laplace-operatoren V2, der er proportional med operatoren for

den kinetiske energi, i polare koordinater. Laplace-operatoren V2 er i cartesiske koordinater

givet som
02 0? 02
2 __
Ve = 57 + By? + 52 (7.17)
Udtrykt 1 polaere koordinater er den
10 0 1,1 0 0 1 &
== (P )+ = = (sinl—=) + —=+-=]- 7.1
v r2 8r(r 8r)+r2 sin080(8m080)+sin208¢2] (7.18)

Ved sammenligning af (7.18) med (7.16) ses det, at vinkelafheengigheden af operatoren for

Kommentar. I anvendelserne af kvantemekanikken spiller de sakaldte kuglefunktioner, der
er egenfunktioner for }:2 og L., en vigtig rolle. Lad os forsgge pa, om vi kan gaette pa nogle
simple funktioner, der er fexlles egenfunktioner for L, og E2, der er givet i (7.15-16). Enhver
funktion, der alene afthezenger af r, vil abenbart veere egenfunktion med egenveerdi nul. Ligeledes
kan vi indse, at det kun er 8- og ¢-afheengigheden af egenfunktionerne, der har interesse, da r-
athengigheden ikke zendres af operatorerne (7.15-16). Vi har allerede set, at egenfunktionerne til
L, er proportionale med exp(im@), hvor m er heltallig. Lad os fgrst antage, at m = 0 og geette
pa en falles egenfunktion, der er proportional med z. Begrundelsen for dette geet er, at det af
udtrykkene for L i cartesiske koordinater fglger, at L,z = (h/Dy, og f/yz = —(h/i)z, mens L,z = 0.
Derved bliver L2z = h2z og f,jz = h?z, med resultatet 12:22 = 2h%z. Af symmetrigrunde ma ogsa
z og y veare egenfunktioner til I::2 med egenveerdi 2h2, som vi af hensyn til den videre diskussion
skriver som 1(1 + 1)h®. Af (7.3) fremgér, at hverken z eller y er egenfunktion for I,. Danner vi
imidlertid linearkombinationerne (z % iy), ses disse at vaere egenfunktioner for L, med egenvardier
svarende til'm = 1. Vi har dermed bestemt de fgrste fire af de sikaldte kuglefunktioner Y, (6,9)
hgrende til (I, m) = (0,0) samt (I, m) = (1,1),(1,0) og (1,—1). P& neer en normeringskonstant,
der szedvanligvis fastleegges ved betingelsen

1 27
/ d(cos 6) / Bt (0, 8)Yim (0, B) = S1r16mrm,
1 0

er disse funktioner givet ved Yy o 1, Y};  sinfexp(ig), Yio  cosf og Yi_;  sinfexp(—ig).
Tilsvarende kan man konstruere de fem kuglefunktioner hgrende til { = 2 ud fra funktionerne
zy, yz, 22,22 — y? og 322 — r? (disse fem funktioner er valgt, s& de er ortogonale pa Ypg). Som det

2
fremgar nedenfor, er egenveerdierne for L generelt givet ved I(l + A2, hvor [ er et helt positivt

tal eller nul. I tabel 7.1 har vi anfert de normerede kuglefunktioner hgrende til I = 0,1,2 og 3.

den kinetiske energi er proportional med kvadratet pa impulsmomentet. Dette viser, at
A2

operatoren for kinetisk energi er ombyttelig med sivel I, som I,.
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Da den potentielle energi V kun afhenger af leengden 7, er dermed ogséa operatoren for
den totale energi, H, ombyttelig med iﬂ og L.

Betragter vi nu en tilstand, der er karakteriseret ved, at kvadratet pa impulsmomentet har
en bestemt veerdi, er det naturligt at vente, at dette medfgrer eksistensen af en gvre graense for
den numeriske veerdi af egenvzrdierne for L,. Ud fra en klassisk betragtning kan stgrrelsen af
en af impulsmomentets komposanter jo ikke overstige impulsmomentets leengde. Dette skal vi
udnytte i den fglgende argumentation, der som udgangspunkt tager ombytningsrelationerne

mellem impulsmomentets komposanter.

~

~2
7.1.1 Egentilstande for L og L,

Vi skal nu udelukkende benytte ombytningsrelationerne mellem impulsmomentets tre kom-
52 A

posanter til at bestemme egenveerdierne for L og L,. Ombytningsrelationerne mellem im-

pulsmomentets komposanter udledes ud fra (7.3) og de analoge udtryk for L, og L, ved at

anvende (7.4). Det ses, at kommutatoren [L,, L,] er givet ved

/
[L,,L,) =ikL,. (7.19)

De gvrige ombytningsrelationer fas ud fra (7.19) ved cyklisk forskydning af indices =,y og 2.

Ombytningsrelationerne kan skrives pa vektorform,

e

w I =hl. (7.20)

Ved at benytte (7.20) ser man, at en vilkarlig af impulsmomentets komposanter, f. eks. L,
er ombyttelig med kvadratet pa det totale impulsmoment, [I:;2, f/r] = 0. Vi kan skrive de tre
ombytningsrelationer for komposanterne som vektorligningen

52

(L ,L]=0, (7.21)
der indebarer, at det er muligt at bestemme felles egentilstande for kvadratet pa impulsmo-
mentet og en vilkarlig af dets komposanter.

I den fglgende diskussion vil vi udnytte, at egenvaerdierne af kvadratet pa impulsmomentet

ma vere stgrre end eller lig med nul. For en vilkarlig tilstand 1 geelder nemlig, at

2
>> 0, (7.22)

S~

<
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3
}/10— Nlocosﬂ, NlO_ I—
fi% e
; V3
Yit1 = Nigqsin et Nipy = T
141 141 141 :F\/8_7r
5
}/20 = N20(3 COS2 60— 1), N20 = \/_
167
; V15
Y341 = Nai1sinf cos O™, Nyyq = FY=2
241 241 sin @ cos fe 241 :F\/8_7r
; V15
Yox2 = Npapsin® 679, Noyy =
327
7
Y30 = N3o(5 cos® 8 — 3 cos 0), Nip = Al
167
; V21
Ya41 = N3y sin (5 cos® 6 — 1)et™?, Niyi =7F o
T
; 105
Y34 = Nszsin® f cos §e*??, Nayy =
342 349 51n° @ cos fe 342 NeT
; V35
Va3 = N3yasin® 0, Nays = F

64w

Tabel 7.1: Egentilstande for > og L,.

190



hvor uligheden fglger af, at venstresiden af (7.22) er summen af normkvadraterne pa til-

standene 2/,"1,[), 1= I,Y, 2.
52 s
Vi kan derfor skrive egenvaerdiligningerne for L og L, pa formen

2,2

LA, i) = A% A, p) (7.23)
og

La|A, 1) = phl), ). (7.24)

hvor A og & er reelle tal. Det geelder altsa ifglge (7.22), at A > 0. Da kvadratet pa impulsmo-

mentet er summen af de enkelte komposanters kvadrater, ma A og u tilfredsstille uligheden
A > u?, (7.25)

idet < [2>+ < [2>+<i2>><12>.
Til Igsning af egenveerdiproblemet (7.23-24) er det bekvemt at benytte operatorer svarende
til de skabelses- og annihilationsoperatorer, der blev indfgrt i kapitel 2 til bestemmelse af

energiegenvaerdierne for den harmoniske oscillator. I det foreliggende tilfzelde definerer vi
Ly=1L,+il, (7.26)

og
L_=1,-il,. (7.27)

Disse operatorer er ikke hermiteske, idet L_ er den hermitesk konjugerede af f,+. Af ombyt-
ningsrelationerne (7.20) {glger
LL, =L (L,+"h) (7.28)

0g

~

L,L_=L_(L,—h). (7.29)

Desuden er det nyttigt at bemaerke, at

Lybo=L —1,(L.-h) (7.30)
og

A A a2 A A

LoLy=L —L,(L,+h). (7.31)



Operatorerne L, og L_ er altss hverken indbyrdes ombyttelige eller ombyttelige med I,.

2,2
Derimod er de begge ombyttelige med L . Heraf fglger, at hvis tilstanden

A, 1)

~2
er en egentilstand for L | er ogsa tilstandene

z+|/\’ﬂ)

og
Lo\ ),

egentilstande for denne operator, med mindre de netop er nullgsningen.

Det fglger nu af (7.28), at
Lo Lyl p) = (u+ DRLy|A, p).
Ved at gentage dette n gange fas, at
L(L)™ A ) = (e + n)h(Ly )" |A, p).
Imidlertid geelder det ogsa, at

82 -
L (E)" |\ ) = AR (L), ),

(7.32)

(7.33)

(7.34)

(7.35)

(7.36)

(7.37)

der viser, at brugen af operatorerne (7.26-27) ikke sndrer impulsmomentets leengde. Fgr

eller siden vil vi derfor na en veardi af n, siledes at (x+n)? > A i modstrid med (7.25), med

mindre rekken bryder af ved en bestemt vaerdi af n, som vi kalder ng. Det galder saledes, at

tilstanden
(L) A, 1)
er forskellig fra nul, mens

(L)™* A p)

er lig med nul. Idet p + ng betegnes med ! har vi altsa

Lo\l =0, LA 1) =140
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Virker vi nu med operatoren L_ pa den fgrste af ligningerne i (7.40) fas
0=L_Li A0 = =11+ 1)RA\ 1D, (7.41)
idet vi har udnyttet (7.31). Da |A,l) er forskellig fra nul, jvf. (7.38), kan man altsa slutte, at
A=Ill+1)=0. (7.42)

I det fglgende merkes tilstandene |A, u) som [{(! 4+ 1),x) under brug af resultatet (7.42).
Alternativt kunne vi have benyttet notationen |/, u), da [ pa entydig made fastlaegger A via
(7.42).

Vi lader nu operatoren L_ virke pa tilstanden |{(I 4+ 1),1). Hvis vi virker tilstreekkelig
mange gange med denne, md raekken igen bryde af under hensyn til, at uligheden (7.25) skal

veere opfyldt. Der findes derfor et helt tal n, saledes at
(L)Mi(I+ 1), 1) (7.43)

er forskellig fra nul, mens

L_(L™MU(I+1),1) =0. (7.44)

Virker vi med operatoren L, pa (7.44) og udnytter (7.30), kan vi i analogi med (7.42) slutte,

at
(l+1)—-(-n)l—-n-1)=0, (7.45)
eller
2l =n, (7.46)
idet den negative lgsning (n = —1) til andengradsligningen (7.45) ma forkastes, da n per

definition er et helt tal stgrre end eller lig med nul. Da n er et ikke-negativt heltal, fplger

det af (7.46), at [ kun kan antage hel- eller halvtallige veerdier. De tilhgrende egenveerdier for
%2 -
operatorerne L og L, er derfor givet ved

3
A=1(l+1), =0, ,1,—2-,--- (7.47)
mens m for et givet [ antager de (2] + 1) forskellige veerdier

m=01-1,1-2--,~1+1,—L (7.48)
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For et rent baneimpulsmoment har vi allerede set, at m og dermed ! ma veere heltallig,
men kommutationsrelationerne (7.20), der blev udledt pa basis af det klassiske udtryk (7.1)
for impulsmomentet, giver abenbart mulighed for eksistensen af halvtallige veerdier af [.

Det fglger af (7.43), at

Lydm) =cAm+1), (7.49)

hvor konstanten ¢ kan bestemmes i analogi med (2.108-109) ved at benytte
,mlL_ L\, m)=c =\ -m(m+ 1))h%, (7.50)

under brug af (7.31), idet konstanten c er valgt reel. Ved indsettelse af A fra (7.42) fas da

Lol +1),m) = BI04 1) = m(m + 1) [I(1 + 1), m + 1). (7.51)

Pa tilsvarende made finder man

LoJi(1 +1),m) = By/I(1 + 1) = m(m — 1) |I(1 + 1), m — 1). (7.52)

Det bemzrkes, at hgjresiderne af (7.51) og (7.52) er nul, ndr m er henholdsvis +1 og —1.

7.2 Spin

Det er en erfaringssag (og som naevnt en konsekvens af Diracs relativistiske elektronteori), at
et magnetfelt ikke alene pavirker en elektron via banebevaegelsen, som det er udtrykt igennem
Hamiltonoperatoren (7.2), men ogsa via det magnetiske moment knyttet til elektronens spin.

Vi kan tage hensyn til dette ved til hgjresiden af (7.2) at addere

A [ A

f, = g.5—BS,, (7.53)

hvor § er operatoren for elektronens spin, mens faktoren g, som anfgrt i kapitel 1 med meget
god tilneermelse er 2. Egenvardien af 5’2 er ifglge den almindelige teori lig med s(s+1)A2, hvor
s = 7 for en elektron. Hermed bliver egenvzrdierne for S, givet ved 1 /2 og —h/2. Bidraget
fra (7.53) til Hamiltonoperatoren er altsd sammenligneligt med det andet led pa hgjre side

af (7.2) hidrgrende fra elektronens baneimpulsmoment. I atomer giver disse led anledning til

den sakaldte Zeeman-effekt.
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For i beskrivelsen at tage hensyn til (7.53) kan man indfgre egenvektorer af formen (2.79)
og (2.80), der henholdsvis svarer til egenveerdien h/2 og —h/2 for operatoren S,. T en ma-
trixrepraesentation er denne operator %o,/2, hvor Pauli-matricen o, er givet i (2.76). For
kortheds skyld betegner man ofte (2.79) med « og (2.80) med 3, sa egenverdiligningerne for

impulsmomentets z-komposant bliver

S.a = Eoz (7.54)
2
0g
\ h
S.B = —§ﬂ. (7.55)

Resultatet af at virke med de to andre komposanter S og S'y kan angives ved at benytte den

generelle teori ovenfor og indfgre operatorerne

S, =8,+iS,; §_=8,-13,. (7.56)
Ifplge (7.51) er
Sia=0, §,8=ha, (7.57)
mens
S_a=h1p, S_p=0, (7.58)

Man kalder « og @ for spinfunktioner, idet man i stedet for at benytte deres repraesentation
(2.79-80) ved sgjlevektorer sammen med (2.76) lige sa godt kan tage udgangspunkt i ligning-
erne (7.54-58) for spinoperatorens komposanter. Det ses endvidere ved at benytte relationen

svarende til (7.30) eller (7.31) sammen med (7.54-58), at

22 2
a= §7~i—oz (7.59)
4
og 2
2 3h
S B= Tﬂ, (7.60)

i overensstemmelse med, at o og 3 er egentilstande for kvadratet pa lengden af impulsmo-
mentet, og at egenverdien er h®s(s + 1), hvor s = 3
Vi ser endvidere, at komponenterne af elektronens spin kan repraesenteres ved Pauli-

matricerne o, o, og o, der blev indfgrt i (2.76). Matricerne for S, og S, fas ved henholdsvis
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at addere og subtrahere matricerne for §+ og S_, der kan afleeses af (7.57), med resultatet
S = ho'/2. Bemerk ligheden mellem kommutationsrelationerne (2.77) for Pauli-matricerne

og de klassiske Poisson-parenteser (2.68) for den todimensionale harmoniske oscillator.

7.3 Addition af impulsmoment

I anvendelserne af kvanteteorien er man ofte ude for at skulle ‘addere’ eller sammensatte im-
pulsmomenter. En elektron i et atom har ikke blot et impulsmoment hidrgrende fra dens spin,
men ogsa fra dens banebeveegelse (med mindre kvantetallet [, der karakteriserer leengden af
baneimpulsmomentet netop er nul som for en s-tilstand). Desuden kan det veere ngdvendigt
at sammensatte impulsmomenter for flere forskellige partikler for f. eks. at bestemme et
atoms eller en atomkernes totale impulsmoment. Som omtalt i kapitel 1 giver impulsmo-
menter anledning til magnetiske momenter. De atomare magnetiske momenter kan i mange
tilfeelde tages som udgangspunkt for beskrivelsen af magnetiske materialers egenskaber. Et
antiferromagnetisk materiale som MnF, er kendetegnet ved, at magnetiseringen afhanger af
temperaturen og bliver nul, nar materialet varmes op over en vis kritisk temperatur (der for
det pagaeldende stof er 67K), sa leenge der ikke er ydre magnetfelter tilstede. Denne opfgrsel er
karakteristisk for et kollektivt feenomen. Magnetismen hidrgrer fra vekselvirkningen mellem
de atomare magnetiske momenter, der er fremkommet ved sammensatning af de magnetiske
momenter for atomets bestanddele. Det er normalt kun ngdvendigt at tage hensyn til elek-
tronernes bidrag ved denne sammensetning. Kernens bidrag til magnetismen er meget lille,
da det gyromagnetiske forhold er langt mindre for protoner og neutroner end for elektroner
pa grund af forskellen i partiklernes masse, jvf. (1.41).

Den almindelige teori for sammensetning af impulsmomenter vil ikke blive gennemgaet
her, hvor vi ngjes med at se pa det simplest mulige eksempel, sammenszatningen af to elek-
troners spin. Det almindelige resultat for sammensatning af to vilkarlige impulsmomenter
er anfgrt nedenfor i (7.72). Matematisk set bestar addition af impulsmomenter i at finde
feelles egentilstande for kvadratet pa systemets totale impulsmomentoperator og for dennes
komposant langs en bestemt akse. Relevansen af de fremkomne tilstande for beskrivelsen af

et fysisk system afhezenger af partiklernes indbyrdes vekselvirkning og deres pavirkning af ydre
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felter.

For et system bestaende af to elektroner er operatoren S for det totale spin givet ved

N
—

§=5 +5, (7.61)

hvor de to spinoperatorer for hver elektron er defineret ved relationer som (7.54-58). For at

lette notationen skriver vi spinfunktioner for totalsystemet som

aa,af, Ba, B3, (7.62)

idet den fgrste funktion refererer til elektron 1 og den anden til elektron 2 (vi kunne i stedet
have benyttet betegnelserne a;ay, oy 8, Bias, $152). Funktionen Bo reprasenterer altsa en
egentilstand for S;,5;, med egenveerdi (—k/2)(%/2) = —h*/4. Da komposanterne af spinop-
eratoren é—" 1 er ombyttelige med komposanterne af spinoperatoren §2, kan kvadratet pa det

totale impulsmoment skrives som

2,2 2 2 L0
S :Sl+S2+251 'Sg, (763)
der kan omformes til
22 ~2 22 n N N N A oA
S - Sl + 52 + S]+Sg_ + Sl_Sg+ + 2512522. (764)

Vi vil benytte (7.64) til at bestemme egenveerdierne og de tilhgrende egentilstande for kva-

dratet pa det totale impulsmoment og dets z-komposant givet ved
S, =51+ S,.. (7.65)

Ved at virke med operatorerne (7.64) og (7.65) pa hver af spinfunktionerne (7.62) ser vi,
at disse er egentilstande for 5,, men ikke for §2 pa grund af (7.57-58). Resultatet angives
bekvemt pa matrixform, idet |¢) for i = 1,2, 3,4 angiver de fire tilstande i (7.62) i den anfgrte
orden. Under udnyttelse af ortogonaliteten

(ilj) = 6, (7.66)
der kan verificeres ved at benytte repreesentationen (2.79-80), finder man

1

(7.67)

o o O

o o O
o o o o
o o o o
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og

(200 0)

.2 0110

S 2 (7.68)
0110
000 2)

Kommentar. Lad os eftervise (7.67-68) og ngjes med at udregne de to farste sgjler 1 hver af
de to matricer. Resultatet af at virke med S, /A pa ca er (1/2 + 1/2)aa = aa, mens resultatet
af at virke med S, /k pa af er (1/2 — 1/2)ap = 0. Matricen for S, er tydeligvis diagonal i den
basis, der udggres af tilstandene (7.62). Resultatet af at virke med impulsmomentkvadratet (7.64)
pa aa er (3/4 + 3/4 + 2/4)h’aa, idet det tredje og fjerde led i summen (7.64) begge giver nul
pa grund af (7.57-58). Dette viser, at matricens farste sgjle bliver givet ved talseettet (2,0,0,0),
idet tilstandene (7.62) er ortonormale. Den anden sgjle fis ved at lade (7.64) virke pa o/ med
resultatet (3/4 + 3/4 — 2/4)h%af + h*Ba ved brug af (7.57-58). Heraf ses, at den anden sgjle er

givet ved talsattet (0,1,1,0). Sgjle tre og fire i de to matricer kan udregnes pa ganske tilsvarende

vis, men kan ogsa fas umiddelbart ved brug af et symmetriargument.

Som det fremgar, er matricen (7.68) ikke diagonal, men det er en enkelt sag at finde dens

egenvardier, der er 2 og 0. De tilhgrende egentilstande er

aa, B3, %(aﬁ + Ba), (7.69)

svarende til egenveerdien 2 = 1(1+-1), der viser, at kvantetallet for det totale spin er 1(=1+3),
mens de tilhgrende egenvardier af z-komposanten er henholdsvis 1, ~1,0 i enheder af % for
de tre tilstande i (7.69). Man siger, at tilstandene (7.69) udggr en triplet, da den pagzldende
egenveerdi for lengdekvadratet af det totale spin er tre gange udartet. Til egenvardien 0

svarer en singlet, nemlig tilstanden
1
‘ﬁ(aﬂ — Ba), (7.70)
der tillige er egentilstand for S, med egenvardien 0.
Det bemaeerkes, at diagonaliseringen af matricerne (7.67-68) har resulteret i linearkombina-
tioner (7.69-70) af de oprindelige tilstande (7.62) med bestemt symmetri over for ombytning
af de to elektroner. Tilstandene (7.69) ses at veere symmetriske, mens (7.70) er antisym-

metrisk. Betydningen af dette vil blive uddybet i det fglgende kapitel, idet identiske spin-1/2
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partikler som elektroner skal beskrives ved tilstande, der er antisymmetriske ved ombytning
af to vilkarlige partikler. Dette indebeerer ikke, at tilstandene (7.69) er ufysiske, men blot
at den rumlige del af bglgefunktionen for de to elektroner i sa fald ma veere antisymmetrisk,
mens den i tilfeldet (7.70) er symmetrisk. Hermed har vi faet grundlag for at forsta, at
energierne hgrende til de to szt af tilstande (7.69) og (7.70) kan veere forskellige, idet en
antisymmetrisk rumlig bglgefunktion er nul, nar de to elektroners rumlige koordinater er
sammenfaldende, mens dette ikke er tilfaeldet for en symmetrisk. Bidraget til heliumatomets
energi fra frastgdningen mellem dets to elektroner ma derfor veere forskelligt, alt efter som
elektronernes rumlige bglgefunktion er symmetrisk eller antisymmetrisk. Man kan udtrykke

dette ved en effektiv Hamiltonoperator, der er
ffeff = A§1 : §2. (771)

Ifglge (7.63) er egenveerdierne af 2§1 . §2 lig med egenveerdierne af (§2 — 3h%/2). Derved
bliver egenveerdierne af (7.71) Ah?/4 og —3AR?/4 svarende til (7.69) og (7.70), respektive.
Man benytter ofte en sum af led af formen (7.71) som Hamiltonoperator for magnetiske
materialer.

Den generelle metode til addition af impulsmomenter svarer ngje til ovenstaende. Man
kalder udviklingskoefficienterne i (7.69-70), der er sandsynlighedsamplituder (jvf. kapitel 3),
for Clebsch-Gordan koefficienter. I det foreliggende eksempel er de 1 og £1/v/2. Ved addition
of to impulsmomenter J; og J; bliver egenvaerdierne for kvadratet pa det totale impulsmoment

givet ved j(j + 1)h%, hvor j kan antage veerdierne

Nt Jentie—1,, 05— 72l (7.72)

idet j,(j1 + 1)k? og j2(j2 + 1)A? er egenveerdierne for hvert af de to leengdekvadrater. Clebsch-
Gordan koefficienterne findes ved diagonalisering af en matrix med (2j; + 1)(2j2 + 1) raekker
og (271 +1)(272 + 1) sgjler svarende til (7.68). Bemaerk, at de to impulsmomenter kan veere et
bane- og et spinimpulsmoment (i sa fald bruger man sadvanligvis betegnelserne }? og § ), men
de kunne ogsa veere impulsmomenter, der hver for sig er fremkommet ved addition af spin- og
baneimpulsmoment. I opgave 7.1 undersgger vi sammensztningen af et baneimpulsmoment

karakteriseret ved kvantetallet / = 1 med et spinimpulsmoment, for hvilket s = 1/2.
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Ved sammensaetning af tre spin-1/2 partiklers impulsmoment (opg. 7.5) finder man

fplgende fire tilstande hgrende til j = 3/2,
1
aca, —(Bac -+ afa + aaf), —=(aBp + faf + ), ABP. (7.73)
Addition af impulsmomenter optreeder i mange forskellige sammenhange i kvanteteorien.

Tilstande af formen (7.73) indgar f. eks. i beskrivelsen af baryonernes kvarkstruktur.

7.4 Bevagelse i et centralfelt

Som omtalt i indledningen til dette kapitel er det ved bevegelse i et centralfelt muligt at
. 2
finde feelles egenfunktioner for Hamiltonoperatoren H, kvadratet L pa baneimpulsmomentet
N 52 A
og dets komposant L, med hensyn til en given akse. De felles egenfunktioner til L og L,

kaldes kuglefunktioner og betegnes med Y,,(8, ¢). Vi har altsa
22
L Yim(0, ) = (1 + 1)h*Yin (6, ¢) (7.74)

og
L.Yim(8,6) = mhYin (6, ). (7.75)

Energioperatoren er ifglge (7.18) og (7.16) givet ved

g 110

P 0. 1

2me(7‘2 or (r 57—‘) B2z

L)+ V(). (7.76)
Lgsningen ¢ til den tidsuafheengige Schrédingerligning Hip = E1 kan derfor separeres ifglge

Y= R(r)}/lm(a’ ¢)’ (777)

hvor radialfunktionen R afhaenger af kvantetallet / sivel som energiegenveerdien E. Egen-
veaerdiligningen for energien bliver herefter

h2id

- 2m. 'r2 dr

("2%) — U1+ DIR() + V(r)R(r) = ER(r) (7.78)

Vi kan nu ga frem ganske som i eksempel 6, hvor vi reducerede Schrédingerligningen

til en éndimensional ligning i cylinderkoordinaten p. I det foreliggende tilfzlde indfgrer vi
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funktionen x(r) = rR(r), der skal tilfredsstille greensebetingelsen’ x — 0 for 7 — 0. Analogt

med (6.45) far vi af (7.78), at funktionen x er lgsning til ligningen
—5°[E = Vea(r)]x = 0, (7.79)

hvor V.4 betegner det effektive potential givet ved

R(1+1
LR+

2m.r?

(7.80)

7.4.1 Brintatomet

Lgsningerne til (7.79) afthzenger af potentialets form. I det fglgende skal vi diskutere brintlig-
nende systemer, for hvilke V(r) = —Ze2/r. Her er Z kerneladningen, der er 1 for et brintatom,
mens den er 2 for Het-ionen og 3 for Li**-ionen. Hvis vi vil tage hensyn til kernens med-
bevaegelse, skal vi som i den klassiske behandling af tolegemeproblemet erstatte m. med den
reducerede masse p = mM/(m. + M), hvor M er protonmassen. Rigtigheden af dette kan
indses ved at udtrykke operatoren for den totale kinetiske energi i relative koordinater og
tyngdepunktskoordinater, jvi. opgave 7.11.

I stedet for at gennemgi den eksakte lgsning til egenveerdiproblemet (7.79)? vil vi fgrst
vise, hvorledes en tilnarmet metode gyldig for store kvantetal fgrer til en simpel bestemmelse
af energierne af de bundne tilstande. En tilsvarende metode kan benyttes pa andre effektive
potentialer, f. eks. til beregning af vibrationsenergierne i diatomige molekyler. Derefter vil vi
bestemme nogle simple lgsninger til egenvaerdiproblemet af interesse for det fplgende kapitel.

I tilfaeldet V(r) = —Ze2/r har det effektive radiale potential formen

Veg(r) = —"/;1‘ + "‘Bi‘ (781)

22’

hvor A og B er positive konstanter. Abenbart har Vg minimum for r = rpy, = B /A. Ved at

1Den anfgrte greensebetingelse er opfyldt, hvis R er endeligir = 0. Det er imidlertid ikke for alle potentialer
ngdvendigt at forlange, at R er endelig i r = 0 (et eksempel er potentialet V(r) = —C/r?, hvor C er en positiv
konstant), men divergensen i R for r — 0 skal under alle omstandigheder vare sa svag, at x = R — 0 for

r— 0.

2Den eksakte bestemmelse af de bundne tilstande, der er lgsning til (7.79) involverer Laguerre-polynomier.

Lgsningerne kan bestemmes ved potensrakkemetoden (jvf. opgave 3.1).
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reekkeudvikle Vg til anden orden i (r — ryin) fas

A2 1 B,
o K- = 7.82

hvor K = A*/B3. At kraftkonstanten K har denne veerdi, kan eftervises ved at differentiere
F to gange med hensyn til r og indseette r = ryp, altsd K = —2A/r3, +3B/rl, = A*/B3.
Energiegenveerdierne er da givet ved det saedvanlige resultat for en harmonisk oscillator

A? 1 Al
E = _ﬁ —|— (p —|— i)h B3—7’ne. (783)

Vi indseetter nu A = Zel og B = h*l(l + 1)/m, og benytter antagelsen { > 1. Hermed
bliver energiegenvaerdierne givet ved

meZ%eg 1 1 1.1 meZ2ey 1
2h* (I+p+1)%’

(7.84)

forudsat at p <1 (vi har udnyttet, at (1 —€) ~ (1 + €)™?, hvis € <« 1). Med identifikationen

n=1+p+1 er (7.84) abenbart
. mZ%; 1
" 2h% n?’

hvor kvantetallet n er et helt positivt tal. Energispektret (7.85) blev udledt af Bohr i 1913

(7.85)

(se opgave 7.10). Ifplge Bohrs model kan n antage verdierne
n=1273-.-, (7.86)

der ogsa er resultatet af den eksakte lgsning til (7.79). Ud over de diskrete egenveerdier (7.85)
er der et kontinuert spektrum af positive energier, der svarer til, at elektronen ikke er bundet
af brintkernen. Bemrk, at p i den foretagne approksimation er identisk med kvantetallet n,.
Antallet af nulpunkter i radialfunktionen R, ses at veere givet ved p i overensstemmelse med
den almindelige lgsning, der udtrykkes ved Laguerre-polynomier.

Vi vender os nu mod bestemmelsen af nogle simple, eksakte lgsninger til differentiallignin-

gen (7.79) med den potentielle energi V(r) = —Ze2/r. Differentialligningen (7.79) bliver
da

2m,

2m, 2m.Zek i+
h2

"
E
X+ X+ hir r?

x = 0. (7.87)

54 leenge vi kun interesserer os for de bundne tilstande, med energi £ < 0, vil lgsningen for

r — oo g eksponentielt mod nul, svarende til at det tredje og sidste led pa venstre side af
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(7.87) er forsvindende sammenlignet med det andet. For sma r dominerer derimod det sidste
led i forhold til det andet og tredje, og ligningen ses i denne granse at veere tilfredsstillet af
funktioner af typen x o« r*! og x o r~!, der begge opfylder r’x" = I(l + 1)x. Da vi som
gransebetingelse pa x i r = 0 forlanger, at x(0) = 0, kan vi kun benytte de lgsninger, der
neer r = 0 er givet ved x oc r'tL.

Med udgangspunkt i denne diskussion af Igsningernes asymptotiske forhold vil vi nu un-

dersgge, om funktioner af formen

x o ritlem/e (7.88)
kan tilfredsstille (7.87) overalt. Ved at indszette (7.88) i (7.87) fas

2(1+1 2
4

2me
(l(l + 1) = - - )rl—le—r/a + l;*ETHle_T/a
2m, Ze? (l+1
+%er+le—r/a _ __(___;'-*_2____)7,1+16—r/a =0 (789)

Det ses, at ligningen er opfyldt, hvis

I+ 1)a
a= %, (7.90)
hvor ay er Bohr-radius givet ved .
ag = mh—eg’ (7.91)
mens
po_f ___mlle (7.92)

T 24 2RI+ 1)
er den tilhgrende energi. Den laveste energi fremkommer for [ = 0, der bestemmer systemets
grundtilstandsenergi

mZ2eg

E=—-
2h*

(7.93)

Vi har ikke bevist, at (7.93) er den lavest mulige egenverdi for Hamiltonoperatoren, men
det er plausibelt i betragtning af, at den radiale funktion ikke har nulpunkter, mens den
tilhgrende kuglefunktion Yy er en konstant.

Selvom resultatet (7.92) er identisk med Bohr-formlen (7.85), er det vigtigt at bemeerke,
at vi ikke dermed har fundet samtlige lgsninger. Dette fremgar af, at (7.87) med [ = 0 har

andre lgsninger end funktionen rexp(—r/a), der er af typen (7.88). Vi kan f. eks. indsztte
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R0 = Nype™*, Nip = —5
_ Py —s/2 —
Ry = N20(1 - 5)6 , Ny =
Ry = ane—p/z, Ny =
20  2p% _ 2
= 1 — == 4 25 )3, Nyg= —————
R3p = Naof 3 + 97 Je 30

P\ —p/3 4\/5
= 1 — 2yert Nyp= —=2°
R31 = Naip( 6)6 ) 31 27\/?_)((10)3/2

‘ 4
Rao = Naop? —p/3, Nag == ———
32 32p € 32 81\/?5((10)3/2
3p , p* P 1
o= Nl =7+ g —9)e™ Vo=

e Na=——

16v/3(ag)3/?

1
L Ne=
7 644/5(a0)?/?

1
Nys =
B 768+/35(a0)3/?

Tabel 7.2: Normerede radialbglgefunktioner for brintatomet med p=rlas, ap = h*/mel.

Bglgefunktioner for brintlignende systemer fas ved substitutionen €2 — Zek.
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funktionen

x = (r + br?)e/e (7.94)

og forsgge at bestemme a, b og c, s& (7.87) med ! = 0 er opfyldt. Resultatet er, at b= —1/a
og @ = 2Z]/ag, mens E = —Ze3/8ay. Energien er altsa givet ved, at kvantetallet n i Bohr-

formlen (7.85) er lig med 2. Den normerede bglgefunktion tz9 svarende til denne energi er
5,2 A
en egenfunktion for L og L, med egenverdier nul, da bglgefunktionen kun afheenger af r,

L, 12

1
— (1 — —7/2a0 7.95
Y200 2\/2—7?ag/2( an)e ( )

Kvantetallene n, [ og m er alts henholdsvis 2, 0 og 0. Bemzerk, at det sakaldte hovedkvantetal
n er lig med [+1 for tilstande af typen (7.88). Til en given veerdi af | hgrer der 2[+1 forskellige
veerdier af m, jvf. (7.48). For n = 2 er der dermed fire tilstande, der har samme energi, nemlig
200, W210, Y211 0 Ya1-1. Udartningsgraden er altsa 4 eller n? = 4. I tabel 7.2 har vi angivet
samtlige radialfunktioner hgrende til kvantetallene n = 1,2,3 og 4. Det ses af tabellen, at
der til en given energiveerdi (et givet n) hgrer [-vaerdierne 0,1,2,---,n — 1. Dette kan vises

at geelde for et vilkarligt n. I almindelighed bliver udartningsgraden derfor givet ved

n—1

S (@1 +1) = n?, (7.96)

1=0

Udartningsgraden (7.96) skal multipliceres med 2, hvis elektronens spin tages i betragtning.

EKSEMPEL 7. ZEEMAN-EFFEKT OG SPIN-BANE KOBLING.
Spin-bane koblingen giver anledning til finstruktur, der har sin oprindelse i relativistiske effekter. Den

beskrives ved til den ikke-relativistiske Hamiltonoperator at fgje leddet

h? -
1 dV(r)L g

H = Im2e2r dr ’

(7.97)

hvor vi for nemheds skyld har bragt impulsmomentoperatorerne pa dimensionslgs form, saledes at hL er ope-
ratoren hgrende til elektronens baneimpulsmoment, mens hS er operatoren hgrende til spinimpulsmomentet.
For brintatomet, som vi skal diskutere i dette eksempel, er den potentielle energi givet ved V(r) = —e3/r,
hvor 2 = e?/47e,.

Magnetfeltet pavirker savel elektronens baneimpulsmoment som dens spinimpulsmoment svarende til

leddet

Hy = upB(L, +25.), (7.98)

hvor up er Bohr-magnetonen, defineret ved up = eh/2m.
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I det fglgende skal vi beregne indflydelsen af H; og H, pa 2p-niveauets energi, d. v. s. energien af de
tilstande, der karakteriseres ved kvantetallene n = 2 og I = 1 (i den almindeligt benyttede spektroskopiske
notation refererer s-tilstande til I = 0, p—tilstandé til I = 1, d-tilstande til I = 2, og s& videre). Vi opfatter
H, og H; som perturbationer set i forhold til den potentielle energi —e2/r, der indgar i den uperturberede
Hamiltonoperator Hg. Derimod antager vi ikke noget om den relative betydning af de to perturbationer. Dette
indebzerer, at vi inden for det underrum, der udggres af egenfunktionerne |mym;) i tilfeeldet I = 1,s = 1/2
skal bringe Hamiltonoperatoren H = Hg + H, + H, pa diagonalform, svarende til at benytte fgrste ordens
perturbationsteori (se formel (8.17) i det fglgende kapitel) pa det seks ( = 3 - 2) gange udartede 2p-niveau,
hvis uperturberede energi er E = —e2/8ao.

Elektronen i brintatomet beveeger sig i et centralfelt, idet den potentielle energi V(r) = —e2/r kun
athznger af leengden af stedvektoren 7. Lgsningen til Schrodingerligningen for bevaegelsen i centralfeltet kan
skrives pa formen R,,i(r)Yim,(0, ¢), hvor Vi, er en felles egenfunktion for I::2 og L, med egenveerdi henholdsvis
R2(1 4 1) og myh.

Radialfunktionen hgrende til 2p-tilstanden er Rp;, der er proportional med rexp(—r/2a9). Da denne
radialfunktion er felles for de seks lineert uathzngige basistilstande |m;m,) (vi undlader for nemheds skyld

at meerke tilstandene med kvantetallene n og I), vil matricen for operatoren H; vere proportional med

integralet
(e o)

/ drre="/90 (7.99)

0
der &benbart er proportionalt med a3. Af dette ser vi nu, at det er tilstrekkeligt at diagonalisere summen af
operatorerne

H,=alL-S (7.100)
og

Hy =b(L, +285,). (7.101)

Her er konstanten a af stgrrelsesordenen a*mc?, hvor « er finstrukturkonstanten (1.35), mens b er lig med
usB.

Vi nu kommet frem til sagens kerne: hvorledes bringes H, + H; p4 diagonalform inden for det betragtede
underrum? Operatoren H, volder ingen vanskeligheder, da den er ‘fadt’ diagonal med den valgte basis.
Egenverdierne ses at vere 2b,b,0, —b, —2b, hvor egenvaerdien 0 dbenbart hgrer til sivel |1 —1/2) som |—1 +
1/2). Ser vi helt bort fra spin-bane koblingen, spalter 2p-niveauet altsa op i fem niveauer. Afstanden mellem
niveauerne er den samme og ses at vare proportional med magnetfeltets stgrrelse. Et af disse fem niveauer,
nemlig det, der hgrer til egenverdien 0, er dobbelt udartet.

Operatoren H, er derimod ikke diagonal. For at bestemme dens matrixelementer anvender vi omskrivnin-

gen

- 1
L-$=L.S + 5(L+S- + L-5y) (7.102)
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og benytter, at L_S;]0 —1/2) = 2| -1 +1/2), samt L_S4[1 —1/2) = V2|0 +1/2) (foruden de tilsvarende
relationer for den hermitesk konjugerede Ly S. ).
Matricen for H, + H} er en 6 x 6-matrix, men den kan abenbart skrives ned som to 1 x 1-matricer og to

2 x 2-matricer (begrund dette i detaljer!). Egenvaerdierne X er givet ved

A =42+ g (7.103)

svarende til tilstandene |11/2) og | —1 —1/2), samt

A= %(ib ~ 54V (30727 % ab) (7.104)

og

A= %(ib - g ~ /B2 + (3a/2)2 & ab). (7.105)

@Ovelse. Eftervis (7.104-105) og tegn de seks energier (udtrykt som det dimensionslgse forhold A/a) som
funktioner af parameteren b/a. Foretag en rakkeudvikling af A/a for sma verdier af b/a, og benyt denne til
at vise, at Zeeman-effekten for svage magnetfelter (b < @) kan beskrives ved at knytte forskellige g-faktorer

til de to finstrukturniveauer hgrende til j = 3/2 og j = 1/2. Bestem g-faktorerne ud fra ovenstaende resultat.

7.5 Elektronens spin

Vi har set 1 kapitel 1, at Dirac-ligningen for en fri partikel er

., O
Hy =1h— 7.106
1/) l 8t 9 ( )
hvor H er givet ved
H = cd - p+ Bmc’. (7.107)

Nér a og (8 velges som 4 X 4 matricer i overensstemmelse med (1.140-144), skal 3 opfattes
som en sgjlevektor med fire komponenter, jvf. (1.145).

I dette afsnit skal vi fgrst se, at det klassiske baneimpulsmoment L ikke i sig selv er en
beveegelseskonstant i et centralfelt og derved give en fysisk fortolkning til stgrrelsen ho;/2 som

elektronens ’indre’ impulsmoment eller spin. Derefter undersgger vi bevagelsen 1 et konstant

magnetfelt.
Ved bevagelse i et centralfelt beskrevet ved den potentielle energi V (r) er den relativistiske

Hamiltonoperator, der indgar i (7.106), givet ved

H=ca-p+ pfmc* +V(r). (7.108)
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Pa basis af den klassiske fysik kunne man vente, at operatoren for baneimpulsmomentet

L=Fxgper ombyttelig med H. Dette er imidlertid ikke tilfeeldet, idet f. eks.
[L,, H] = ihc(azp, — ayps). (7.109)

Operatoren L, er her (zp, — yp,) gange en 4 X 4 enhedsmatrix. Lad os forsgge, om vi kan
finde en operator, der er ombyttelig med H ved at bestemme kommutatoren mellem H og de

tre 4 X 4 matricer

g; 0
ol = (7.110)
0 g;
Vi finder sdledes under brug af [0, 0,] = 2i0, og [0,,0,] = —2i0,, at
[0, H] = ~2ic(a.p, — aypz), (7.111)

der sammenholdt med (7.109) viser, at L, + ko’ /2 er ombyttelig med Hamiltonoperatoren.
Da z-retningen ikke udmeerker sig i forhold til z- eller y-retningen, er alle tre komponenter
L;+ho}/2 ombyttelige med Hamiltonoperatoren og dermed bevagelseskonstanter. Vi fortolker
derfor stgrrelsen L; + ho/2 som partiklens totale impulsmoment.

Nar de relativistiske effekter behandles som en korrektion, er det kun ngdvendigt at tage
hensyn til de to fgrste komponenter af sgjlevektoren 1, idet de to sidste er sma (for en fri
partikel med E =~ mc? er de af stgrrelsesordenen p/mc i forhold til de farste to, jvf. (1.145)).
Herved kan det totale impulsmoment J repreesenteres ved 2 x 2-matricer, J=L+h& /2, mens

bglgefunktionen repraesenteres ved en sgjlevektor (t;,1,).

7.5.1 Elektronens magnetiske moment

Nar en elektron bevaeger sig i et magnetfelt beskrevet ved vektorpotentialet A skal Hamilton-

operatoren i (7.108) modificeres pa seedvanlig made (jvf. kapitel 6)
H=ca (p+ eA') + Bme?, (7.112)

idet elektronens ladning er —e. I et konstant magnetfelt (0,0, B) kan vektorpotentialet vaclges

til at veere

A, =0, A,=Bz, A, =0, , (7.113)



der er den sékaldte Landau-gauge (kap. 6). Vi kan nu nedskrive bglgeligningen svarende til

(7.108)
(E — cpyay — cay(p, + eBz) — cp.a, — fmc?)p =0 (7.114)

Vi multiplicerer denne ligning med (E + cp,a, + cay(p, + eBz) + cp,a, + fmc?),

(E 4 cpray + cay(p, + eBz) + cp.a, + fmc?)(E — cpsaz — cay(py + eBz)  (7.115)

—ep.e, — B = 0
med resultatet
(E? — &A(p2 + p?) — A(p, + eBz)* — o'eh? B — (mc?)?)p = 0 (7.116)
| idet
(prag + cayeBz)(—pray — cayeBz) = —p2 — e B*z? — choleB. (7.117)

Vi har her benyttet, at 0,0, + 040, = 0 og 0,0, = 10, samt ombytningsrelationen [ps, 2] =

—ih. 1 den ikke-relativistiske greense er Hamiltonoperatoren derfor

H = /(mc?)? + A(p2 + (p, + eBx)? + p?) + c*0.eB

h
~ me? + —1——(p§ + (py + €Bz)* + p?) + —0.€B, (7.118)

2m 2m

idet hvileenergien mc? i denne graense er meget stgrre end energien hidrgrende fra elektronens
beveegelse i magnetfeltet. Sammenligner vi dette udtryk med (7.2), ser vi, at elektronens spin
s; givet ved s; = ho;/2 svarer til et magnetisk moment g,(—e/2m)s;, hvor g, = 2 er den i
(7.53) indfgrte g-faktor.

I kvanteelektrodynamikken kvantiserer man ikke blot elektronens bevagelse, men ogsa
det elektromagnetiske felt. Som resultat af dette finder man, at elektronens g-faktor skal
korrigeres i forhold til g, = 2. Til fgrste orden i finstrukturkonstanten o = e2/kc bliver g,

givet ved

o
=2(1 4+ =—). A1
9, =2(1+5-) (7.119)

Det er muligt at male elektronens g-faktor meget ngjagtigt. Man finder saledes

g, =2-1,001 159652 19. (7.120)

209



Forskellen mellem (7.119) og (7.120) skyldes processer af hgjere orden i a. Tager man i

kvanteelektrodynamikken hensyn til disse ved beregningen af g,, fis perfekt overensstemmelse

med (7.120).
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7.6 Opgaver

OPGAVE 7.1
a) Betragt mengden af operatorer

~
=

% 5 % 2
L, S J, L-S5 L

~2
757‘]7

hvor J = L + S. Hver enkelt komposant af L er pér definition ombyttelig med hver enkelt

komposant af S, altsi [L;, S;] = 0. Vis at mengden af operatorer
. A 52 22
L, S, L, S

er indbyrdes ombyttelige. Vis tilsvarende, at mangden af operatorer
2 2N

22 ~2
J, J, L, S

er indbyrdes ombyttelige. Vis endelig, at der i operatormeengden

2

Uy

- 5,2
']Z’ LZ? SZ’ '] b L 3

findes operatorer, der ikke er indbyrdes ombyttelige.
b) Opskriv matricerne svarende til (7.67-68) for sammensatningen af bane- og spinim-

pulsmomentet for en p-elektron (I = 1,5 = 1). Find egenveerdier og tilhgrende egentilstande.

OPGAVE 7.2

En elektron bevager sig i et harmonisk oscillatorpotential V(r) = Kr?/2, hvor r angiver
lzengden af stedvektoren 7. P& grund af relativistiske korrektioner indgar foruden den kinetiske
og den potentielle energi ogsa spin-bane koblingen

L LV

Hso =
2m2cir dr

(7.121)

1 Hamiltonoperatoren.
a) Udtryk H., ved elektronens totale impulsmoment J =L+ 5. Hvilke af operatorerne

R R - 2,2
J,L,S,J ,L og S er ombyttelige med Hamiltonoperatoren?
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b) Find hvorledes oscillatorens neestlaveste energiniveau spalter op under indflydelse af
spin-bane koblingen og angiv niveauernes udartningsgrad. Som i opgave 6.1 antager vi, at
spin-bane koblingen er tilstraekkelig svag til, at opspaltningen kan bestemmes ved at udtrykke
Hamiltonoperatoren som en matrix i den begransede basis, der udggres af egentilstandene
hgrende til det betragtede energiniveau for den harmoniske oscillator.

c) Find endvidere, hvorledes et svagt magnetfelt (jvf. opgave 6.1) pavirker det betragtede
energiniveau under hensyn til forekomsten af spin-bane kobling. Undersgg de tilfzelde, hvof
magnetfeltets betydning er lille, henholdsvis stor i forhold til spin-bane koblingens, savel som

det almindelige tilfzelde.

OPGAVE 7.3
Det antages, at en partikels tilstand er beskrevet ved den normaliserede bglgefunktion, udtrykt

1 seedvanlige poleere koordinater,
P(r,0,¢) = f(r)sin? §(cos? ¢ — sin? @), (7.122)

hvor f(r) betegner en funktion af r alene.

a) Undersgg, om % er en egenfunktion for operatorerne 12:2, L, og ﬁg

b) Hvad er sandsynligheden for at finde partiklen med impulsmomentprojektionen L, =
2h?

c) Hvad er verdien af fluktuationskvadratet A?*(L*)?

d) Begrund, at fluktuationskvadraterne opfylder relationen
AY(L,) = AY(L,). (7.123)
Vis at < Ly >=0 og dermed at < [, >=< L, >=0. Benyt dette til at vise relationen
1

A*L,) = A*(L,) = ZA2(LZ). (7.124)

e) Skitser hvorledes den til bglgefunktionen knyttede sandsynlighedsteethed varierer pa en

kugleoverflade.
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OPGAVE 7.4

Vis, at grundtilstandsbglgefunktionen for den isotrope, tredimensionale harmoniske oscillator
er fzlles egenfunktion for L., L, og L,. Undersgg, om de tre tilstande |1,0,0), |0,1,0)
og |0,0,1) hgrende til det nzstlaveste energiniveau (samme notation som i opgave 6.1) er
egenfunktioner for disse operatorer, og vis hvorledes man kan danne linearkombinationer,
sdledes at de resulterende tilstande er egenfunktioner for L,. Find udartningsgraden af det
tredjelaveste energiniveau og vis, at en af de tilhgrende energiegentilstande kan veelges pa

formen angivet 1 opgave 7.3.

OPGAVE 7.5
Vis, at tilstandene (7.73) er egentilstande for §2, hvor § = S, + S, + S er summen af tre

spin-1/2 partiklers impulsmoment, med egenveerdi 7(; + 1)A%, hvor j = 3/2.

OPGAVE 7.6
I kvantemekanikken er man tit ude for at skulle udregne integraler i poleere koordinater

defineret ved (7.14). Volumenelementet dzdydz er i poleere koordinater givet ved
rdr sin 0d0d¢. , (7.125)

Ved anvendelse af disse koordinater er det ofte bekvemt at bruge cos § som integrationsvariabel
(jvf. nedenfor), idet man udnytter, at sin §df = —d(cos §).

a) Benyt udtrykkene (7.15-16) til at eftervise, at de tre funktioner
cos 0, sin0e™®, sin Qe (7.126)

er egenfunktioner for kvadratet pa impulsmomentet og dets z-komposant. Angiv de tilhgrende
egenveerdier.
b) Find resultatet af at virke pa hver af ovenstaende funktioner med operatoren O givet
ved
0= e"i"s(i—a% + cot 06%). (7.127)
c) Vi indfgrer et indre produkt (-,-) defineret ved

(i, ;) = /0 7 s / 11 d(cos O)p7 . (7.128)
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Ved at gange hver af de tre ovenstdende funktioner med en konstant (en sdkaldt norme-

ringskonstant) kan ortonormeringsbetingelsen

(i, ;) = &i; (7.129)

opfyldes. Bestem normeringskonstanter for hver af de tre funktioner og angiv matricen for
operatoren O i denne basis. Er matricen hermitesk?

d) Bestem normeringskonstant for funktionen
3 = sin’® f(cos? ¢ — sin? ¢). (7.130)

Hvilket funktionsrum udspaendes af O™, hvor n er et vilkarligt positivt tal?

OPGAVE 7.7

Vi betragter en partikel, der befinder sig i tilstanden |lm), hvor |Im) angiver en falles egen-

tilstand for L? og L,. Vis, at fluktuationskvadraterne A%(L,), A?(L,) opfylder relationen
AY(L,) + AYL,) = R*[I(1 + 1) — m?). (7.131)

Find den mindst mulige veerdi af denne stgrrelse for en given veerdi af [ og diskuter den

klassiske greense, hvor [ gar imod uendelig.

OPGAVE 7.8
En partikel med masse m bevaeger sig i et centralfelt beskrevet ved den potentielle energi V (r)

og et svagt homogent magnetfelt E, svarende til Hamiltonoperatoren (sammenlign ligning

(7.2))

2
p e = =
H=_—+—B- . .
- + 2mB L+V(r) (7.132)
Benyt (4.9) til at vise, at middelveerdien af impulsmomentvektoren preaecesserer omkring aksen
langs B og bestem praecessionsfrekvensen. Sammenlign den fundne frekvens med cyklotron-

frekvensen. Vis, at < L, > tilfredsstiller en fgrsteordens differentialligning (med tiden som

variabel) og angiv den almindelige lgsning til denne.
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OPGAVE 7.9
I denne opgave undersgger vi beveegelsen af en partikel med masse m i en tredimensional

‘brgnd’ givet ved potentialet
V(r)y=-V for r<a; V(r)=0 ellers, (7.133)

hvor V, er en positiv konstant. I opgaven skal vi udelukkende betragte bundne s-tilstande,
svarende til at kvantetallet [ er nul.

a) Opstil differentialligningen for den radiale funi(tion u = rR og find betingelsen for, at
brgnden indeholder mindst én s-tilstand.

b) Angiv et tilnzermet udtryk for energierne E, af de bundne s-tilstande i tilfeeldene i)
|En| < Vo og i) E, + Vo < V.

OPGAVE 7.10
Bohrs atommodel fra 1913 tager udgangspunkt i Plancks stralingsteori fra 1900 (se afsnit 9.5))
og to grundlaeggende antagelser (som senere er kaldt postulater), der pa afggrende vis bryder
med den klassiske fysik. I laerebgger fremstilles Bohrs teori ofte i en form, der er historisk
ukorrekt, hvad angar indholdet af de postulater, der forte Bohr til resultatet (7.85). I den
fgrste af tre afhandlinger fra 1913 (N. Bohr, Philosophical Magazine 26, 1 (1913)) hedder det
(p-7) ”The principal assumptions used are: 1) That the dynamical equilibrium of the systems
in the stationary states can be discussed by help of the ordinary mechanics, while the passing
of the systems between different stationary states cannot be treated on that basis. 2) That
the latter process is followed by emission of a homogeneous radiation, for which the relation
between the frequency and the amount of energy emitted is the one given by Planck’s theory”.
Derimod er kvantiseringen af baneimpulsmomentet L = nh ikke et postulat, men - som vist
i den fgrste afhandling - en konsekvens af Bohrs teori anvendt pa elektroner, der bevager sig
i cirkelbaner.

Formalet med denne opgave er at gengive Bohrs argumentation ved at udlede (7.85) ud
fra de to neaevnte antagelser i forbindelse med et krav om, at den klassiske og kvantefysiske
beskrivelse stemmer overens for store kvantetal.

a) Benyt resultaterne fra teorien for Keplerbevaegelse til at vise, at en elektron med po-
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tentiel energi V(r) = —e?/r klassisk set kan gennemlgbe lukkede, ellipseformede baner, hvis
halve storakse a er knyttet til energien E igennem

2

E= —-;2, (7.134)
a
mens omlgbstiden T er givet ved
2,3
7? = T (7.135)
€

b) Ifglge (7.134) og (7.135) er omlgbsfrekvensen ) = 27 /T givet ved

3/2
Q::z,/yEl2 . (7.136)
m e

Ud fra postulatet om eksistensen af stationere tilstande kan vi antage, at energien af en

stationeer tilstand, der er nummereret med et helt tal n, er knyttet til omlgbsfrekvensen
ved en relation af formen

|El = f(n)hQ, (7.137)

hvor funktionen f(n) forelgbig er ubestemt. Det fglger af (7.136) og (7.137), at energien E,

af den n’te stationzre tilstand kan udtrykkes som

A me?
E,=—"T"-_-4A=-—2
f(n)?’ 8h?

(7.138)

Ved overgangen fra en stationeer tilstand meerket med n; til en stationzer tilstand meerket

med nz udsendes der ifglge Bohrs andet postulat straling med frekvens w givet ved
hw=F, —FE,,, (7.139)

hvor det forudsettes at E,, > E,,.
Vis, at energiforskellen E, — E,_; og dermed stralingsfrekvensen w for store n kan skrives
som

hw=E, — E,_; =2A }C(El’;i (7.140)

hvor f" angiver den afledede af funktionen f(z) med hensyn til den variable . Bemerk, at

(7.137) og (7.138) medfgrer, at den klassiske omlgbsfrekvens € kan udtrykkes som

(7.141)
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Da f(n) er en voksende funktion af n, vil forholdet Q,/$,_, neerme sig 1, nir n er stor.

¢) For at i overensstemmelse med den eksperimentelt bestemte Balmer-formel antog Bohr,
at f var linezr i n, f = cn, hvor ¢ er en numerisk konstant, og bestemte konstanten ¢ ved
at identificere stralingsfrekvensen w givet ved (7.140) med omlgbsfrekvensen €, ~ £, i
(7.141). Denne betingelse udtrykker kravet om, at den klassiske og kvantefysiske beskrivelse
stemmer overens for store kvantetal.

Vis, ud fra (7.140) og (7.141), at de to frekvenser w og 2 kun kan stemme overens for
store kvantetal, hvis f' er konstant, lig med 1/2, og vis, at f = n/2 resulterer i, at energien

af de stationzere tilstande er givet ved (7.85).

OPGAVE 7.11
Operatoren T for den totale kinetiske energi af to partikler (masse m; og m3), der bevaéger
sig 1 én dimension, er

R 92 B 0

" 2m, 022 2m, 0z

T =

Indfgr tyngdepunktskoordinaten

1
X=——
o— m2(m1x1 + maz2)

og den relative koordinat
=Ty — I
og vis, at den kinetiske energi kan skrives pa formen

R* 0 h* 0

T=-— -
IMOX?  2u0z?

hvor M = m,; + m, og u er den reducerede masse yu = mymsy/(mq + my).
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8 Symmetrier

Symmetribetragtninger er af grundleggende betydning péa alle omrader af fysikken. Hvis
Hamiltonfunktionen for et klassisk mekanisk system er uathangig af en eller flere af de ge-
neraliserede koordinater, vil den tilhgrende generaliserede impuls veere en bevagelseskonstant,
jvi. (239) For en partikel, der bevaeger sig i et axialsymmetrisk potential, vil L, derfor veere
bevaret i tiden. Sfarisk symmetri, der er karakteristisk for beveegelse i et centralfelt, giver
derimod anledning til bevarelse af alle tre komposanter af impulsmomentet. Hvis Hamilton-
funktionen er uzndret under translation, er partiklens lineere impuls bevaret, mens den
tilsvarende symmetri i tid er knyttet til energibevarelse. For isolerede systemer betyder
sadanne symmetrier, at det er muligt at separere den indre beveegelse fra beveegelsen af
systemet som helhed. Séledes medfgrer rummets translationsinvarians, at et isoleret systems
linezre impuls er bevaret, hvorved tyndepunktets beveegelse kan skilles ud fra den indre
bevagelse.

I kvantemekanikken ggr der sig en rackke andre symmetrier geeldende foruden de symme-
trier, der er kendt fra den klassiske mekanik. Nogle af disse vil blive omtalt i dette kapitel.
Til symmetrioperationer er der i kvantemekanikken knyttet linezere operatorer. Karakteristisk
for disse er, at deres egenveardier modsat hermiteske operatorers ikke ngdvendigvis er reelle.
Derimod bevarer disse operatorer normkvadratet pa tilstandene, idet symmetrioperatorerne
er uniteere. En uniteer operator U er karakteriseret ved, at dens inverse er lig dens hermitesk
konjugerede,

U'=Ut. (8.1)

Pa grund af egenskaben (8.1) vil normkvadratet af en tilstand vaere uaendret under en unitaer

operation,

NUFIIP = (UFIUF) = (fIUTT ) = {£1F) = L™ (8.2)

8.1 Paritet

For den lineare harmoniske oscillator er den potentielle energi Kz?/2 symmetrisk i z. Denne

symmetri giver anledning til eksistensen af en bevagelseskonstant, der ikke har nogen umid-
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delbar klassisk analogi. Hamiltonoperatoren for den harmoniske oscillator er invariant under
symmetritransformationen

= —uz, (8.3)

idet

, K241, B 1., ,
-2 % LK== ———— + -K2" 8.4
" 2m dz? + 2B$ 2m dz'? + 2Km (84)

Hamiltonoperatoren har altsa samme udseende i de mzerkede koordinater som i de umarkede.
Dette geelder dbenbart ikke, hvis den potentielle enérgi ud over et kvadratisk led i = ogsa
indeholder et led af tredje orden.

I kvantemekanikken knytter man en lineser operator til en symmetritransformation. Pari-

tetsoperatoren P er defineret ved

Pf() = f(=7). (8:5)
Paritetsoperatoren er savel uniteer som hermitesk. Dens egenvaerdier P’ er +1. Dette indses
af, at

pPf=f (8.6)

for en vilkrlig funktion f(7). Desuden geelder
p*f = P’f, (8.7)

hvis f er en egenfunktion for P. Tilsammen medfgrer (8.6-7) at P> = 1 eller P’ = 1.

Symmetrien af den harmoniske oscillator er udtrykt ved, at paritetsoperatoren kommuterer
med Hamiltonoperatoren. Egentilstandene for den harmoniske oscillators Hamiltonoperator
er samtidig egentilstande for paritetsoperatoren med egenveerdier (—1)*, hvor kvantetallet
n bestemmer energiegenveerdierne ifglge (2.103). Grundtilstandens bglgefunktion er saledes
en lige funktion af z, den naeste ulige etc. Overlejringer som de minimale bglgepakker, vi
undersggte i kapitel 4, har ingen veldefineret paritet, med mindre det netop er grundtilstanden,
der betragtes.

I almindelighed har egentilstandene for systemets Hamiltonoperator ikke nogen velde-
fineret paritet, selv om paritetsoperatoren kommuterer med Hamiltonoperatoren. Hvis en
elektrons potentielle energi som i brintatomet skyldes Coulombkraften mellem elektronen og

den positivt ladede kerne, vil Hamiltonoperatoren og paritetsoperatoren kommutere, da den
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potentielle energi er uzndret, nar 7 erstattes med —7. Energiniveauet hgrende til kvantetallet
n = 2 i brintatomets energiniveauer (7.85), er imidlertid ifglge (7.87) udartet med udartnings-
graden 4(= n?), sa laenge der ses bort fra spin. Som vi har set i afsnit 7.4, kan de fire linezert

uafhangige egentilstande valges proportionale med tilstandene
10,0),11,1),]1,0), |1, 1), (8.8)

hvor |I,m) angiver' en samtidig egentilstand for kvadratet pa elektronens baneimpulsmoment
(med egenveerdi I(! + 1)A®) og z-komposanten af dette (med egenveardi mh). Pariteten af
disse tilstande er (—1)', og det er derfor klart, at man ved at blande de fire tilstande kan

frembringe tilstande uden nogen bestemt paritet. Saledes har overlejringerne

1 1
—75(10.0)+11,0), —5(0,0) = 11,0)) (8.9)

ingen bestemt paritet. Det ses, at middelveerdien af paritetsoperatoren for hver af de to
overlejringer (8.9) er nul. Lader vi paritetsoperatoren virke pa den fgrste, fremkommer den
sidste og omvendt. I en basis, der udggres af tilstandene (8.9), er paritetsoperatoren altsa ikke
repraesenteret ved en diagonal matrix, men derimod ved Paulimatricen o, der blev indfgrt 1
(2.76).

At tilstandene (8.9) ikke er egenfunktioner for paritetsoperatoren, har konsekvenser for,
hvorledes de tilhgrende energier pavirkes ved en lille zendring af Hamiltonoperatoren. Lad os
for eksempel forestille os, at et brintatom pavirkes af et konstant elektrisk felt E i z-aksens

retning svarende til den potentielle energi V givet ved
V =eFEz, (8.10)

hvor elektronens koordinater (z,y,z) er regnet fra kernens position. Bidraget (8.10) til
Hamiltonoperatoren har en bestemt paritet (nemlig —1). Da sandsynlighedstatheden hgrende
til hver af de fire tilstande i (8.8) har en bestemt paritet (nemlig 1), vil middelvaerdien af ener-

gien (8.10) i en sadan tilstand veere nul. Sandsynlighedstathederne svarende til de to tilstande

1Vi meerker her tilstanden med veerdien af kvantetallet 1 i stedet for at benytte leengdekvadratet I(1 + 1)
som i kapitel 7. Man har frit valg med hensyn til, hvilken af disse meerkater man gnsker at benytte, men det

mest bekvemme er normalt at bruge I.
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i (8.9) har derimod ikke nogen bestemt paritet. Man kan da forvente (som en detaljeret bereg-
ning bekrafter), at energizndringerne er proportionale med E, idet den til sandsynligheds-
tathederne svarende ladningstaethed (der ikke repraesenterer nogen fysisk ladningsteethed,
men blot er en hjlpestgrrelse givet ved sandsynlighedsteetheden gange elektronens ladning
—e) ikke er symmetrisk under operationen z — —z. Det elektriske felt vil derfor pavirke et
system, der befinder sig 1 en tilstand givet ved en af overlejringerne (8.9), som om systemet
besad et elektrisk dipolmoment. Hvis energizendringen AE er proportional med stgrrelsen af

den elektriske feltstyrke E, ses det ved dimensionsanalyse, at AE ma have formen
AE = tceEay, (8.11)

hvor ¢ er en numerisk konstant. Af symmetrigrunde mé det nemlig forventes, at energi-
zndringerne hgrende til de to tilstande i (8.9) er lige store med modsat fortegn.? Stgrrelsen
af konstanten ¢ viser sig at blive 3, ndr middelveerdien af (8.10) beregnes under hensyn til
den kendte radiale afhangighed af bglgefunktionerne hgrende til tilstandene (8.8).

Med disse overvejelser har vi imidlertid helt set bort fra muligheden af, at andre li-
nearkombinationer end de i (8.9) anfgrte kunne komme pa tale. For at retferdigggre denne
fremgangsmade benytter vi, at bidraget (8.10) til systemets Hamiltonoperator er ombyttelig
med L., z-komposanten af elektronens baneimpulsmoment. Middelveerdien af z i en tilstand

fremkommet ved en af de andre mulige linearkombinationer indeholder led af formen
(I, m|z|l',m'), (8.12)
hvor [ # I' og m # m'. Da kommutatoren [, L] er nul og det derfor geelder, at
(1, m|[z, L,]|I',m") = 0, (8.13)

m3$ matrixelementerne (8.12) veere nul pa grund af, at m +£ m/, og at venstresiden af (8.13)
kan skrives som (m/—m)h gange (8.12). To af de fire tilstande i (8.8), svarende til m = 1, vil

derfor ikke give anledning til energisendringer, nar brintatomet pavirkes af et svagt elektrisk

2Dette fremgar af vinkelafthangigheden af de tilhgrende rumlige bglgefunktioner, der resulterer 1 sandsyn-
lighedstaetheder af formen (f(r)£g(r)cos 8)2, hvor f og g er funktioner af leengden r af elektronens stedvektor,

mens 6 er polarvinklen med hensyn til retningen af det elektriske felt.
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Figur 8.1: Opspaltning af det fire gange udartede niveau i brintatomet

felt. Den firedobbelte udartning uden elektrisk felt bliver saledes delvist heaevet af (8.10), idet
niveauet spalter op i tre, med et dobbelt udartet niveau, der er uzendret af det elektriske felt
(fig. 8.1).

Vi har set, hvorledes symmetriargumenter kan give indsigt i, hvordan et brintatom pavirkes
af et elektrisk felt. En kvantitativ behandling af dette problem kraever en lgsning af Schro-
dingerligningen ved brug af fgrste ordens perturbationsteori. Det er imidlertid meget vigtigt
1 anvendelserne af kvanteteorien at udnytte eksistensen af bestemte symmetrier. Dels kan det
hjeelpe til pa forhand at geette, hvad den kvantitative behandling resulterer i, og dels kan det

- hvad der i praksis har stor betydning - forenkle selve beregningen vasentligt.

8.1.1 Perturbationsteori

Fgr vi forlader paritetssymmetrien, skal vi vise, hvorledes perturbationsteori kan anvendes til
en direkte beregning af energizndringerne til fgrste orden. Lad os antage, at vi har forelagt

et system med Hamiltonoperator H givet ved
H = Hy+ \H' (8.14)

hvor Hp er nulte ordens Hamiltonoperatoren, mens AH' reprzasenterer en perturbation. Pa-
rameteren A er dimensionslgs og indfgres som i afsnit 5.4.2 for at holde rede pa ordenen i
perturbationsudviklingen. I eksemplet ovenfor er H, Hamiltonoperatoren p?/2m — e2/r for
brintatomet, mens H' skal identificeres med eEz. Vi gnsker nu at beregne energizndringerne
til forste orden i H' (svarende til fgrste orden i det elektriske felt E i det betragtede eksem-
pel). Bglgefunktionen ¢ deles derfor op i et nulte ordens led 37, a;9®;, der er nafthengig af

perturbationen, samt hgjere ordens led. Her har vi taget hensyn til en mulig udartning (med
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udartningsgrad g) af det uperturberede niveau ved at udvikle nulte ordens leddet pa en basis

bestéende af orthonormale egenfunktioner @; for Ho horende til egenveerdien Eq. Vi har altsa
g
= a;® + Y, (8.15)
=1

hvor ' reprasenterer led, der er af forste orden 1 H' (i det foreliggende eksempel den
elektriske feltstyrke E). Koefficienterne a; er forelgbigt ubekendte, men som vi skal se, bliver
de bestemt samtidig med energieendringerne AE’, forudsat at det oprindeligt g gange udartede
niveau spalter op i netop g forskellige niveauer som f¢lge af perturbationen.

Egenverdiligningen for I er herefter

(Ho + /\H')(Xg:ai@i ) = (Eo+ AE')(gZa,@,- + ).

=1 i=1

I denne egenveerdiligning kan vi nu for det forste udnytte, at Y9_, a,®; er egenfunktion
for Hy til at eliminere leddene af nulte orden i A. Ved at bortkaste led af hgjere orden end
fgrste i A, gange ligningen med ® og integrere over de variable (i det pageeldende eksempel

elektronens rumlige kordinater z,y, z eller r,0, ¢) fremkommer matrixligningen

g

S GIH) — E'65i)a: = 0, (8.16)

=1

hvor (j|H'|:) = (®;|H'®;) er en g gange g matrix. Vi har udnyttet, at (®;|Hoy') = Eo(®;|¢")
og bortdivideret A. Hvis ligningssystemet (8.16) skrives ud pa matrix-form, har det abenbart

fglgende udseende

amny - e - ) Y[a) (o)
<2|1{'|1> <2|H’@>—E' <2u{'|g> w“ | _ 9 )
\ (glH']) GIH2) - (i) —E ) \a ) \0O

Betingelsen for, at det homogene ligningssystem (8.17) har Igsninger er, at determinanten til
matricen pa venstre side af (8.17) er nul. De tilhgrende bglgefunktioner bestemmes for hver
Igsning E’ ved at indsztte den fundne veerdi af E’i(8.17) og lgse for den tilhgrende sgjlevektor
(ay,a2,--+,a4). 1det specielle tilfelde, hvor udartningsgraden g er 1, bliver energizndringen
E’ givet ved middelvaerdien af H' i tilstanden ®, der er lgsning til egenveerdiligningen Hy®d =
Eq®,

E' = (9, H'®). (8.18)
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Kommentar. Det er nerliggende at spgrge om kriteriet for gyldigheden af fgrsteordens per-
turbationsteori. Svaret pa dette kan fas ved at ga til anden og hgjere orden i perturbationen. For
nemheds skyld betragter vi blot et system med to ikke-udartede energiniveauer E; og E; hgrende
til en Hamiltonoperator Ho. De tilhgrende bglgefunktioner kaldes ®, og ®,. Idet den totale

Hamiltonoperator er Ho + H', kan de eksakte egenvardier bestemmes ved at bringe matricen

E\ + Hyy 12
Hy Es+ Hjy

pé diagonalform. Her er H;; = (®;|H'®;) med i = 1,2 og j = 1,2 matricen for H’ i den basis, der

udggres af egenfunktionerne hgrende til Hy. For overskuelighedens skyld skriver vi matricen som

a ¢
c*b,

hvor a = Ey + HY,, b= Ey + Hj, og ¢ = Hi, = (Hy)*.

Matricens egenveerdier \ ses at vare givet ved lgsningerne til andengradsligningen
(a=M)® =) =cf* =0,
altsa
1
= §(a + b+ v/(a—b)?+|c]?).

Resultatet af at benytte fgrste ordens perturbationsteori svarer abenbart til at se bort fra de ikke-
diagonale elementer i matricen for H’, svarende til betingelsen |c| < |a — b|. Hvis denne betingelse
er opfyldt, vil det normalt ogsa geelde, at |H], — H},| er lille i forhold til |[E; — E3|. Betingelsen

for, at fgrsteordens perturbationsteori er gyldig, kan hermed udtrykkes som
|Hal < |E1 — En.

Analoge betingelser fas i de tilfaelde, hvor matricen for H har mere end to raekker og sgjler, jvf.

opgave 8.6, hvori resultatet af andenordens perturbationsteori udledes i det ikke-udartede tilfaelde.

Resultaterne (8.17-18) af fgrsteordens perturbationsteori for det stationeere tilfselde hgrer

til de mest benyttede i kvanteteorien. Vi illustrerer brugen af (8.17) ved at bestemme matricen
(j|H'|¢) for n = 2 niveauet i brintatomet med H' givet ved H' = eEz, jvf. (8.10). Som vi sa
ved hjeelp af symmetribetragtninger, er de eneste fra nul forskellige matrixelementer givet ved
(1,0]2]0,0) og (0, 0|z|1,0). Som vist i (7.95) er den radiale funktion R; hgrende til n = 2 og

[ = m = 0 proportional med (1 —r/2ao) exp(—r/2ao). Den normerede bglgefunktion svarende
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til tilstanden |0,0) bliver herefter

1 1 r
: (] — —)e "% 8.19
0.0 gl ~ 5 (819

Tilsvarende har vii (7.88) vist, at den radiale funktion Hn hgrende tiln = 2 0g I = 1 er
proportional med rexp(—r/2a). Dermed bliver den normerede bglgefunktion hgrende til

11,0) givet ved

1 r e—’l‘/2(l0

1
1,0): —=—=—5—€ os 6 8.20

~2
idet cos @ er egenfunktion for L med egenveerdi 2h2.

Matrixelementet (0,0|z|1,0) kan nu findes ved at integrere produktet af de to bglgefunk-
tioner (8.19-20) med 7 cos f, med resultatet —3ao, som naevnt ovenfor. Det fglger heraf, at
afstanden mellem niveauerne pa fig. 8.1 er 3eaoE. Ved at indsatte de fundne rgdder 1 lig-
ningssystemet kan det verificeres, at de tilhgrende nulte ordens bglgefunktioner er bestemt
af tilstandene i (8.9). Bemaeerk, at dobbeltroden E’ = 0 ikke kan fastlegge nogen bestemt
linearkombination af |1,1) og |1, —1). Denne resterende dobbelte udartning kan f. eks. heeves

ved, at der tilfgjes et magnetfelt.

8.2 Permutation

Som den naste i reekken af symmetrier vil vi diskutere permutationssymmetri og dens anven-
delse pa identiske partikler. Identiske partikler kan per definition ikke skelnes fra hinanden.
En elektron og en neutron kan skelnes ved deres masser og ladning, men to elektroner har
samme masse og ladning og kan derfor ikke skelnes ved disse. Dette gelder, uanset om vi
beskriver elektronerne klassisk eller kvantemekanisk. I den klassiske mekanik kan ens partik-
ler som de to elektroner imidlertid principielt skelnes fra hinanden ved at fglge partiklerne i
deres bane, uanset hvor teet de matte vare pa hinanden. Noget tilsvarende er ikke muligt 1
kvantemekanikken. Manglen pa ombyttelighed mellem sted- og impulsoperatorer fgrer, som
vi s& i kapitel 3, til usikkerhedsrelationerne og den heraf afledte beskrivelse af partiklens
bevegelse ved bglgepakker, der hverken har veldefineret position eller impuls. Kun i den
klassiske graense har det mening at tale om partiklens bane. Hvis elektroner spredes mod hin-

anden, er det principielt umuligt at ‘fglge med’ elektronernes individuelle bevagelse. Det er
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derfor ngdvendigt at indbygge den szrlige symmetri over for ombytning af identiske partikler
i beskrivelsen af et sadant spredningseksperiment.

Permutationsoperatoren P), er en linezr operator, der er defineret ved

Piap(1,2) = ¥(2,1). (8.21)

Her betragter vi en tilstand med to identiske partikler beskrevet ved bglgefunktionen (1, 2).

Som for paritetsoperatoren ses egenvardierne at vaere +1, idet

Blp(1,2) = 9(1,2) (8.22)

og
Piagp(1,2) = Pipy(1,2) (8.23)
hvis ¥(1,2) er en egenfunktion. Af (8.22-23) fglger da, at P, = %1.

Partikler med halvtalligt spin som elektroner, protoner og neutroner er beskrevet ved
bglgefunktioner, der skifter fortegn ved ombytning af to identiske partikler, svarende til at
egenvaerdien P’ ovenfor er —1. Partikler med heltalligt spin, som pioner eller *He-atomer, er
derimod beskrevet ved bglgefunktioner, der er uendret under en sadan ombytning, svarende
til at P’ er +1. Man kalder den fgrste slags partikler for fermioner, den anden for bosoner.
Sammenhangen mellem spin og permutationssymmetri kan vises at veere en konsekvens af
Lorentzinvarians, men inden for rammerne af den ikke-relativistiske kvanteteori ma sam-
menhangen opfattes som en erfaringssag.

Som eksempel pa betydningen af symmetri med hensyn til ombytning af identiske partikler
skal vi nu diskutere grundtilstanden af He-atomet. Atomet bestar af en positivt ladet kerne
(kerneladning 2e) omgivet af to elektroner. Ifglge ovenstdende skal den bglgefunktion, der
beskriver de to elektroner, veere antisymmetrisk med hensyn til ombytning af disse. Hamilton-

operatoren for atomet er

2 22
ﬁzp—l+p—2—%—%+%g_f- (8.24)
2m  2m n T2 |71 — 72

Her angiver Z%; impulsoperatoren for hver af de to elektroner (: = 1,2), mens 7; er den i'te
elektrons stedvektor regnet fra kernen. Der er set bort fra kernens medbevaegelse. Hamilton- -
operatoren (8.24) er symmetrisk over for ombytning af de to elektroner, i overensstemmelse

med at elektronerne er identiske partikler.
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Vi gnsker at bestemme heliumatomets grundtilstandsenergi Eo. Da denne per definition
er lig med den mindst mulige egenveerdi for Hamiltonoperatoren, kan operatoren H — E kun
have egenvardier, der er positive eller nul. Middelveerdien af denne operator ma derfor ogsa

veere enten positiv eller nul, hvorfor
0 << (H— Eo) >=< H > —Ey, (8.25)

:det middelvaerdidannelsen er foretaget med en vilkarlig normeret, bglgefunktion. Iiglge (8.25)
er < H > en gvre grense pé grundtilstandsenergien. Ved at veelge en passende normeret
provefunktion og eventuelt variere parametre i denne kan vi opna en tilnzermelse til Ey, der
kan forbedres systematisk ved at bruge andre prgvefunktioner eller ved at introducere flere
parametre i den oprindelige provefunktion. Dette er variationsmetoden til bestemmelse af
grundtilstandsenergien for et vilkarligt kvantemekanisk system.

For at blive i stand til at veelge en rimelig provefunktion skal vi fgrst diskutere problemet
ved helt at se bort fra frastédningen mellem elektronerne, der er reprasenteret ved det sidste
led i Hamiltonoperatoren (8.24). Herved reduceres Hamiltonoperatoren til en sum af to
indbyrdes uafhangige led, der hver for sig beskriver en elektrons bevaegelse om en positivt
ladet kerne, hvis ladning er den dobbelte af brintatomets. Lad os derfor fgrst bestemme
grundtilstandsenergien for brintatomet. Som omtalt i afsnit 7.4 er det muligt at lgse dette
egenverdiproblem eksakt. Her skal vi blot geette pa en fornuftigt udseende funktion og
dernzest vise, at den tilfredsstiller den tidsuafheengige Schrédingerligning med en egenvardi
svarende til n = 11 (7.85). For at ggre den kinetiske energi sé lille som mulig velges en
funktion, der alene afheenger af afstanden r fra elektronen til brintkernen, og som ikke har

nogen nulpunkter og deraf fglgende ‘krgller’, nemlig
o =Ce "0, (8.26)

hvor C er en normaliseringskonstant og a er en konstant, der forelgbig er vilkarlig. Med bag-
grund i dimensionsanalysen fra kapitel 1 er det nzrliggende at forvente, at a er proportional
med Bohr-radius, der er den eneste karakteristiske lzengde, der kan dannes ud fra de opgivne
storrelser. Da vi har til hensigt at vise, at (8.26) tilfredsstiller Schrédingerligningen, er der

ingen grund til at benytte resultatet af dimensionsanalysen, da dette skal vaere en konsekvens
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af differentialligningen. Vi indseetter derfor (8.26) i egenvardiligningen for energioperatoren
og udnytter, at kun den radiale del af Laplaceoperatoren indgar pa grund af bglgefunktionens

kuglesymmetri. Dermed fas

Je /e = (—l + 3)e"/“ (8.27)

a?  ra

& 2d
(dr2 rdr

som resultat af at virke med operatoren hgrende til den kinetiske energi. Vi skal vise, at
(8.26) er en lgsning til egenveerdiligningen

hiv? Zel

— P — =2

2m r

Y = Ev, (8.28)

hvor vi har antaget, at kerneladningen for det brintlignende system er Ze. P& grund af
Coulombpotentialets karakteristiske afhangighed 1/r vil ligningen (8.28) kunne tilfredsstilles
efter indszttelse af (8.26) ved passende valg af konstanterne E og a. Betingelserne er, at
52
—=

Zel (8.29)

skal veere opfyldt, samt at egenvardien E og leengden a skal tilfredsstille relationen

21
E=——= (8.30)

2m a?

for at (8.26) kan veere en lgsning. Det ses af (8.29), at

2

0

a = '—Z—', (8.31)
hvor ag er Bohr-radius givet ved
h2
ag = Eég’ (8.32)
mens (8.29) indsat i (8.30) viser, at
mZ2el
E=- 9 .
o752 (8.33)

er den tilhgrende energi. Da bglgefunktionen (8.24) alene afhznger af r, ma den vare en
egenfunktion for L,, der kun afhanger af vinkelvariablen ¢, med egenveerdi nul. P& grund
af bglgefunktionens sfeeriske symmetri er den imidlertid ogsa egenfunktion for L, og lA/y med
egenveerdi nul og dermed en egenfunktion for I? med egenvaerdi nul. Tilstanden kan derf(;r
meerkes med kvantetallene n,! og m som ¥, ., og er altsa givet ved bglgefunktionen

1

was

P100(7) = e/, (8.34)
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hvor a er givet ved (8.31), og tilstanden (8.34) er normeret. Resultatet ses at veere i ov-
erensstemmelse med diskussionen af brintatomet i afsnit 7.4. Den eneste forskel er, at vi
her har baseret diskussionen direkte pa Schrédingerligningen (8.28) uden at indfgre det ef-
fektive potential V,g og hjelpefunktionen x. Vi har ikke vist, at tilstanden (8.34) svarer til
den laveste egenvardi for Hamiltonoperatoren, men det er plausibelt i betragtning af, at den
radiale funktion ikke har nogen nulpunkter (smlgn. den harmoniske oscillator i kapitel 3).
Efter dette mellemspil vender vi tilbage til spgrgsmalet om He-atomets grundtilstand.
Ud fra en energimaessig betragtning er det rimeligt at veelge en prgvefunktion, der svarer
til, at begge elektroner er anbragt i den laveste energitilstand for det brintlignende system
med Z = 2. Men dette strider umiddelbart mod kravet om, at bglgefunktionen skal veere

antisymmetrisk. Produkttilstanden

1,00(71)11,0,0(72) (8.33)

er jo symmetrisk med hensyn til ombytning af 1 og 2. Vi har imidlertid helt udeladt elektro-
nens spin af disse betragtninger. Som vi s i forrige kapitel er det muligt at danne spinfunk-
tioner, der er henholdsvis symmetriske (triplet, s = 1) og antisymmetriske (singlet, s = 0) over
for ombytning af partiklerne. Multiplicerer vi saledes den symmetriske rumlige bglgefunktion
(8.35) med den antisymmetriske spinfunktion (7.70) fremkommer en tilstand, der har den
rigtige permutationssymmetri, idet den skifter fortegn ved ombytning af de to partikler.

Den saledes fremkomne bglgefunktion ¥ kan skrives pa determinantformen

v L | #rooll)e(l) P100(2)a(2)

(8.36)
V2| g 00(1B(1) #100(2)8(2)

Denne tilstand er ikke en egentilstand til operatoren (8.24), men den besidder den ngdvendige
symmetri og kan derfor forventes at give rimelige resultater, nar den anvendes som prgvefunk-
tion i (8.25). Man finder sdledes (jvf. (8.52) i eksempel 8 nedenfor), at He-atomets energi ma
veere mindre end

11 €2

_la (8.37)

4 0,0’
der er 0,95 gange den eksperimentelt bestemt veerdi. Endnu bedre resultater fas, hvis Z 1

(8.35) betragtes som en parameter, der kan varieres for at finde den mindste gvre greense
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(eksempel 8). Minimet antages for Z = 27/16, hvad der kan fortolkes som et udtryk for en
afskzermning af kerneladningen til en verdi, der er mindre end 2. Hertil svarer energien

92 2
- (%)2Eg =-2,85°2, (8.38)

ao ap
Dette resultat er 0,98 gange den eksperimentelle veerdi.

I det fglgende kapitel vil vi ggre udstrakt brug af bglgefunktioner af typen (8.36), idet vi
generaliserer denne til at geelde for N partikler, hvor N angiver antallet af ledningselektroner i
et metal. I praksis kan N vaere 10%°. For at generalisere (8.36) behgver vi blot at erstatte 1//2
i normaliseringsfaktoren foran determinanten med 1/v/N! og opbygge selve determinanten
som i (8.36) ved at lade raekkerne angive N mulige énpartikeltilstande i en vilkarligt valgt
orden, mens sgjlerne angiver koordinaterne af de NV identiske partikler svarende til en vilkérligt
valgt nummerering af disse. En sadan tilstand er en egenfunktion for Hamiltonoperatoren for
en ikke-vekselvirkende gas af fermioner. I stedet for at angive tilstanden pé formen (8.36),

der kaldes en Slater-determinant, kan man benytte notationen

|1 1i2a""1iNa070a"'>- (839)

i1

Denne N-partikeltilstand angiver, at énpartikeltilstandene meerket i1, 49, - - - iy er besat, mens
de gvrige er ubesatte. Som det vil fremgd af det fglgende kapitel, behgver vi ikke at skrive
sddanne tilstande eksplicit ned, men de er underforstéet, nar vi for eksempel bestemmer
grundtilstandsenergien af en ikke-vekselvirkende elektrongas som udgangspunkt for den kvan-

temekaniske beregning af lydhastigheden i metaller.

EKSEMPEL 8. HE-ATOMET 0G H™-IONEN.

Ved hjelp af variationsmetoden kan man finde en gvre granse pa grundtilstandsenergien Fy, idet mid-
delveerdien af Hamiltonoperatoren i en vilkarlig tilstand er stgrre end eller lig med E,.

I det fglgende skal vi bestemme en gvre greense for grundtilstandsenergien af to-elektronatomer som

He-atomet eller H™-ionen. Vi benytter en prgvefunktion af formen
Y(r1,72) = exp(—A171 — Agrg) + exp(=A172 — Aary), (8.40)

hvor A, og A, er variationsparametre. Det er ikke ngdvendigt at normere 3, idet grundtilstandsenergien Eq

tilfredsstiller uligheden

Ey < %ZJT? (8.41)
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Hgjresiden af (8.41) er uandret, hvis prgvefunktionen ¢ multipliceres med en vilkarlig konstant.
Hamiltonoperatoren for et to-elektron system (med kerneladning Z e) er i atomare enheder givet ved

2 2 Z 1
H:_&_Yz_,___z_+_. (8.42)
2 2 r T2 T2

Her er 71 = |71 — 7al, idet 7 (i = 1,2) er stedvektorerne for de to elektroner. Bemeerk, at der er set bort fra
savel relativistiske effekter som kernens medbevagelse.

Hamiltonoperatoren (8.42) er symmetrisk over for ombytning af de to elektroners koordinater. Da elek-
troner er identiske fermioner, skal prgvefunktionen derfor multipliceres med en antisymmetrisk spinfunktion,
for at kravet om antisymmetri for den totale bglgefunktion kan blive opfyldt. Da Hamiltonoperatoren (8.42)
ikke afhanger af elektronernes spinoperatorer, kan vi imidlertid helt se bort fra spinfunktionen (der er en
egentilstand for kvadratet pa det totale spin med egenverdien nul) ved middelveardidannelsen.

For at gore beregningen overskuelig deler vi Hamiltonoperatoren op i to led, hvoraf det forste repreesenterer
elektronernes kinetiske energi og deres vekselvirkning med kernen, mens det andet hidrgrer fra frastgdningen
mellem elektronerne. Vi definerer derfor

v: Z

HQ_—_——Z-—— 4
=2 (8.43

hvor i = 1,2, og finder forst middelveerdien af HY + HY. Ved bestemmelsen af middelveerdien af den kinetiske

energi udnyttes det, at
1 d 2

—)\r —_— (. —)\r
T op2 dr( dr )= ( ) (8.44)
Integrationerne over de radiale variable r; og ry er elementzre og resulterer 1
I+ ) MaAg 1 e
(¢l¢) 2 A3 T (A Ae)S
32 1 32
-Z . .

Bemaeerk, at udtrykket er symmetrisk over for ombytning af A; og A;. Den mindste veerdi af funktionen (8.45)
antages, nar A\; = Ay = Z, svarende til energien —Z72. Dette er, hvad vi ville vente. Nar der ikke tages hensyn
til vekselvirkningen mellem elektronerne, er den samlede energi lig med det dobbelte af grundtilstandsenergien
—Z?%/2 for et brintlignende system med kerneladning Z. Det er naturligvis overfladigt at anvende variations-
metoden for at opna dette resultat, der er en konsekvens af, at Hamiltonoperatoren 1 denne tilnsermelse
separerer 1 de to elektroners koordinater.

Vi skal nu bestemme middelveerdien af vekselvirkningen H’' = 1/r12 mellem elektronerne. Denne vek-
selvirkning afhznger ikke blot af leengden af elektronernes stedvektorer, men ogsa af vinklen mellem disse,
idet |

. 1
VST T cosf’

hvor @ er vinklen mellem 7 og 7. Forst udfgres integrationen over @, idet vi veelger en polarakse langs 1.

(8.46)

Ved at indfgre variablen z = cos# fas

1 +1

= = (Va +b—+va—b)/b, (8.47)
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hvor @ = 72 4+ r2 og b = 2r;ry. Veerdien af (8.47) ses at veere 1/ry, hvis 71 > r3 og 1/r, hvis 11 < r3. Det
er derfor ngdvendigt at opdele den efterfglgende integration over de radiale variable i to omrader svarende til
ry>rg0gr <ra.

De radiale integrationer involverer saledes integraler af formen

00 Y
(e, B) = / dyye™*¥ / dzz2eP? (8.48)
0 0
og
J(a,B) = / dyyze"“”/ dzze™*. (8.49)
0 Y
Ved udregning af disse integraler ses det, at summen I + J er givet ved
2 2 2
= - - . )
Heraf fas
(i) AT (A 2)®T TG 200+ X2)2A0
2 4 )2
A+ A3 20 (8.51)

T2+ A)RE T (g 4+ ,\2)5]‘

Ligesom i (8.45) hidrgrer stgrrelsen oplgftet til eksponenten —1 fra nevneren (¢,%) i (8.41).

Dette afslutter bestemmelsen af middelverdien af Hamiltonoperatoren (8.42) i tilstanden givet ved (8.40),
idet hgjresiden af (8.41) identificeres med summen af (8.45) og (8.51). I det fglgende bestemmes forskellige
gvre graenser pa Fy svarende til forskellige valg af parametrene A; og As.
A =X =2

Dette valg af parametre repraesenterer den eksakte lgsning i det tilfaelde, hvor vi helt ser bort fra H’.
Verdien af (8.51) bliver da 5Z/8. For He-atomet (Z=2) bliver den saledes bestemte grundtilstandsenergi
givet ved uligheden

11
Eo S ——4—, (He) (852)

mens energien af H™-ionen er opadtil begranset af

Eo < -g. (H-) (8.53)

Disse resultater er i overensstemmelse med forsteordens perturbationsteori, idet prgvefunktionen jo er
valgt som lgsning til egenveerdiligningen for Hamiltonoperatoren H{ + HY. Det fremgar ogsa, at H_—ionen'
i denne tilnaermelse ikke er stabil, da (8.53) er stgrre end grundtilstandsenergien —1/2 for et H-atom og en
isoleret elektron.

B. A&y =X =\

I dette tilfaelde bliver udtrykket (8.45) lig med A? — 217, mens udtrykket (8.51) er 5)/8. Minimeres

summen af disse fas, at A = Z — 5/16 giver den mindste verdi, nemlig —(Z — 5/16)2. Heraf fglger, at

Eo < —(Z - %)2_ (8.54)
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For He er hgijre side af (8.54) lig med —2,848, hvad der er en forbedring af perturbationsresultatet (8.52).
For H--ionen er hgjre side —0,4727, hvad der stadigvaek ikke er nok til at stabilisere systemet. Dette opnas
fgrst, nar vi lader de to parametre variere uafheengigi af hinanden.

C. Variation af bade /\1‘ og Ag.

Ved udregning af summen af (8.45) og (8.51), finder man for H--ionen (Z = 1), at den mindste veerdi

fremkommer, nar A\; = 1,039 og Ay = 0,283. Nedenfor angiver vi i alt ni veerdier af summen, svarende til

parameterveerdier A1, A2 i omegnen af det set, der giver mindst energi. Det fremgar af disse tal, at
Ey < —0,51330. - (H7) (8.55)

Hermed har vi vist, at H™-ionen er stabil med en bindingsenergi, hvis stgrrelse mindst er 0,01330 a.u. eller

0,3619 eV.

Tabel
AL A2 energi (a.u.)
1,038 0,282 -0,51330163
1,039 0,282 -0,51330217
1,040 0,282 -0,51330176
1,038 0,283 -0,51330218
1,039 0,283 -0,51330284
1,040 0,283 -0,51330256
1,038 0,284 -0,51330176
1,039 0,284 -0,51330254
1,040 0,284 -0,51330238

De bedste st af A-veerdier er Abenbart meget forskellige, idet den karakteristiske leengde 1/, er naesten
fire gange sa stor som 1/);. Ud fra et klassisk synspunkt kan vi forspge at fortolke bglgefunktionen hgrende
til det optimale parameterset (A1, A2) = (1,039, 0,283) som en afspejling af, at den ene elektron kredser om
kernen i en afstand, der omtrent er lig Bohr-radius, mens den anden beveeger sig 1 en bane, hvis radius er
neesten fire gange s stor. Et sadant billede mé dog ikke tages bogstaveligt: bglgefunktionen (8.40) er en sum af
to produktfuﬂktioner. Absolutkvadratet pa bglgefunktionen, der repraesenterer en sandsynlighedstzethed 1 et
seksdimensionalt rum, indeholder foruden kvadratet pa hver af produktfunktionerne ogsa et dobbelt produkt,

og kan derfor ikke identificeres med et simpelt produkt af sandsynlighedsteetheder hgrende til hver elektron.
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EXKSEMPEL 9. AMMONIAKMOLEKYLET, MASEREN OG DEN KEMISKE BINDING.

I dette eksempel vil vi fgrst undersgge en simpel model for ammoniakmolekylet og benytte denne til
at bestemme, hvorledes inversionsfrekvensen afhanger af hgjden af den energibarriere, der adskiller de to
potentialminima for kvelstofatomet. Dernzest diskuterer vi maseren som eksempel pa et system, der kan
beskrives i en basis bestaende af to tilstande. Til slut skal vi se, at resultaterne kan give en forstaelse af den
kemiske binding.

1 det fplgende skal vi antage, at den potentielle energi for kvalstofatomet 1 dets beveegelse vinkelret pa

brintatomernes plan er givet ved

V(z) = %’(Z? —a2) (8.56)

hvor Vj er en positiv konstant, mens z angiver positionen af kvalstofatomet relativt til den plan, hvori de tre

brintatomer er placeret. Hamiltonoperatoren er givet ved

H=T+V(2), (8.57)
hvor T er den kinetiske energi,
h* d
= “opdt (8.58)

Her er p den reducerede masse (se nedenfor).
- 1 omréadet omkring z = 2o kan V tilnzermes ved det harmoniske oscillatorpotential 4V, (z F 29)%/22. Det

ses, at kraftkonstanten er K = 8V,/zZ, hvorved energikvantet hw bliver
h?
hw = ,/SV"Z . (8.59)
HZp

a=4[—. (8.60)

a? h2
€= % = 1/_‘.8;1V0z§ (8.61)

er et mal for udstreekningen af oscillator-bglgefunktionen 1 forhold til positionen af potentialets minima. Det

Oscillatorens karakteristiske lzengde a er

Stgrrelsen

fremgar ved sammenligning af (8.59) og (8.61), at

_ hw

E—m‘

(8.62)

Nar ¢ er lille, er inversionsfrekvensen meget mindre end hw. Modelpotentialet (8.56) kan ikke bruges til
en kvantitativ beskrivelse af ammoniakmolekylets egenskaber, men dets simple form ggr det velegnet til at
illustrere forskellen mellem de karakteristiske inversions- og vibrationsfrekvenser.

Den potentielle energi (8.56) er en lige funktion af z og derfor ombyttelig med paritetsoperatoren. Egen-
funktionerne for Hamiltonoperatoren er enten lige eller ulige, da energiniveauerne ikke er udartede. Grundtil-
standsbglgefunktionen er en lige funktion af z. Vi kan foretage en tilnzermet bestemmelse af grundtilstands-

energien og den naestlaveste energiegenverdi ved at benytte variationsprincippet med prgvefunktioner af
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formen

by = ]\[:t(e—(Z--/m)z/?a2 4+ e—(z+20)2/2“2), (8.63)

hvor Ny er en reel normeringskonstant. Ifglge variationsprincippet er (¢4 |H,) en gvre granse pad grund-
tilstandsenergien. Tilsvarende er (_|H_) en gvre grense pa den laveste energiveerdi hgrende til de ulige

egentilstande. Forskellen AE; mellem disse to energier er derfor med tilnermelse givet ved

AEy = (Y_|Hp-) — (b4 |H4). (8.64)
Normeringsbetingelsen pa ¥4 er .
/ dzpi = 1. (8.65)

Heraf fglger, at konstanten Nz er givet ved
NI?=2a/7(1 4 e /%%, (8.66)

Vi kan nu bestemme (¢4 |T9¥4) og (¥+|V+), idet vi udnytter, at

d*py

= Ni[((z = 20)%a™* - 11_2)6_(‘3“‘20)2/2"2 + ((z + 20)%a™* — a"2)e_(‘+z°)2/2“2]. (8.67)
z

Ved udregningen af (¢4 |T%+) fir man brug for de bestemte integraler

o0 o0 o0
/ dze="" = Vv, / dzz%= = 4, / drzte " = ¥ (8.68)
o0 -0 -0

Middelvaerdien af den kinetiske energi er herefter

1F (2 —1)e /e

(WslTs) = sho— e (8.69)
For den potentielle energi fas tilsvarende
(s lVs) = sl =) il(i?e‘_ﬁ,f St (8.70)
Idet vi behandler savel exp(—1/¢) som € som sma stgrrelser, fas at
(s | Hpa) = Sho(1F =e™10) (8.71)
og dermed
AE, = hwf—f—e‘l/‘. (8.72)

Stgrrelsen AE; angiver altsa opsplitningen af det udartede oscillatorniveau hw/2, der svarer til, at de to
potentialminima er uendeligt langt fra hinanden.

P4 ganske tilsvarende made kan man for oscillatorniveauet 3iw/2 finde energiforskellen AE; givet ved

AEy = (¢_|Hop-)— (d+|Hd4) (8.73)

ved brug af funktionerne
by = Cu((z — z0)e= 001207 & (7 4 zg)e=(+70)"/20%), (8.74)
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Resultatet svarende til (8.72) bliver da
AE, = hw-z—::—ze_l/‘. (8.75)

Det understreges, at udtrykkene (8.72) og (8.75) ikke er eksakte, da de er fundet ved at beregne middelvaerdien
af H i tilstande, der ikke er egentilstande for Hamiltonoperatoren. Salenge € er lille, kan vi imidlertid regne
med, at udtrykkene (8.72) og (8.75) er gode tilnarmelser til opsplitningen af de to oscillatorniveauer hw/2 og
3hw/2.

Vi kan nu sammenligne de beregnede energiforskelle med eksperimenterne. Vibrationsbglgetallet ¥ =

w/2mc er malt til at vere 950 cm™!

, mens de malte verdier af inversionsbglgetallene 7y = AFE;/27he og
Uy = AE,/2mhc er henholdsvis 0,794 cm™! og 36 cm™!. Ved at indsatte de eksperimentelt bestemte veerdier

af hw og AE] 1 (8.72) fas, at ¢ = 0,111. Den saledes bestemte vardi af € kan nu indsattes i udtrykket

AEI €
= - 8.76
AE, 2 ( )

med resultatet 0,056. Til sammenligning tjener, at det malte forhold er 0,794/36 eller 0,022. Anvender vi nu
den fundne vaerdi € = 0,111 til at finde Vj ud fra hw, far vi ifglge (8.62) resultatet Vp = 0, 1326 ¢V. Herefter
kan vi benytte (8.61) til at bestemme 2y ud fra de opgivne parametre og den reducerede masse p, der kan
antages at vere lig med 3Imgmy/(my +3mg) = 2,49, hvor my(mpy) betegner massen af et hydrogenatom
(kvelstofatom). Man finder som resultat, at zy er 0,36 A, mens den eksperimentelle vardi er 0,38 A.

Vi har benyttet den malte inversionsfrekvens pa 23,8 GHz (svarende til 0,794 cm™!) og vibrations-
frekvensen hw til at fastleegge ¢ og Vy. Nar vi med disse parametre forsgger at beregne andre malelige
stgrrelser som inversionsfrekvensen hgrende til det neestlaveste niveau, far vi imidlertid ikke kvantitativ over-
ensstemmelse, mens resultatet for zg er i nogenlunde overensstemmelse med molekylets kendte struktur. For
at forbedre modellen kan man valge et potential, der indeholder flere justerbare parametre, der bestemmes
ved sammenligning med eksperimentelle resultater.

Hvis vi 1 stedet betragter molekylet NT3, hvor T betegner tritium, ma vi vente, at inversionsfrekvensen
bliver veesentligt reduceret pa grund af forggelsen af den reducerede masse, der i dette tilfselde er pp = 5,50
u. Hvis parametrene Vj og z¢ antages uandrede, bliver ¢z = 0,0747 og den deraf beregnede veerdi af AE,
for NTj er derfor exp(1/0,0747)/exp(1/0,111) = 81 gange sa lille som for NH3. Eksperimentelt finder man,

at inversionsfrekvensen for NT3 er 306 MHz eller 78 gange sa lille som for NH;.

I stedet for at benytte en Hamiltonoperator for ammoniakmolekylet med en potentiel energi som (8.56),
der ikke kan beskrive molekylet kvantitativt, vil vi i det fglgende beskrive inversionen ved at approksimere
Hamiltonoperatoren med en 2 x 2 matrix. Som basis benytter vi tilstandene | ) og | |), der svarer til, at
kvalstofatomet befinder sig henholdsvis over og under brintatomernes plan. Tilstandsvektoren |¢) kan under

denne forudsztning udtrykkes ved superpositionen
) =crl 1) + eyl 1). (8.77)
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Vi indsetter nu |¢) i den tidsafhzngige Schrodingerligning
., 0

Ved som szdvanlig at tage det indre produkt af denne ligning med basisvektorerne | 1) og | |) fas de to
koblede ligninger
ihéy = (T1H| Der + (1 |H L)ey (8.79)

og
ihey = (L 1H] Tey + (L 1H] L)ey. (8.80)

Vi vil lede efter lgsninger svarende til stationere tilstande,

ct = c?e_iEt/h ¢y = c?e_iEt/ﬁ. (8.81)

b

Vi antager nu, at ammoniakmolekylet befinder sig 1 et tidsuafhzengigt elektrisk felt £, der er rettet langs
z-aksen. Det forudsattes, at feltet er tilstraekkeligt svagt til, at vi kan negligere dets indflydelse pa de ikke-
diagonale matrixelementer. De diagonale matrixelementer indeholder et led, der er linezrt i £, hidrgrende fra

det elektriske dipolmoment i tilstandene | 1) og | | ). Matrixelementerne af H bliver derved givet ved
(T1H|T)=a+pE, (L|H|)=a=-pf, (T|H[1)=b (LIH|T)=b. (8.82)

Her er a, b og p positive konstanter. Nar b = 0, udtrykker denne matrix, at energien af tilstanden | T) #ges med
den elektriske feltstyrke, mens energien af tilstanden | |) mindskes, svarende til, at det elektriske dipolmoment
i de to tilstande er lige stort med modsat fortegn.

Ved at indsatte (8.81) i ligningerne (8.79-8.80) og forlange, at det fremkomne homogene ligningssystem

har egentlige lgsninger, finder man, at determinanten til matricen

a+pf—FE b
(8.83)
b a—pf—FE
skal vare nul. Lgsningerne til den resulterende andengradsligning er
E=a+p?2+ b2 (8.84)

Lad os nu undersgge betydningen af (8.84). Hvis £ er nul, er energiforskellen 2b identisk med AFE;, der er
indfgrt ovenfor. Bemerk, at matrixelementet b blot er en konstant, som vi kan tilpasse den beregnede stgrrelse
af AE;. Nar £ # 0, viser (8.84), at det elektriske felt gger den opsplitning, der skyldes tunneleffekten. Hvis
£ er meget stor i forhold til b/p, er energiopsplitningen givet ved +p€, svarende til energien af to modsat
rettede dipoler.

Vi ser af (8.84), at et stationzrt elektrisk felt giver mulighed for at separere molekyler 1 den gverste
energi-egentilstand fra molekyler 1 den nederste energi-egentilstand: nar molekylerne bevager sig i et omrade

af rummet, hvor V(£?) er forskellig fra nul, vil kraefterne pd molekyler 1 de to tilstande vaere modsat rettede.
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Dette princip udnyttes i maseren til at skabe omvendt befolkning af de to tilstande. Lad os betegne energien
af den hgjeste (laveste) energi-egentilstand med E3(E;). Hvis vi helt ser bort fra det statiske elektriske felt,
har vi altsa

E2 = a+ b, E1 =a-b. (885)
Nu antager vi, at molekylerne pavirkes af et oscillerende elektrisk felt i z-aksens retning
£ = Ee™t + e (8.86)

og udvikler tilstanden pa de to tilstandsvektorer |z}, der er egentilstande for energioperatoren uden oscillerende

elektrisk felt,
W) = Y ai®)li)e™ 5/ (8.87)

i=1,2
med resultatet
inda® _ > (klH e rta (8.88)
dt 1=1,2 ,

hvor wyy = (Ex — Ei)/h (jvf. ligning (5.51) i afsnit 5.4). Vi antager, at matrixelementet (k|H’|{l) kun er
forskelligt fra nul (= p&), nar (I,k) = (1,2) eller (2,1), mens diagonalelementerne er nul. Herved bliver

ligningerne (8.88) givet ved
dal(t) _

ih—y = = pEo(e'“™) 4 ¢mileHe0))ay (8.89)
og
day(t ; i
i a;t( ) _ pEo(eHlotewo)t | gmilwmwoltyg (8.90)

hvor vi har indfgrt forkortelsen wy = wy — wy.
I naerheden af resonans, for w ~ wy, kan vi se bort fra de hurtigt varierende led, der er proportionale med

exp(Zé(w + wp)t). Herved fas de simplere ligninger

da; (t ;
ih-a—;L) = pEoeilw—woltg, (8.91)
t
og
day(t ;
ih%() = p&e i Wwolly, (8.92)

Ved at lgse ligning (8.91) for ag, differentiere a; med hensyn til tiden og indsette i (8.92) fas da

R "
ay + ﬁ(—zal(w - W()) + al) =0. (893)
p*Eg

Nar resonansbetingelsen w = wy er opfyldt, fremkommer den simple ligning

a; + wf,al =0 (8.94)
med tilhgrende frekvens
&,
wy = —’ih—". (8.95)
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Den generelle lgsning til (8.94) er
a; = acoswpt + Bsinwyl, (8.96)

hvor a og f er konstanter. Den tilhgrende lgsning for as er
ay = if coswpt — tarsinwpl. (8.97)

Antager vi, at a; = 0 og a; = 1 til tiden ¢ = 0, svarende til at « = 0 og B = —i, vil tilstanden 2 affolkes 1
Igbet af en kvart svingningstid /2w, og energien overfgres til det elektromagnetiske felt.

Lad os til sidst se pa betydningen af disse resultater for den kemiske binding, idet vi tager H;-ionen og
H,-molekylet som eksempel. Man kalder en tilstand som 3, for en bonding’-tilstand, mens ¥ _ kaldes for
en ’antibonding’-tilstand (den kemiske binding hedder pa engelsk ’the chemical bond’). Betydningen af de to

typer linearkombinationer kan illustreres for H‘{-ionen ved at finde middelvaerdien af energien i tilstandene

¥2(7) = Ca(uo(r) + uo(I7 - RY)), (8.98)

hvor R er stedvektoren for den ene proton i et koordinatsystem, hvori den anden proton er placeret i origo,
mens ug(r) = exp(—r/ao)/\/ma} er grundtilstandsbglgefunktionen for hydrogenatomet. Integralerne udregnes

som i eksempel 8 ved at benytte polare koordinater, idet R veelges som polarakse. Integraler af typen

1
/ dze~Vo—hz
-1

hvor z er cosinus til vinkelen mellem 7 og R, mens a = (R? 4+ r%)/a3 og B = 2Rr/a}, udregnes ved at indfgre
y = v/a — Bz som ny variabel. Da /a — 8 = |R — r|/ap er det ngdvendigt at dele integrationen over r op
i omraderne r < R og r > R (smlgn. eksempel 8). Man finder, at middelveerdien af elektronens kinetiske

energi i atomare enheder (eg = m =k = 1) er givet ved

1 R%2e—R
(V£|Tz) = 5 F YL (8.99)
hvor
R?

S=eR1+R+ =) (8.100)

mens middelverdien af elektronens potentielle energi er

i B r_1 -2R

($2|Ve) = -1+ (1 £ 5) T [H(F - R-1)e™™ - (- 1+ R))] (8.101)

Den totale energi findes ved at leegge bidraget 1/R fra protonernes indbyrdes frastgdning til summen af
(8.99) og (8.101). Det ses af (8.99), at den kinetiske energi er reduceret i ’bonding*-tilstanden 3 1 forhold til
veerdien 1/2 svarende til R — oo. Den totale energi i ’bonding’-tilstanden %, har minimum for R = 1,32 A

med en tilhgrende bindingsenergi pa 1,77 eV (den eksakte veerdi er 2,79 V).
Bindingsenergien af brintmolekylet kan nu bestemmes med tilnarmelse ved at lade hver af de to elek-

troner besatte ’bonding’-tilstanden 1, , idet spinfunktionen er en singlet, saledes at den totale bglgefunktion
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er antisymmetrisk over for ombytning af de to elektroner. Nar denne prgvefunktion benyttes til at bestemme
bindingsenergien for brintmolekylet, fas 2,68 eV med den tilhgrende ligevaegtsafstand 0,8 A. Den eksperi-
mentelt fundne bindingsenergi er 4,75 eV og ligevaegtsafstanden 0,74 A. Den enkle ’bonding-antibonding’

beskrivelse, som vi her har skitseret, giver saledes en kvalitativ forstaelse af den kemiske binding.

8.3 Translation

I denne kortfattede oversigt over nogle af kvanteteoriens vigtige symmetrioperationer er vi nu
kommet til translation og skal i dette afsnit omtale forskydninger i bade rum og tid.

I matematisk forstand udggr symmetrioperationer en gruppe. Hermed menes en samling
elementer a, b, c, - - -, for hvilke der foreligger en kombinationsregel (symboliseret ved ab, etc.).
For at elementerne udggr en gruppe, skal fglgende fire betingelser vaere opfyldt: 1) ethvert
resultat af at kombinere to elementer er et element i gruppen, 2) den associative lov galder,
sa at (ab)c = a(bc) for alle a, b og ¢, 3) der eksisterer et enhedselement e, sa ea = a for ethvert

a samt 4) til ethvert element a svarer et inverst a™!

,sa at a”'a = 1. Gruppen af translationer
i rummet er en kontinuert gruppe i den forstand, at elementerne kan maerkes med kontinuert
varierende parametre. Translationsgruppen er tillige kommutativ eller, som man ogsa siger,
abelsk. Hermed menes, at ab = ba for ethvert par af elementer a,b. Ikke alle grupper er
abelske. I et fplgende afsnit skal vi diskutere rotationer, der udggr en ikke-abelsk gruppe. Et
andet eksempel pa en abelsk gruppe er gauge-transformationer (jvf. kapitel 6), som vi ogsa
skal diskutere i det fglgende.

For at indfgre en uniteer operator hgrende til translation betragter vi en forskydning i en

bestemt retning, f. eks. z-aksens. Operatoren TIO er da defineret ved

T, f(z) = f(z — zo), (8.102)

hvor f er en vilkarlig funktion. Ved at raekkeudvikle hgjre side af (8.102) fas

~ df 1 ,d*f
Teof(2) = f(2) — @0+ 57075 (8.103)
Hgjre side af (8.103) kan skrives pa formen
e~/ f(z), (8.104)
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der viser, at T kan udtrykkes ved impulsoperatoren som fglger

Ty, = e~iop=/h, (8.105)

Ved at udnytte, at p, er en hermitesk operator, kan unitariteten af operatoren (8.105) direkte
eftervises.
Betragter vi en infinitesimal forskydning pa e, er den tilhgrende operator altsa

T=1- %eﬁi. (8.106)

Man kalder som fglge af (8.106) impulsoperatoren for en generator for infinitesimale rum-
lige forskydninger. Hvis en partikel bevager sig frit, uden pavirkning af ydre kreefter, vil
Hamiltonoperatoren veere ombyttelig med forskydningsoperatoren savel som med generatoren
af de infinitesimale rumlige forskydninger. Dette modsvares i den klassiske mekanik af, at im-
pulsen er en bevagelseskonstant for et sadant system.

Forskydninger i tid kan behandles pa tilsvarende made. For at indfgre en operator hgrende

til en infinitesimal forskydning i tiden definerer vi i analogi med (8.102) en operator U, ved

U (1) = f(t — to)- (8.107)
For en infinitesimal forskydning er denne ligning
. 0
0 f(8) = 1(0) ~ to (5.10)

Hvis f repreesenterer en fysisk tilstand, der adlyder Schrédingerligningen, kan operatoren 1

(8.108) abenbart udtrykkes ved Hamiltonoperatoren som

(8.109)

Forudsat at H er uafheengig af tiden, bliver operatoren hgrende til en endelig tidsforskydning
to givet ved

0., = e'oHi*, (8.110)
I dette tilfzelde er operatorerne H og U altsa indbyrdes ombyttelige. Hvis systemets Hamilton-
operater er uafheengig af tiden, vil en tilstand, der fremkommer ved en tidsforskydning pa
to, ogsé veere en mulig tilstand, idet man nemt viser, at den forskudte tilstand tilfredsstiller

Schrodingerligningen pa grund af ombytteligheden mellem U og H.
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8.4 Gauge-transformation

I kvanteteorien indfgres magnetfelter, som vi har set, ved hjzlp af vektorpotentialer, idet man
tager udgangspunkt i den klassiske Hamiltonfunktion. Vektorpotentialet A bestemmer den
magnetiske induktion B ifglge

B=Vx A4, (8.111)

men som tidligere omtalt er dette ikke tilstrakkeligt til at fastleegge vektorpotentialet éntydigt

ud fra et givet magnetfelt. Transformationen
A=A+ Vy, (8.112)

hvor x er en vilkarlig funktion, &ndrer ikke B. Vi har allerede diskuteret to forskellige valg
af vektorpotential eller - som man siger - gauge, nemlig (6.9) og (6.10), hvor forskellen i
vektorpotential svarer til funktionen x i (8.112) er givet ved x = —Bzy/2. De to valg af
vektorpotential giver samme energispektrum, men som nzvnt i kapitel 6 ser de resulterende
bglgefunktioner forskellige ud. Ved valg af Landau-gauge (6.9) fremkommer bglgefunktioner,
hvis absolutverdi er konstant langs en ret linje vinkelret pa magnetfeltet, mens den sym-
metriske gauge resulterer i bglgefunktioner, hvis absolutvaerdi minder mere om den klassiske
bevegelse, idet den er konstant pa en cirkel i planen vinkelret pa magnetfeltet. Udartnings-
graden for et bestemt energiniveau - savel som dettes vaerdi - er imidlertid uathangig af valget
af gauge, jvf. eksempel 6 1 kapitel 6.

Ved at ledsage gauge-transformationen (8.68) af en tilsvarende transformation af bglge-
funktionen kan vi opna, at Schrédingerligningen (3.22) bliver ueendret i form under en sadan
transformation. For en elektron med ladning —e optraeder ﬁ, sammen med vektorpotentialet
i kombinationen

P+ eA, (8.113)

jvf. (6.19). En endring af vektorpotentialet svarende til (8.112) vil derfor blive opvejet af

transformationen
Y’ = e, (8.114)

saledes at egenverdiligningen for den transformerede Hamiltonoperator

R 1 - 5
H' = —(p+ eA")? (8.115)

2m
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er

H'Y' = Ey'. (8.116)
Dette eftervises ved at benytte, at per givet ved AV /i, siledes at

-

(F+ eA ) = e~ XM+ eA)ip. (8.117)

Gruppen af gauge-transformationer er tydeligvis kommutativ.?

8.5 Rotation

Det sidste eksempel pé symmetritransformationer, vi skal diskutere, adskiller sig fra de
forudgiende ved, at symmetrigruppens elementer ikke udger en kommutativ gruppe. Derfor
bliver den matematiske beskrivelse af gruppen - herunder representationen af gruppeele-
menterne ved matricer, der giver anledning til at indfgre begrebet irreducibel reprasentation?
- mere kompliceret, men til gengzld mere indholdsrig. For drejningers vedkommende skal vi
kun beskeeftige os med det kontinuerte tilfeelde, selv om symmetritransformationer svarende
til diskrete drejninger har mange anvendelser i de faste stoffers fysik.

Det er nemt at overbevise sig selv om, at ikke alle drejninger er indbyrdes ombyttelige ved
f. eks. at sammensztte drejninger om péa hinanden vinkelrette akser i forskellig reekkefglge.
Denne ikke-kommutativitet modsvares af manglen pa ombyttelighed mellem generatorerne
for de infinitesimale rumlige drejninger, opfattet som kvantemekaniske operatorer. Disse er

nemlig, som vi skal se i det fglgende, givet ved komposanterne af impulsmomentoperatoren

~
=

L.

En drejning i rummet frembringes ved transformationen
7' =RT. (8.118)

Her angiver R en 3 x 3 matrix. For en drejning p3 vinklen ¢ om z-aksen er drejningsmatricen

3Generaliserede gauge-transformationer, der ikke er kommutative, spiller en vigtig rolle i teorien for svage

og starke vekselvirkninger.

4Teorien for de irreducible reprasentationer ggr det f. eks. muligt at finde - uden at lgse Schrodinger-
ligningen - hvorledes energiniveauerne hgrende til et kuglesymmetrisk potential i et atom spalter op, nar

atomet er anbragt i et potential med kubisk symmetri.
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givet ved

cos¢ —sing 0
7‘2: sing cos¢ 0 (8.119)
0 0 1

Drejningsmatricerne opfylder alle de krav, vi har stillet ovenfor til elementerne 1 en gruppe,
idet kombinationsreglen er matrixmultiplikation, der opfylder den associative lov, enhedsele-
mentet er enhedsmatricen, mens det inverse element T{_l i det ovenstaende eksempel svarer
til en drejning pA —¢ om z-aksen. En vilkarlig drejning kan angives ved tre kontinuert vari-
erende parametre, der specificerer retningen af den enhedsvektor, om hvilken drejningen sker,
og stgrrelsen af den pagaldende drejningsvinkel. 1 teorien for symmetrigrupper betegnes
denne gruppe med O(3), der saledes udggres af mangden af alle 3 x 3 reelle matricer, hvis

rakker og sgjler er orthonormale, og hvis determinant er 1.

Analogt med (8.102) definerer vi den unitaere operator, der hgrer til symmetritransforma-

tionen (8.118), ved ,
U300 = SR 7). (8.120)

For en infinitesimal drejning om z-aksen pa vinklen ¢ er

1 —¢ 0
Rl¢ 1 0 (8.121)
0 0 1

Betegner vi vektoren (0,0, ¢) som q_;, kan vi skrive

-1 -
F=rf—@xT (8.122)

R
til laveste orden i ¢, og dermed har vi opnaet at skrive resultatet af den infinitesimale drejning

pa en form, der gelder for en vilkarlig drejningsretning. Ved at rackkeudvikle hgjresiden af

(8.120) fas da

p Lro L

Uf(7) = f(7) = ¢ x 7 pf(7), (8.123)
der viser, at generatorerne for de infinitesimale drejninger er komposanterne af impulsmoment-

operatoren L, idet

>

Il
—_

|
-y
e

(8.124)

o}
| .
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Det understreges, at (8.124) kun gelder for en infinitesimal drejning. En drejning hgrende til
en vilkarlig drejningsmatrix R kan ikke skrives pa denne form.

P3 samme made som 13' er generator for infinitesimale rumlige forskydninger, er f genera-
tor for infinitesimale rumlige drejninger. Forskellen mellem de to tilfzlde er, at forskydninger
langs forskellige rumlige akser - ligesom impulsoperatorens komposanter - er indbyrdes om-
byttelige, mens drejninger om forskellige retninger - ligesom impulsmomentoperatorens kom-
posanter - ikke er indbyrdes ombyttelige. For et rotationsinvariant system kommuterer Ui
(8.124) med Hamiltonoperatoren, svarende til at generatorerne i hver for sig er ombyttelige

med systemets Hamiltonoperator.
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8.6 Opgaver

OPGAVE 8.1

I denne opgave skal vi benytte variationsmetoden til at bestemme en gvre granse for grundtil-
standsenergien F, hgrende til bevaegelsen i potentialet, der er givet i opgave 1.11. Det kan
gore beregningen mere overskuelig, hvis man bruger prgvefunktioner, der ikke er normerede.

I sa fald er den gvre grense pa E, givet ved

o B eyt Hy
S R dzpy

idet integrationen er udstrakt over det omrade (0 < z < 00), hvori bglgefunktionen ¥ = ¥(z)

Eo (8.125)

er forskellig fra nul.
a) Benyt prgvefunktionen
Y= ze_bz, (8126)

hvor b er en konstant, til at udregne en gvre graense pa Ey som funktion af 4. Find den veerdi
af b, der giver det bedste resultat, og bestem den tilhgrende veerdi af grundtilstandsenergien.
Sammenlign med resultatet af at anvende dimensionsanalyse (opgave 1.11).

b) Vi endrer nu prgvefunktionens udseende til

P = ze”%, (8.127)
Find den bedste veerdi af ¢ og sammenlign den tilhgrende veerdi af grundtilstandsenergien

med den under a) bestemte.

OPGAVE 8.2

To identiske partikler, hver med masse m, bevager sig under indflydelse af den potentielle

energi

Blar— a2 (8.128)

V(er,z2) = (el +23) + 3

2

Her er a og 3 positive konstanter, mens z; og x, angiver partiklernes positioner.
a) Udtryk Hamiltonoperatoren ved de variable (z; + ) og (z, — z;). Vis, at Schrédinger-

ligningen separerer i disse variable og find egenvaerdierne samt de tilhgrende egenfunktioner

for Hamiltonoperatoren.
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b) Angiv egenfunktionernes symmetri over for ombytning af de to partikler.

stande er mulige, hvis partiklerne er identiske spin-0 partikler?

OPGAVE 8.3

En partikel med masse m bevager sig i to dimensioner i et potential givet ved
1 ,
V(z,y) = 5]((x2 +4?%) for z>0,y>0; V(z,y)= oo ellers,

hvor K er en positiv konstant. Find systemets grundtilstandsenergi.

OPGAVE 8.4

En partikel med masse m bevager sig i et potential givet ved

V(z) = %Kx? for >0, V(z)=o00 for z <0,

Hvilke til-

(8.129)

(8.130)

hvor K er en positiv konstant. Benyt prgvefunktionerne fra opgave 8.1 til at finde tilnzermede

veerdier for grundtilstandsenergien og sammenlign med det kendte eksakte resultat.

OPGAVE 8.5

Benyt (8.17) til at finde, hvorledes magnetfeltet i opgave 6.1 pavirker oscillatorens laveste

og naestlaveste energiniveau, nar magnetfeltet opfattes som en perturbation.

resultatet med svaret pa spgrgsmal c) i opgave 6.1.

OPGAVE 8.6

Benyt Schrodingerligningen

Sammenlign

(H0+AH')(¢(O)+)\¢(1)+)\2¢(2)+' )= (E(°)+)\E(1)+)\2E(2)+- . .)(d,(ﬂ) WA NI LG NI ).

(8.131)

til at vise, at energikorrektionen E(?) af et ikke-udartet niveau til anden orden i perturbationen

er givet ved

H'ln)[>
E(z) l n|
,Z#:n E(O) E(O
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hvor E? er den uperturberede energi hgrende til den uperturberede tilstand (®. Benyt resul-
tatet (8.132) til at vise, at et elektrisk felt med feltstyrke E mindsker grundtilstandsenergien

af brintatomet og vurder stgrrelsesordenen af effekten for £ =1 kV/cm.
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9 Fermioner og bosoner

I faste, krystallinske stoffer er atomerne regelmaessigt ordnet i et gitter. Afstanden mellem to
naboatomer er af stgrrelsesordenen 1071° m, svarende til den karakteristiske lzengde (1.30). De
enkelte atomer kan udfgre svingninger om deres ligeveaegtspositioner. I fgrste tilneermelse kan
atomernes svingninger reprasenteres ved et szt af koblede harmoniske oscillatorer. Vi skal i
dette kapitel se, hvorledes vi kan anvende kvanteteorien for en enkelt harmonisk oscillator til
at forklare stgrrelsen og temperaturathengigheden af faste stoffers varmefylde.

Ud over de gitteratomer, der under svingningerne befinder sig neer positionen i det ideale
gitter, indeholder faste stoffer som metaller og halvledere ogsa frit beveegelige elektroner. Et
metal som aluminium bestar af et gitter af positivt ladede ioner og en gas af frit beveaegelige
ledningselektroner. Det er disse ledningselektroner, der transporterer den elektriske strgm
igennem metallet, nar det indgar i et elektrisk kredslgb. Hvis vi ser bort fra gitteratomernes
svingninger om deres ligeveegtsposition, giver de positive ioner anledning til et periodisk po-
tential. Man kunne tro, at den elektriske strgm blev bremset af, at elektronerne under deres
bevaegelse blev afbgjet af sammenstgdene med de positivt ladede ioner. Dette er imidler-
tid ikke tilfeeldet. Som vi skal se i dette kapitel, er de stationzre tilstande for en elektron,
der bevaeger sig i et periodisk potential, udstrakt over hele krystallen og ligner pa denne
made kvantetilstandene for en fri elektron i et konstant potential (afsnit 4.3). Den elek-
triske modstand skyldes afvigelser fra det periodiske potential hidrgrende fra gitteratomernes
svingninger, fremmedatomer, fejlsteder 1 krystallen eller lignende.

I dette kapitel vil vi fgrst undersgge elektronernes bevagelse i faste stoffer, nar gitter-
atomerne ligger stille, sa elektronerne beveager sig i et periodisk potential. Pa grund af
den store forskel mellem et gitteratoms masse og massen af en elektron kan gitteret i fgrste
tilnsermelse betragtes som statisk, nar det gzlder om at finde energiegentilstandene for en
elektrons beveagelse. I dette kapitel vil vi bestemme formen af disse egentilstande under
udnyttelse af den serlige symmetri, der galder for beveagelsen i et ordnet gitter. Derefter
behandler vi gitteratomernes svingninger om deres ligevagtspositioner og viser, hvorledes
disse kan oplgses i normalsvingninger. De kvantiserede gittersvingninger kan beskrives som

partikler, de sakaldte fononer, der ligesom lyskvanter (fotoner) er bosoner. Pa grund af git-
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teratomernes svingninger om deres ligevagtsposition er der mulighed for overgange mellem
de stationzere tilstande for en elektron, der bevager sig i det periodiske potential. Vi skal
ikke ga naermere ind pa, hvorledes man bestemmer overgangssandsynligheden. Hovedsigtet
med det fglgende er at belyse arsagen til forskellen mellem metaller, halvledere og isolatorer,
og i denne sammenhaeng spiller gitteratomernes svingninger ingen veesentlig rolle.

I andre sammenhange er det derimod ikke muligt at se bort fra gitteratomernes bevaegelse.
Hvis man gnsker at forklare temperaturafhaengigheden af metallernes elektriske modstand
eller forekomsten af superledning, er det afggrende at tage hensyn til gitteratomernes sving-
ninger. Man kan udtrykke det pa den made, at elektroner og fononer ikke er uafhangige af
hinanden. En elektron kan séledes udsende eller absorbere en fonon, fordi gitterets bevaegelse
giver anledning til afvigelser fra det strengt periodiske potential. S&danne processer er
ansvarlige for temperaturafhaengigheden af metallernes elektriske modstand. Det er ogsa
muligt for to elektroner at vekselvirke ved, at den ene udsender en fonon, som absorberes af
den anden. Denne vekselvirkning, der under bestemte betingelser er tiltraekkende, er drsagen
til, at mange metaller bliver superledende ved lave temperaturer (kap. 10).

Som naevnt skal vi her i forste omgang se bort fra gitterets beveegelse og udnytte den
seerlige symmetri, der karakteriserer bevagelse i et periodisk potential: invarians over for
forskydninger pa en gittervektor. Ud over denne symmetri er det afggrende at tage hensyn
til, at elektroner er fermioner. Det er derfor ngdvendigt at beskrive dem ved bglgefunktioner,
der er antisymmetriske over for ombytning af to vilkarlige elektroner. Undertiden formuleres
dette som et Pauliprincip: i en given kvantetilstand kan der kun anbringes én partikel. Det
er vaerd at bemzrke, at Pauliprincippet i denne formulering er baseret pé en antagelse om,
at elektronerne ikke vekselvirker indbyrdes. Kun da vil en Slater-determinant af typen (8.36)
vare egentilstand for Hamiltonoperatoren for elektronerne, s det har mening at tale om

besatning af en given énpartikelkvantetilstand.

9.1 Fri elektrongas

Ledningselektronerne i et metal udggr en gas af bevagelige partikler. I den simplest tzenkelige

model beskriver man denne gas ved helt at se bort fra gitterionernes tilstedeveerelse sivel
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som fra vekselvirkningen mellem elektronerne indbyrdes. Det positivt ladede iongitter sgrger
for, at metallet som helhed er elektrisk neutralt. Man kan derfor i modellen forestille sig
dette som en jevnt udsmurt baggrund af positiv ladning. I denne fri-elektron model er den
potentielle energi af en elektron konstant overalt i metallets indre, en konstant, der uden
indskreenkning kan veelges til nul. Hermed er vi i stand til at anvende resultaterne fra afsnit
4.3, hvor tilstandstaetheden for en fri partikel i en kasse blev bestemt som funktion af energien.
Egentilstandene er givet ved plane bglger, jvf. (4.54), med tilhgrende bglgevektor k under
brug af periodiske grensebetingelser.

Nar Pauliprincippet tages i brug ved opfyldning af de mulige energiegentilstande for en
elektron, fremkommer grundtilstanden for elektronsystemet som helhed ved besatning af k-
tilstandene inden for en kugle 1 k-rummet. Kuglens radius kr er givet ved

N = Q%kﬁa‘;—y), (9.1)
hvor N er det samlede antal ledningselektroner, og V er metallets volumen. Faktoren 2 i

(9.1) skyldes elektronens spin. De gvrige faktorer fremgar af diskussionen i afsnit 4.3. Idet

n = N/V er teetheden af elektroner, kan (9.1) ogsa udtrykkes som
kg = (37°n)'/3, (9.2)

der viser, at kp alene afhzenger af teetheden af fermioner. Man kalder kg for Fermibglgetallet.

Den tilhgrende Fermiimpuls pp er givet ved

pr = hkr, (9.3)
mens Fermienergien er
A2k
Ep = A4
F 2 (9 )

idet m er elektronmassen. Fermienergien er altsa den kinetiske energi af de metalelektroner,
der i systemets grundtilstand besztter de mest energirige tilstande. I k-rummet definerer E =
Er en flade, der adskiller de besatte fra de tomme tilstande. I den simple fri-elektron model
er Fermifladen en kugleoverflade, men som vi skal se i dette kapitel, kan den antage andre
former, nar der tages hensyn til det periodiske potential. Endelig indfgres Fermihastigheden
v ved definitionen

hk
vp = -n-f (9.5)
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Grundtilstandsenergien Ey for elektronsystemet som helhed kan nu findes ved at summere
h?k?/2m over de besatte pladser. Ved pa sadvanlig made at omdanne summen over k til et
integral over k, jvf. (4.55-56), fas

V ke R%k2 3
= dkk? = - NEk. X
Eo= 5 /0 9 5 °F (9:6)

m

At grundtilstandsenergien per partikel er mindre end Fermienergien, nemlig 3Er /5, er ikke
overraskende, da alle tilstandene inden for Fermifladen er besat. Hvis elektronerne bevager
sig 1 to snarere end 1 tre dimensioner - som det 1 praksis kan lade sig ggre pa en overflade
af flydende helium - fremkommer et lignende resultat med en anden numerisk konstant (opg.
9.1).

Bortset fra de numeriske konstanter fglger udtrykkene for Fermienergien, Fermiimpulsen
og Fermihastigheden alle af en dimensionsbetragtning. Salenge vi antager, at kun &, elek-
trontzetheden n og elektronmassen m indgar i resultatet, viser den i kapitel 1 beskrevne
dimensionsanalyse, at A*n?/®/m er den eneste energi, der kan dannes ud fra disse stgrrelser.

Ud fra metallernes elektrontzthed kan vi nu finde stgrrelsen af Fermibglgetallet kp og
den dertil knyttede energi, impuls og hastighed. For Al kan n bestemmes ved at antage,
at det enkelte aluminiumatom i metallet afgiver tre elektroner til ledningselektronerne, i
overensstemmelse med at atomets valens i kemiske forbindelser er tre. Ved at benytte alu-
miniums densitet og molmasse findes n til at vare 1,8-10% m=3. Det tilhgrende Fermibglgetal
er da

kp =1,8-10°m™?, (9.7)

mens Fermihastigheden er

vp = 2,0-10°m/s. (9.8)
Fermienergien er den kinetiske energi af en elektron med Fermibglgetallet kr og ses at blive
Er=1,9-10718]. (9.9)

Omsat til Fermitemperaturen defineret ved Ty = Eg/k svarer (9.9) til 1,4 - 10° K. Stgrrelsen
af Fermitemperaturen i forhold til stuetemperatur viser, at elektrongassen ikke kan beskrives
som en klassisk gas, med mindre temperaturen er s hgj, at metallet forleengst er smeltet

eller fordampet. Dette forhold har vigtige konsekvenser f. eks. for elektronernes bidrag
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til varmefylden, som er langt mindre - svarende til faktoren T/TF - end man skulle vente
ifglge den klassiske ligefordelingslov. Det er ikke vanskeligt at se, hvorfor varmekapaciteten af
elektrongassen er s meget mindre end den klassiske vaerdi 3k/2 per partikel. Nar tempera-
turen er forskellig fra nul, gges elektronsystemets energi som fglge af den termiske bevagelse.
Pauliprihcippet medfgrer imidlertid, at kun elektroner med energi nar Ep bliver lgftet til
hgjere tilstande pa grund af temperaturbevagelsen. De elektroner, der befinder sig i tilstande
med energi langt under Fermienergien, har ingen pladser til deres radighed, idet alle nabotil-
stande inden for et energiinterval af stgrrelsen kT er fuldt besat. Antallet af termisk anslaede
elektroner ma derfor, nar T' <« Ty, vaere givet omtrentligt ved NT /T, hvorfor de gger den
samlede energi med ca. NkT?/Tp. Af dette fglger, at varmekapaciteten per elektron er af
stgrrelsesordenen kT /Tg, altsa langt mindre end resultatet 3k/2 for partiklerne i en klassisk
ideal gas.

Selv om vi med denne diskussion af en Fermigas har benyttet metallers ledningselektroner
som eksempel, kan vi anvende ovenstaende resultater pa andre Fermigasser. F. eks. kan man
ved hjalp af disse betragtninger forklare vasentlige traek af stjernernes udviklingshistorie. For
de stjernetyper, der gar under navnet hvide dvarge, er balancen mellem den kinetiske energi
af de frit bevagelige elektroner og stjernens gravitationsenergi en afggrende faktor. I sadanne
stjerner er.taetheden sa stor, at atomernes elektroner er lgsrevet fra kernerne og bevager sig
frit i forhold til disse. Pa grund af elektronernes lille masse er den kinetiske energi og dermed
ogsa trykket i stjernens indre domineret af elektronernes bidrag. Kernerne bidrager i denne
tilnzermelse kun til gravitationsenergien.

Lad os fgrst antage, at elektrongassens tathed ikke er stgrre, end at det ikke-relativistiske
resultat (9.6) kan anvendes til at vurdere den kinetiske energi. Dermed bliver den kinetiske
energis afhzengighed af massen abenbart givet ved Fiy, o« N%3/V?*3 « MS/3/R? Her er
R stjernens radius (o< V='/3) og M stjernens masse, idet M udtrykt ved antallet N af frit
bevagelige elektroner er M = Nm', hvor m’ er massen per elektron (typisk omkring to
nukleonmasser). Gravitationsenergien er Egr.y o< —M?/R (sammenlign med energien af en
ladet kugle!). I ligevaegt ma derfor gzlde, at summen af Fy, 0og Fgray er mindst mulig, saledes
at M < R73.

Hvis elektrontezetheden er sa stor, at det er ngdvendigt at anvende det relativistiske udtryk
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Ey = hck i stedet for Ej, = h?k%/2m for den kinetiske energi af en elektron med impuls Ak,
ser man, at (9.6) skal erstattes med Ey = 3NEp/4. Her er Fermienergien Er = hckp,
mens kr fortsat er givet ved (9.2). Det ses nu, at savel den kinetiske energi som gravita-
tionsenergien bliver omvendt proportional med R. Vi har under disse betingelser, at Fi, ~
he(M/m')*3|R og Ega, ~ —M?/R, siledes at der kun kan veere ligeveegt for en bestemt
veerdi M, af massen M. P& ner en konstant er M, givet ved at Ey;, = | Egrav], svarende til

M = M, = (he/G)*?/m”?, som omtalt i afsnit 1.5.5.

9.1.1 Lyd i metaller

Fri-elektron modellen for metaller blev indfgrt af Sommerfeld i 1928. Den havde stor succes
som basis for beskrivelsen af egenskaber som varmefylde eller elektrisk og termisk lednings-
evne, og dens enkelhed ggr, at den stadig er et nyttigt udgangspunkt i mange forskellige
sammenhange. I dette afsnit skal vi se et enkelt eksempel pa modellens anvendelse. Vi vil
benytte resultatet (9.6) for grundtilstandsenergien af den fri elektrongas til at bestemme lyd-
hastigheden i metaller. I en vis forstand forlader vi hermed den antagelse, at gitterionerne
blot udggr en baggrund af positiv ladning. Udbredelse af lyd indebzrer jo oscillationer i
metallets massetaethed, som er domineret af ionerﬁes bidrag. Som vi skal se, kan vi ved hjelp
af fri-elektron modellen bestemme den trykgradient, der pavirker ionernes bevegelse.

I det fglgende skal vi undersgge en simpel, isotrop model af et metal, der ggr det muligt
at finde lydhastigheden pa samme made som i en gas.

Lydens hastighed i gasser findes ud fra kontinuitetsligningen
—+4+V-3=0, (9.10)

hvor p er masseteetheden, og ; = pv er strgmtatheden. Vi har indfgrt et hastighedsfelt
v = ¥(7,t), der angiver den lokale drifthastighed. Ifglge Newtons 2. lov er den tidsafledede af

) bestemt af trykgradienten Vp,

Der er her set bort fra gnidningsprocesser, der fgrer til deempning af lyden, samt ulineeere led.
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Ved at tage den afledede af (9.10) med hensyn til tiden fas
— = V?p. (9.12)

For at kunne bestemme lydhastigheden ud fra (9.12) ma sndringer i trykket p knyttes til
zndringer i massetatheden p. Lad os fgrst antage, at lydudbredelsen foregér isotermt, sa at

vi kan benytte luftarternes tilstandsligning
2 kT, . (9.13)

hvor M er massen af et luftmolekyle. Af (9.12-13) fglger, at lydhastigheden s er givet ved

& = (p/op)r =~ (9.14)

I virkeligheden er lydudbredelsen (ved szdvanlige frekvenser) ikke isoterm, men adiabatisk.
Dette medfgrer, at resultatet (9.14) for kvadratet pa lydhastigheden skal ganges med forholdet
C,/Cv, der er forholdet mellem varmekapaciteten ved konstant tryk og ved konstant rum-
fang. Det resulterende udtryk for lydhastigheden, s = \/m , er 1 serdeles god
overensstemmelse med de eksperimentelt bestemte lydhastigheder i gasser. |

Vi vender nu tilbage til lydudbredelsen i metaller. I metz—ﬂler er tilstandsligningen ikke givet
ved (9.13). Sammenhéngen mellem tryk og volumen er anderledes og involverer, som vi skal
se, ikke temperaturen. Dette er ikke overraskende. Vi har jo allerede set, at varmekapaciteten
af elektrongassen er langt mindre, end man skulle forvente ud fra den klassiske statistiske
mekanik®.

Ved de relativt lave frekvenser og lange bglgelaengder, der kendetegner lyd, er det muligt at
opfatte metallet som et kontinuum og ggre direkte brug af ligningerne (9.10-11), der resulterer
1(9.12). Sammenhangen mellem tryk og volumen er imidlertid ikke givet ved (9.13). For
at finde trykket som funktion af volumenet behgver vi blot at benytte, at grundtilstands-
energien Fy i vor simple model kan identificeres med den indre energi U ved det absolutte

temperaturnulpunkt. Vi har altsa

3
5

1En af konsekvenserne af dette er, at forskellen mellem C, og Cvy er forsvindende for ledningselektronerne.

U= NEp x V73, (9.15)

Man kan derfor med god tilnzrmelse regne lydudbredelsen for isoterm.
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5/3

Fglgelig er trykket proportionalt med V~=°/2, idet det er givet ved

ou 22U 2

Denne tilstandsligning for elektrongassen er altsa helt forskellig fra tilstandsligningen (9.13)
for en klassisk gas. Forskellen ses (pa naer numeriske faktorer) at veere, at den absolutte
temperatur i (9.13) er erstattet med Fermitemperaturen T, der er et mal for elektrongassens
teethed.

Massetactheden p er med god tilnzermelse givet ved
p = n,‘onM, (917)

hvor M er massen af en ion i krystalgitret, og n;,, ionteetheden. Vi antager, at der er Z

ledningselektroner per ion, hvorfor n;,, er lig med n/Z. Heraf fas

s’ = —g—g = %%vg« (9.18)

Dette resultat er i rimelig overensstemmelse med malingerne af lydhastigheden i simple
metaller som Al,’ Na eller Cu. Man finder siledes, at den beregnede verdi ifglge (9.18) er
henholdsvis 9,1, 3,0 og 2,7 km/s, mens de malte longitudinale lydhastigheder er 6,8, 3,1 og
4,7 km/s. Lydudbredelse i metaller er altsa et egentligt kvantefeenomen, da elektrongassens
kompressibilitet - som vi har set - athenger af Plancks konstant A. At det er ledningselek-
tronernes kompressibilitet, der indgar i lydhastigheden, er udtryk for, at bevaegelsen af ioner
og elektroner ikke er uathangig af hinanden. Tvertimod fglger elektronerne med i ionernes
svingninger for lokalt at neutralisere disses ladninger. Herved bliver elektrongassen skiftevis

udvidet og sammentrykt, sa trykgradienten lokalt er bestemt af aendringer i elektrongassens

energi som fglge af @&ndringer af dens tethed.

9.2 Periodisk potential

Indtil nu har vii dette kapitel kun taget hensyn til ledningselektronernes kinetiske energi. De
positive ioner i krystalgitteret giver imidlertid anledning til, at elektronens potentielle energi

varierer periodisk i rummet. Den potentielle energi V(7) har symmetriegenskaben

V(FE+ B) = V() (9.19)



hvor R er en vilkarlig gittervektor?

. Denne symmetri skal vi udnytte til at vise, at egen-
tilstandene for Hamiltonoperatoren for en elektron i et periodisk potential kan valges pa

formen
$i(F) = eFug(7). (9:20)
Her er u en funktion, der har samme periodicitet som den potentielle energi, jvf. (9.19).
Egentilstandene (9.20) er alts plane bglger, der er moduleret med en periodisk funktion med
samme periodicitet som gitteret. Dette er Blochs setning.
For overskuelighedens skyld skal vi nu vise Blochs sztning i én dimension. Elektronens

potentielle energi antages altsa at opfylde periodicitetsbetingelsen
V(z + na) = V(z). (9.21)

Her betegner a afstanden mellem to nzrmeste naboer i det endimensionale gitter, og n num-
mererer gitterpladserne fra 1 til N, idet vi benytter periodiske graensebetingelser. I analogi

med (8.56) definerer vi translationsoperatoren T, ved

Iy

T.f(z) = f(x - na) (9.22)

hgrende til en forskydning pa na. Hamiltonoperatoren for en enkelt elektron er

. R
H=—"—4V(a) (9.23)

2m dz?

Det ses nu, at 7’ og H er indbyrdes ombyttelige, idet

THf(z) = —;—m%—_‘_j_n—a)zf(x — na) + V(z — na)f(z — na), (9.24)
A h2 2
HT f(z) = _%dd_x? (z — na) + V(z)f(z — na), (9.25)

der ses at veere ens pa grund af (9.21). Det er derfor muligt at finde feelles egenfunktioner for
T og H. Inden vi gor dette, bemeerker vi, at forskydningerne pa sxttet af gittervektorer na
udggr en gruppe. Ifglge de periodiske gransebetingelser er T = Ty og TN—}—] = 1T1. Gruppen

er tydeligvis abelsk. Dette geelder ogsa i tre dimensioner.

2Gittervektorerne R er stedvektorer for gitterpunkterne og fremkommer ved linearkombinationer af tre

lineaert uafheengige basisvektorer a;,¢ = 1,2, 3 ifglge R= nidy + nads + nzds, hvor n; er hele tal.
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Lad 9 vare en felles egenfunktion for 7, og H. Vi kalder egenverdien hgrende til 7T, for

An),

Idet

galder abenbart
A(n +n') = An)A(n').

Ifglge de periodiske graensebetingelser er
AMN) =1, \(N +1) = A1).

Skriver vi A(n) pa formen

/\(n) — e—ikna’

ma det derfor geelde, at k er reel. Samtidig ses betingelsen (9.28) at veere opfyldt.

Vi danner nu funktionen
u(z) = 7 (2),
der abenbart er periodisk, u(z — na) = u(z), idet
¥(z — na) = e~Fray(z).

Hermed har vi vist Blochs seetning i én dimension,

W(z) = e*u(z).

(9.26)

(9.27)

(9.28)

(9.29)

(9.30)

(9.31)

(9.33)

Da forskydningsoperatorerne hgrende til de tre forskellige krystalakseretninger er indbyrdes

ombyttelige, kan beviset uden videre generaliseres til tre dimensioner. Vi bemeerker ogsa,

at brugen af periodiske greensebetingelser forlgber pa ganske samme made som i afsnit 4.3.

Specielt er ligning (4.55) fortsat gyldig for Bloch-tilstande som (9.20).

Energien af en Bloch-tilstand afhanger af udseendet af det periodiske potential. I én

dimension kan sammenheengen mellem energiegenvzrdien €(k) og k vare som vist pa figur

9.1. Bemeerk eksistensen af energigab, hvori der ikke findes Bloch-tilstande.
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Figur 9.1: Energiegenverdi €(k) i én dimension

Som afslutning pa denne introduktion til bevaegelse i et periodisk potential skal vi lgse
Schrodingerligningen for en meget simpel model, hvori den potentielle energi er reprasenteret
ved deltafunktioner. Selv om denne fysisk set er urealistisk, giver den alligevel indsigt i

vaesentlige aspekter af bevaegelse 1 et periodisk potential.

EKSEMPEL 10. ET ENDIMENSIONALT GITTER.

Vi vil undersgge bevagelsen i et potential af formen
V(z)= Zﬂ:]é(x —(n+ %)a), (9.34)

hvor I er en positiv konstant, n heltallig, mens a repraesenterer afstanden mellem naboatomer. Nar potentialet
er uendeligt stort, kan vi ikke - som vi plejer - forlange, at bglgefunktionens afledede skal vare kontinuert.

Tvezertimod ser vi af ligningen
2

- o7 T 8(@)Ciy = Coy, (9.35)

hvor C; og C, er konstanter, at forskellen mellem di/dz i punktet z = €; og ¢ = —¢; ma veere C9 taget i

punktet z = 0 (¢, er infinitesimal og positiv). Dette vises ved at integrere ligningen (9.35) fra —¢ til ¢;.
Nar man skal Igse Schrédingerligningen med det forelagte potential, er det bekvemt at indfgre dimen-

sionslgse variable ved

' =z/a, € =2ma’e/h®, I' =2mal/h’. (9.36)
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Herved bliver egenvzerdiligningen for Hamiltonoperatoren
[~o+1 Zé(z —(n+ ))]w = ey, (9.37)

idet vi har fjernet meerkerne pa de dimensionslgse variable.

I omradet
1 <z< 1 (9.38)
2 2 '
er lgsningen
¥ = Acos/ex + Bsin+/ez. (9.39)
Ifglge Blochs sztning er
1 i 1
¥(5) =€ 9(=3). (9.40)
For den afledede fas tilsvarende
di d
k% r=-— L+€1 = Elx:é{-cl‘ (941)

Verdien af den afledede 1 punktet z = %-}-61 er som vist under (9.35) knyttet til vaerdien i punktet z = %—61

ved

dy dy
—_— = —|,.— _1. 42
dz lx=§+el dz |a:._12-—51 + I"l)lx_é (9 4 )

Af (9.39) og (9.40) fas da
Acos(ve/2) + Bsin(ve/2) = e* A cos(v/€/2) — e'* Bsin(\/€/2), (9.43)
mens (9.39) og (9.41-42) resulterer i
e'*\JeAsin(ve/2) + e'¥/eB cos(Ve/2) = —/eAsin(\/e/2) + /B cos(/€/2) +
I[Acos(v/€/2) + Bsin(v/e/2)]. (9.44)

Det fremgar, at (9.43-44) udger et homogent ligningssystem for de to ubekendte A og B. Betingelsen for, at

ligningssystemet har lgsninger forskellige fra nullgsningen (4, B) = (0,0), er at determinanten er nul, d.v.s.

(1 - e*)2\/ecos®(Ve/2) + (1 + eF)2 /e sin?(/e/2) — 26 I sin(v/e/2) cos(v/€/2) = 0, (9.45)

der kan omformes til

4sin® k/2+/e cos? (\/€/2) + 4 cos? k/2v/esin®(\/€/2) = Isin Ve. (9.46)

Ved at udtrykke kvadratet pa sinus og cosinus ved cosinus til den dobbelte vinkel fs

I'sin /e
2 e

Vi kan nu vzlge et ¢ og finde det tilsvarende k (hvis det eksisterer), jvf. opgave 9.3. Herved bestemmes

cosk = cos/e + =

(9.47)

€ som funktion af k,

e = F(k). (9.48)
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st B,

Figur 9.2: Kurver med konstant energi

Resultatet kan sammenlignes med skitsen pa fig. 9.1.

I to dimensioner separerer problemet, nar vi valger den potentielle energi til at veere

V=V()+V(y) ‘ (9.49)

Heraf findes energien € som

e = Fks) + F(ky), (9.50)

hvor F er funktionen i (9.48). Ved at vzlge et ¢ kan k, nu findes som funktion af &, ved hjelp af lommereg-
neren. P3 fig. 9.2 har vi tegnet en cirkel i k; — ky-planen svarende til konstant energi i tilfeeldet I = 0 og

skitseret en kurve svarende til konstant energi for I > 0. Gabenes stgrrelse kan varieres igennem parameteren

1.

I tre dimensioner bliver sammenhangen mellem € og k naturligvis mere kompliceret, men princippet for
Igsning af egenveerdiproblemet er det samme, idet Blochs sztning benyttes som randbetingelse pa Igsningen til
Schrodingerligningen inden for krystallens enhedscelle. Opfyldningen af de mulige energiniveauer bestemmer,
hvorvidt stoffet 1 dets grundtilstand er metallisk eller isolerende, og stgrrelsen af energigabene bestemmer om

stoffet karakteriseres som en halvleder eller en isolator.

9.3 Gittersvingninger

I faste, krystallinske stoffer er atomerne regelmassigt ordnet i et gitter. De enkelte atomer kan

udfgre svingninger om deres ligevagtsposition, men disse svingninger er ikke uafheengige. De
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Figur 9.3: Lineaer keede

svingninger, som et bestemt atom udfgrer omkring dets ligeveegtsposition, vil pavirke nabo-
atomernes svingninger. En kubikcentimeter af et krystallinsk stof ma derfor opfattes som et
system af koblede oscillatorer, hvis antal er af stgrrelsesordenen 10?3. Tkke desto mindre er
resultatet (2.103) for energiegenvardierne af en enkelt harmonisk oscillator grundlaget for at
beskrive krystallens gittersvingninger som helhed.

For at indse dette skal vi ga frem i tre trin, hvoraf det fgrste kun benytter klassisk
mekanik, det andet kvantemekanik og det tredje statistisk mekanik. Hensigten er at om-
forme bevaegelsesproblemet for de koblede oscillatorer til et simplere, hvori svingningerne
sker uafhaengigt af hinanden. Man kalder en sddan transformation en overgang til normal-
koordinater og de resulterende svingninger for normalsvingninger. Fgrst vil vi gennemfgre
overgangen til normalsvingninger for den simplest tzenkelige ‘krystal’, der bestar af en lineaer

keede af atomer.

9.3.1 Normalsvingninger

Dette afsnit omhandler det klassiske beveegelsesproblem. Vi betragter en linezr kaede af
atomer, der er indbyrdes koblede ved fjedre med samme kraftkonstant K (fig. 9.3). Atomernes
masse kaldes M. Med u, betegner vi udsvinget af det n’te atom fra ligeveegtsstillingen.
Atomerne kan kun bevege sig i kaedens leengderetning. Vi skal senere se, hvorledes denne
model kan generaliseres til det tilfzlde, hvor atomerne sidder i et tredimensionalt gitter og
kan svinge i1 en vilkarlig retning i rummet. Ifglge Newtons anden lov er accelerationen 1, af

det n’te atom givet ved

Mii, = —K(up — tp-1) — K(tp — tny1)- (9.51)

262



Idet keeden antages at bestd af N atomer, vil vi paleegge lgsningerne til (9.51) de periodiske
randbetingelser

UN = Ug;  UNg1 = Up. (9.52)

Afstanden mellem naboatomer i ligeveegt kaldes for a, og kadens lengde L er abenbart
L = Na. Randbetingelserne (9.52) svarer abenbart til, at kaedens ender er fgjet sammen.
Ved lgsningen af bevegelsesligningerne er det bekvemt at opfatte u, som realdelen af en

kompleks stgrrelse. Vi ser nemlig, at (9.51) er tilfredsstillet af
Uy, = Uge T (9.53)
forudsat, at w og ¢ er knyttet sammen ved betingelsen
Muw? = 4K sin® 22‘1 (9.54)
Lgsningen (9.53) har form af en plan bglge
e, (9.55)

hvor stedkoordinaten z antager de diskrete veerdier z = na,n = 1,---, N. Bglgetallet er
abenbart g/27, mens den angulare frekvens er w . Det virkelige udsving u,, er naturligvis en

reel stgrrelse, og (9.53) bgr strengt taget skrives pa formen
un, = Rupe' ™™ = ug cos(gna — wt), (9.56)

hvis ug er valgt reel. Symbolet R angiver realdelen. Ofte udelader man imidlertid af bekvem-
melighedsgrunde R, idet man underforstar, at realdelen tages af slutresultatet. Nu fremkom-
mer ved indsattelse i (9.51) den samme betingelse (9.54) svarende til

K, . qa
= 24/ — — .
w jwlsm 5 l, (9.57)

idet fortegnet af w veelges positivt. En ligning som (9.57), der sammenknytter bglgetal og
frekvens, kaldes for en dispersionsrelation. Det svingningsmgnster u,, der hgrer til en bestemt
veerdi af ¢ (og dermed w), betegnes en normalsvingning. Dispersionsrelationen (9.57) er vist
i fig. 9.4. Bemark, at sammenhangen mellem w og ¢ er lineer for sma ¢q. I denne graense

svarer svingningsmgnstret til en lydsvingning, med dispersionsrelation
w = sq, (9.58)
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Figur 9.4: Dispersionsrelation for linezer kaede

hvor lydhastigheden s er givet ved

K
s = a\/%. (9.59)

Nar frekvensen w bliver lille for sma verdier af ¢, skyldes det, at svingningsmgnstret i denne
greense nasten ikke flytter naboatomer i forhold til hinanden. Hvis ¢ derimod antager vaerdien
7/a, vil naboatomer svinge mod hinanden (u, = —u,_;), og frekvensen w bliver derved
maksimal, lig med %/KW.

Vi kan nu benytte graensebetingelserne (9.52) til at bestemme de tilladte veerdier af q.

Bemeerk, at problemstillingen er rent klassisk. For at (9.52) kan vere opfyldt ma ligningen
e'tNe = 1 (9.60)

veere tilfredsstillet, og ¢ skal derfor antage veerdierne

q= %27” (9.61)
hvor m er et helt tal (positivt, negativt eller nul).

Foruden (9.61) ma de mulige bglgetal tilfredsstille endnu en betingelse. Hvis vi nemlig i
(9.53) erstatter ¢ med g + 27 /a, vil u, og dermed svingningsmgnstret ikke zendre sig. De to
forskellige vaerdier af bglgetallet svarer altsa til det samme svingningsmgnster, i konsekvens

af, at det kun er vaerdien af den plane bglge (9.55) i gitterpunkterne z = na, der har fysisk

betydning. Da svingningsmgnstret er ueendret, hvis vi leegger et helt multiplum af 27 /a til g,
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kan vi begraense q til at ligge i omradet
. <q< z (9.62)
a a

Lad os opsummere, hvad vi har vist om normalsvingninger og deres egenskaber. Krystal-
atomernes udsving kan sammensettes af svingningsmgnstre som (9.53), forudsat at w og g er
knyttet sammen via dispersionsrelationen (9.57). Der er pracis N mulige svingningsmgnstre,
nemlig lige s& mange som de tilladte veerdier af q i intervallet —r/a < ¢ <= /a.

Inden vi gar over til den kvantemekaniske behandling af svingningsproblemet, skal vi
understrege, at den forudgaende behandling af gittersvingningerne er rent klassisk. Ganske
vist har vi fundet, at ¢ kun antager diskrete veerdier, jvf. (9.61), men dette skyldes, at vi har
palagt periodiske greensebetingelser pa normalsvingningerne (svarende til at kaedens ender
fgjes sammen). I det fglgende afsnit skal vi diskutere, hvorledes systemets Hamiltonoperator

fremkommer ud fra dets Hamiltonfunktion.

9.3.2 Fononer

Vi har nu lgst det klassiske bevaegelsesproblem for den linezre kade bestaende af N atomer,
hver med masse M, hvis vekselvirkning er repreesenteret ved fjedre med kraftkonstant K.
Et svingningsmgnster som (9.56) lgser de klassiske bevaegelsesligninger, forudsat at w og ¢
er knyttet sammen via (9.57). En vilkarlig lgsning, der svarer til bestemte begyndelses-
betingelser, fremkommer ved en superposition af sadanne normalsvingninger. Den kom-
plicerede bevagelse af de koblede gitteratomer er herved oplgst 1 noget langt simplere, en
overlejring af uatheengige normalsvingninger givet ved (9.56-57). Med udgangspunkt i dette
klassiske resultat er det narliggende at antage, at Hamiltonoperatoren H for den linezre

kade er en sum over q af led af formen (2.91), svarende til

1

H= Zﬁw aaq 2)

(9.63)

Hamiltonoperatoren for den linezere keede har saledes en meget simpel form, idet den er en sum
af operatorer hgrende til hver enkelt harmonisk oscillator, eller normalsvingning, specificeret

ved en af de N mulige vardier af q. Sammenhaengen mellem svingningsfrekvensen w, og q er

den klassiske, givet ved (9.57).
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Vi har antaget, at (9.63) er Hamiltonoperatoren for den linezre kaede. Dette kan vises ud
fra den klassiske Hamiltonfunktion, som afhanger af udsvingene u, og de tilhgrende genera-
liserede impulser p,, ved at benytte ombytningsrelationerne [u,, p,,] = thé,,. Vi skal dog
ikke gennemfgre udledelsen her.

De mulige energiegenveerdier findes ud fra (9.63) som for den enkelte harmoniske oscillator:
systemets energiniveauer specificeres ved angivelse af antallet af kvanter n, hgrende til hver
normalsvingning, siledes at det tilsvarende bidrag til energien er hw,(n, + 1/2). Systemets
totale energi i den givne tilstand er da summen over alle ¢ af disse energier. Tilstanden
angives som en ket, merket med vardierne af kvantetallene n,,, hvor index ¢ gennemlgber N

veerdier fra 1 til N svarende til (9.78),
[PgisTigzs s 5 gy )- (9.64)

Energikvanterne i en normalsvingning kaldes for fononer pa grund af, at normalsving-
ningerne i greensen for lange bglgeleengder (ga << 1) har lineeer dispersion, svarende til lyd,
jvi. (9.58). I stedet for at taenke pa de forskellige egenverdier af den totale energi som en
sum af energiegenveerdierne hgrende til hver normalsvingning, specificeret ved kvantetallene
ng, kan man lige sa godt angive den pageldende egentilstand ved antallet af fononer, n,,
hgrende til hver normalsvingning. Gitteret er hermed transformeret fra et system af N atomer,
der vekselvirker indbyrdes, til en samling af fononer (lydkvanter), der ikke vekselvirker. At
fonongassen er ideal, er en konsekvens af, at Hamiltonoperatoren kun indeholder led, der er
kvadratiske i gitterudsvingene. Hvis man medtager hgjere ordens led i Hamiltonfunktionen
og behandler disse som sma stgrrelser, kan man med god tilnzrmelse beskrive krystallen som
en samling af fononer, men fononerne far nu en endelig levetid, svarende til, at en given fonon
kan henfalde til to eller flere andre fononer. Sadanne processer er afggrende for isolatorers
varmeledningsevne, der ville veere uendelig, hvis fononerne kunne betragtes som en ideal gas.

I modsztning til hvad der gzlder for seedvanlige gasser bestdende af for eksempel kvzlstof-
molekyler i en lukket beholder, er antallet af fononer ikke nogen bevaret stgrrelse. I gitterets
grundtilstand er antallet af fononer nul, da n,, = 0 for alle:. I det fglgende afsnit skal vi se, at
befolkningen af energitilstandene ved en given temperatur er bestemt ved Planckfordelingen,

og pa dette grundlag finde stgrrelsen og temperaturafthaengigheden af varmefylden.
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9.3.3 Gittervarmefylde

En linexr kede af atomer er naturligvis ikke en tilfredsstillende model for et fast stof. I
en virkelig, tredimensional krystal har et atom typisk seks, otte eller tolv narmeste naboer,
afhangigt af krystalstrukturen. For at bestemme de klassiske gittersvingninger er det ngd-
vendigt at tage udgangspunkt i den givne krystalstruktur og - som et minimum - tage hensyn
til koblingen mellem et atom og alle dets narmeste naboer. Dette komplicerer beregningen af
normalsvingningernes frekvens, men medfgrer ingen begrebsmassige @ndringer. Metoden er i
det tredimensionale tilfeelde ngjagtig som i det endimensionale, hvor et atom kun vekselvirker
med de to nermeste naboer. En normalsvingning bliver nu karakteriseret ved en bglgevektor

¢ med tilhgrende angulare frekvens wg, svarende til at (9.53) erstattes med
@ = fpe' TRt (9.65)

hvor R er en gittervektor. Til forskel fra det éndimensionale tilfelde kan atomerne svinge
i tre retninger i rummet, og der hgrer derfor tre normalsvingninger til hver veerdi af g
Man siger, at gittersvingningerne er polariseret i tre forskellige retninger og angiver disse
ved polarisationsvektorer, der altid kan velges vinkelret pa hinanden. Hvis retningen af ¢
er sammenfaldende med en symmetriakse i krystallen, kan polarisationsvektorerne desuden
veelges parallelt med, henholdsvis vinkelret pa ¢. Man taler da om longitudinale, henholdsvis
transversale fononer. Hvis krystallens enhedscelle indeholder forskellige atomer, finder man
som i det éndimensionale tilfeelde bade akustiske og optiske grene. Tre af grenene vil al-
tid veere akustiske, men de tilhgrende lydhastigheder, der i lighed med (9.58) fremkommer i
graensen ¢ — 0, har normalt forskellig stgrrelse.

Ogsa kvantiseringen af normalsvingningerne forlgber som vist i det endimensionale eksem-
pel. Hamiltonoperatoren bliver givet ved (9.63), forudsat at ¢ i dette udtryk opfattes som
(4, A), hvor A er et polarisationsindex. I fglge ovenstaende kan A antage tre forskellige veerdier
(A = 1,2,3) svarende til de tre enhedsvektorer €), €; og €3, der for et givet ¢ angiver nor-
malsvingningernes polarisationsretninger. Hermed er vi i stand til at nedskrive de forskellige
mulige energiegenveerdier E; for krystallen som helhed,

E; = Z hwg(ngy + %) (9.66)
F3)
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I dette udtryk skal z opfattes som et index, der star for samlingen af kvantetal ng,.

For at kunne bestemme faste stoffers varmefylde pa basis af de mulige energiveerdier (9.66)
ma vi inddrage et hovedresultat af den statistiske mekanik, nemlig den sikaldte kanoniske
fordeling. Denne statistiske fordeling vedrgrer et system, der er i kontakt med et varme-
bad med temperaturen 7. Under disse omstendigheder vil sandsynligheden p; for at finde
systemet 1 en tilstand med energi E; vere

e—Ei/KT

P = S (9.67)

Det ses, at summen af p; over alle ¢ er 1. Konstanten k, der optreeder i (9.67), kaldes
Boltzmanns konstant. Dens vaerdi er 1,38 - 107%3 Joule/K.

Den kanoniske fordeling (9.67) vil ikke blive udledt her, men den kan sandsynligggres pa
forskellig made. For det fgrste er det klart, at vi ma beskrive de termodynamiske egenskaber
af store systemer ved statistiske metoder. Det er hiblgst at teenke pa at lgse Hamiltons
ligninger eller Schrédingerligningen for 10%* partikler, der vekselvirker indbyrdes og med om-
givelserne. Blot at angive begyndelsesbetingelserne ville kraeve en uoverkommelig stor infor-
mationsmeengde. I stedet for at angive systemets tilstand s& detaljeret som kvantemekanikken
tillader det, er vi tvunget til at ngjes med at angive sandsynligheden for at finde et system,
der er i kontakt med et varmebad, i en tilstand svarende til en bestemt energi. Det er plausi-
belt, at de forskellige energiegentilstande ikke kan veere ligeligt befolket, men at der er stgrre
sandsynlighed for at finde systemet i en tilstand med lavere energi end i en tilstand med hgjere.
Som illustration af dette tjener diatomige luftmolekyler, der som navnt i kapitel 1 ikke blot
har translatoriske frihedsgrader, men ogsd kan vibrere eller rotere. Hvis energiforskellen Aw
mellem den neestlaveste og laveste vibrationstilstand er stor i sammenligning med kT, er det
overvejende sandsynligt, at molekylet befinder sig i den laveste vibrationstilstand, svarende
til at kvantetallet n i energispektret (2.103) er nul. Kun hvis Aw er sammenlignelig med 7T,
der paner en talfaktor er middelveerdien af de enkelte molekylers kinetiske energi, kan vi
forvente nogen vaesentlig befolkning af de hgjere liggende energiegentilstande.

Et eksempel pa en kanonisk fordeling er den velkendte Maxwell-Boltzmann hastigheds-

fordeling i en klassisk ideal gas. Ifglge denne er antallet f (p)dp af molekyler med impuls-
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komposanter i intervallerne (p, p; + dp.), (py, py + dpy) 0 (p-,p- + dp.) givet ved
F(P)dp = Coe™?"1*™T 45, (9.68)

hvor Cy er en konstant og m er molekylmassen. I dette tilfeelde er den energi p?/2m, der
indgar i eksponentialfunktionen, abenbart rent kinetisk, men dette geelder naturligvis ikke i
almindelighed. Et andet eksempel er den sakaldte hgjde- eller barometerformel, der knytter
en ideal luftarts teethed n (og dermed tryk) til variationen i molekylernes potentielle energi i
et tyngdefelt. Hgjdeformlen er
n(z) = nge ™9/ (9.69)

hvor ng er en konstant, mens z angiver hgjden over jordoverfladen og g er tyngdeacceleratio-
nen. Her er det den potentielle energi mgz, der optraeder i eksponentialfunktionen.

Ovenstaende eksempler pa en kanonisk fordeling er hentet fra den klassiske statistiske
mekanik, men fordelingen (9.67) galder helt alment for et system i kontakt med et varmebad,
og dermed ogsa for systemer, hvori kvanteeffekter spiller en afggrende rolle. Vi skal nu se,
hvorledes anvendelsen af den kanoniske fordeling pa en harmonisk oscillator fgrer til den
Planckfordeling, der er grundlaget for beskrivelsen af faste stoffers varmefylde, straling fra
sorte legemer og en mangfoldighed af andre faenomener.

I det fglgende betragtes en enkelt oscillator i kontakt med et varmebad, og middelenergien
bestemmes som funktion af temperaturen. Spektret af energiegenvaerdier er givet ved (2.103).

Sandsynligheden p, for at finde oscillatoren i tilstanden market med n er saledes

e~ (n+3)hw/kT

Pn = Zoo_o e—(n+%)ﬁw/kT (970)
og middelenergien E er derfor
E =Y E,pa. (9.71)
n=0

Summen (9.71) udregnes nemmest ved at beregne den sakaldte tilstandssum Z, der i

almindelighed er defineret ved
Z =3 e Bl (9.72)
hvor E; er systemets energiegenvardier. Nar disse er givet ved (2.103) danner de enkelte led

1(9.72) en geometrisk reekke. Hermed kan summen (9.72) let udfgres med resultatet

o~ hw/2kT

7 (9.73)

T | Z e—hw/kT
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Ved sammenligning af (9.71) og (9.72) ses det, at middelenergien kan skrives som

0ln Z(p)
ap

hvor parameteren S er defineret ved f = 1/kT. Nar (9.73) indszttes i (9.74), bliver oscilla-

E=- : (9.74)

torens middelenergi udtrykt som

_ 1 1
Funktionen 7 givet ved
- 1
il (9:76)

kaldes Planckfordelingen (jvf. (1.1)). Den er lig med middelverdien af antallet n af energik-
vanter i en harmonisk oscillator, hvis klassiske frekvens er w. Nar temperaturen er hgj i forhold
til hw/k, er 7 med tilnarmelse givet ved kT /fiw. Middelenergien bliver derfor uafheengig af
Plancks konstant,

E ~ kT. (9.77)

I den modsatte granse, kT << hw, er E med tilnzrmelse lig med oscillatorens nulpunkts-
energi fiw/2. I denne greense har befolkningen af oscillatorens hgjere energitilstande ingen
betydning for middelenergien, da sandsynligheden for at finde oscillatoren i en hgjere energi-
tilstand er meget lille, givet ved 1 — py ~ e~"/*T

Efter at have bestemt middelenergien af en enkelt oscillator i kontakt med et varmebad er
vi nu i stand til at finde middelenergien for en krystal bestdende af N atomer. I den klassiske
graense, hvor kT'/h er stor i sammenligning med en vilkarlig fononfrekvens, kan vi benytte
resultatet (9.77) for en enkelt oscillator og multiplicere dette med antallet af oscillatorer 3N.
Bemeerk at hvert atom svarer til tre oscillatorer, idet udsvingene fra gitterpositionen kan

forega i tre forskellige retninger. Herved fas

E = 3NkT. (9.78)

Varmekapaciteten C er i almindelighed givet ved den termodynamiske relation

OF
C=om. (9.79)
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Det er underforstiet, at krystallens volumen er holdt fast ved differentiationen med hensyn
til temperaturen. S& leenge gittersvingningerne som ovenfor behandles i den harmoniske
approksimation svarende til Hamiltonoperatoren (9.63), er der ingen forskel pa varmefylden
ved konstant volumen og ved konstant tryk. I den klassiske greense, hvor E er givet ved

(9.78), bliver varmekapaciteten derfor
C = 3Nk (9.80)

Ifglge (9.80) er den molare varmekapacitet en universel st¢rrelse, der er lig med tre gange
gaskonstanten R eller 25 Joule/molK. Resultatet (9.80) er almindeligvis i god overensstem-
melse med malinger af varmekapaciteten ved stuetemperatur. En sadan lovmeessighed blev
fgrst fundet empirisk af Dulong og Petit i 1819. Til illustration af gyldigheden af Dulongs
og Petits lov kan det naevnes, at C ved stuetemperatur er malt til at veere 28,26,24 og 8,5
Joule/molK for henholdsvis Na, Ca, Al og C (diamant). Den store afvigelse for C (diamant)
er udtryk for, at kvanteeffekter er vigtige selv ved stuetemperatur. Vi skal i det fglgende
se, at alle de naevnte grundstoffers varmekapacitet med god tilnzermelse kan beskrives ved en
universel funktion af temperaturen.

Vi er nu i stand til at angive middelenergien for krystallen, hvis energispektrum er givet
ved (9.66). Da de mulige veerdier af krystallens totale energi er givet ved summen af de mulige
energiegenvaerdier for hver enkelt oscillator, er det ikke overraskende, at middelenergien af

hele krystallen er lig med summen af de enkelte oscillatorers middelenergier,

_ 1
E = Zhwa’,\(’ﬁ,ﬁ,\ + '2“) (981)
@A

Her er iz Planckfordelingen (9.76) med w = wyx. Gyldigheden af (9.81) kan vises direkte
ud fra (9.74) ved som ovenfor at danne tilstandssummen Z, der er et produkt af 3N faktorer
Zz, hvor hver faktor Zz er givet ved (9.73) med w = wy\. Middelenergien fas da af (9.74)
ved at benytte at In Z er summen af In Z; over ¢, A og bliver som ventet givet ved (9.81).
Varmefylden kan siledes findes af (9.81) og (9.79) pa basis af et givet fononspektrum wg,,.
Da de tilladte vardier af § ligger meget teet i en krystal af makroskopisk udstraekning, kan

summen over ¢ omdannes til et integral ifslge

= (2‘;)3 [ di-- (9.82)
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hvor V er krystallens volumen. Reglen (9.82) eftervises ved at generalisere (9.61) til tre
dimensioner som fglger. Vi betragter en kubisk krystal, hvis enhedscelle har kantleengderne
ay, az og as, og hvis volumen V udggres af N = N, N, N; enhedsceller. Komposanterne af

vektoren ¢ skal da antage veerdierne

my 2w me 27 ma 27

o= n g = o2 =TT 9.83
1 M a T N; a, 1 N3 a3 ( )

hvor my, my og m3 er hele tal, for at de periodiske randbetingelser kan blive opfyldt.

I almindelighed er det kompliceret at beregne gittervarmefylden ud fra (9.81) pa basis af
et realistisk fononspektrum, da w; ) ikke alene afhznger af laengden af bglgevektoren ¢, men
ogsa af dens retning. Nar temperaturen er sa lav, at kT /A er meget mindre end den stgrste
fononfrekvens, er beregningen af middelenergien og dermed varmefylden imidlertid simpel.
Antager vi for nemheds skyld, at alle tre akustiske grene har samme lydhastighed s, bliver

den temperaturaftheengige del af middelenergien ved lave temperaturer givet ved

hsq

e (9.84)

Her er V krystallens volumen, og tretallet foran integralet skyldes, at vi har taget hensyn til de
tre mulige polarisationsretninger, mens 47¢* er overfladearealet af en kugle med radius q. Ved
overgangen fra (9.81) til (9.84) har vi udeladt den temperaturuafheengige nulpunktsenergi, der
er krystallens energi i grundtilstanden svarende til at alle ngzy er nul. Integrationen over g
er i (9.84) udstrakt til uendelig. Gyldigheden af denne approksimation er betinget af, at
temperaturen er si lav, at bidraget til middelenergien fra integrationen over den del af ¢
rummet, hvori fononfrekvenserne ikke afhanger linezert af g, er forsvindende. Som det ses af
(9.81), er det Planck-fordelingens eksponentielle afhzengighed af wgy for hwzy >> kT, der
gor det muligt at foretage en sidan approksimation ved lave temperaturer.

For at finde temperaturafheengigheden af middelenergien E er det bekvemt som integra-

tionsvariabel at benytte den dimensionslgse variable

hsq
=7 (9.85)
hvorved (9.84) ses at blive
= 3 V(ET)* fee z3
E=- / .
272 (hs)® Jo e 1 (9.86)
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Verdien af integralet i (9.86) er 7*/15. Heraf fas resultatet for varmekapaciteten

o 27 VEUT®
5 (hs)?

(9.87)

Resultatet (9.87) gelder kun ved lave temperaturer. Til slut skal vi se, hvorledes varme-
fylden kan regnes ud for alle temperaturer ved at benytte en simplificeret linezer dispersions-
relation w, = sq for alle g op til en maksimal veerdi gp, der alene afhaenger af teetheden N/V

af gitteratomer,
6r2N

o (9.88)

9p =
Denne verdi af gp fremkommer ved at forlange, at antallet af forskellige normalsvingninger

skal veere 3N eller N per polarisationsretning, idet (9.82) medfgrer at

V 4rgd
N:(27r)3 3 (9.89)

som resulterer i (9.88). Middelenergien fas da af (9.84) ved at erstatte gvre graense i integralet

med ¢p, og varmekapaciteten bliver

C =3NkF(T/Op), (9.90)
hvor funktionen F(z) er givet ved
Fe) = 20 [ a0 (9.91)
DL ) Ysinh(y/2) '
og parameteren Op er defineret ved
@D = TquD/k. (992)

Funktionen F er vist pa fig. 9.5.

Denne simplificerede model, der skyldes Debye, giver en god beskrivelse af temperatur-
afhzengigheden af den malte varmekapacitet, nar man ved sammenligningen tilpasser para-
meteren Op, der kaldes for Debyetemperaturen. Denne er typisk nogle fa hundrede grader og
er altsa et mal for den temperatur, under hvilken kvanteeffekter har betydning. Ifglge Debye-
udtrykket for varmefylden er varmekapaciteten givet ved 0,95 gange den klassiske veardi, nar
temperaturen er lig med Op, mens den er faldet til cirka halvdelen af den klassiske veerdi,

nar temperaturen er lig med Op/4, jvf. fig. 9.5. For grundstofferne Na, Ca, Al og C, der er
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C/3Nk

’ - T/0

Figur 9.5: Varmekapaciteten i Debye-modellen, (9.90-91).

omtalt ovenfor, er Debyetemperaturen 150, 230, 390 og 1860 K. Disse verdier er opnaet ved
tilpasning af den beregnede Debyekurve (9.90) til den malte varmekapacitet som funktion af
temperaturen. Et groft skgn over stgrrelsen af Debyetemperaturen kan fis ud fra (1.49), idet
kraftkonstanten for krystalatomernes koblede svingninger kan forventes at vare af samme
stgrrelsesorden som molekylets. Ved at indsette atommassen for de naevnte grundstoffer i

(1.49) finder man energier, der omsat til temperaturer ligger mellem 1000 og 2000K.

9.4 Spinbglger

Mens et krystalgitters mulige tilstande i afsnit 9.3 blev karakteriseret ved et antal fononer
hgrende til hver af de forskellige normalsvingninger, skal vi i dette afsnit se, hvorledes ferro-
magneter ved lave temperaturer kan beskrives ved spinbglger, ogsa kaldet magnoner. Ligesom
fononerne repreesenterer magnonerne eksciterede tilstande for systemet, altsa tilstande med
en energi, der er hgjere end grundtilstandens energi. Vi vil farst finde magnonernes energi
som funktion af deres bglgetalsvektor og derneest anvende formel (9.81) for middelenergien
til at finde et ferromagnetisk stofs varmefylde ved lave temperaturer.

For nemheds skyld betragter vi en linezr keede af atomer, der vekselvirker med de naerme-
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NN

Figur 9.6: Grundtilstand for linezer magnetisk keede

ste naboatomer. Hamiltonoperatoren for den magnetiske kaede er

N NN A oA 1 4 N ~ "
H= —JZSn Spp1=—J Z(Sn,zSnH,z + i(Sn’+Sn+l’_ + S0 -Snt1,4))s (9.93)
hvor J er en positiv konstant. Her er som szdvanlig S’+ =3, + iS'y og S =5, - i.é'y.

Spinoperatorernes egenverdier er for nemheds skyld gjort dimensionslgse ved, at alle spin-
operatorer er divideret med %. Herved far J dimension af energi. Atomernes positioner i
kzeden er nummereret ved n = 1,2,3,---, N, hvor N er antallet af atomer, og vi anvender som
ovenfor periodiske graensebetingelser. Ved at udnytte impulsmomentoperatorernes egenskaber

ser man, at tilstanden |0) givet ved

l0> = Isla 82,7 SN) (994)
er en egentilstand for A,

H|0) = —JNs?0), (9.95)
idet s; = s angiver den (felles) maksimale verdi af det i’te atomare spins z-komposant

(for en enkelt elektron er s = %, men i almindelighed kan s vare stgrre end denne veerdi,
da de atomare spin fremkommer ved sammensztning af mange elektroners impulsmoment).
Tilstanden |0) er saledes givet ved at egenveerdien for ethvert S,.. er s. Denne tilstand er
anskueliggjort pa fig. 9.6. Det er ikke svaert at vise, at egenvardien i (9.95) er den mindst
mulige svarende til systemets grundtilstand, men dette bevis skal vi udelade her. Ud fra
en klassisk betragtning er det plausibelt at den laveste energi fremkommer ved at ‘ensrette’
spinnene, idet J er antaget positiv. Hvis J er negativ som for et antiferromagnetisk materiale,
er forholdene vaesentligt mere komplicerede, og det er ikke muligt at finde et simpelt udtryk
for systemets grundtilstand svarende til (9.94-95).
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Figur 9.7: Illustration af (¢.96) for s = 1.

Lad os nu forsgge at finde eksciterede tilstande for systemet, altsa egentilstande for
Hamiltonoperatoren med energier, der er stgrre end grundtilstandsenergien —JNs?. Vi be-

tragter en (normeret) tilstand |n) givet ved

1 A
In) = Esn,_m). (9.96)

Denne tilstand, der er anskueliggjort pd fig. 9.7 i tilfaldet s = 1, er imidlertid ikke en
egentilstand for A. Man far nemlig (jvi. fig. 9.7)

Hin) = —Js(|n 4+ 1) 4 |n — 1)) = J(N — 2)s*|n) — s(s — 1)2J|n) (9.97)

ved at benytte de kendte egenskaber af impulsmomentoperatorerne. Danner vi nu linearkom-

binationen
1 .
= —= ) €'n), 9.98
) = 5 X emln) (9.98)

hvor a er afstanden mellem naboatomer, bliver (9.98) en egentilstand, idet

Hlg) = (=JNs® 4+ 2Js(1 — cos qa))|q). (9.99)
Abenbart er |q) en eksciteret tilstand med energi

hw, = 2J5(1 — cos qa) = 4Jssin® gqa /2 (9.100)

relativt til grundtilstanden. Ligesom krystalgitterets egentilstande ovenfor blev angivet ved
antaller af fononer (energikvanter) hgrende til en bestemt normalsvingning, kan vi opfatte
tilstanden (9.98) som en egentilstand, der indeholder netop én magnon. Bemerk, at denne

tilstand er en egentilstand for z-komposanten af det totale spin med egenveardi Ns — 1 (i
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enheder af 1), da den er fremkommet ved en superposition (9.98) af tilstande som (9.96), der
er egentilstande for z-komposanten af det totale spin med egenveerdi Ns — 1, idet operatoren
S’n,_ reducerer egenvaerdien med 1 i forhold til grundtilstandens.

Beregningen af magnonenergien forlgber i det tredimensionale tilfeelde pa helt tilsvarende

vis som i det éndimensionale. Antager vi for nemheds skyld, at det magnetiske materiale er

ordnet i et simpelt kubisk gitter, skal magnonenergien (9.100) erstattes med
hwg = 4Js(sin?(g,a/2) + sin®(g,a/2) + sin®(g.a/2)), (9.101)

idet magnontilstanden er karakteriseret ved en tredimensional bglgevektor ¢ som for fononer.
Dispersionsrelationen (9.101) har kubisk symmetri, idet magnonenergien ikke andrer sig ved
en ombytning af akserne i ¢rummet. Den er anisotrop i den forstand, at energien ikke blot
afhaenger af leengden af ¢, men ogsa af retningen. Ved lave temperaturer (' < J/k) er
det primaert de langbglgede magnoner med lille energi, der bestemmer de termodynamiske

stgrrelser, da middelantallet af magnoner som for fononer er givet ved Planckfordelingen

1
R /KT _ 17

&
1

(9.102)

jvf. (9.76). Det er derfor ved lave temperaturer tilstraekkeligt at benytte magnonenergien

(9.101) i greensen for sma bglgevektorer svarende til
hw, = Jsg*a’. (9.103)
Den temperaturafhzengige del af middelenergien £ er
= hwgig. (9.104)
7

Ved at indsztte (9.103) i dette udtryk for middelenergien og benytte (9.82), hvor V = Na®

er volumenet af det magnetiske materiale indeholdende N atomer, fas

_ Na3 [ Jsq?a®
E = (271_)3/ dq47rq W (9105)
jvi. (9.84). Indfgres den dimensionslgse variable z = Jsq*a?/kT finder man
_ (kT)3 [ z3
E= 4W2N( )%/ =, (9.106)
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idet verdien af integralet i (9.106) er I'(5/2)((5/2), hvor I'(z) og ¢((z) er henholdsvis gamma-

og zetafunktionen®. Herved bliver varmefylden (9.79)

SL($CE) v kT2
2T NK()E. (9.107)

C =

Denne lov er i god overensstemmelse med malinger af jerns varmefylde ved temperaturer, der
er meget mindre end J/k.

Magnetiseringen findes pa tilsvarende made, idet tilstandene (9.98) som navnt svarer til,

at z-komposanten af det totale spin er reduceret med 1. Middelantallet af spinbglger ved en

given temperatur er derfor et udtryk for den relative zendring af magnetiseringen M(T) ved

lave temperaturer. Vi har derfor

M(T) = MO)(1 ~ =3 ;-,,;;;/,}T—_l) ~ M0)(1 — —22080z) KLy (9.108)

Denne karakteristiske temperaturatheengighed af magnetiseringen er ogsa i overensstemmelse

med eksperimenter.

9.5 Hulrumsstralingen

Ud fra bestemmelsen af varmekapaciteten af faste stoffer ved lave temperaturer er det en
enkel sag at finde middelenergien og varmekapaciteten af hulrumsstralingen. Vi skal blot
erstatte lydhastigheden s i (9.87) med lyshastigheden ¢ og desuden gange hgjre side med 2/3
for at tage hensyn til, at det elektriske felt i en plan elektromagnetisk bglge stér vinkelret pa
udbredelsesretningen og altsa ikke kan veere longitudinalt polariseret som gittersvingningerne.
Dette vil nu blive nermere begrundet.
En plan elektromagnetisk bglge er ledsaget af et elektrisk felt E, der i vor komplekse
notation skrives som
E = EyetFr-ivt, (9.109)
Forskellen mellem (9.109) og (9.65) er, at mens gittervektoren £ kun antager diskrete veerdier,
er det elektriske felt £ defineret overalt i rummet. Bylgevektoren k er derfor ikke opadtil

begranset, svarende til en dispersionsrelation, der for alle k er givet ved

w = ck. (9.110)

3Det gelder, at T'(5/2) = 3./7/4, mens ((5/2) = 1, 341.
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Herved kommer hulrumsstralingen til at svare til den situation, vi har beskrevet ovenfor i
forbindelse med bestemmelsen af faste stoffers varmefylde ved lave temperaturer, hvor g-
integrationen blev udstrakt til uendelig, jvf. (9.84). Mens denne fremgangsméde for faste
stoffer repraesenterer en tilnzermelse, hvis gyldighed er begraenset til lave temperaturer, er
den eksakt for hulrumsstralingen, hvis dispersionsrelation altid er givet ved (9.110), uanset
hvor kort bglgelengden er. Som naevnt er der imidlertid kun to linezert uafhangige polarisa-
tionsvektorer for det elektriske felt. Arsagen til dette er, at det elektriske felt 1 det tomme
rum skal veere divergensfrit. Fra Coulombs lov ved vi, at det statiske elektriske felt dmkring
en punktladning g er givet ved

E=—2% 7 (9.111)

4eqr3

hvor 7 er stedvektoren regnet fra den betragtede punktladning. Dette felt er tydeligvis ikke
divergensfrit, da fladeintegralet af E o;ler en kugleskal med centrum i punktladningen er
forskelligt fra nul. Nar der ikke er punktladninger tilstede, geelder det imidlertid at divergensen
er nul,

V-E=0. (9.112)

Heraf ses umiddelbart ved indsettelse af (9.109), at E star vinkelret pa .
Vi er nu i stand til at angive frekvensfordelingen for det elektromagnetiske felt ved at
forestille os stralingen indelukket i et volumen V under benyttelse af periodiske graense-

betingelser. Herved bliver antallet g(w)dw af svingninger med angular frekvens mellem w og

w + dw givet ved (jvf. (9.82))

| % 9 Vw?
g(w)dw = 2(27r)347rk dk = 7r2c3dw’ (9.113)
hvoraf middelenergien E bestemmes som
/ duwg(w ﬁw/kT - (9.114)

Ved sammenligning med (9.84) ses (9.114) at veere identisk med denne pa neer faktoren 2/3

og erstatningen af lydhastigheden s med lyshastigheden c.
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9.5.1 Universets baggrundsstraling

Det bemarkelsesvaerdige ved Planckformlen (9.76) er, at det alene er temperaturen, der
bestemmer fordelingen pa frekvenser. Vigtigheden af denne opdagelse og den naturkonstant
h, som den gav anledning til at indfgre, kan vanskeligt overvurderes. For at vise dens be-
tydning pa et helt andet felt, nemlig kosmologien, skal vi afslutningsvis omtale opdagelsen af
universets baggrundsstraling.

Opdagelsen af baggrundsstralingen fra universet er et eksempel pa, hvorledes en uven-
tet 1agttagelse, der fgrst tilskrives almindelig stgj og uvedkommende effekter, efter kort tid
fgrer til dybtgaende andringer i opfattelsen af vor omverden. Radioteleskoper havde i artier
vaeret uvurderlige kilder til oplysning om universets struktur og udvikling, idet galakser ikke
blot udsender synligt lys, men ogsa straling pa radiobglgefrekvenser. 1 1964 besluttede to
amerikanske radioastronomer, Arno Penzias og Robert Wilson, at anvende et radioteleskop,
der tidligere havde varet brugt til at opfange radiosignaler fra satelitter, til at male radiobglger
fra Malkevejen. Antennen havde uszedvanlig stor fglsomhed og var sarlig velegnet til at op-
fange radiobglger, der var ensartet fordelt i retning, og samtidig undga at modtage signaler
fra de mange forskelligartede radiokilder pa jorden. Ved at undersgge udstralingen uden for
Melkevejens plan observerede Penzias og Wilson en ekstra radiostgj, som de umiddelbart
hverken kunne identificere eller eliminere, idet den var uaftheengig af retning og arstid. Den
observerede straling viste sig i lgbet af kort tid at have vidtrakkende kosmologisk betydning
som et signal fra det ‘Big Bang’, hvormed verdensrummets udvikling menes at veare begyndt.

Ved senere malinger af baggrundsstralingen pa forskellige bglgelaengder blev det klart, at
stralingens energi er fordelt ganske som stralingen fra et sort legeme, (9.114). Penzias’ og
Wilsons oprindelige maling blev foretaget ved bglgeleengden 7,35 cm, i det klassiske omrade,
hvor hw er meget mindre end kT. De seneste sattelitmalinger fra januar 1990 viser, at bag-
grundsstralingen med meget god tilnaermelse svarer til strdling, der er i ligevagt, og hvis
temperatur er 2,735 £ 0,06 K. Ved temperaturer pa 3 K er bglgelzengder pa omkring 1 mm
dominerende, som man kan se af (9.114) ved at bestemme integrandens maksimum. I univer-
sets nuverende fase viser denne temperatur, at den oprindelige straling hidrgrende fra ‘Big

Bang’ er afkglet fra meget hgje temperaturer til 3 K. Observationen af en stralingstemperatur
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pa 3 K ggr det muligt at regne tilbage til universets tidlige historie med resultater, der stem-

mer overens med andre, heraf uatheengige observationer.
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9.6 Opgaver

OPGAVE 9.1

Elektroner kan bevaege sig pa overfladen af flydende helium. Et sadant system af elektroner
kan med god tilnzrmelse beskrives som en ideal gas, der bevaeger sig i to dimensioner. Gassen,
der bestar af N elektroner med masse m, teenkes indeholdt i et kvadrat, hvis sideleengde er

L. Sammenhzngen mellem en elektrons energi € og bglgevektor (k., k,) er

h2
e=—(k2+K2). (9.115)

2m

a) Bestem Fermienergien, udtrykt ved de opgivne konstanter, og find dens vaerdi i tilfaeldet
N/L* = 10%cm™2.

b) Find grundtilstandsenergien for elektronsystemet og sammenlign med (9.6).

OPGAVE 9.2

I 1907 viste Einstein, hvorledes Plancks kvantehypotese kunne forklare, at de faste stoffers
varmefylde aftog med faldende temperatur. Einstein benyttede en simplificeret model for
gittersvingningerne, idet han antog, at alle atomer 1 et fast stof oscillerer med samme angulaere
frekvens wp. I denne opgave skal vi udfgre Einsteins beregning og sammenligne udtrykket for
varmekapaciteten i Einstein-modellen med resultatet (9.90-91) i Debye-modellen.

a) Benyt udtrykket (9.76) for middelenergien af en enkelt oscillator til at finde varme-
kapaciteten af en krystal bestaende af N atomer i Einstein-modellen. Tegn resultatet som
funktion af den dimensionslgse parameter T'/Og, hvor O = hwo/k og sammenlign med figur
9.5. |

b) Find ved hgje temperaturer et tilnzermet udtryk for forskellen mellem varmekapaciteten
(9.80) i den klassiske greense og resultatet (9.90-91) (hjzelp: opfat Op/T som en lille stgrrelse
og benyt raekkeudviklingen af (9.91) i denne stgrrelse).

c) Bestem det til b) svarende udtryk i Einstein-modellen. Hvilken sammenhzng skal der
vaere mellem O og Op, hvis de to udtryk skal stemme overens?

d) I Einstein-modellen er tathedsfunktionen g(w) (jvf. (9.114)) en deltafunktion, ¢ =

Ad(w — wp), hvor A er en konstant. Udtryk A ved antallet af atomer N.
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OPGAVE 9.3
Benyt lommeregneren til at bestemme funktionen (k) (indtast € og find k som arccos). Tegn
resultatet som funktion af k i intervallet —7 < k < 7 for forskellige veerdier af I (f. eks. 0,1,

0,5, 1, 3, 10, 100).

OPGAVE 9.4
a) Benyt modellen i eksempel 10 til at beregne konstant-energi kurver 1 to dimensioner (jvf.
fig. 9.2) for forskellige energier og forskellige veerdier af den dimensionslgse parameter [.

b) Det antages, at der i et bestemt stof er to frit bevaegelige elektroner per gitterion
(svarende til et grundstof fra anden hovedgruppe i det periodiske system). Forklar kvalitativt
ved hjelp af resultatet af a), hvorfor det pageldende stof ma forventes at veere metallisk

snarere end isolerende.
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10 Kvantevaesker og superledere

Nar almindelige veesker afkgles, stgrkner de og bliver til faste stoffer. Vand fryser til is
ved 273 K, mens flydende kvalstof stgrkner ved 63 K. Den eneste kendte vaeske, der ikke
stgrkner ved afkgling, er flydende helium. Dette er en konsekvens af den kvantemekaniske
nulpunktsbhevaegelse i forening med de svage krafter mellem heliumatomerne, nar de er langt
fra hinanden.

Da heliumatomet er sa let, kraever det meget lave temperaturer, nogle fa kelvin, at fa
bragt luftformigt helium pa veeskeform. Heliumatomet kan have massetal tre eller fire. Det
naturligt forekommende heliumatom, der betegnes ved *He, har massetal fire, idet kernen
rummer to protoner og to neutroner. Den anden isotop er *He, der kan frembringes ved
kernereaktioner, men i gvrigt ogsa forekommer i naturen. *He-isotopens kerne indeholder to
protoner, men kun én neutron. Pa grund af forskellen i atomernes masse har *He-vaesken et
lavere kogepunkt, nemlig 3,2 K, end *He-vzeske, der koger ved 4,2 K. For begge vasker gaelder
det, at kogepunkterne er meget lave. Man udnytter derfor disse vaesker til at holde andre
stoffer nedkglede ved de respektive kogepunkters temperaturer.

Siden drhundredets begyndelse har man veret i stand til at fortette heliumgas til vaeske.
Ved yderligere afkgling af veesken opdagede man det overraskende trak, at ingen af de to
heliumvaeesker stgrkner, men forbliver flydende ved de lavest opnielige temperaturer. Kun
hvis veesken udsettes for hgje tryk, mere end 25 atmosfeerer, kan helium antage en fast,
krystallinsk tilstandsform.

Arsagen til, at heliumvzeske ikke stgrkner ved afkgling til selv sa lave temperaturer som
1075 K, skal sgges i den kvantemekaniske nulpunktsbevaegelse. Ved det absolutte tempera-
turnulpunkt ligger atomerne ikke stille. De bevager sig i overensstemmelse med de usikker-
hedsrelationer, der er omtalt i kapitel 3. Hvis et atom beveeger sig inden for et omrade,
hvis udstraekning er a, ma middelveerdien af dets kinetiske energi veere af stgrrelsesordenen
h’/Ma?, hvor M er atomets masse. Jo mindre massen er, jo stgrre er derfor nulpuhkts-
energien. I et fast stof er atomerne begraensede til at beveege sig inden for et omréde, hvis
udstreekning er sammenlignelig med atomafstanden eller ca. 10~'°m. Netop for helium er

den tilhgrende nulpunktsenergi sa stor, svarende til en temperatur pa omkring 10 K, at det
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ud fra en energimassig betragtning er mest fordelagtigt for stoffet at forblive pa veeskeform.

Denne forklaring rejser imidlertid et nyt problem: hvorfor stgrkner flydende brint, da
brintatomet jo er fire gange lettere end heliumatomet? Forklaringen pa dette er, at det pa
grund af brintmolekylets mangel pa kuglesymmetri er lettere for molekylerne at danne en
fast tilstandsform, da brintmolekylerne ikke er sa let bevagelige mellem hinanden som de
kugleformede heliumatomer. Hvis brintmolekylerne sgnderdeles, sa hvert molekyle bliver til
to atomer, vil den resulterende atomare brint udvise traek, der minder om veesken *He. I det
fglgende skal vi kun beskeftige os med *He og *He, hvis atomer adskiller sig ved at veere hen-
holdsvis fermioner og bosoner, idet atomkernen i det fgrste tilfeelde har halvtalligt, i det sidste
heltalligt spin. At atomart brint i et magnetfelt kan beskrives som en fortyndet gas af bosoner
krzever en mere indgaende forklaring, og vi skal i denne sammenheeng ngjes med at naevne

dette system som ét, der for tiden er genstand for betydelig interesse i lavtemperaturfysikken.

10.1 Superfluiditet

Strgmning i seedvanlige vaesker som vand eller spiseolie har egenskaber, der kan beskrives ved
de klassiske hydrodynamiske ligninger. F. eks. yder vaskerne modstand, hvis man forsgger
at presse dem gennem snaevre rgr. Sadanne vasker har en viskositet, der modvirker, at der
opstar hastighedsforskelle mellem naboomrader i vasken. Pa samme made er det viskositeten,
der er ansvarlig for, at vand ikke strgmmer ud gennem siderne af en porgs lerskal. Selv om der
er ganske fine porer 1 lerskalen, hindrer gnidningsprocesserne, at vandet strgmmer ud gennem
lerskalens sider. Kgler vi imidlertid *He ned til en temperatur, der ligger under 2,2 K, bliver
det pludseligt muligt for veesken at strgmme ud gennem selv meget fine porer. Tanker vi
os at have flydende helium i en porgs lerskal, vil der ikke ske nogen udstrgmning, sa lenge
temperaturen er stgrre end 2,2 K, men nar temperaturen sankes under denne, vil vaesken
pludselig sprgjte ud gennem porerne. Man siger, at vaesken er blevet superflydende.
Viskositeten af den superflydende vzeske er ikke blot lille, den synes at veere preecis nul,
sa godt det er lykkedes at male den. Det vil sige, at helium kan strgmme helt uden gnidning
1 den superflydende tilstandsform. Dette medfgrer en anden overraskende konsekvens: hvis

et glasbager fyldes med heliumvaske og kgles ned under 2,2 K, vil den superflydende veeske
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ganske vist ikke kunne gennemtrange glasbeholderen, der ikke er porgs. Men helium vil der-
imod kunne ‘kravle’ op ad glassets inderside og ned ad dets yderside, nar veesken er i den
superflydende tilstandsform. Der dannes en tynd film pa glassets inder- og yderside, og resul-
tatet er, at glasset t¢gmmes for vaske alene pa grund af tyngdekraften. Principielt adskiller
denne effekt sig ikke fra andre af tyngdekraftens mere velkendte konsekvenser. Det overras-
kende ved begerets tgmning er den mangel pa gnidning, som muligggr en sddan krybende
vaeskebeveegelse.

Undersgger man ngjere de gnidningsfri beveegelser, viser det sig, at superflydende helium
i virkeligheden er mere kompliceret end fgrst antaget. Mens den superflydende vaeske uden
paviselig gnidning kan strgmme ud gennem et lillebitte hul (med en diameter, der kan veere s3
lille som 10~°m), vil andre forsgg udvise gnidningseffekter. Lad os som eksempel tage et forsgg,
hvor en flad daseformet beholder med superflydende heliumvaske roteres om en akse gennem
dasens midte. Forsgget viser, at beveegelsen af superflydende helium i dette tilfzelde medfgrer
gnidning i vaesken. Resultaterne af de to slags eksperimenter kan kun forenes, hvis vi antager,
at superflydende helium bestar af to veesker, en supervaeske, der strgmmer uden gnidning,
og en normalvaske, hvis bevaegelse er ledsaget af gnidning. Forholdet mellem maengden af
normal- og superveeske afhanger af temperaturen. Lige under de 2,2 K, hvor helium bliver
superflydende, vil nasten al vasken udggres af normalvasken, mens det omvendte er tilfzeldet
ved meget lave temperaturer, nar det absolutte nulpunkt, hvor praktisk taget ethvert spor
af normalvaesken er forsvundet.

Ved at undersgge varmestrgmme i superflydende helium konstaterer man et andet over-
raskende traek: den normale veaeske medfgrer entropi og bidrager altss til varmetransporten,
mens supervasken ikke ggr det. Det er som om at supervasken reprasenterer en fuldkom-
men, ordnet bevagelse af heliumatomerne. Bevagelsen af normalvaesken er derimod ledsaget
af bade gnidning og transport af entropi. De to slags vaesker er ikke rumligt adskilte og kan
gensidigt omdannes til hinanden ved at temperaturen zndres. Nar man taler om, at superfly-
dende helium bestar af to sidanne vaesker, er det blot en begrebsmaessig hjelp til at beskrive
den superflydende tilstandsform. De to vaesker gennemtraenger hinanden pa en made, der
ikke svarer til seedvanlige vaeskeblandinger. Det viser sig, at superveeskens beveegelse kan

beskrives ved en art makroskopisk kvantetilstand, altsé ved en kvantetilstand, der ikke blot
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Figur 10.1: Hvirvelkvanter

karakteriserer en enkelt partikel, men skildrer bevaegelsen af alle de ca. 10%* atomer, der er

indeholdt i en kubikcentimeter flydende helium.

For at ggre dette klart og for indtil videre at lade normalvasken ude af betragtning
teenker vi os en cylinderformet beholder med superflydende helium kglet ned til meget lave
temperaturer, f. eks. 50 mK, sa vi i praksis kan se bort fra normalvaeskens tilstedevarelse. Vi
lader sa cylinderen rotere om sin laengdeakse for at se, om rotationen af vasken giver anledning
til en sendring af overfladens form. Som det er kendt fra centrifugering, vil overfladen af en
almindelig veeske som vand @ndre form i et roterende kar. Jo hurtigere vandkarret roterer,
jo mere vil vandoverfladen krumme. Hvis det roterende kar indeholder superflydende helium,
og karret bringes i langsom rotation, vil vaeskeoverfladen imidlertid veere helt upavirket, stik
imod hvad vi kender fra almindelige veesker. Nar rotationshastigheden gges, vil der ved en
bestemt hastighed dannes én strgmhvirvel inde i vaesken. (Dges hastigheden yderligere dannes
to, dernzest tre strgmhvirvler. Det er muligt at fotografere disse strgmhvirvler!, som vist i fig.
10.1. Det bemérkelsesveaerdige ved hvirvlerne er, at de er kvantiserede. Kvantiseringen ytrer
sig 1, at hvirvlernes styrke, som defineres nedenfor, er et helt multiplum af et hvirvelkvantum.

Hvirvelbevaegelse i vaesker er velkendt fra omrgring i en fyldt tekop, der indeholder teblade,
eller ved udlghb fra et badekar. Idet vaskedelenes hastighed v antages at have samme stgrrelse
overalt pa en cirkel med centrum i strgmhvirvlens akse og radius R, kan vi indfgre et mal for

for hvirvelstyrken ved at gange hastigheden med omkredsen 27 R. Hvirvelstyrken I' er altsa

lE. J. Yarmchuk, M. V. Gordon and R. E. Packard, Phys. Rev. Lett. 43, 214, 1979.
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defineret ved

I' = 27 Rv. (10.1)

Det viser sig, at sa laenge vi kan se bort fra gnidningsprocesser, vil hvirvelstyrken vezere
uatheangig af cirklens radius.
Forsgget med roterende supervaeske (fig. 10.1) viser, at I' er kvantiseret i enheder af

Plancks konstant h divideret med massen M af et *He-atom,

I'=n—. 10.2
na (102)

I praksis ses kun n = 1. Hver enkelt hvirvel barer elementarkvantet for hvirvelstyrke, selv om
der i princippet intet er i vejen for, at de seks hvirvler, der er vist pa fig. 10.1(f) kunne erstattes
med én for hvilken I' = 6k /M. Ved at fotografere strgmhvirvlerne kan man direkte regne sig
frem til stgrrelsen af Plancks konstant. Har vi f. eks. otte hvirvler svarende til omdrej-
ningsfrekvensen 0,45 s™!, kan & findes af den beregnede sammenhzng mellem omdrejnings-
frekvensen, hvirvelkvantet og hvirvlernes malte position. P4 denne made kan % bestemmes
visuelt med en ngjagtighed pa nogle fa procent.

“He-atomer er bosoner, da kernespinnet er nul, og de to elektroner befinder sig 1 en singlet
tilstand med totalt spin s lig med nul (kapitel 8). For identiske bosoner skal bglgefunktionen
vaere symmetrisk over for ombytning af to vilkarlige partikler. Derfor er der ikke noget sym-
metrikrav, der forhindrer alle bosonerne i at veere anbragt i samme énpartikelkvantetilstand.
Hvis bosonerne ikke vekselvirker, ma den laveste energiegentilstand, systemets grundtilstand,

fremkomme som en simpel produktbglgefunktion

U = o(1)¢bo(2) - - - o( V), (10.3)

idet antallet af bosoner er N, og 1o angiver grundtilstandsbglgefunktionen for beveaegelsen af
en enkelt boson i det volumen, der indeholder de N bosoner. Da *He-atomer i deres egen-
skab af bosoner kan besatte samme énpartikelkvantetilstand, er det neerliggende at knytte
forekomsten af superfluiditet til denne kvantetilstand. Er alle partiklerne anbragt i samme
kvantetilstand, ma veesken kunne bevzage sig ordnet, uden gnidning og uden at medfgre en-

tropi. Ydermere kan vi forst, at forholdet mellem normal- og supervaeske i det superflydende

288



helium afhzenger af temperaturen, idet befolkningen af de hgjereliggende énpartikeltilstande
ved endelige temperaturer identificeres med normalvaesken.

Kalder vi antallet af partikler, der besaetter tilstanden g, for Ny, ma Ng veere lig med
N ved det absolutte temperaturnulpunkt, forudsat at vi ser bort fra vekselvirkningen mellem
atomerne. Systemets energi er da N Eg, hvor Ej er energien hgrende til tilstanden to. Ved hgje
temperaturer kan vi anvende resultaterne af den klassiske statistiske mekanik til at indse, at
middelenergien er 3NkT/2. Overgangen mellem disse to graensetilfaelde, T = 0 K og T — oo,
sker ved, at besatningen af ¥, gradvist mindskes. Forholdet No/N kan udregnes som funktion
af temperaturen ved anvendelse af statistisk mekanik. Det viser sig, at det falder som funktion
af temperaturen fra 1 ved T = 0 K til 0 ved en bestemt temperatur Ty. Over T) er forholdet
nul i den termodynamiske graense, N — co. Udregner man pa tilsvarende méde varmefylden,
viser det sig, at dens afledede med hensyn til temperaturen er diskontinuert ved T' = T,
et resultat, der afspejler at der i denne simple model optreeder en faseovergang, der kaldes

Bose-kondensation, ved temperaturen Th. Den beregnede veerdi af T er givet ved

K2 N
KT, = 3,37-(37)%. (10.4)

(SN

Indsztter vi i (10.4) veerdierne for partikeltzetheden N/V i flydende *He sammen med de
gvrige konstanter fas Ty = 3,2 K, et resultat, der ikke er langt fra den observerede overgangs-
temperatur pa 2,2 K. Resultatet (10.4) kunne - pa nzr den numeriske konstant - vare udledt
ved en dimensionsanalyse som i afsnit 1.5, idet det er den eneste energi, der kan dannes ud
fra konstanterne i, M og partikeltzetheden N/V. P& neer en numerisk konstant er (10.4)
det samme udtryk som Fermienergien (9.4) for en elektrongas. Forskellen i stgrrelsen af den
tilhgrende karakteristiske temperatur skyldes primeert den store forskel mellem elektronens
og heliumatomets masse.

Den simple model, som vi har indfgrt for at beskrive superflydende “He, har altsa haft
en vis succes. Den har givet os en forstaelse af arsagen til den samtidige tilstedeveerelse
af super- og normalvaske, og den har endda kvantitativt kunnet ggre rede for stgrrelsen af
temperaturen T). Det sidste er imidlertid noget af et tilfzlde. Ydermere viser det sig, nar
man maler varmekapaciteten som funktion af temperaturen, at den ikke udviser et knack som

forudsagt af modellen, men en divergens. der athanger logaritmisk af |T'— T)|. Den eksperi-
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mentelt bestemte varmefyldekurve ligner det gracske bogstav A, hvad der har givet navnet
A-punktet til overgangstemperaturen T}. Ligesom den eksperimentelt iagttagne varmefylde
adskiller sig betydeligt fra modellens, viser malinger af neutronspredning, at forholdet Ny/N
ikke naermer sig 1 ved lave temperaturer, men i stedet en veerdi pa ca. 0,1. Flydende
“He kan hverken kvantitativt eller kvalitativt opfattes som en ideal gas af bosoner, men de
ovenstaende betragtninger antyder lidt af baggrunden for, at superfluiditet kan beskrives som
et makroskopisk kvantefeenomen.

Det er neerliggende at sammenligne kvantevasken *He med den veeske, der udggres af 3He-
atomer, og som ogsa kan vere superflydende. Kogepunkternes temperaturer er ikke meget
forskellige for de to vesker, 4,2 K for “He og 3,2 K for *He, men de temperaturer, hvor
vaeskerne bliver superflydende, er vidt forskellige. *He pa vaeskeform bliver superflydende
ved 2,5 mK, altsa en temperatur, der er godt en tusindedel af den temperatur, hvor ‘He-
vaesken bliver superflydende. Superfluiditeten af *He-vaeske har veeret kendt i mere end 50
ar, mens superfluiditeten af *He-vaske fgrst blev opdaget i 1972. Den store forskel mellem
overgangstemperaturerne for de to vasker skyldes, at 3He-atomet er en fermion, mens *He-
atomet er en boson. Det er derfor ikke uden videre muligt for 3He-atomerne at besatte en
feelles kvantetilstand. Hvis de er imidlertid er parvist korrelerede, kan bglgefunktionen for
de to spin-1/2 partikler veere en singlet (svarende til s = 0) eller en triplet (svarende til
s = 1), jvf. (7.69-70), og parrene kan dermed opfattes som en art bosoner. Det viser sig,
at pardannelsen i *He foregdr i en triplet tilstand. For at parbglgefunktionen kan besidde
den kreevede symmetri over for ombytning af de to fermioner, ma den tilhgrende rumlige
bglgefunktion have ulige paritet. De eksperimentelle iagttagelser af *He-vaskens usadvanlige
egenskaber under overgangstemperaturen ggr det muligt at slutte, at kvantetallet { for den
relative banebeveegelse er 1, sa at den rumlige del af parbglgefunktionen skifter fortegn ved
ombytning af de to fermioner. Det er i princippet ogsa muligt for *He-atomerne at danne
par, for hvilke spinfunktionen er en singlet. Dette kreever imidlertid, at [ er lige. Pardannelse
1 en tilstand med [ = 0 (en relativ s-tilstand) er meget ugunstig set ud fra en energimeessig
betragtning, da atomernes indbyrdes frastgdning ved korte afstande i s& fald gor sig staerkt
geldende. Malinger af blandt andet kernemagnetisk resonans viser desuden éntydigt, at

parbglgefunktionen er en spin triplet.
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I det ovenstiende har vi indfgrt en bglgefunktion for et par bestiende af to *He-atomer,
som om vi kan betragte parrets bevaegelse uafhengigt af de andre *He-atomer. Dette er
imidlertid langt fra tilfzeldet. Selve tendensen til at danne par skyldes en kollektiv effekt,
der involverer alle veaskens partikler. Der er altsa ikke tale om, at *He-atomerne danner
molekyler, hvis bevaegelse enkeltvis kan opfattes som veerende uafheengig af de andres. Det
viser sig tveertimod, at afstanden mellem to atomer, der er korrelerede, er ca. 100 gange sa
stor som den gennemsnitlige afstand mellem atomerne i vaesken.

Mange forskellige eksperimenter viser direkte eller indirekte pardannelsen i *He-vaesken.
Et af de mest sldende forsgg bestar i at sende en lydbglge med en bestemt frekvens igennem
vaesken og male lydens deempning som funktion af temperaturen. Sa leenge temperaturen
er hgjere end overgangstemperaturen mellem den normale og superflydende tilstandsform af-
tager deempningen jevnt med temperaturen. Kgler man ned under overgangstemperaturen,
vil deempningen fortsat aftage, indtil den ved en bestemt temperatur pludselig gges voldsomt
for derefter igen at falde ned til det saedvanlige niveau ved yderligere afkgling. Stgrrelsen af
den temperatur, hvor deempningen gges voldsomt, er bestemt af, at den korrelerede bevagelse
af parrene kan forega i tilstande med forskellig energi hgrende til forskellige impulsmoment-
kvantetal. Den laveste tilstand er en j = 0 tilstand, der svarer til at det samlede impulsmo-
ment hidrgrende fra bade spin og banebevagelse er nul. Det er imidlertid ogsa muligt for
parrene at bevage sig med et samlet impulsmoment svarende til ;7 = 2, idet kvantetallet s for
parrets spin og kvantetallet [ for den relative banebevagelse begge er 1. Som vi har set i kapi-
tel 7, medfgrer dette, at det totale impulsmomentkvantetal ; kan antage vaerdierne 0, 1 eller
2. Tilstande med j = 2 er karakteriseret ved en energi, der er stgrre end energien hgrende til
7 = 0. Den kraftige forggelse af dempningen sker ved den temperatur, hvor forskellen mellem
de to energier netop er hw, hvor w er lydbglgens angulere frekvens. Energien hw afhaenger
naturligvis ikke af temperaturen. Derimod bliver energiforskellen mellem tilstandene hgrende
til j = 2 og 7 = 0 stgrre, jo flere par, der er anbragt i en falles kvantetilstand, og derfor
stgrre, jo lavere temperaturen er. Tilpasningen mellem energiforskellen og hw kan derfor kun
tilvejebringes ved én bestemt temperatur.

En endnu mere dramatisk illustration af de makroskopiske kvantefeenomener fas ved at an-

bbringe vaesken 1 et magnetfelt vinkelret pa lydbglgens udbredelsesretning og male deempningens
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Figur 10.2: Lyddeempning i et magnetfelt

temperaturafhangighed.? Herved deles det skarpe maksimum for deempningen op i fem toppe
svarende til hver af de tilhgrende veerdier af kvantetallet m, m = —2,-1,0,1,2 (fig. 10.2). Af-
standen mellem toppene gges med voksende magnetfelt, men drejes magnetfeltet ind i bglgens
udbredelsesretning smelter de fem toppe igen sammen til én.

Superfluiditeten af kvanteveesken *He har mange traek til feelles med superledningen i
metaller. Metalelektroner er fermioner og kan, som vi skal omtale i det fglgende afsnit,
ogsd danne par. Den vasentligste forskel mellem pé den ene side 3He og pa den anden side
hovedparten af de kendte superledende materialer er imidlertid, at elektronparrene i disse

udggr en singlet.

10.2 Superledning

En lang reekke metaller mister ved afkgling til lave temperaturer deres elektriske modstand.
Ved disse temperaturer galder Ohms lov altsd ikke. Ledningsevnen er uendelig, og man
har iagttaget at permanente strgmme kan lgbe rundt i en ringformet leder i &revis, uden at
der optraeder spandingsforskelle i ringen. Sidanne vedvarende strgmme kan blandt andet

bruges til at frembringe stabile magnetfelter. Blandt grundstofferne har niobium den hgjeste

20. Avenel, E. Varoquaux and H. Ebisawa, Phys. Rev. Lett. 45, 1952, 1980.
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overgangstemperatur, nemlig 9,2 K. Indtil 1986 var den hgjeste kendte overgangstemperatur
for legeringer 23 K, men siden er der sket et gennembrud i udforskningen af superledende
materialer med hgje overgangstemperaturer. Det har vist sig, at superledning kan forekomme
i blandinger af f.eks. Ba, Y, Cu og O ved temperaturer, der er s hgje som 90 K. For tiden er
den hgjeste almindeligt accepterede overgangstemperatur malt til at veere 125 K, men ingen
tgr i dag spa om, hvor den gvre graense ligger.

Superledning blev fgrste gang observeret af Kamerlingh Onnes i Leiden i 1911 under forsgg
med afkgling af kviksglv. lagttagelsen af feenomenet beroede pa noget af en tilfeeldighed, idet
Kamerlingh Onnes pé det tidspunkt var interesseret i at undersgge egenskaberne af helium
pa vaskeform. Den malte modstand som funktion af temperaturen viste klart, at der var
tale om et helt nyt feenomen. Ikke blot faldt modstanden til en veerdi, der i praksis var nul
inden for malengjagtigheden, men det temperaturomrade, hvorover sndringen skete, var ogsa
meget snzevert, og kunne - som senere malinger viste - indsnaevres betydeligt ved forbedring
af forspgsomsteendighederne.

Der er abenbart tale om en faseovergang fra en normalt ledende til en superledende til-
standsform. Faseovergangen er nert besleegtet med overgangen til den superflydende til-
standsform i kvantevaesken 3He. F. eks. observerer man i begge tilfzlde, at varmekapaciteten
er diskontinuert ved faseovergangen. Ved overgangen til den superledende fase i metaller
springer elektronernes bidrag til varmekapaciteten til en veerdi, der er 2-3 gange sa stor som
verdien i normaltilstanden lige over overgangstemperaturen. Som funktion af temperaturen
varierer elektronernes varmefyldebidrag linezert i normaltilstanden (jvf. kapitel 9), mens det
i den superledende fase ved temperaturer langt under overgangstemperaturen T, aftager eks-
ponentielt med aftagende temperatur. En tilsvarende temperaturafhaengighed kan iagttages
i kvanteveesken ®He. Selvom veerdien af elektronbidraget til varmefylden lige over T. kan
veere meget forskellig for de forskellige superledende metaller, er forholdet mellem springet i
varmefylden ved T, og selve varmefylden lige over denne temperatur stort set det samme, 1,4
for Al, 1,7 for In og 1,6 for Sn. For Pb har man malt den stgrste afvigelse, idet forholdet
i dette tilfzelde er 2.7, mens forholdet 1 ®He varierer fra 1,4 ved lave tryk til omkring 2 ved
34 atmosfaerer, hvor vaesken bliver fast. Dette antyder, at vi har at ggre med et universelt

feenomen, og var en del af baggrunden for den teori for superledning, som i 1957 blev fremsat
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af de amerikanske fysikere Bardeen, Cooper og Schrieffer (BCS). Deres teori, som hurtigt
blev teorien for superledning, gav en vardi pa 1,43 for det omtalte forhold, og det har siden
vaeret muligt at forklare ogsa de malte afvigelser fra denne vaerdi ved generalisationer af BCS-
teorien. Hvorvidt de nye superledende materialer kan beskrives inden for rammerne af denne
teori er indtil videre et abent spgrgsmal. BCS-teorien viser, hvorledes man pa konsistent made
kan beskrive den superledende tilstandsform ved de parkorrelationer, der er omtalt ovenfor.
Parkorrelationerne skyldes, at der udover Coulombkraefterne ogsa virker tiltraekkende kraefter
mellem elektronerne hidrgrende fra udveksling af fononer, med det resultat, at systemets
grundtilstand udggres af par, hvis bglgefunktion er en spin-singlet.

Et andet karakteristisk trak ved superledere er deres magnetiske egenskaber. Normale
metaller udviser, nar de anbringes i et ydre magnetfelt, en svag magnetisering, der er ret-
tet langs det ydre felt. Superledere far derimod en sa stor magnetisering modsat rettet det
ydre felt, at feltlinjerne for den magnetiske induktion B slet ikke gar igennem det indre af
superlederen. Dette feenomen kaldes Meissner-effekten og indtraeder ogsa, hvis vi kgler et nor-
malt metal i et ydre magnetfelt ned til sa lave temperaturer, at metallet bliver superledende.
Nar en vedvarende strgm Igber rundt i en ring, kan man observere, at den magnetiske flux
gennem det indre af ringen er kvantiseret i enheder af h/2e. Ifglge Meissner-effekten kan
ﬂuxen ikke ga gennem selve ringen, men nok igennem dens indre. P& samme made som
kravet om éntydighed af bglgefunktionen (7.10) fgrte til kvantisering af impulsmomentets
komposant langs en given akse, viser det sig, at éntydigheden af parbglgefunktionen medfgrer
kvantisering af fluxen ® ifglge

h
@zn%, n=1,2,---. (10.5)

At den malte fluxkvantisering er i overensstemmelse med (10.5) og altsa involverer 2¢ og ikke e,

er en direkte demonstration af parkorrelationernes betydning for forekomsten af superledning.
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11 Atomets kerne

Vi omtalte i kapitel 1, hvorledes den engelske fysiker Ernest Rutherford i begyndelsen af
arhundredet havde vist, at den overvejende del af atomets masse er samlet i en positivt
ladet kerne. Atomkernens struktur og dynamik spiller normalt ingen rolle, nar vi som i de
foregaende kapitler gnsker at beskrive kemiske processer, atomers lysudsendelse eller metallers
og halvlederes karakteristiske egenskaber. I sadanne sammenhznge er det tilstraekkeligt at
behandle kernen som et matematisk punkt, hvori atomets masse er samlet. Den naturlige
radioaktivitet afspejler, at kernen ikke er strukturlgs, ligesom udnyttelsen af atomenergi (der
burde betegnes som kerneenergi) viser, at kernens rolle ikke altid kan vere sa passiv, som de
forudgaende kapitler antyder.

Nar man i mange sammenhange kan se bort fra kernens struktur og dynamik, skyldes
det, at de energier, der er involveret i kerneprocesser, er langt stgrre end dem, der karakteri-
serer atomare processer. Tilsvarende er de karakteristiske afstande langt mindre. I kapitel
1 sa vi ved at tage udgangspunkt i den elektrostatiske tiltreekning mellem elektron og pro-
ton, at atomernes karakteristiske udstraekning er 107!° m. Atomkernens radius er derimod af
stgrrelsesordenen 1071% m. Selv om det ogsé i kernen er vigtigt at tage hensyn til de elektro-
statiske kraefter, ma der virke andre krefter foruden de frastgdende Coulombkrefter mellem

de positivt ladede protoner. Ellers kunne kernen ikke vere stabil.

11.1 Kernekrafter

Den simpleste atomkerne er brintkernen, der blot bestar af en enkelt proton. Den naestsimple-
ste er deuteriumkernen, der har samme elektriske ladning som brintkernen. Deuterium er en
isotop af brint, idet kernens ladning er den samme som brintkernens (nemlig elementarladnin-
gen ), mens dens masse er omtrent dobbelt s& stor. Arsagen til denne forskel er, at kernen
foruden protonen ogsa indeholder en neutron.

Neutronen blev opdaget af den engelske fysiker James Chadwick (1891-1974) i 1932 ved et
eksperiment, hvor beryllium-kerner blev bombarderet med a-partikler med det resultat, at der
blev dannet neutrale partikler. Siden begyndelsen af tyverne havde man haft formodninger

om, at atomets kerne foruden protoner ogsa indeholder neutrale partikler. Kernernes masse og
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Figur 11.1: Massetal som funktion af kerneladning

ladning havde nemlig vist sig ikke at vere proportionale. Pa fig. 11.1 viser vi sammenhaengen
mellem kernernes massetal' A og ladningstallet Z. Massetallet A udtrykker kernens masse
i enheden 1 u (= 1,660571 - 1072 kg), der er defineret som en tolvtedel af den hyppigst
forekommende kulstofisotops masse. Ladningstallet Z angiver kerneladningen i enheder af
elementarladningen e. Antallet af protoner i kernen er siledes Z. For de lette kerner er
forholdet A/Z teet pa 2, men for tunge kerner som uran er forholdet helt oppe pa 2,6.
Eksistensen af neutronen gav ngglen til forstaelsen af kernernes stabilitet. Samtidig blev
Chadwicks opdagelse, som blev belgnnet med Nobelprisen i 1935, indledningen til en periode,
hvor elektron og proton ikke langere kunne anses for at veere stoffets elementaere byggestene,
men hvor antallet af sakaldt elementzere partikler i 1gbet af fa artier voksede til flere hundrede.
Brintisotopen deuterium indgar i tungt vand i stedet for almindeligt brint og spiller des-
uden en vigtig rolle ved fusionsprocesser. I dette afsnit skal vi diskutere arsagen til, at
deuteriumkernen er stabil og omtale de krafter, der holder en neutral og en ladet partikel
sammen. Man kan undersgge vekselvirkningen mellem neutron og proton ved sprednings-
forsgg, hvor neutron og proton sendes mod hinanden med store energier. Som en simpel
model for, hvorledes neutron og proton pavirker hinanden, kan vi benytte den potentielle
energi afbildet pa fig. 11.2, hvor variablen r angiver afstanden mellem proton og neutron. Af
fig. 11.2 fremgar, at neutronen og protonen ikke vekselvirker, nir de er mere end 2 - 10~15
m fra hinanden. Den potentielle energi er en 'brgnd’: fgrst nar afstanden mellem proton og

neutron er mindre end 2 - 107'® m, merker de hinandens tiltrekning. Ud fra en klassisk

'Massetallet er fremkommet som en veagtet middelveerdi af massetallene af de naturligt forekommende

1sotoper.
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fysisk betragtning ville bindingsenergien (den energi, der skal tilfgres for at fjerne proton
og neutron fra hinanden) vere lig med brgndens dybde, svarende til energien 35 MeV (i
kernefysikken males energier ofte i MeV, der er en forkortelse for en million elektronvolt eller
1,6 - 10713 joule). I virkeligheden er bindingsenergien langt mindre, ca. 2 MeV. Forklarin-
gen pa denne forskel er, at det ifglge kvantemekanikken koster kinetisk energi at lokalisere
partiklerne til et omrade af udstreekningen a, nemlig ca. A*/Ma?. Denne energi ses at vare
af stgrrelsesordenen 10 MeV, nar vi for M indsatter massen af en proton (eller neutron) og
benytter, at @ = 2-107'° m. For at bestemme den laveste energiegentilstand, er det derfor
ngdvendigt at lgse Schrédingerligningen for partiklernes relative bevaegelse. Resultatet er skit-
seret pa fig. 11.2, hvor den laveste energiveerdi E, er angivet ved en stiplet linje. Det fremgar,
at brgnden kun lige akkurat er dyb nok til at kunne binde proton og neutron sammen. Havde
brgndens dybde veret halv sa stor {med uaendret udstrakning), ville deuteriumkernen ikke
veere stabil. Dette illustrerer ngdvendigheden af at tage hensyn til kvantemekanikken ved
diskussionen af kernernes struktur.

Hvad er arsagen til, at neutronen og protonen tiltraekker hinanden, nar de kommer teet
pa hinanden? For at belyse dette vil vi fgrst se, hvilken masse, der sammen med naturkon-
stanterne A og ¢ kan resultere 1 en lzengde af denne stgrrelsesorden.

For en partikel med masse M, der bevager sig frit uden pavirkning af kreefter, kan vi ikke
danne en karakteristisk lengde, med mindre vi foruden Plancks konstant % ogsa inddrager

lyshastigheden ¢ . Da Plancks konstant har dimension af impuls gange leengde, ses stgrrelsen

h
TP (11.1)

at vaere en leengde, i gvrigt den eneste laengde, der kan dannes ud fra de tre opgivne stgrrelser.
Hvis denne leengde skal veere 2 - 107'° m, skal M abenbart veere 1,6 - 1072 kg eller ca. ti

gange sa lille som en proton.
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Figur 11.3: Udveksling af pion

Den partikel, hvis masse skulle bestemme kernekrefternes reekkevidde, er altsa betydeligt
lettere end en proton, men meget tungere end en elektron. En sidan partikel blev rent faktisk
opdaget i 1946. I dag kaldes den en pion, men tidligere blev den betegnet som en pi-meson.
Dens masse er ca. en syvendedel af protonens. Kernekrefterne skyldes udveksling af en pion
mellem nukleoner, der er faellesbetegnelsen for protoner og neutroner. Processen, der er vist
pa fig 11.3, er analog til den udveksling af fononer, der i metaller fgrer til en tiltraekning

mellem to elektroner (kapitel 10).

11.2 Kernestabilitet

Den pa fig. 11.1 viste sammenheeng mellem massetal og ladningstal reprasenterer en forenk-
ling, da vi ikke har taget hensyn til, at et bestemt grundstof kan optraede som flere forskellige
isotoper. Heraf er nogle radioaktive og henfalder under udsendelse af a- 3- eller y-straling. For
et givet Z kan der veere flere forskellige vaerdier af A, der svarer til stabile kerner. Disse kerner
indeholder altsa det samme antal protoner, men et vekslende antal neutroner. Det er let at
forsta, at en kerne med bestemt massetal ikke kan indeholde lutter protoner. Disse frastgder
nemlig hinanden pé grund af, at de har samme ladning. Teenkte man sig at repreesentere atom-
kernen ved en ladet kugle (totalladning Q = Ze, radius R), kan man benytte elektricitetsleeren
til at beregne kuglens elektrostatiske energi. Det fglger af en dimensionsbetragtning, at
energien ma vare proportional med Q?/eoR. Man finder ved at bestemme det elektriske felt
1 og uden for kuglen, at den numeriske faktor er 3/5, siledes at kuglens elektrostatiske energi
er 3Q%/5¢oR. Hvis protonerne kun var pavirkede af den elektrostatiske frastgdning, ville de
blive slynget fra hinanden gjeblikkeligt, hvis man forsggte at samle dem i en kerne. I virke-

ligheden tiltreekker protoner ogsa hinanden, nar de er tilstraekkeligt nzer ved hinanden. Inden
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for afstande, der er af stgrrelsesordenen 107'® m, vil nukleoner - protoner eller neutroner -
tiltraekke hinanden, som diskuteret i forrige afsnit. Da neutroner er elektrisk neutrale, vil
de ikke bidrage til frastgdningen, og kernen vil derfor kunne holde sammen, hvis der er et
tilstraekkeligt antal neutroner til stede.

Ifglge dette argument skulle det kunne betale sig at have mange neutroner og fa protoner.
Men vi ved, at der kun er ganske fa stabile isotoper, og at forholdet mellem kernens massetal
og ladningstal ligger pd mellem 2 og 2,7. Der ma altsa ikke veere for mange neutroner til
stede. Forklaringen pa dette er, at neutronen er ustabil. Uden for kernen har den fri neutron
en middellevetid p& 15 minutter. Den henfalder til en elektron og en proton samt en neutrino,
en elementarpartikel, der ligesom de andre tre er en fermion, men i modszatning til disse har
massen nul. Inden for kernen kan neutronen derimod godt vere stabil, fordi det koster ekstra
energi at henfalde, hvis kernen indeholder et tilstraekkeligt antal protoner. Arsagen til denne
ekstra energi skal sgges i, at bade neutroner og protoner er fermioner. Det karakteristiske
for fermioner er, at der kun kan anbringes én i hver kvantetilstand. Man kan forestille sig
kernen fremkomme pa den made, at neutroner og protoner hver for sig fylder de lavestliggende
énpartikeltilstande op, ganske som elektronerne fylder énelektrontilstandene op igennem det
periodiske system. Er der tilstraekkeligt mange protoner til stede, vil der ikke vaere plads til
den proton, som er neutronens henfaldsprodukt, uden at det koster ekstra energi.

Selv om vi har begrundet, at der hverken ma vere for mange eller for fa neutroner, er
det ud fra det foregéende ikke klart, hvorfor meget tunge kerner er ustabile. Nar man i det
periodiske system er naet til grundstoffet uran med 92 protoner i kernen, er alle isotoper af de
efterfglgende grundstoffer radioaktive. Det er lykkedes kunstigt at fremstille grundstoffer med
over hundrede protoner. Til gengeeld er middellevetiden kort: for den kerne, der indeholder
106 protoner og 157 neutroner, er middellevetiden kun 1 s. Forklaringen pa dette er, at den
elektrostatiske frastgdning dominerer energien af de meget tunge kerner. Bidraget til energien
er jo proportionalt med Z2e2/R, hvor Ze er kernens samlede ladning, og €2 = e¢?/47¢. Da
kernens radius er proportional med massetallet A i potensen 1/3, og dermed med tilneermelse
(jvf. fig. 11.1) til ladningstallet Z i potensen 1/3, R oc Z'/3, vil frastgdningens bidrag til
kernens energi alt i alt vaere proportional med Z%/3. I modsatning til dette vil kernekrafternes

bidrag vokse proportionalt med A (og dermed proportionalt med Z). Det er nemlig kun de
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a= afstand

Figur 11.4: Potentiel energi for a-partikel

nukleoner, der er hinandens naboer, der vekselvirker. Kernekraefternes rackkevidde er kort
(af stgrrelsesordenen 107!* m), mens den elektrostatiske kraft har en *uendelig’ rakkevidde:
frastgdningen mellem alle protonerne bidrager til kernens elektrostatiske energi.

Da den elektrostatiske energi (oc Z%/3) vokser kraftigere end kernekreefternes bidrag (x Z)
vil det, nar kernen er tilstreekkelig stor, energimassigt set kunne betale sig, at kernen gar i
to stykker. Den elektrostatiske energi af en kugle med Z protoner er jo mere end dobbelt si

stor som den elektrostatiske energi af en kugle med Z/2 protoner,
Ez —2Ez; = (1 - 27%*)E; = 0,37E;. (11.2)

Det kan derfor betale sig rent energimeessigt for en meget stor kerne at deles i to halvdele.
Som vi videre skal omtale nedenfor, udggr denne elektrostatiske energiforskel en veesentlig del

af den kerneenergi, der fas ved fission (spaltning) af tunge atomkerner.

11.2.1. Radioaktivitet

Man kender tre slags radioaktive henfald, der betegnes som «, § og y-henfald. Som neaevnt i det
indledende kapitel er a-partikler identiske med *He-atomets kerne, der bestar af to neutroner
og to protoner. Et a-henfald bestar i, at heliumkernen slynges ud af den oprindelige kerne,
hvis ladningstal derved bliver reduceret med to, mens massetallet ogsa formindskes, svarende
til at i alt fire nukleoner er forsvundet. Da bade kernen og a-partiklen er positivt ladede, ma
den potentielle energi hidrgrende fra deres vekselvirkning se ud nogenlunde som pa fig. 11.4.
Nar a-partiklen er meget teet pa kernen, bevirker kernekrafterne en tiltreekning. Ved stgrre

afstande er det den elektrostatiske frastgdning, der dominerer. Hvis vi anskuer problemet ud
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fra den klassiske fysik, vil en partikel inden for barrieren aldrig kunne slippe ud, hvis dens
energi er mindre end barrierens hgjde. Ifglge kvantemekanikken er der derimod en endelig
sandsynlighed for, at partiklen kan komme uden for barrieren, forudsat at det er muligt for
partiklen uden for barrieren at beveege sig med samme energi som indenfor. Hvis man antager,
at bglgefunktionen til et vist tidspunkt beskriver en partikel, der med sikkerhed befinder sig
inde 1 kernen, vil bglgefunktionen udvikle sig i tiden pa en sadan made, at der til et senere
tidspunkt er en endelig sandsynlighed for at iagttage partiklen udenfor. Denne tunneleffekt
er en ren kvantemekanisk effekt og optrzeder i mange andre sammenhaenge, som vi har set
i kapitel 5. Sandsynligheden for et o-henfald afhanger meget staerkt af barrierens hgjde.
Dette er arsagen til, at levetiderne for de forskellige radioaktive grundstoffer udviser sa store
variationer.

Mens a-henfald bestar i, at kernen afgiver fire nukleoner og dermed aendrer sin masse
betydeligt, er den massezndring, der ledsager B-processer langt mindre. En 3-proces bestar
i, at en af kernens neutroner omdannes til en proton og en elektron, saledes at kernens
ladningstal gges med 1 som resultat af processen. De krafter, der er ansvarlige for 8-henfald,
er af en helt anden natur end de elektrostatiske kraefter og de steerke kernekraefter. Vi skal
omtale dem naermere i det afsluttende kapitel. Den ved -henfaldet dannede elektron udsendes
fra kernen, da den i modsatning til protonen ikke meerker de sterke kernekreefter. Endelig
bestar de radioaktive y-processer i, at kernen udsender et elektromagnetisk energikvantum,
en foton. Dette kan ske, hvis kernen ikke befinder sig i den lavest mulige energitilstand,
ganske som der udsendes en foton fra brintatomet, nar der sker en overgang fra én tilstand

med bestemt energi til en anden med lavere energi.

11.2.2 Fission og fusion

Fission er et eksempel pa en proces, hvor kernen deles i to. I det forudgaende har vi begrun-
det, at kerner med meget store ladningstal er ustabile, fordi den elektrostatiske energi knyttet
til protonernes indbyrdes frastgdning vokser sa kraftigt med Z (som nazevnt er den propor-
tional med Z%/3). Fissionen, dvs. sgnderdelingen, af den uranisotop, hvis massetal er 235 og
ladningstal er 92, frembringes ved, at kernen optager en neutron og derefter gar i to neesten

lige store stykker under udsendelse af neutroner. Processen omdanner noget af urankernens
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Figur 11.5: Bindingsenergi per nukleon

bindingsenergi til kinetisk energi af de partikler, der resulterer af processen og dermed - i
sidste instans - til varme. At det er betydelige energimeengder, der er involveret - langt stgrre
end typiske atomare energier - kan indses ved at vurdere stgrrelsesordenen af energiforskellen
(11.2) mellem den elektrostatiske energi af en kerne med ladningstal Z og to kerner med et
ladningstal, der er halvt sa stort. Da kerneradius er af stgrrelsesordenen 107% m, ca. 10°
gange mindre end atomernes karakteristiske udstrakning, ma den elektrostatiske energi (der
er omvendt proportional med R) veere mindst 5 stgrrelsesordener stgrre end de karakteristiske
atomare energier, der er nogle fa elektronvolt. Nar man desuden tager hensyn til stgrrelsen
af ladningstallet Z, kan man forsta, at den energi, der friggres ved en fissionsproces, typisk
er omkring 200 MeV.

Hvis man afbilder bindingsenergien af en enkelt nukleon som funktion af kernens lad-
ningstal far man kurven skitseret pa fig. 11.5. Det fremgar af denne, at der ikke blot kan
vindes energi ved, at en tung kerne sgnderdeles (fission), men at der ogsi kan vindes energi
ved sammensmeltning af to lette kerner (fusion). Fusionsprocesser er solens energikilde. For
at fusion kan forlgbe ved sammensmeltning af f. eks. to deuteriumkerner, m3 kernernes
beveegelsesenergi veere tilstrakkelig hgj til, at den elektrostatiske frastgdning mellem de to
kerner kan overvindes. I princippet er det muligt for kernerne at trange igennem barrieren
ved tunneleffekt, men sandsynligheden for, at dette sker, er ekstremt lille, med mindre deu-
teriumkernerne selv har en stor energi. Fusionsprocesser sgges derfor fremkaldt ved at ga
til meget hgje temperaturer. Dette kraever brug af magnetfelter som ’flasker’. Almindelige
beholdere vil ikke kunne eksistere ved de meget hgje temperaturer, der er ngdvendige for at

fusionsprocesserne kan foreg3.
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11.3 De fire krafter

To naturkreefter har veeret kendt af menneskene siden oldtiden, de elektromagnetiske kreefter
og tyngdekraften. De elektromagnetiske kreefter bestemmer, som vi har set 1 de tidligere
kapitler, strukturen af atomer, molekyler og de faste stoffer, der omgiver os. Tyngdekraften
er den dominerende kraft over lange afstande mellem elektrisk neutrale legemer som planeterne
og solen. Trods dens betydning for vor dagligdag er tyngdekraften en meget svag kraft i sam-
menligning med de elektromagnetiske krzefter. Hvis vi foruden den elektrostatiske tiltrakning
mellem elektronen og protonen i brintatomet tog hensyn til tiltraekningen hidrgrende fra
tyngdekraften mellem elektron og proton, ville vi finde en relativ korrektion til energierne af
stgrrelsesordenen 10~.

I dette arhundrede har studiet af atomets kerne vist, at der foruden de naevnte kreefter
eksisterer endnu to: de staerke og de svage kreefter. Atomkernens neutroner og protoner bliver
holdt sammen af de starke kernekreafter, mens neutronens henfald til en proton og en elektron
samt en neutrino er bestemt af de svage kreefter.

I dette afsnit skal vi omtale nogle egenskaber ved disse fire kraefter. Som vi skal se, er der
en nzr forbindelse mellem kreefter og partikler, idet man opfatter kreefterne som hidrgrende
fra udveksling af visse partikler mellem andre partikler. Vi har tidligere veret inde pa dette
billede i kapitel 10 i forbindelse med omtalen af elektroner og fononer. Den vekselvirkning, der
1 metaller giver anledning til superledning, fremkommer ved udveksling af en fonon imellem
to elektroner. Tilsvarende sa vi ovenfor (afsnit 11.1), at den steerke kernekraft kunne fortolkes

som hidrgrende fra udveksling af pioner mellem nukleoner.

11.3.1 De elektromagnetiske krafter

Et elektromagnetisk felt bestar af fotoner. Fotonen er en partikel, der til forskel fra andre
partikler som elektron og proton har massen nul. Desuden er fotonen en boson i modsaetning
til elektron og proton, der er fermioner. Der kan derfor anbringes mange fotoner i samme
kvantetilstand, hvorved det bliver muligt at g fra den kvantefysiske beskrivelse af det elektro-
magnetiske felt til den klassiske elektrodynamik. Fotonen kan omdannes til andre partikler.

F. eks. kan en meget energirig foton (forudsat at dens energi hv overstiger 2mc?, hvor m
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Figur 11.6: Dannelse af elektron-positron par

er elektronmassen) omdannes til en elektron samt elektronens antipartikel, positronen, der
har samme masse som elektronen. At der til enhver partikel hgrer en antipartikel, er en
konsekvens af relativitetsprincippet. Den engelske fysiker P. A. M. Dirac viste i 1930, at
antipartikler matte eksistere som en konsekvens af kravet om relativistisk invarians af kvante-
teorien. Diracs relativistiske teori for elektronen fgrer til eksistensen af lgsninger med negativ
energi, idet negative energitilstande danner et kontinuum, der begynder ved energien —mc?
og gar til minus uéndelig (jvf. afsnit 1.7.5). For at give teorien mening matte Dirac an-
tage, at disse negative energitilstande var besat med elektroner. Det tomme rum udggres i
dette billede af en uendelig sg af elektroner, der fylder tilstandene med negativ energi op.
En positron fremkommer ved, at én af disse elektroner fjernes fra denne sg, siledes at der
fremkommer en elektron og et ’hul’, en positivt ladet partikel. Med andre ord, et lyskvant
med en energi hv, der overstiger 2mc?, kan skabe en positivt ladet partikel ved at tilfgre en af
elektronerne i sgen sa meget energi, at den friggres og efterlader et hul i den uendelige s¢ af
negativt ladede partikler. En foton kan altsa omdannes til et partikel-hul par, en elektron og
en positron. Processen er illustreret ved et sakaldt Feynman-diagram pa fig 11.6. Eksistensen
af elektronens positivt ladede antipartikel, positronen, blev pavist i den kosmiske straling af
amerikaneren Carl David Anderson i 1932.

Teorien for de elektromagnetiske krefter, den sakaldte kvanteelektrodynamik, kan bygges
op ved konsekvent at opfatte vekselvirkningen mellem ladede partikler som hidrgrende fra
udveksling af fotoner. Hermed er der givet bestemte regler for, hvorledes bidraget fra de
forskellige mulige processer beregnes. Pa grund af eksistensen af en lille parameter, finstruk-
turkonstanten «, der blev indfgrt i ligning (1.35), er det muligt systematisk at bestemme,

hvorledes de forskellige processer bidrager til malelige stgrrelser. Som eksempel kan vi naevne
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det sdkaldte Lamb-shift, der er betegnelsen for energiforskellen mellem to bestemte tilstande
i brintatomet. De to tilstande hgrer begge til kvantetallet n = 2 1 brintatomet og har
ifglge Diracs relativistiske teori den samme energi. Ifglge kvanteelektrodynamikken, der tager
hensyn til processer som den, der er vist pa fig. 11.6, er der imidlertid forskel pa de to
energier. Den beregnede energiforskel AFE kan udtrykkes som AE = hv, hvor frekvensen v
teoretisk er fundet til v = 1057,91 MHz. Den samme verdi - med tilsvarende ngjagtighed -
er bestemt eksperimentelt. Kvanteelektrodynamikken er altsa en uhyre ngjagtig teori. Alle
dens forudsigelser til dato har kunnet bekrzeftes med en precision, der kan involvere otte

betydende cifre.

11.3.2 De staerke krafter

Som navnt i forrige kapitel har de steerke kernekrefter en kort raekkevidde, sa kort, at
kernekrzafterne mellem protoner og neutroner (under ét nukleoner) kun kommer i spil, nar
nukleonernes indbyrdes afstand er af stgrrelsesordenen 107!'* m. Som nevnt kan man op-
fatte den steerke kraft som hidrgrende fra, at to nukleoner udveksler en pion, pa samme
made som kreafterne i elektrodynamikken hidrgrer fra udveksling af fotoner. I modsaetning
til kvanteelektrodynamikken er der imidlertid ikke nogen lille parameter, der karakteriserer
denne vekselvirkning. Indfgrer man en koblingskonstant ¢ i analogi med stgrrelsen eg i kvan-
teelektrodynamikken, viser det sig, at g%/hc, der svarer til finstrukturkonstanten, bliver af
storrelsesordenen 1. Der eksisterer derfor ingen systematisk made at behandle de mange
forskellige mulige processer pa.

Selv om man ikke er i stand til at regne fysiske stgrrelser ngjagtigt ud, er man kommet
langt med hensyn til klassifikationen af de partikler, der vekselvirker staerkt. Ved hjalp af
kvark-rnodelleﬁ er det blevet muligt at beskrive de mange hundrede elementarpartikler, der
er kendt 1 dag, ved hjalp af nogle fa elementere bestanddele. F. eks. bestar protonen og
neutronen hver af tre kvarker (i forskellige kvantetilstande), mens pionen bestar af to, en
kvark og dens antipartikel. Kvarkerne er fermioner. Forskellige kvarktilstande angives ved
et kvantetal, der betegnes som 'flavor’. Tre af de mulige veerdier af dette kvantetal betegnes
som u (up), d (down) og s (strange), de resterende som b (bottom), ¢ (charm) og ¢ (top).

Kvarkerne holdes sammen ved, at de udveksler gluoner, der er ’color’kvanter, idet kvarkerne
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Figur 11.7: Udveksling af vektorboson

foruden ’flavor’-kvantetallet ogsa har et ’color’-kvantetal med tre verdier, rgd, bla og gul.
Mesoner er kvark-antikvark par, mens baryoner (f. eks. proton og neutron) er sammensat
af tre kvarker. Kvarkerne har ladning: u-kvarkens ladning er 2/3 gange elementarladningen,
mens d- og s-kvarkens ladninger begge er —1/3 gange elementarladningen. Protonen bestar
saledes af uud, neutronen af udd. Kvantekromodynamikken - teorien for de steerke vek-
selvirkninger - er bygget op som en analogi til kvanteelektrodynamikken. Et af dens mal er
at beregne masserne af de kendte baryoner og mesoner (under ét hadroner). I modsatning til
kvanteelektrodynamikken kreever dette meget komplicerede numeriske beregninger pa grund
af, at teorien ikke rummer en lille parameter svarende til finstrukturkonstanten.

Kvarkerne har aldrig veret observeret eksperimentelt, da de i modsatning til andre par-
tikler vekselvirker sterkere, jo leengere de er vaek fra hinanden. De indirekte beviser for deres
eksistens er dog sa overbevisende, at kvark-modellen, der stammer fra 1964, i dag er universelt

accepteret.

11.3.3 De svage krafter

De svage kreefter blev omtalt tidligere i dette kapitel i forbindelse med diskussionen af neu-
tronens henfald. Vi kan opfatte denne proces som én, hvori der er involveret fire fermioner,
nemlig neutron, proton, elektron og neutrino. Vekselvirkningen er illustreret pa fig. 11.7.
Den stiplede linje antyder, at vekselvirkningen foregar ved, at fermionerne udveksler en par-
tikel, der betegnes som en vektorboson. Eksistensen af vektorbosoner blev pavist i 1983 ved
eksperimenter udfgrt pa det europeiske kerneforskningscenter CERN af et stort hold af eu-
ropeiske forskere. For deres afggrende bidrag til denne opdagelse modtog Carlo Rubbia og

Simon Van der Meer Nobelprisen i 1984. Der er fundet tre vektorbosoner W+, W= og Z°,
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hvis masser svarer til energier pa mellem 80 og 90 GeV. Der er altsa tale om partikler, der
er flere hundrede gange tungere end pionen, og vekselvirkningens raekkevidde er tilsvarende
kortere, jvi. (11.1).

I slutningen af tresserne og begyndelsen af halvfjerdserne lykkedes det Abdus Salam,
Steven Weinberg og Sheldon Glashow at ni frem til en forenet beskrivelée af de svage vek-
selvirkninger med de elektromagnetiske. Teorien forudsagde eksistensen af vektorbosoner med
de senere fundne masser og blev i 1979 belgnnet med Nobelprisen, flere ar fgr teorien niede
sin endelige bekraftelse gennem den eksperimentelle pavisning af vektorbosonernes eksistens.
Foreningen af de elektromagnetiske kreaefter med de svage er sggt viderefgrt i det, der i dag
betegnes som standardmodellen for de elektromagnetiske, svage og stzrke vekselvirkninger.
Denne model implicerer, at de tre kreefter var én i de fgrste brgkdele af sekunder i verden-
srummets udviklingshistorie. Der er derfor i det sidste tiar kommet en neer forbindelse mellem

kosmologien og partikelfysikken.

11.3.4 Tyngdekrafterne

(Insket om at forene de fire kraefter har i de seneste ar givet anledning til udviklingen af de
sakaldte strengteorier, der i princippet er teorier ’om alt’. Vanskeligheden ved disse teorier er
imidlertid, at det ikke synes muligt at efterprgve dem eksperimentelt. For at give en forstielse
af, hvori problemet ligger, skal vi minde om den karakteristiske energi, der kan dannes ud fra

Plancks konstant A, gravitationskonstanten G og lyshastigheden c¢. Denne Planck-energi er

hch
= o

Nar naturkonstanternes verdi indsattes i dette udtryk, fremkommer en energi, der er ca. 10

som vist 1 afsnit 1.5.5 givet ved

sa stor som de hgjeste energier, der kan opnas med eksisterende eller planlagte partikelac-
celeratorer. Strengteorierne involverer Planck-energien som en karakteristisk skala, men dens -
storrelse i forhold til de energier, der er til radighed i laboratoriet, ggr det imidlertid meget

vanskeligt, maske umuligt, at efterprgve sadanne teorier eksperimentelt.
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12 Opgaver

Dette kapitel indeholder syv opgaver med lgsning (A-G) samt et antal opgaver, hvis sveer-
hedsgrad svarer nogenlunde til opgaverne ved skriftlig eksamen. Desuden rummer kapitlet

eksamensopgaver fra sommer 89, vinter 89-90 og sommer 90.

12.1 Opgaver med lgsning

Opgave A.

En partikel med masse m bevzeger sig i én dimension. Den potentielle energi er givet ved
V(z)=W, for < 0; V(2)=0 for 0<z<a; V(z)=V, for z > q, (12.1)

hvor Vi og V; er positive konstanter. Det antages, at V] er stgrre end eller lig med V5.
1) Opstil Schrédingerligningen til bestemmelse af de stationere tilstande. Angiv to karak-

teristiske dimensionslgse parametre, der kan dannes ud fra de opgivne stgrrelser.

I det fglgende skal vi udelukkende diskutere eventuelle bundne tilstande, d.v.s. lgsninger,
for hvilke den tilhgrende energi E er mindre end V; (og dermed ogsa V}).

2) Angiv en transcendent ligning til bestemmelse af energien af de bundne tilstande.
Diskuter specialtilfeldene a) Vi = V, = 0o og b) V} = oo, og find i tilfzelde b) en betingelse

for, at der forekommer en bunden tilstand.

Besvarelse

1) Idet bglgefunktionen hgrende til en stationeer tilstand skrives pa formen
= u(w)e‘iEt/h, (12.2)

skal u tilfredsstille den tidsuafhangige Schrodingerligning

_h2 ”n
for z < 0,
_h2 "
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for 0 < z < a, og

_h2 "
(V= Eu=0 (12.5)

2m

for £ > a. Med ' angives den afledede af funktionen med hensyn til z.

Som dimensionslgse parametre kan valges

2mV,a? |
vy = m‘?“ (12.6)
h
og
2
vy = 2";:?“ : (12.7)

men ogsa andre valg er mulige, {. eks. vy — vy og vo. Til angivelse af Igsningerne under

spergsmal b) indfgrer vi forkortelserne

Ky = \/2mVi B2 — k2 (12.8)

0g

Ko = \/2mV,/R? — k2, (12.9)
hvor k = \/2mE [h*.

b) I omradet z < 0 er lgsningen
u(z) = Ae™?, (12.10)

hvor A er en arbitreer konstant, idet e™*1* divergerer for £ — —oo. 1 omradet 0 < z < a er
lgsningen

u(z) = Bceoskz + Csinkz, (12.11)

hvor B og C er arbitrare konstanter. Endelig er lgsningen i omradet z > a givet ved
u(z) = De "%, (12.12)

hvor D er en arbitreer konstant.

Kontinuiteten af u og v’ i punktet x = 0 giver

A=B (12.13)



og
k1A = kC, (12.14)

mens kontinuiteten af u og u’ i punktet z = a giver

Bcoska+ Csinka = De™"** (12.15)

og
— kBsinka + kC coska = —xyDe™ %22, (12.16)

Ved eliminering af B og C fas da

A(cos ka + Ekl— sinka) — De "™ = ( (12.17)
og
A(kicoska — ksinka) + koDe™ "¢ = 0. (12.18)

Ved at eliminere A og D i (12.17-18) fas den sggte transcendente ligning

ke ktanka — k;
—_ = — 12.
k k+ k; tan ka (12.19)

Vi diskuterer nu Igsningerne til (12.19) i de to tilfeelde a) v; = vy = c0 og b) v; = co. I
tilfelde a) ses (12.19) at medfgre sin ka = 0 1 overensstemmelse med (4.42). I tilfzelde b) fas,

at

% = — cot ka. (12.20)

Det skal derfor geelde, at ka > 7/2 og dermed v, > 7?/4, for at der eksisterer en bunden

tilstand.

Dvelse. Vis, at (12.19) for V; = V; er i overensstemmelse med (5.10) og den tilsvarende

ligning for de ulige lgsninger.
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Opgave B.

En partikel med masse m bevager sig i én dimension. Den potentielle energi er givet ved
V(z)=o00 for £ <0; V(z)=0 for 0 <z <a; V(z)=o00 for z> a. (12.21)

Vi antager, at partiklen indtil et vist tidspunkt ¢ = 0 befinder sig i grundtilstanden hgrende
til den Hamiltonoperator, hvori den potentielle energi (12.21) indgar. Til tiden ¢ = 0 sendres

den potentielle energi til
V(z) =00 for z < 0; V(z)=0 for 0 <z <2a; V(z)=o00 for z> 2, (12.22)

idet det antages, at aendringen sker sa hurtigt, at partiklens bglgefunktion umiddelbart efter
tidspunktet ¢+ = 0 er givet ved grundtilstandsbglgefunktionen hgrende til (12.21).

a) Find sandsynligheden p; for, at en maling af partiklens energi til et tidspunkt-¢ > 0
givef grundtilstandsenergien hgrende til (12.22). Bestem tilsvarende sandsynligheden p, for,
at en maling af partiklens energi giver den nastlaveste energiegenverdi hgrende til (12.22).
Hvad er sandsynligheden for, at malingen giver et resultat, der er stgrre end den neestlaveste

energiegenvardi?

Besvarelse

Grundtilstandsbglgefunktionen hgrende til (12.21) er

uy(z) = \/gsin(mv/a) (12.23)

for 0 < z < a (ellers nul). Tilsvarende er grundtilstandsbglgefunktionen hgrende til (12.22)

v(z) = \/%sin(mv/Qa), (12.24)

for 0 < z < 2a (ellers nul). Bglgefunktionen svarende til den nezestlaveste energiegenveerdi

vo(z) = \/QEasin(mv/a) (12.25)

Vi sgger absolutkvadratet pa koefhicienterne a,, 1 udviklingen

givet ved

hgrende til (12.22) er

for 0 < z < 2a (ellers nul).

P(z,t) = io: v, (z)e Bt (12.26)
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hvor E, angiver energiegenveerdierne hgrende til Hamiltonoperatoren svarende til (12.22).
For at bestemme sandsynlighederne skal vi blot finde a,. Da ¥(z,0) er givet ved u,(z), er a,

bestemt ved (jvi. (3.20))

2a

an = dzv (z)uy(z) = 02a dmv;(m)\/gsin(ﬂ'm/a)@(a —z), (12.27)

0

hvor ©(y) er 0 for y < 0 og 1 for y > 0.

Heraf ses, at
a; = /a dzvy(z)uy(z) (12.28)
0
Tilsvarende er

ag = /0 " dzvy(z)us (z). (12.29)

Integralerne er elementzere og resulterer i ay = 4v/2/3% og ay = 1/+/2. Heraf fas

32
N —
P =a} = = =0,3603 (12.30)
og
, 1
p2=ay =3 (12.31)

Sandsynligheden for at male en energi, der er stgrre end den nestlaveste egenveerdi, er

(1 — p1 — po) eller 0,1397.

Opgave C.
En partikel bevaeger sig i et centralfelt beskrevet ved Hamiltonoperatoren Hy. Desuden

pavirkes partiklen af en perturbation H’, saledes at den totale Hamiltonoperator er
H = HO + H/, (]‘2'32)

hvor det om H' gelder, at
H' =aL?+bL2 +cL2. (12.33)
I udtrykket (12.33) er (L,, Ly, L,) operatoren for partiklens baneimpulsmoment divideret med
h, mens a,b og ¢ er konstanter.
a) Find hvorledes en tre gange udartet p-tilstand spalter op som fglge af perturbationen

H'.
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Besvarelse

Vi udtrykker perturbationen i en basis bestaende af tilstande |Im) givet ved |11), |10) og

|1 — 1), idet
Ly=(Ly+L_)/2 (12.34)
mens
L,=(Ly—L_)/2%. (12.35)
Ifglge (7.51-52) er
LA |1 —1) = 2[11), (12.36)
og
L2 [11) = 2|1 —1). (12.37)
Tilsvarende gelder det, at
LoL_|10) = 2|10), (12.38)
og
LyL_11) = 211). (12.39)
Idet
L2=(L2+L*+L,L_+L_L,)/4 (12.40)
og
L}= (L4 + L ~LyL.—L_Ly)/4 (12.41)

bliver perturbationsmatricen derfor givet ved

a 0 ~
08 0 (12.42)

v 0 «

hvor @ = c+ (a+ b)/2, 8 = a+ b og vy = (a — b)/2. Egenvardierne for matricen (12.42) er
(a+b), (a+c) og (b+c), der saledes angiver @ndringerne af det oprindeligt tre gange udartede
energiniveau. Hvis a = b = ¢, fas som ventet, at perturbationen ikke splitter energiniveauet,

men blot forskyder dette med 2a = 1(1 + 1)a.
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Opgave D.

Find reflektionskoeflicienten R og transmissionskoefficenten T for barrieren givet ved
V(z)=0 for £ <0; V(z)=W for z>0, (12.43)
hvor V; er en positiv konstant, som funktion af partikelenergien E = h2k?/2m.

Besvarelse

Vi undersgger fgrst tilfeeldet k£ < ko, hvor ko er en positiv konstant givet ved

212
Vo = 712:10 (12.44)

Det er endvidere praktisk at indfgre x, ved definitionen

Ky = \/kZ — k? (12.45)

I omradet z < 0 er Igsningen til den stationaere Schrodingerligning
u(z) = Ae**® + Be i, (12.46)
mens lgsningen i1 omradet z > 0 er givet ved
u(z) = Ce ™7, (12.47)

jvi. opgave A ovenfor.
Det ses straks, at T' = 0, da strgmmen hgrende til (12.47) er nul. Heraf fglger, at R = 1.

Dette kan ogsa ses eksplicit af betingelserne
A+B=C, (12.48)
der udtrykker, at bglgefunktionen er kontinuert i z = 0, og
tk(A - B) = —«,C, (12.49)

der tilsvarende udtrykker kontinuiteten af den afledede. Tilsammen medfgrer de to kontinui-

tetsbetingelser, at

B ik+f§l

o . (12.50)
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hvoraf det ses, at |BJ*/|A|*> = 1.
Vi skal nu behandle tilfeeldet & > ko. De ovenfor fundne lgsninger kan anvendes ved blot

at indfgre substitutionen &, = —tk;, med
ky = \/k? — k2. (12.51)

Herved fas
Z(k' b k'l) 2 4il{:kl
—_—t =] - —— 12.52

Resultatet (12.52) viser stgrrelsen og energiafhangigheden af savel R som T' = 1 — R, idet k;

R=|

er givet ved (12.51), mens k? = 2mE/h?. For energier, der opfylder betingelsen E — V, < V,

er transmissionskoefficienten abenbart proportional med /£ — V5.

Opgave E.
En partikel med masse m bevager sig 1 én dimension under indflydelse af den potentielle
energi

V(z) =0 for |z| < g, V(z) =V, for |z| > g— , (12.53)

hvor V; er en positiv konstant. Det antages, at V; er s lille i forhold til A*/ma?, at der kun
findes én bunden tilstand, hvis energi betegnes med FE.

a) Beregn sandsynligheden p for ved en maling at finde partiklen uden for det klassisk
tilgeengelige omrade, nar det vides, at partiklen befinder sig i en egentilstand for energi-

operatoren svarende til den lavest mulige energi. Det oplyses, at V, = 0,01 - %/2ma®.

Besvarelse
Bglgefunktionen for partiklen er givet ved (5.7-10). For at bestemme den gnskede sandsyn-

lighed vil vi fgrst finde normeringskonstanterne A, B og C. Kontinuiteten af u medfgrer, at
A= B =" cos(ka/2)C. (12.54)
Desuden skal bglgefunktionen veere normeret, d.v.s.

af2 0
2|C|? dz cos®(kz) + 2|A)? | dze " =1. (12.55)
0 a/2
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Ved at udfgre integralerne fas

1 sinka 1
a(z e = 1. 12.56
CPa(z + %) 4 [AF e (12.56)
Den gnskede sandsynlighed er da
2 e —2Kx 21 —Ka
p=2|AP [ dee= = A, (12.57)
af2 K

Ved brug af (12.54) i (12.56) fas, at sandsynligheden er

1

21 —Ka __
p=|A| —eT = T (12.58)
hvor
f(k) = %s%(l + (ka)™' sin ka), (12.59)

idet k kan udtrykkes ved k ifglge (5.10). For at bestemme veerdien af f med det opgivne
parametervalg benytter vi, at ka er lille, saledes at rekkeudviklingen f(k) ~ k?a%/2 kan

anvendes. Herved fas, at f med tilnzermelse er

1
f= 5k;‘;a?, (12.60)
idet vi har indfgrt kg ved definitionen
h2k2
Vo = 2m°. (12.61)

Da k2a®? = 0,01 ifglge det opgivne, bliver sandsynligheden altsa p=0,995.
Ovelse. Find, hvor meget p zendrer sig ved, at man tager hensyn til neste led i reekkeudvik-

lingen af (12.59).

Opgave F.

En partikel med masse m beveeger sig i et centralfelt givet ved den potentielle energi
V(r) = —Vee /2, (12.62)

hvor V; er en positiv konstant.
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a) Find middelveerdien af energien i en tilstand givet ved
P = Ae™/?, (12.63)

hvor A er en normeringskonstant, som funktion af parameteren «. Begrund, at der eksisterer

mindst én bunden tilstand, nar V; > #%/ma®

Besvarelse
Operatoren for den kinetiske energi er i polare koordinater givet ved

R 2d &2 I

“ oGt T o (12.64)

Hvis den forelagte tilstand er kuglesymmetrisk som (12.63), giver kvadratet pa impulsmo-
mentet intet bidrag til middelvardien af den kinetiske energi. Vi far derfor, at middelverdien

< T > af den kinetiske energi er

h? o0 2 1
T >= A2_4 / d 2 —rfay 2 T N -r/a 2.6
<T> l]2m7r0 rrée (ra a2)e (12.65)
Middelvardien af den potentielle energi er
<V >= |A[Vodr / ¥ drretlagrle, (12.66)
0

Heraf fas, at middelveerdien < H >=< T > + < V > af Hamiltonoperatoren er

h? 8Vopa®
H>= — .
<82 2ma?  (a +2a)®’ (12.67)
idet normeringen af ¢ medfgrer, at
1
AP = —. .
|A] —3 (12.68)

Hvis Vo > h?*/ma® bliver < H > negativ, hvis a = a. Ifglge variationsmetoden er den
tilhgrende veerdi af < H > en gvre greense for energien i grundtilstanden. Der eksisterer
derfor mindst én bunden tilstand.

QOvelse. Diskuter tilfeeldet Vo, <« h%/ma? og skitser < H > for forskellige veerdier af
forholdet Voma?/h?.
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Opgave G.
En partikel med masse m bevaeger sig i én dimension. Den potentielle energi V(z) er givet

ved

V(z) = V(2o — 2¢=2/%), (12.69)

hvor Vi og a er positive konstanter.

a) Vis, at V(z) i omradet omkring z = 0 kan tilnermes ved et harmonisk oscillatorpo-
tential og find ved hjalp af denne approksimation et tilnzrmet udtryk for den laveste og
nastlaveste energiegenveerdi. Benyt en reekkeudvikling af V(z) omkring z = 0 til at finde et
kriterium for approksimationens gyldighed.

Besvarelse

I omradet omkring z = 0 kan V/(z) approksimeres ved

2

V(e) > —Vo+ Vo s, (12.70)
a
1det
$2

for |z| < 1. Kraftkonstanten K hgrende til det harmoniske oscillatorpotential er derfor

K = 2V,/d*, og grundtilstandsenergien bliver med tilnsermelse givet ved

1
- Vo+ §h\/2%/ma2, (12.72)

mens den nzstlaveste energiegenveerdi er

3
-W+ —2—h\/2%/ma2. (12.73)

Approksimationens gyldighed for grundtilstandsenergien kan undersgges ved at finde mid-
delveerdien (i grundtilstanden for den harmoniske oscillator) af korrektionsleddet, der er

proportionalt med
Voz?/d®. (12.74)

P& neer en numerisk konstant (bestem denne!) hidrgrer dette korrektionsled fra raekkeudvik-

lingen af V(z) til og med tredje orden. Da bglgefunktionens karakteristiske udstrakning er
zo = \/h/mw med w = /K/m, fas kriteriet
3

Lo
hw > ngg (12.75)
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eller

A2 < (a®mVp)H4. (12.76)

Dette kriterium er imidlertid for strengt. Det er nok, at
h < (a*mVp)V2 (12.77)

Grunden til dette er, at kriteriet (12.76) ikke tager hensyn til, at middelvzrdien af z° er nuli en
energiegentilstand for den harmoniske oscillator. Derfor skal man sammenligne middelveerdien

af fjerdeordensleddet i rackkeudviklingen med fiw med resultatet (12.77).
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12.2 Opgaver uden lgsning

OPGAVE 12.1

I denne opgave betragter vi en partikel med masse m, der bevaeger sig i et tredimensionalt
harmonisk oscillatorpotential givet ved V = Kr?/2, hvor K er en positiv konstant.

a) Find veerdien af det laveste og neestlaveste energiniveau, udtrykt ved de opgivne kon-
stanter. Hvad er udartningsgraden af de to niveauer? Angiv bglgefunktioner hgrende til de
to energiniveauer (det er ikke ngdvendigt at normere disse).

b) Angiv de under a) omtalte energiegentilstande ved brug af Diracs bra-ket notation og
forklar betydningen af de anvendte kvantetal. Opskriv en 4 x 4 diagonal matrix, der har de un-
der a) omtalte egenveerdier, og angiv tilhgrende normerede egenvektorer (som sgjlevektorer).

¢) Det antages nu, at partiklens bevagelse i det harmoniske oscillatorpotential perturberes,
svarende ti] at der tilfgjes den potentielle energi V' til Hamiltonoperatoren. Udtrykt i poleere
koordinater er V' givet ved V'(r, 0, ¢) = Ar®sin* sin* ¢, hvor A er en konstant. Benyt fgrste
ordens perturbationsteori til at finde &ndringen af systemets grundtilstandsenergi. Hvorledes

pavirkes det nzstlaveste energiniveau af perturbationen?

OPGAVE 12.2
En elektron beveeger sig i et centralfelt, om hvilket det vides, at alle egenveerdier for
Hamiltonoperatoren svarer til bundne tilstande samt at alle egenveerdier E,; er forskellige.

Der ses bort fra elektronens spin. Det oplyses, at
/ drr R}, = 5a2,
0

hvor ag er Bohr-radius og Ry, er 2p-tilstandens normerede radialbglgefunktion.

Systemet perturberes af en ydre kraft svarende til perturbationsenergien

52
U=10"°=¢eV.
ap
a) Vis, at U er ombyttelig med L,.
b) Benyt farste ordens perturbationsteori til at beregne hvorledes 2p-niveauet spalter op
pa grund af perturbationen U. Angiv sivel energier som tilhgrende bglgefunktioner for de

fundne niveauer.
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OPGAVE 12.3
En partikel med masse m beveager sig i to dimensioner. Hamiltonoperatoren er

1 1
H = ———(pi + pz) + 5]((3:2 + y?’) + A(z — y)27

2m

hvor K og A er positive konstanter.

a) I dette spgrgsmdl ses der bort fra leddet A(z — y)* i Hamiltonoperatoren. Angiv
energierne hgrende til de tre laveste niveauer samt niveauernes udartningsgrad.

b) I dette og det fglgende spgrgsmél behandles A(z — y)? som en perturbation. Find
grundtilstandsenergien til fgrste orden 1 A.

c) Benyt fgrste ordens perturbationsteori til at bestemme, hvorledes leddet A(z — y)?
pavirker det naestlaveste energiniveau. Angiv savel energier som tilhgrende uperturberede
bglgefunktioner.

d) Vis, at energiegenveerdierne hgrende til Hamiltonoperatoren H kan bestemmes ek-
sakt ved en passende valgt koordinattransformation, og angiv egenvardierne svarende til de

tilnzermede energier fundet i b) og c).

OPGAVE 12.4

I denne opgave betragter vi et brintatom, der er pavirket af et ydre elektrisk felt, hvis
feltstyrke kan regnes for konstant. Opgaven gar ud pa at benytte variationsmetoden til at
bestemme, hvorledes grundtilstandsenergien F,(&) atheenger af den elektriske feltstyrke £.

Vi ser i det fglgende bort fra kernens medbeveegelse. Hamiltonoperatoren er

H = H() —+ 682,
hvor
2 2
p €o
Hy = — — —.
°7 om T

a) For sma feltstyrker er F, givet ved reckkeudviklingen
E, = E,(0) + k&,

hvor k er en konstant. Benyt fgrste ordens perturbationsteori til at begrunde, at reekken ikke

indeholder et led, der er proportionalt med £.
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De fglgende spgrgsmal gar ud pa at foretage en tilnaermet bestemmelse af k.
b) Vis, at middelvaerdien af z Hyz er nul i grundtilstanden hgrende til Hamiltonoperatoren

Hy (hjelp: udnyt identiteten
ABA = %(A2B + BA® — [A,[A, B]))

for operatorerne A og B).
c¢) Vi skal nu finde et tilnzermet udtryk for E, ved at benytte variationsmetoden med
prgvefunktionen

O = (1+ Az)e "/,

hvor ag er Bohr-radius. Begrund, at A = 0, nar feltstyrken er nul. Udregn for £ # 0 en gvre
greense pa grundtilstandsenergien til og med anden orden i £ ved at udnytte resultatet anfgrt
i b). Er den saledes bestemte veerdi af k stgrre end eller mindre end den eksakte? Vurder

stgrrelsen af korrektionen til den uperturberede grundtilstandsenergi i tilfzldet £ = 1 kV /cm.

OPGAVE 12.5
En partikel med masse m bevager sig i én dimension. Den potentielle energi er givet ved

1

Vie) = _Vocosh2(a:/a)’

(12.78)

hvor V; er en positiv konstant.

a) Skitser potentialet og vis, at det for sma veerdier af z kan tilnzrmes ved et harmonisk
oscillatorpotential. Angiv bglgefunktionen hgrende til grundtilstanden for den harmoniske
oscillator og sammenlign bglgefunktionens karakteristiske udstrackning med a. Benyt de op-
givne konstanter og h til at angive en betingelse for, at den foretagne tilnaermelse giver en
rimelig ngjagtig beskrivelse af de laveste energiniveauer.

b) Vis, at forskellen mellem potentialet (12.78) og det harmoniske oscillatorpotential er
proportional med z* for sma veerdier af z og bestem koefficienten til z*-leddet.

c) Benyt fgrste ordens perturbationsteori til at finde partiklens energi i grundtilstanden,
idet det i spgrgsmal b) bestemte z*-led opfattes som en perturbation pa Hamiltonopera-

toren hgrende til den harmoniske oscillator. Hvad er kriteriet for perturbationsregningens

gyldighed?
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d) Det antages, at Vo har en sadan stgrrelse, at der forekommer fire bundne tilstande,
alle med forskellig energi. Forklar kvalitativt, hvad der sker med disse bundne tilstande,
hvis V; gradvist ggres mindre, mens de gvrige parametre holdes fast, og illustrer forklaringen
med et par tegninger af energiniveauernes beliggenhed. Skitser energiafhangigheden af til-
standstaetheden for energier i den kontinuerte del af spektret i greensen E > V4 (hjelp: det

kan antages, at den potentielle energi helt kan negligeres i denne graense).

OPGAVE 12.6
En partikel med masse m er indesperret i en kugle med radius a svarende til, at den

potentielle energi er givet ved
V(ir)=0 for 0<r<a, V(r)=oo for a <r < oco.

a) Begrund, at lgsningen ¢ til Schrodingerligningen kan separeres i poleere koordinater,
¥ = Rpi(r)Yim(0,$) og opstil en ligning til bestemmelse af funktionen v = rR. Angiv
greensebetingelserne pa v i punkterne r = 0 og r = a.

b) Find partiklens bglgefunktion og energi i grundtilstanden. Tegn den radiale funktion
R hgrende til grundtilstanden.

c) Kuglen udvides nu pludseligt, si den far den dobbelte radius. Udvidelsen sker sa hurtigt,
at bglgefunktionen ikke zndrer sig under denne. Hvad er sandsynligheden for, at en maéling
af partiklens energi giver den laveste egenvardi for Hamiltonoperatoren hgrende til den nye

kugle?

OPGAVE 12.7

En partikel med masse m beveger sig i to dimensioner i en potentialbrgbhd givet ved
V(z,y) =0 for 0<z< L, 0<y<1IL,

mens den potentielle energi er uendelig stor uden for dette omrade.
a) Find bglgefunktioner og energier for de stationzre tilstande. Angiv energi og udart-

ningsgrad for de tre laveste niveauer,

323



b) Til en vis tid t = 0 opgives partiklen at veere i en tilstand karakteriseret ved en bestemt
bglgefunktion . Det oplyses om denne, at der er sandsynlighed 1/3 for at en méling af
partiklens energi giver den lavest mulige veerdi, mens der er sandsynlighed 2/3 for at observere
en fire gange sd stor vardi regnet fra bunden af brgnden. Hvad forteller disse oplysninger
om bglgefunktionen? Vis, at den til ¢ knyttede sandsynlighedsteethed er periodisk i tiden og
bestem perioden.

c) Vi betragter nu den situation, at partiklen i potentialbrgnden udszttes for en pertur-
bation svarende til, at der til Hamiltonoperatoren tilfgjes leddet H' = az?y?, hvor a er en
positiv konstant. Benyt dimensionsanalyse til at finde et udtryk for fgrste ordens zendrin-
gen af energiniveauerne hidrgrende fra H' (pa nar numeriske konstanter). Skitser pa en
tegning, hvorledes grundtilstandsenergien zndres pa grund af perturbationen (det er ikke
ngdvendigt at regne energikorrektionen ud, blot dens fortegn og stgrrelsesorden fremgar af
figuren). Diskuter kvalitativt, hvorledes det naestlaveste og tredjelaveste niveau pavirkes af

perturbationen.

OPGAVE 12.8

En partikel med masse m bevager sig i potentialet

V(z) =00 for 2<0; V(z)= %(z — 20)? for z >0,

hvor K og z¢ er positive konstanter. Opgaven gar ud pa at undersgge, hvorledes grundtil-
standsenergien £, = E,(z,) atheenger af zq.

a) Find E,(0) og skitser den tilhgrende bglgefunktion.

b) Angiv granseverdien af E, for z¢ giende mod uendelig. Formuler en betingelse (ved
hjeelp af de opgivne konstanter og %) for, at Eq er neer ved E,(c0).

c) Benyt forste ordens perturbationsregning til at finde heeldningen af funktionen E,(z,)
i punktet 2o = 0, idet leddet —Kzzo behandles som en perturbation, mens der kan ses bort
fra Kz3/2 (hvorfor?). Skitser pa dette grundlag E,(zo) som funktion af zq.

c) Fortseet V(z) for negative z symmetrisk omkring z = 0, siledes at V(-z) = V(a),
hvor z > 0. Diskuter hvorledes grundtilstandsenergien afheenger af zo og sammenlign med

eksempel 9.
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OPGAVE 12.9
I denne opgave skal vi undersgge hvorledes bevagelsen af en elektron (masse m, ladning
—e) i et centralfelt kan pavirkes af et sakaldt krystalfelt, der ikke har sfeerisk symmetri.

Elektronens Hamiltonoperator antages at veere givet ved

H == HO -+ H,,
hvor
p2
HO = ‘é‘n‘; + V(T’),

Her er V(r) den potentielle energi svarende til bevagelse i et centralfelt. Krystalfeltet er

beskrevet ved perturbationen H’ givet ved
r_ 2 2
H' = A(L2 + L2 - 2L2).

hvor A er en konstant, mens L, L, og L, angiver komponenterne af elektronens baneim-
pulsmoment.

Vi betragter nu et uperturberet niveau med energi Fy hgrende til Hamiltonoperatoren Hp.
- Niveauet er desuden karakteriseret ved, at impulsmomentkvantetallet ! er 2, svarende til en
d-tilstand (der ses bort fra spin).

a) Undersgg, om H er ombyttelig med hver af de tre komponenter af impulsmomentet. Er
H ombyttelig med kvadratet pa impulsmomentet?

b) Find, hvorledes niveauet med den uperturberede energi Ey spalter op under indflydelse
af perturbationen H' (det antages, at forskellen i energi mellem det betragtede niveau og de
gvrige centralfeltniveauer er sa stor, at vi helt kan se bort fra disse). Angiv udartningsgraden
af de opspaltede niveauer.

¢) Vi antager nu, at elektronen foruden krystalfeltet er pavirket af et homogent magnetfelt
(magnetisk induktion B) i z-aksens retning. Find de fra magnetfeltet hidrgrende sndringer

af de i b) bestemte niveauer (der tages kun hensyn til led af forste orden i B).
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OPGAVE 12.10 (EKSAMEN SOMMER 89)
En partikel med masse m bevager sig i et todimensionalt harmonisk oscillatorpotential
V(z,y) givet ved
V(z,y) = %I{II2 + %Kgyz.

hvor K; og K, er positive konstanter.
a) Vis, at Schrédingerligningen kan separeres i koordinaterne z og y. Angiv Hamilton-
operatorens egenvardier og de tilhgrende egenfunktioner.

b) Angiv energier og udartningsgrad af de tre laveste niveauer for hvert af de to tilfeelde

I resten af opgaven betragter vi udelukkende tilfeeldet Ky = K, = K, hvor K er en positiv
konstant.

c¢) Det antages nu, at partiklen yderligere pavirkes af en perturbation H’. Benyt fgrste
ordens perturbationsteori til at finde @ndringen af partiklens grundtilstandsenergi i hvert af
de to tilfeelde i) H' = az®y? og ii) H' = bz3y3, hvor a og b er positive konstanter. Angiv
pa en tegning, hvorledes det laveste energiniveau pavirkes af perturbationen i hvert af de to
tilfaelde.

d) Benyt fgrsteordens perturbationsteori til at finde, hvorledes perturbationen pavirker
det naestlaveste energiniveau i hvert af de to tilfelde 1) H' = az?y? og ii) H' = bz%y®. Det er
tilstraekkeligt at angive energizendringerne pa nzr numeriske konstanter (hvis du har god tid,
kan du regne disse ud senere). Angiv pa en tegning, hvorledes det naestlaveste energiniveau
pavirkes af perturbationen i hvert af de to tilfalde.

e) Kan dimensionsanalyse og symmetribetragtninger benyttes som hjzlp til at besvare

spergsmal c) og d)? 1 bekreftende fald, forklar hvordan.

OPGAVE 12.11 (EKSAMEN SOMMER &9)
I denne opgave skal vi undersgge bevaegelsen af en elektron i et centralfelt. Bemaerk, at

spgrgsmalene b) og c) er helt uathengige af a).
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Der ses i spgrgsmal a) bort fra elektronens spin, og det antages, at elektronen befinder sig i en
tilstand, der er egentilstand for kvadratet pa elektronens baneimpulsmoment, L2. Det oplyses
om denne tilstand, at egenverdien for L? er 12A?, samt at bglgefunktionens ¢-afhzengighed
er givet ved cos 3¢, hvor ¢ er den szdvanlige azimuthalvinkel svarende til en polarakse langs
z-aksen.

a) Hvad er sandsynligheden for, at en maling af impulsmomentets z-komposant giver
resultatet 347 Hvad er sandsynligheden for, at en maling af impulsmomentets z-komposant

giver resultatet 07

I de to fglgende spgrgsmal tages der hensyn til elektronens spin S, og det antages som under
a), at elektronen befinder sig i en tilstand, der er egentilstand for savel Hamiltonoperatoren
som kvadratet pa elektronens baneimpulsmoment, L?. Elektronen vides at befinde sig i en
p-tilstand svarende til, at kvantetallet [ er 1. Med |m; m,) angives en normeret tilstand, der
er egentilstand for L, med egenvardi m;h og egentilstand for S, med egenveerdi m h. Det
oplyses, at ‘;ilstandene

—2BI-1 )+ 10— 3) (12.79)

samt

V2Bl —5)—/173D0 3) (12.80)

er egentilstande for J? hgrende til samme egenvaerdi. Her angiver J som sedvanlig det totale
impulsmoment, J=L+S§.

b) Vis at egentilstandene (12.79) og (12.80) er normerede og bestem egenveardien for J?
ved at virke med J2 ps en af tilstandene. Begrund, at tilstandene (12.79) og (12.80) ogsa er

-

egentilstande for operatoren L - S.

Det antages til slut, at elektronen ud over centralfeltet er pavirket af et ydre magnetfelt,
samt at spin-bane koblingen er sa steerk, at der kan ses bort fra alle andre tilstande end
(12.79) og (12.80). For at tage hensyn til det ydre magnetfelt B = (0,0, B) skal der til

Hamiltonoperatoren fgjes leddet
H' = ug(L, +2S,)B/h, (12.81)
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hvor pp er Bohr-magnetonen.
c¢) Angiv matricen for H'i den basis, der udggres af tilstandene (12.79) og (12.80). Diskuter

den fysiske betydning af matricens egenvardier.

OPGAVE 12.12 (EKSAMEN JANUAR 1990)

En partikel med masse m bevaeger sig i én dimension. Den potentielle energi er
V(z) = ba®, (12.82)

hvor b er en positiv konstant. Benyt en dimensionsbetragtning til at finde et udtryk for

grundtilstandsenergien (pa neer en numerisk konstant).

OPGAVE 12.13 (EKSAMEN JANUAR 1990)
I denne opgave skal vi undersgge beveegelsen af en partikel med masse M i et tredimen-

sionalt harmonisk oscillatorpotential givet ved

1
V(r) = —2—]{7'2, (12.83)

hvor r er leengden af partiklens stedvektor 7 regnet fra det punkt, hvor den potentielle energi
er mindst mulig, mens K er den positive kraftkonstant. Partiklen vides at befinde sig i en

tilstand beskrevet ved den normerede bglgefunktion (7, t) givet ved

¢ _ _~\/§—6——r2/2a2(6-—3iwt/2
T r3/4/343

Her er 0 som saedvanlig polarvinklen (z-aksen er polarakse), og a = \/h/Mw med w = VE/M.

a) Undersgg, om 9 er en egentilstand for fglgende operatorer: i) Hamiltonoperatoren H,

+ @717 cos fe 52, (12.84)

ii) kvadratet pa baneimpulsmomentvektoren, Ez, og iii) z-komponenten af partiklens baneim-
pulsmoment, L., og anfgr i bekreeftende fald den tilhgrende egenveerdi. Er H, L? og L,
indbyrdes ombyttelige?

b) Find de mulige resultater af en maling af partiklens energi, og bestem sandsynlighederne

for at male disse.
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OPGAVE 12.14 (EKSAMEN JANUAR 1990)
En partikel med masse m bevager sig i tre dimensioner. Den potentielle energi V(z,y, z)

er givet ved

V(z,y,2) =0, hvis 0<z<L;, 0<y<Ly 0<z<Lg;

V(z,y,z) = oo ellers. (12.85)

a) Forst betragtes det tilfeelde, hvor L; = L, = Ly = L. Bestem energierne hgrende til
de tre laveste energiniveauer, udtrykt ved de opgivne konstanter, og angiv for hvert niveau
udartningsgrad og tilhgrende bglgefunktioner. Udregn stgrrelsen af de tre energier i tilfeeldet
L = 107! m, nar partiklen er en elektron.

b) Vi betragter nu det tilfeelde, hvor Ly, = L3 = L, mens L; = 0,99L. Bestem energierne
hérende til de tre laveste energiniveauer, udtrykt ved de opgivne konstanter, og angiv for hvert
niveau udartningsgrad og tilhgrende bglgefunktioner. Udregn stgrrelsen af de tre energier i

tilfeeldet L = 107'° m, nar partiklen er en elektron.

I resten af opgaven betragter vi udelukkende tilfeeldet L, = L, = L3 = L.

¢) Det antages, at partiklen yderligere pavirkes af en perturbation H'. Benyt fgrste ordens
perturbationsteori til at finde &endringen af partiklens grundtilstandsenergi, nar H' = az, hvor
a er en positiv konstant. Find tilsvarende zndringen af det nastlaveste energiniveau. Angiv

pa en tegning, hvorledes de to energiniveauer pavirkes af perturbationen.

OPGAVE 12.15 (EKSAMEN SOMMER 1990)

En partikel med masse m bevager sig i én dimension. Den potentielle energi er givet ved

(1.’172

V(z) = **m,

(12.86)

hvor a og b er positive konstanter.
a) Skitser potentialet og vis, at det for sma veardier af = kan tilnzermes ved et harmonisk
oscillatorpotential. Angiv energien hgrende til grundtilstanden for den harmoniske oscillator.
b) Benyt de opgivne konstanter og % til at formulere en betingelse for gyldigheden af den

under a) foretagne tilnermede bestemmelse af grundtilstandens energi for potentialet givet

ved (12.86).
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OPGAVE 12.16 (EKSAMEN SOMMER 1990)
En partikel med masse m bevager sig 1 et todimensionalt harmonisk oscillatorpotential
V(z,y) givet ved
V(z,y) = %K]acz + %I{2y2,

hvor K; og K, er positive konstanter.  Partiklens Hamiltonoperator Hy er altsa

Ho = (p3 4+ p2)/2m + V(z,y).

Tilstandsvektoren |nyn,) angiver en (normeret) egentilstand for antalsoperatorerne ala,

og agag, med egenveaerdi henholdsvis n; og ny. Her er annihilationsoperatorerne a; og a; som

_ mun . Pz
ay =/ o7 (z+ lmwl) (12.87)

mwsy

sadvanlig defineret ved

og
(y + i), (12.88)

2h MWwo

g =
hvor wy = 1/ K1/m og wy = /K3/m.

a) Begrund, at Hamiltonoperatoren H, kan skrives pa formen

1 1
Hy = hwy(alay + 5) + hwo(atay + 5) (12.89)

og angiv energier, tilstandsvektorer og udartningsgrad for de tre laveste energiniveauer i hvert
af de to tilfeelde 1) K; = Ky = K og ii) Ky = 4K, = 4K.
b) I dette spgrgsmal betragter vi tilfzeldet K; = K, = K. Vi antager, at oscillatoren er

pavirket af en perturbation H' givet ved
H' = B(alas + dlay), (12.90)

hvor B er en positiv konstant. Benyt fgrsteordens perturbationsteori til at finde sendringen
af 1) grundtilstandsenergien og ii) det neestlaveste energiniveau, til fgrste orden i B.

c) I dette spgrgsmal betragter vi tilfeeldet K; = 4K, = 4K. Vi antager som i spgrgsmal
b), at oscillatoren er pavirket af perturbationen givet ved (12.90). Benyt fgrsteordens pertur-
bationsteori til at finde sendringen af det tredjelaveste energiniveau, til fgrste orden i B.

d) Vi betragter nu igen tilfeeldet K; = Ky = K. Angiv to linesrt uafhangige, ortonor-

merede tilstandsvektorer, der er egentilstande for savel H' som Hy, idet det skal gaelde, at
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egenvardierne for Hy hgrende til de to tilstandsvektorer er ens, lig med 2h(/K/m. Angiv

egenvardierne for H' hgrende til de to tilstandsvektorer.

OPGAVE 12.17 (EKSAMEN SOMMER 1990)

En partikel med masse m bevager sig i et centralfelt givet ved den potentielle energi
V(r) = —Voe /%, (12.91)

hvor V4 og a er positive konstanter.

Det oplyses, at partiklen befinder sig i tilstanden beskrevet ved bglgefunktionen
W = Cre™"/Psinf cos 4, (12.92)

hvor r,0 og ¢ betegner de sadvanlige polere koordinater, mens 3 er en positiv konstant.
Konstanten C er en normeringskonstant.

a) Hvad er sandsynligheden for, at en maling af z-komposanten af partiklens baneim-
pulsmoment, L,, resulterer i veerdien 2?7 Hvad er sandsynligheden for, at en maling af L,
resulterer 1 veerdien 2h7

b) Bestem middelvardierne < I? > og < L, > samt fluktuationerne < L'> - <I[*>?
og < L2 > — < L, >? i den forelagte tilstand (12.92). Undersgg om ¢ er en egenfunktion for
paritetsoperatoren og angiv i bekrzftende fald egenvaerdien.

¢) Find middelveerdien af energien i tilstanden (12.92). Resultatet angives som funktion
af parameteren 3 og konstanterne %,m,V; og a.

d) Det antages i dette spgrgsmal, at ¢ = h?/ma?Vy, < 1. Vis, at den under c) bestemte

middelverdi kan antage negative veerdier, og skitser middelveerdien divideret med V4 som

funktion af 3/a.
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