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Noter og opgaver
i
kontinuumsmekanik og plasmafysik

Disse noter og opgaver er beregnet pa brug i undervisningen i kon-
tinuumsmekanik og plasmafysik som supplement til laerebggerne,
henholdsvis David J. Tritton ”Physical Fluid Dynamics” og Fran-
cis F. Chen ”Introduction to Plasma Physics and Controlled Fu-
sion” (vol. I). Notationen er savidt muligt valgt i overensstem-
melse med disse bgger med et par vigtige undtagelser. Saledes
betegnes viskositet med 5 (Tritton benytter i) for at undga sam-
menblanding med Lamé-koeflicienten u, der indgar i elasticitetste-
orien. I overensstemmelse med Tritton er u benyttet som beteg-
nelse for hydrodynamikkens hastighedsfelt (dimension: leengde di-
videret med tid), bortset fra kapitel 1 og 4, hvor det betegnes med
v for at undga sammenblanding med elasticitetsteoriens forskyd-
ningsfelt (dimension: lengde), der betegnes ved u i overensstem-
melse med saedvanlig praksis.

Orsted Laboratoriet, 22. august 1994
Henrik Smith
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1 Indledning

Kontinuumsmekanik er en sammenfattende betegnelse for hydrodynamik og elasticitetsteori.
Disse fag er grundlaget for geofysikken, laren om jordklodens fysik. Hydrodynamikken
og elasticitetsteorien har dog et langt bredere anvendelsesomrade end jordklodens fysik.
Grundligningerne kan lige sa godt anvendes til at beskrive solens egensvingninger, strgmningen
af flydende 3He ved temperaturer neer det absolutte nulpunkt eller udbredelsen af lyd i alu-
minium.

Selv om hydrodynamikken og elasticitetsteorien blev udviklet leenge fgr kvanteteorien, er
deres gyldighed ikke begranset til den klassiske fysik. Snarere repreesenterer de et beskri-
velsesniveau, der forudsatter langsomme tidslige og rumlige variationer. I grundligningerne
indgar afledede med hensyn til bade rum og tid. Som ngdvendige betingelser for ligningernes
gyldighed indgar begrensninger pa de typiske frekvenser w og bglgetal ¢, der kan optreede i
en konkret problemstilling. Eksempler pa sadanne begraensninger er wr < 1 og ¢/ < 1, hvor
7 er en middelstgdtid for kollisioner mellem de partikler, der udggr det fysiske system, og /
er den tilsvarende middelvejleengde. F. eks. kan vi ved hjeelp af kontinuumsmekanikken finde
bade de transversale og longitudinale lydhastigheder for et bestemt krystallinsk materiale,
men vi har ingen mulighed for at forklare dispersionsrelationens udseende! ved bglgelengder,
der er sammenlignelige med afstanden mellem naboatomer i krystalgitret.

I modsetning til Schrodingerligningen er kontinuumsmekanikkens grundligninger fano-
menologiske i den forstand, at de indeholder stgrrelser som viskositet eller elastiske konstanter,
der fastleegges ud fra eksperimenter®>. Ved at bruge symmetribetragtninger kan antallet af
uafheengige konstanter fastleegges, men kontinuumsmekanikken giver i sig selv ingen mulighed
for at bestemme konstanternes stgrrelse eller afhangighed af temperatur og tryk.

Det er bekvemt at formulere grundligningerne ved hjalp af tensorer. Disse stgrrelser
optraeder overalt i fysikken, med den almene relativitetsteori som nok det mest markante
eksempel. I det fglgende introduceres tensorbegrebet som en generalisation af det velkendte
vektorbegreb. Vi skal se, at en skalar er en tensor af rangen nul, mens en vektor er en tensor
af rangen 1. Inertitensoren, der er kendt fra mekanikken, er en tensor af rangen 2, og det
samme galder ledningsevnetensoren, der knytter den elektriske strgmtathed til feltstyrken. I
kontinuumsmekanikken far vi iseer brug for tensorer af rangen 2 og 4.

1.1 Tensorer

Vi vil indfgre tensorbegrebet ved at tage udgangspunkt i vektorer og deres velkendte egen-
skaber under drejning af koordinatsystemet. Lad A og B vere vektorer givet ved talsattene
A; og Bj. I cartesiske koordinater er ¢ = z,y, 2. Det skalere produkt A - B kan skrives ved
brug af summationskonventionen

A -B=AB; (= ZAiBi). (1.1)

Gentagne indices angiver altsa en sum over disse.
For at kunne angive vektorproduktet ved hjzlp af denne summationskonvention indfgres
symbolet ¢;;; defineret ved

€ryz = €yzz — €zzy — la €rzy = Cyxz = €zyzr = "'13 (12)

'En dispersionsrelation udtrykker sammenhzngen w(q) mellem bglgetalsvektor q og frekvens w for en
svingning af en bestemt type. For gittersvingninger i en krystal geelder der en linezer sammenhang mellem w
og g ved sma ¢ (svarende til store bglgelngder) mens w/q¢ formindskes ved stgrre ¢ i overensstemmelse med,
at frekvensen har en gvre graense (hvis veerdi i praksis er omkring 1013 — 104 s=1).

2Ved at benytte en statistisk beskrivelse af stgdprocesserne er det muligt at beregne f. eks. viskositeten
af en gas eller varmeledningsevnen af en isolator pa basis af mekanikkens eller kvantemekanikkens
bevaegelsesligninger.



mens ¢ = 0, hvis to indices er ens (¢,,, = 0, etc.). Vektorproduktet A x B skrives herefter
som

(A X B), = CijkA]’Bkg (13)

Ved drejninger af koordinatsystemet om en akse gennem dets nulpunkt transformerer
vektorer som fglger

A: = aijA]‘. (14)

hvor a;; angiver en drejningsmatrix. Her er A} komponenterne i det drejede koordinatsystem
(som vi betegner ved S’) af vektoren A, i det oprindelige koordinatsystem (som vi betegner
ved S). Drejningsmatricen a;; er en 3 x 3 matrix, hvis elementer afheenger af den foretagne
drejning. Ved en drejning pa vinklen ¢ om z-aksen er drejningsmatricen givet ved

cos¢ sing O
a: ( —sing cos¢ 0 > ) (1.5)
0 0 1

Dette kan indses ved at finde komponenterne i systemet 5’ af enhedsvektoren (1,0,0) i sys-
temet S: ved projektion af enhedsvektoren i det oprindelige koordinatsystem pa de nye akser
i 8§’ fas, at vektoren i det drejede koordinatsystem har komponenterne (cos ¢, —sin ¢, 0). Be-
merk at det skalare produkt A;B; er uzndret ved transformationen, A;B; = A.B! (vis dette
eksplicit for drejningen beskrevet ved {1.5)!).

Ud fra A; og A kan vi nu danne en tensor T af rang 2 ved definitionen

T = A;By. (1.6)
Ved drejninger transformerer T som fglger
Ti’k = ailakalm. (17)

Vi benytter nu denne transformationsligning til en almindelig definition af en tensor:
Talsettet T;; er en tensor (af rang 2), hvis det under drejninger transformerer ifplge (1.7).
Rangen er lig med antallet af indices (her 2), og vi ser, at definitionen uden videre kan
udstraekkes til at geelde tensorer af hgjere rang end 2. Som eksempel anfgrer vi tensoren Tjj,
der transformerer ifglge

!
ikl = @imQinQkpaig T mnpg- (1.8)

i“n vektor A; er ifslge (1.4) en tensor af rang 1, mens det invariante leengdekvadrat A;A; =
AlA! er en tensor af rangen nul (en skalar).

Et eksempel pa en hyppigt anvendt tensor er spendingstensoren o;i, der er defineret som
i-kormnponenten af kraften pa en fladeenhed vinkelret pa k-retningen. I cartesiske koordinater
udggres o af de ni elementer 0p,, 04, etc. 1 polere koordinater angives speendingstensoren
som .., 0r¢ €tc. Hvis normalen til fladeenheden betegnes med enhedsvektoren n,

n=(ngn,,n,) (1.9)

er t-komponenten af kraften
;N = 0;yNg, (1.10)

hvor o; = (0iz,04y,0i;), idet 1 = z,y, 2.



1.1.1 Veasker

I en isotrop vaeske med hastighedsfelt v(r) er spaendingstensoren
ok = —pbix + iy, (1.11)

h
vor , doi  Bu 2, Ou

L =n(— — =6 —=—

ik n(axk 81‘,’ 3 kax,)

Begrundelsen for (1.11)-(1.12) er som fglger: nar vasken er i hvile, virker der et hydrostatisk
tryk p, der er ens i alle retninger. Kraften pé et enhedsfladeelement med normalvektor n er
o;-n = —pn;, hvor 1 = z,y,z. Udtrykket (1.12) for o}, er det mest almene for en isotrop
vaeske til fgrste orden i1 de afledede Ov;/0z), da en ensartet rotation af veesken givet ved

hastighedsfeltet v = £2 x r ikke kan bidrage til ¢/. Ved at dele dv;/Jzi op i en symmetrisk
og antisymmetrisk del fas

+ Céikgﬂ. (1.12)
61‘1

Ovi _ 1 Ovi \ Ovey 1 Ovi Ou
Oz, 20z, Oy 2 0z Oz’

(1.13)

Det ses, at fgrste led (den symmetriske del) i (1.13) giver nul, nar vi indseetter v; = €;;,8);z,
mens det andet led (den antisymmetriske del) bliver forskelligt fra nul. Derfor kan ¢}, kun
indeholde det symmetriske led, foruden é;; gange o7j;.

1.1.2 Faste stoffer

En bestemt deformationstilstand angives ved forskydningsfeltet u(r), der er defineret ved
r’ =r + u(r), hvor r’ angiver den nye position og r den oprindelige ligevaegtsposition af en
stofdel. Tensoren

1, 0u; Oug

g =—(—+ — 1.14
ik 2 ( aiL‘k 81',' ) ( ! )
kaldes deformationstensoren.
I almindelighed er sammenhengen mellem o, og € givet ved
Oik = Aikim €im, (1.15)

hvor elasticitetstensoren A;z., indeholder 3* = 81 elementer, der dog ikke alle er uafhangige
af hinanden.

1.2 De hydrodynamiske grundligninger

De hydrodynamiske grundligninger har form af generaliserede bevarelseslove,

0Q . 0J; , :
5 ton =K (1.16)
Her betegner @) en teethed (der kan veere en massetaethed eller en impulstathed, altsa ikke
ngdvendigvis en skalar stgrrelse), mens J; er en strgmteethed (der tilsvarende kan vere en
massestrgmtzethed eller en impulsstromteethed), mens K angiver et kildeled (der kan skyldes
en volumenkraft, nar () er en impulsteethed). Med z; menes de rumlige koordinater z,y, z,
og vi benytter den velkendte konvention at summere over gentagne indices.
Lad os fgrst betragte den kontinuitetsligning, der udtrykker massens bevarelse.



1.2.1 Kontinuitetsligning

Som nzvnt kan vi identificere () med p, veeskens massetathed, og J; med massestrgmtaet-
heden pv;, hvor v; angiver komponenterne af hastighedsfeltet v; i vaesken. 1 dette tilfelde
er kildeleddet nul, altsa K = 0, da masse ikke opstar eller forsvinder. Kontinuitetsligningen
svarende til (1.16) er da

% ., lpw)

Bt 81‘,’

Beviset for (1.17) er velkendt, men lad os alligevel repetere dette: Vi betragter et fast volumen
V omgivet af fladen S. I tidsrummet At er masseforggelsen 1 V givet ved

= 0. (1.17)

d
Atw/ dVp = —At/dS-v,o7 (1.18)

idet —AtdS - vp er den masse, der i tidsrummet At strgmmer ind gennem fladeelementet
dS = ndS, hvor N er den udadrettede normalvektor. Gauss’ szetning giver os

dp _ v
[/dva_ /VdVV (vp), (1.19)

hvoraf (1.17) felger, idet V kan ggres vilkarligt lille.

1.2.2 Navier-Stokes ligningen

Vi gar nu over til at identificere () med impulstaetheden pv;, idet vi skriver den tilhgrende
impulsstrgmtaethed som IT; med komponenter II;;. Navier-Stokes ligningen er

8 V; BIL-

(pvi) + k

= pfi. 1.20
ot T g, P (1.20)
Her er pf; en volumenkraft (mere praecist kraften per volumenenhed) med dimension N/m?.
Vi vil nu bevise (1.20) pa tilsvarende made som (1.17). I tidsrummet At er impulsforggelsen
1 V givet ved

d
At—/devi: ——At/dS-vpv,--{—At/dS-cri«I»At/ A (1.21)
dt Jy s s v

De tre led pa hgjre side har fglgende betydning. Det fgrste repreesenterer den impuls, der
strgmmer ind igennem fladen, idet —AtdS -vpv; er den impuls, der i tidsrummet At strgmmer
ind gennem fladeelementet dS. Det andet led skyldes overfladekrefter, idet dS - oy er kraften
hidrgrende fra omgivelserne af V pa overfladeelementet dS, mens det tredje led er bidraget
fra volumenkrzefterne, da pf; som nzevnt er kraften per volumenenhed (f. eks. hidrgrende fra
tyngdekraften). Ved brug af Gauss’ setning fslger nu (1.20) med

Hix = pvive — 0us. (1.22)

Vi mangler endnu at ggre rede for oy, der betegnes som spaendingstensoren. For en ideel
vaeske er

T = —p(sik. (1.23)

Er veaesken ikke ideel, men viskgs, afhanger speendingstensoren ikke alene af trykket, men
desuden af de afledede af hastighedsfeltet. Spandingstensoren for en isotrop vaeske kan skrives
pa den generelle form

Oip = _Péik -+ U;k (124)

4



hvor
r_ 6v,~ 6vk 2 a’vl 6v,
Cix = ﬂ(axk + 9z g@ka—xl) + C&kaxl-

Konstanterne 7 og ¢, der skal vaere positive, men ellers er arbitrzere, betegnes som henholdsvis
fprste og anden viskositet.
For en inkompressibel vaske er

(1.25)

8'01' .
=0, (1.26)
hvorved (1.20) bliver
ngr(v V)v——lV + 2% 4 f (1.27)
at - p p p ’ .

der betegnes som Navier-Stokes ligningen.

1.3 Opgaver

Opgave 1.1

I denne opgave betragter vi todimensionale vektorer i en plan. Vektoren A = (A, A,)
betegnes ogsa ved A;, hvor ¢ = z,y, og der summeres som sedvanligt over gentagne indices.
Drejninger af koordinatsystemet igennem vinklen ¢ frembringes ved 2 x 2 matricer, svarende
til de to fgrste rackker og sgjler af matricen (1.5).

Koordinatsystemet S’ oplyses at vare drejet vinklen ¢ = 7 /6 1 forhold til S.

a) Find vektoren A’ svarende til A = (3,2) samt vektoren B’ svarende til B = (1,4).

b) Angiv de fire elementer i tensoren A;Bj samt de tilsvarende elementer AB,. Udregn
stgrrelserne A;B; og A.B;.

Opgave 1.2
Vi betragter den todimensionale strgmning af en inkompressibel vaeske i halvrummet z > 0
igennem en kanal, hvis bredde 2d(z) er givet ved

s L+ (2/ly

hvor dy og | er positive konstanter. Det oplyses, at x-komponenten af veeskehastigheden i
kanalen, der udggr omradet 0 < z < oo, —d(z) < y < d(z), er givet ved

d(z) {1.28)

2

ve = vo(1+ )1 = 5—),

i "2—($—) (1.29)

for —d(z) < y < d(z), idet vg er en positiv konstant.
a) Skitser v,(y) for forskellige veerdier af x /! og vis, at integralet

d(z)
/ dyv.(y)
~d(x)

er uafheengigt af . Hvad er det fysiske indhold af dette resultat?
b) Benyt kontinuitetsligningen til at finde v, som funktion af z og y. Skitser v, for fastholdt
x som funktion af y.



2 Hydrodynamik

I dette kapitel behandler vi bevaegelse i vaesker med gnidning (afsnit 2.1) og ideale vaesker
(afsnit 2.2) samt udleder varmeligningen (afsnit 2.3).

2.1 Vasker med gnidning

For at illustrere betydningen af Reynolds-tallet skal vi i det fplgende undersgge bevaegelsen
af en kugle 1 en veeske og udlede Stokes’ lov for gnidningskraften pa kuglen. Kuglens radius
kaldes a, dens hastighed uo, mens v er vaskens kinematiske viskositet, v = /p. Reynolds-
tallet Re er defineret ved

_ ato
Re = ot (2.1)
Navier-Stokes ligningen for en usammentrykkelig vaeske er
0 1
8—‘; - Vju=—-Vp sV (2.2)

Fgrst undersgges bevagelsen for sma vaerdier af Re, d. v. s. at vi ser bort fra leddet (u- V)u
i Navier-Stokes ligningen i forhold til »V?u.

2.1.1 EKugle 1 vaeske

Hvis kuglen bevager sig med tilstraekkelig lille hastighed ug, ma vi kunne se bort! fra leddet
(u-Viui(2.2). Det er bekvemt at beskrive kuglens bevagelse i et koordinatsystem, hvori
den ligger stille, mens vaesken i det uendeligt fjerne antages at beveege sig med den konstante
hastighed ug. Koordinatsystemets begyndelsespunkt er i kuglens centrum. Da vaesken er
usammentrykkelig, bliver kontinuitetsligningen

V.-u=0, (2.3)
der ggr det muligt at indfgre et vektorpotential A ved definitionen
u=V x A+ u,. (2.4)
Navier-Stokes-ligningen (2.2) bliver da
1
0= —;Vp + vViu. (2.5)
Ved at tage rotationen af (2.5) ser vi, at
V*V xu =0. (2.6)
Da A ma vere proportional med ug, vil vi lede efter lgsninger af formen
A = g(r)f X uy, (2.7)

hvor t er en enhedsvektor i retning af r. Det vil vise sig bekvemt at saztte g(r) lig med
differentialkvotienten af en funktion f(r), som vi skal bestemme, g(r) = f'(r). Herved bliver
A givet ved

A= Vf X Ug = V X (fll()), (28)

"Bemark, at argumentet forudsatter, at der eksisterer en nul’te-ordens lgsning, der tilfredsstiller
grensebetingelserne. Ved den tilsvarende bevagelse af en cylinder eksisterer den tilsvarende nul’te ordens
igsning ikke, og det er derfor ngdvendigt som udgangspunkt at tage hensyn til det ulinezre led (u - Vu i
ligningen.



idet Vf = f'(r)f.
Af dette fglger, at rotationen af hastighedsfeltet u kan skrives som

Vxu=VxVxVx(fu)=-VV x (fug) = —VHVFf x uyp). (2.9)
Ifglge (2.6) og (2.9) er da
VHVfxu) =0 (2.10)
eller, da ug er en konstant vektor,
VAV f = 0. (2.11)

Af (2.11) kan vi endvidere slutte, at
V*f = konst. = 0, (2.12)

idet konstanten ma saettes til nul, da hastighedsforskellen u — ug (savel som dens afledede)
skal g& mod nul i det uendelige.

Da funktionen f afhaenger af r alene, f = f(r), far vi kun brug for den radiale del af
Laplace-operatoren V?

d 2d
2 — ——
vV — o3 + mprns (2.13)
Idet 2 94
. T\ — n—2
(dr2 + rdr)r (n+1)nr"=%, (2.14)
ser vi, at
& 2d \
(;1;-2- + ;:i;)h(r) =0 (2.15)
har den almindelige lgsning
B
h(r) = = + C. (2.16)

Her ma konstanten C imidlertid sattes til nul, for at hastighedsforskellen u — ug kan forsvinde
i det uendelige. Derved bliver differentialligningen for f givet ved

2 2d B ,
—)f(r) = —, (2.17)

dr2 " rdr r

(

der har den almindelige lgsning

C 1 o
f(r)= = +D+3Br. (2.18)

I (2.18) kan vi nu uden videre szette D = 0, da denne konstant ikke bidrager til vektorpo-
tentialet. Herved fas lgsningen

C 1
T= e— —_ A)

der altsa indeholder to arbitreere konstanter, hvis vaerdier er bestemt af graensebetingelserne
for hastighedsfeltet pa kuglens overflade.
Vi udtrykker vektorpotentialet A i sfeeriske koordinater, idet retningen langs ug veelges

som polarakse. Herved bliver krydsproduktet af & og ug rettet langs @, si bide A, og Ay er
nul. Komposanten Ay ses at veere givet ved

Ay = —ugsinff'(r). (2.20)



Resultatet (2.20) seetter os i stand til ved hjelp af (2.4) at nedskrive hastighedskomposan-

terne i polaere koordinater,
!

Up = —iuo cos 6 + ug cos f (2.21)
r

og
!
ug = (fll + f
Da u, og ug begge skal forsvinde pa kuglens overflade, r = a, fas ved brug af (2.21) og
(2.22) to ligninger til bestemmelse af B og C, nemlig

)uo sin @ — ug sin 6. (2.22)

2C B

= +1=0 (2.23)
og

C B

Z 42 1= .

= + » ; (2.24)
der medfgrer, at f(r) bliver givet ved

3ar a3
flr)=—+- (2.25)

Ved indseettelse af f i (2.21) og (2.22) fas nu det endelige udtryk for hastighedskomposan-
terne i polare koordinater

a  3a

Uy = (53 - 5;)110 cos § + ug cos 0 (2.26)
0g ,
a a, . .
ug = (4 st o —Jugsin @ — ugsin 4. (2.27)

Fgr vi benytter resultaterne (2.26) og (2.27) til at beregne kraften pa kuglen hidrgrende
fra veeskens beveegelse, vil vi finde trykket, der ifglge (2.5) er bestemt af
Vp=nViu=17V?V x V x (fug). (2.28)
Da
V2V x V x (fue) = VA(V(V - (fug)) — ueV?f) = V2V(V - (fuy)) (2.29)
pa grund af (2.12), har vi

B B
p=po+nuo- VVf =py+nuo- V(—r—) =po+1V - (uO—r-), (2.30)

hvor pg er det konstante tryk uendeligt langt borte. Ved at bruge ug = ugcos 0t — ugsin 06
samt udtrykket for divergensen i sfeeriske koordinater fas slutresultatet

3
p=po— nugg cosf = py — 77uo2ft2 cos 8, (2.31)

idet B = 3a/2.

Til slut findes kraften F pa kuglen hidrgrende fra vzeskens bevaegelse. Da kraften har
samme retning som hastlgheden ug, kan vi bestemme den ved at projicere kraften pa over-
fladeelementet dS = a?sin #dfd¢ ind pa denne akse, der er valgt som polarakse og integrere
over vinklerne,

1 27
F= a2/ d(cos 0)/ dé(—pcosf + o, cos @ — o,5n0)|,=q, (2.32)
- 0

1
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hvor

ou
=2 d .
T =2 (2.33)
% 0 0
1 Uy Ug Ug
= n(— e 4 e — —). .34
Orp 77(7_ BY + or 7‘) (23)
Ved at benytte (2.26) og (2.27) finder vi da, at
Orlr=a =0 (2.35)
og ]
Orglr=a = ——%uo sin 8, (2.36)
der indsat i (2.32) giver slutresultatet
F = 6ranug. (2.37)

Dette er Stokes’ lov. Bemeerk at vi i dette specielle tilfzelde ikke behgver at udfgre vinkelin-
tegrationen, da integrandens vinkelafhzengighed er givet ved sin® + cos? § = 1.

Lad os nu vende tilbage til Navier-Stokes ligningen for den stationzere strgmning og med-
tage det ulineeere led,

(u-Viju = —%Vp + vV, (2.38)
Hvis vi 1 denne ligning indfgrer nye variable ifglge
u' = &%u, r' = %r (2.39)
far (2.38) formen
(u - Vi'=-V'yp+ év""u’. (2.40)

Vi ser, at stgrrelsen af Re har betydning for gyldigheden af den foretagne linearisering.
Hvis man forsgger at beregne kraften ved at ga til hgjere orden i Reynolds-tallet, finder man,
at (2.37) skal multipliceres med faktoren

(1+ gRe) (2.41)
for Re <« 1.

Det er veerd at bemerke, at selv om Re < 1 vil Igsningen for selve hastighedsfeltet i
store afstande (r > a/Re) afvige staerkt fra det fundne (2.26) og (2.27). Dette kan indses
ved at indseette lgsningen (2.26)-(2.27) p& venstre side af (2.40) hvorved man far et led,
der i store afstande r er af storrelsesordenen u2a/r?, mens gnidningsleddet pa hgjre side
tilsvarende giver et led af storrelsesordenen vuga/r3. Forholdet mellem disse to led er altss
(r/a)Re, der er meget storre end 1, hvis r > a/Re. Tet ved kuglen er hastighedsfeltet
imidlertid godt bestemt, nar Re < 1, og da kraften p& kuglen involverer de afledede af
hastighedskomposanterne ved kuglens overflade, giver Stokes’ lov den rigtige kraft, nar Re <
1, selv om den foretagne approksimation giver en darlig beskrivelse af hastighedsfeltet i store
afstande.



2.2 1Ideale vaesker

I en ideal vaske ser vi bort fra leddet ¥V?u i Navier-Stokes ligningen i forhold til (u - V)u.
Hvis vaesken antages at vaere usammentrykkelig, bliver kontinuitetsligningen

V.u=0. (2.42)
Er strgmningen ydermere rotationsfri,
V xu=0, (2.43)
kan vi indfgre et hastighedspotential ¢ ved ligningen
u=Vo, (2.44)
hvoraf fglger, at ¢ ma tilfredsstille Laplace-ligningen
Vi =0. (2.45)

I det fplgende vil vi give to eksempler pa lgsning af Laplace-ligningen. Det fgrste vedrgrer
bevaegelsen af en kugle igennem en ideal veeske, mens det andet omhandler overfladebglger.

2.2.1 Kugle i vaeske

Vi betragter en kugle med radius a, der bevaeger sig igennem vasken med hastighed ug. I
store afstande fra kuglen er vaeskehastigheden lig med nul. Vi benytter et koordinatsystem,
der er i hvile, saledes at kuglens centrum r, i dette system beveger sig med hastigheden uy,
svarende til

re = uot. (2.46)

Stedvektoren regnet fra koordinatsystemets begyndelsespunkt betegnes med r’, mens vektoren
r, der er defineret ved
r=r'— ugt, (2.47)

angiver stedvektoren relativt til kuglens centrum. Fra elektrostatikken ved vi, at (2.45) har
lgsninger svarende til potentialet fra en elektrisk dipol. Disse har formen

Ar A
é(r) = — = — CO8 Gr—2, (2.48)

7.3

hvor @ er vinklen mellem A og r. Det ses, at potentialet tilfredsstiller (2.45), idet
19

r? or

d(cos 8/r?) 1 a9, . 0(cosb/r?)
ar + r?sin 6 06 (sin 0

V¥(cos 0/r?) = (r

) =0.

For at bestemme A, udtrykt ved uo og kuglens radius, benytter vi, at hastighedskom-
posanterne ifglge (2.44) er givet ved gradienten af ¢,

cos 8 sin 8
A’ Ug =
3

Uy = 2

A. (2.49)

3
Da u, = ugcos 8 for r = a, ma A vere givet ved

1 \
A= iuoaa. (2.50)
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Vi har her nedskrevet hastighedskomposanterne i et polert koordinatsystem, der har kuglens
centrum som origo.

Nu kan trykket findes af Bernoullis ligning, idet vi skal tage hensyn til, at hastighedspo-
tentialet ¢ afheenger explicit af tiden i kraft af (2.47). Vi far ved kuglens overflade (r = a)

= —_—— U — Pp—
p Po 2,0 Pat

1
= po-— —8-pué(3cos29 +1)+ p% - Ug

= po— %pug(3 cos? 0 + 1) + p(ug cos 07 + —;—uo sin 80) - (uo cos 07 — ug sin 66)
= po+ épug(g cos? 0 — 5), (2.51)

der viser, at trykket er usendret, nar 6 erstattes med = — 4. Der er derfor ingen resulterende
kraft pa kuglen, i modsatning til forholdene ved sma Reynolds-tal, hvor trykket ved overfladen
var givet ved

P =po— UUO% cos 9, (2.52)

jvi. (2.31).

2.2.2 Overfladebglger

Vi stikker nu til sgs og lagttager bglgerne pa havets overflade. Ved brug af dimensionsana-
lyse er det en enkel sag at angive sammenhengen mellem overfladebglgernes frekvens w og
leengden k af bglgetalsvektoren k, idet vi kun har tyngdeaccelerationen g¢ til radighed for
dimensionsanalysen (massetatheden p kan ikke indga i resultatet, da bade kraften pa en
vaeskepartikel og dens masse er proportional med massetzetheden). Den eneste frekvens, der
kan dannes ud fra k og g, er (pa nar en numerisk konstant) givet ved

w=/gk. (2.53)

Det samme resultat ville i gvrigt fremkomme, hvis vi havde medtaget massetaetheden p i
dimensionsanalysen. Overfladebglgernes hastighed afheenger altsd af deres bglgeleengde.

Vi vil nu udlede resultatet (2.53) ved at lgse Laplace-ligningen med de relevante graense-
betingelser. For en ideal veeske, der er pavirket af en volumenkraft pf (som f. eks. tyngde-
kraften) geelder

V(p+ .:l_pu2+ %)— f (2.54)

Idet volumenkraften pf (der er en krafttaethed) antages at veere givet ved potentialet U/ =
Ulz,y, z) ifslge

f=-VU, (2.55)

medforer (2.54), at . 5
p+ 5/’“2 + pa‘(f + pU = konstant. (2.56)
Hvis veesken befinder sig i et tyngdefelt (tyngdeacceleration g) med tyngdekraften modsat

rettet z-aksen, fas U = gz og dermed

1 9
ptgou + paitS +pgz = 0. (2.57)
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Konstanten pa hgjre side af (2.57) er her sat til at veere nul, da vi altid kan leegge en
vilkarlig tidsafhangig funktion til ¢ uden at zndre hastighedsfeltet u = V¢. For en ide-
al, inkompressibel vaske med rotationsfri strgmning galder, at hastighedspotentialet skal
tilfredsstille (2.45). Hastighedspotentialet skal desuden tilfredsstille graensebetingelserne for
en ideal veeske, nemlig at normalkomponenten af hastigheden er nul ved beholderens vaegge.

Vi betragter nu en vaske i en tank af uendelig udstrakning i z- og y-retningen. Vaeskens
overflade i hvile er givet ved planen z = 0, mens tankens bund er planen z = —h (h > 0).
Greensebetingelsen pa ¢ er derfor

J¢ _ _
e 0 for z=—h. (2.58)

Vi indfgrer betegnelsen ( = ((z,y,t) for z-koordinaten for et punkt pa veeskeoverfladen.
I ligeveegt gaelder altsa

¢ =0. (2.59)

Det konstante (atmosfeeriske) tryk pa overfladen, po, kan fjernes ved transformationen ¢’ =
é + pot/p. Derved bliver Bernoullis ligning ved overfladen (efter at ¢’ er omdgbt til ¢)

1 0¢
~(Vé)? + — = 0. .
SV + 224 g0 =0 (2.60)
Idet F betegner funktionen z — (, er overfladen defineret ved ligningen
F(r,t) =z - ((z,y,t) =0. (2.61)
Overfladenormalen 7 er
s VE 2 62
i = (2.62)

Idet u, betegner normalkomponenten af hastigheden ved overfladen, er den til tiden ¢ + dt
forskudte overflade givet ved

F(r+ u,dt,t+dt)=0. (2.63)
Ved subtraktion af ligningerne (2.61) og (2.63) fas da
oF
u, - VF + —a"t* = 0. (2.64)
Dau, - VF =u- VF far vi af (2.64) at
9¢ a¢ _
5.~ Ve V(== =0 (2.65)

ved vaskens overflade.
I en linezer approksimation kan der ses bort fra det midterste led i (2.65), der derved bliver
9¢  0¢
— - —==0. 2.66
dz Ot (2.66)
Ligningen (2.66) udtrykker, at den tidsafledede af overfladens position, 0¢/dt, i denne til-
narmelse er lig med z-komponenten af hastigheden, 3¢/0z, ved veeskens overflade. Vil man
beskrive ulinezre fanomener som udbredelsen af solitoner er det ngdvendigt ogsa at tage
hensyn til det midterste led i (2.65).
I det fglgende benytter vi betingelsen (2.65) i den linezere approksimation (2.66). Lgsnin-
gerne til (2.45) kan skrives pa formen

¢ = (Acoshk(z + h) + Bsinh k(2 + h)) cos(kz — wt), (2.67)
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hvor A og B er integrationskonstanter. For at tilfredsstille greensebetingelsen (2.58) ma
konstanten B imidlertid valges til nul. Vi tager nu den tidsafledede af den lineariserede form

af (2.60),

% + g% =0 (2.68)
og kombinerer den med (2.66) til differentialligningen
% . gg_z o, (2.69)
der skal geelde ved vaskens overfladen (z = 0). Herefter indseettes
¢ = Acosh k(z + h) cos(kz — wt) (2.70)
1(2.69), og vi ser, at (2.69) er opfyldt, forudsat
w? = gk tanh kh, (2.71)

der er overfladebglgernes dispersionsrelation.
Pa det dybe vand, hvor bglgelengden er meget mindre end havdybden h, svarende til

betingelsen kh > 1, bliver (2.71) til
w=+/gk (2.72)

i overensstemmelse med resultatet (2.53) af dimensionsanalysen. Hvis den modsatte betingelse
gelder, kh < 1, fas dispersionsrelationen for kanalbglger

w=+/ghk. (2.73)

Tidevandsbglgen 1 den engelske kanal er af kanalbglge-typen. Dens udbredelseshastighed er
malt til 34 m/s. For en dybde h pa 100 m, giver formlen ¢ = y/gh en hastighed ¢, der er 31
m/s.

Bemeerk, at dispersionsrelationen for dybvandsbglger (2.72) svarer til en gruppehastighed,
der er halvt sa stor som fasehastigheden. Gruppehastigheden v, er i almindelighed defineret

ved
_ O
ok’

1 /g
vg - 'é‘\/%, (2.75)

mens fasehastigheden vy, der i almindelighed er defineret ved

Vg

(2.74)
som i tilfeeldet (2.72) giver

w

:E’

v = \/% (2.77)

Nar bglgelaengden er meget lille, er det ngdvendigt at tage hensyn ogsa til vandets over-
fladespeending. Man finder da, at (2.72) skal erstattes med

Ut

(2.76)

i det foreliggende tilfeelde er givet ved

W' = gk + %kB, (2.78)

hvor o er overﬂadespaendin.gen. Fgr vand.-lpft overfladen er o = 0,073 N/m. Det ses, at
gruppehastigheden i dette tilfaelde far et minimum som funktion af k ved bglgeleengden 3 cm.
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2.3 Varmeligningen

Den sidste af de fem ligninger, der karakteriserer strgmninger i vasker, er varmeligningen.
Denne ligning, der beskriver energibalancen, har ligesom ligningerne for masse- og impulsba-
lancen form af en generaliseret bevarelseslov

0Q  dJ;
Tt =k (2.79)

I det fglgende ser vi bort fra et eventuelt kildeled, der f. eks. kunne skyldes tilstedevarelsen
af radioaktive atomer. Energiteetheden @) er givet ved

1
Q = pe+ Epuz, (2.80)

hvor p er masseteaetheden og € betegner den indre energi per masseenhed, mens u er hastigheds-
feltet. Vi vil vise, at varmestrgmteetheden J er givet ved

oT
6:1:,-'

1
Ji = pui(e + % + —u?) —olu, — k (2.81)

2

Her er T temperaturen, mens o), betegner den irreversible del af spendingstensoren og k
varmeledningsevnen.
For at vise (2.81) tager vi udgangspunkt i kontinuitetsligningen

dp | 0(pui)

En +—F 9z, 0, (2.82)

og de i afsnit 1.2.2 omtalte ligninger
8(pu1~) 8H,-k _ N

5+ Fre pfi (2.83)
hvor

Lk = puiuk — ok (2.84)
og

Ok = —pbix + 0l (2.85)
med

a’u,' 8uk 2 au;

ik = "(axk * dz; 55"’“8@) Cézk(‘?x, (2.86)
Tilsammen medfgrer (2.82-2.85), at
Bu,- _ .Bu,- 1 Bp Baz’k
ot —ujaxj B p Ox; Oz ) (2.87)
Den tidsafledede af energiteetheden p(e + u?/2) er
3} 1 dp ds 1 ,0p 8u,~
at(pc + ~pu?) = wa + pTat u 2 +p Uigy (2.88)

Vi har her indfgrt entalpien w, der heenger sammen med den indre energi ¢ og trykket p
igennem

1
w=¢€e+ ;p, (2.89)
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og benyttet, at entalpidifferentialet dw er givet ved

dw =Tds + ldp7 (2.90)
P
idet s er entropien per masseenhed. Det fglger ydermere af (2.90), at
dp ow 0s ;
gy — — 2.91
B Ozx; pu Oz; pTu Jz; ( /
Idet P | O
U; U; Uy
uiu]'a—xj §uJ a.Tj y (292)
far vi ved brug af (2.82), at
0 l 1, 0(pu;) 0 1, Js 0s ool
- _ —uH) 2 oy, — ; u;—=. (2.
at(p6+ u’)=—(w+ 2u ) ox; e 81:,'(w+ 2u )+pT(8t T Jx; 50 T Oz (2.93)

For at identificere varmestrgmtatheden skriver vi hgjresiden af (2.93) som —0dJ;/0z; plus
nogle led, hvis sum skal veere nul, for at bevarelsesligningen er opfyldt. Da varme ogsa kan
strgmme diffusivt, ma vi tage hensyn til dette ved at addere og subtrahere leddet

o ,, dT
oz oz
pa hgjresiden af (2.93), der herefter bliver
—(pe+ ! ) =
u
a1 P P
0 1 oT
_(()Ii [(w -+ §u2)pui - Ugj’u] — k-a—;_c-;l

ds s, 0w 8 T

+/JT( ot -+ uz%) — O'ijé*m—j — aitz(kal'; .

(2.94)

For at belyse betydningen af leddene pa hgjresiden af (2.94) vil vi fgrst betragte en ideel
vaeske uden varmeledning eller gnidning, svarende til £ = 0!, = 0. Entropien af en beveeget
vaeskepartikel kan da ikke 2endre sig, svarende til at bevaegelsen er adiabatisk,

ds 0Os P 0 505
dt ot UYETE (2:99)
Energistrgmtzetheden er abenbart
1
Ji=(w+ ;quz)ﬂ‘lm {2.96}

hvorved (2.93) bliver opfyldt. Nar vi tager hensyn til indre gnidning og varmeledning, er
energistrgmtaetheden
Ji=(w+ lu2)pu- - kaT (2.97)
2 : ” 8%‘5 e
idet —of;u; reprasenterer det arbejde, som gnidningskrafterne udfgrer per tidsenhed og
fladeenhed. Ifglge (2.94) skal (2.95) da erstattes med

T v (e
r (at tu S) ”833]' + (91,(k8;c1)

(2.98)

15



for at sikre, at energibalancen er opfyldt. Ligningen (2.98) er varmeligningen.

Man er ofte interesseret i at betragte lgsninger til varmeligningen svarende til konstant
tryk. Nar trykket er konstant, er 9s/0t = (0s/0T),0T /0t og 0s/0z; = (0s/0T),0T/0x;.
Idet varmefylden ¢, (per masseenhed) ved konstant tryk er ¢, = T(9s/9T),, fas

,O0u; 0, 0T
Fry 6:c,~(k—)' (2.99)

oT
pcp(a-l-u-VT):a £

2.4 Opgaver

Opgave 2.1

Vi betragter strgmningen mellem to parallelle plader, hvis plan er vinkelret pa z-aksen.
Pladernes indbyrdes afstand er d. Den ene plade ligger stille, mens den anden bevager sig
i sin plan i z-aksens retning med hastighed uwg. Mellem pladerne befinder sig en inkom-
pressibel vaeske med masseteethed p og viskositet 5. Vaesken strgmmer i z-aksens retning
under pavirkning af en trykgradient —G, hvor G er positiv. Opstil Navier-Stokes ligningen
og bestem hastighedsprofilen ved hjelp af de seedvanlige greensebetingelser pa hastigheden.
Diskuter specialtilfeldene 1) up = 0 og ii) G = 0. Angiv betingelsen for, at vaskehastigheden
overstiger ug i (en del af) veesken. Bestem middelhastigheden < u > i vaesken i tilfeeldet
Ug = 0.

Opgave 2.2

Find for en inkompressibel veaeske med viskositet 7 og massetzthed p den samlede masse
per tidsenhed, @, der strgmmer igennem omradet mellem to cylindre (radius R; og Ra(>
Ry)), idet cylindrenes akser er sammenfaldende. Vasken strgmmer under pavirkning af den
konstante trykgradient —G i retning af cylindrenes akse. Angiv resultatet i greensen Ry —
0. Vis, at resultatet i greensen R, — Ry € R, er i overensstemmelse med udtrykket Q) =
2n Ry (R2 — Ry)p < u >, hvor < u > er den i opgave 2.1 bestemte middelhastighed svarende
tild = R;— R;. Find den relative forskel (i procent) mellem det eksakte og det approksimerede
udtryk, nar Ry/R; = 1,1.

Opgave 2.3

En usammentrykkelig vaeske med viskositet 7 og massetethed p flyder under tyngdens
pavirkning nedad en plan, hvis normal danner vinklen # med lodret. Vi antager, at strgmningen
er stationeer, og at vaeskelagets tykkelse d er den samme overalt. Find hastigheden u,(y) som
funktion af den (vinkelrette) afstand y fra planen (idet veeskehastighedens retning vaelges som
z-akse) og bestem ligeledes, hvorledes trykket varierer som funktion af y. Angiv trykforskellen
mellem vaeskens gverste og nederste lag for glycerin, idet d antages at veere 1 cm, mens 6 er

10 grader.

Opgave 2.4

Lad os betragte et udlgbsrgr, hvorigennem der lgber vand. Neer rgrets munding er der en
indsnaevring, hvor diameteren kun er en tredjedel af mundingens. Benyt Bernoullis ligning
til at besternme den udlgbshastighed v (i m/s), hvorved trykket i snavringen ved normal
barometerstand bliver 20 mm Hg (der ses bort fra gnidning).

Opgave 2.5
Vi vil undersgge potentialstrgmningen omkring et cylinderformet legeme, hvis hastighed
er upcoswt, idet vi gnsker at bestemme trykket ved cylinderens overflade. Retningen af
up er langs z-aksen, og vi indfgrer cylinderkoordinater ved z = rcos ¢,y = rsin@, hvor r
angiver afstanden til cylinderens akse fra et punkt i veaesken. Cylinderens radius kaldes R.
Hastighedspotentialet betegnes med v, saledes at hastighedsfeltet er givet ved u = V.
a) Vis, at
cos ¢

v=C

(2.100)
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er en lgsning til Laplace-ligningen for % og find komponenterne u, og uy af det tilhgrende

hastighedsfelt u = u,7 + ud,qZS. Bestem C', siledes at den radiale komponent af veskens
hastighed ved overfladen er lig den radiale komponent ug cos ¢ af cylinderens hastighed. Angiv
den maksimale veerdi af stgrrelsen af u, ved cylinderens overflade i det koordinatsystem, hvori
vaesken er 1 hvile langt fra cylinderen.

b) Benyt Bernoullis ligning

1 oo, O
Vet g +p50) =0, (2.101)

til at finde trykforskellen p— po 1 veesken, hvor py er trykket langt borte fra cylinderen. Hjeelp:
Udnyt, at koordinatsystemets begyndelsespunkt bevager sig med hastigheden ugcoswi, til

at vise at de 81/} p o
u
ot _ou dt or (2102

og bestem ved hjelp af denne relation 0v/0t og p — po.

Angiv trykket ved overfladen (r = R) som funktion af ¢. Hvor stor er den maksimale
trykforskel (i Pa) mellem to punkter pa overfladen, nar cylinderen bevager sig med konstant
hastighed (w = 0) for p =1 g/cm® og ug = 10 cm/s?

Opgave 2.6

Interne bglger har interesse for oceanografien. Vi skal i denne opgave se, hvorledes interne
tyngdebglger fremkommer i en vaeske med to lag af forskellig massefylde. Veeskens fri overflade
i hvile er givet ved z = h. I hvile udfylder det gverste vaskelag, der har den mindste
massefylde p,, omradet 0 < z < h, mens det nederste vaeskelag, med massefylde p; > po,
udfylder omradet —oo < z < 0. Tyngdekraften er rettet modsat z-aksen.

Begrund, at graensebetingelsen ved skillefladen mellem vaeskerne i den lineare approksi-

mation er 96 96
2 1 _
Prg P = (pr = p2)g¢, (2.103)

hvor ¢ angiver skillefladens position ({ = 01 hvile). Angiv lgsningerne for ¢ og ¢, 1 de to om-
rader og benyt kontinuiteten af hastighedskomposanten u, og (2.103) til at finde dispersions-
relationen af de tyngdebglger, der udbreder sig pa skillefladen og den fri overflade. Diskuter
tilfeeldet kh > 1.

Opgave 2.7

Vi undersgger nu strgmningen af en usammentrykkelig veeske med massetzthed p mellem
to planparallelle plader, hvis indbyrdes afstand er d. Vi antager, at hastighedsfeltet overalt
er rettet langs y-aksen, u = (0,u,,0). Trykket p varierer lineeert i y-aksens retning, svarende
til den konstante trykgradient dp/dy = —G (G > 0). Veskens viskositet er 5 og dens
varmeledningsevne k.

a) Bestem u,(z) i omradet mellem de to plader —d/2 < z < d/2 ved brug af de saedvanlige
graensebetingelser og find middelveerdien w,, af hastighedsfeltet, hvor u,, er defineret ved

d/2
Uy, = -1—/ dru,(z). (2.104)
d J_as
b) Benyt varmeligningen
orT du; 0 , 0T
perl gy +u- VT) = aua—“ + (ko). (2.105)

til at opstille en differentialligning til bestemmelse af temperaturprofilen T(z). Find T{(z)
med graensebetingelsen T(z) = T for z = +d/2 med den under a) bestemte hastighedsprofil
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c) Definer et Reynoldstal og find dets verdi for glycerin, nar u,, = 10 cm/s og d = 1 cm,
og bestem Prandtl-tallet Pr = nc,/k for glycerin, idet det oplyses at

p=13-100kg/m’ ¢,=2,3-10°J/kg-K; £=0,29]/m-s-K; n=2,3kg/m-s.

d) Udtryk den maksimale temperaturvariation AT = |T(z) —To|max ved tm, ¢, og Prandtl-
tallet, og find sterrelsen af AT for de under c) givne parametre.

Opgave 2.8

Periodiske temperatursvingninger ved en gletchers overflade giver via diffusion og advek-
tion (d.v.s. strgmning) anledning til temperaturvariationer ned gennem gletcheren. Vi skal i
denne opgave behandle varmetransport pa basis af ligningen

oT a , oT
pcp(a— +u-VT)= EU—(IC&B

), (2.106)

der fglger af (2.99), hvis der ses bort fra spendingskreefternes bidrag.

a) Vi betragter fgrst tilfeeldet u = O (ingen advektion). Angiv en karakteristisk leengde
for temperaturvariationerne, idet perioden er givet ved 27 /w. Bestem temperaturvariationen
1 halvrummet z < 0, nar temperaturen pa legemets overflade (i z = 0) er givet ved (realdelen
af) Ty exp(—iwt). Find pa samme made temperaturvariationen uden for en kugle (radius R),
hvis overfladetemperatur er T exp(—iwt).

b) For en gletcher er det undertiden ngdvendigt ogsa at tage hensyn til advektion. Idet
gletcheren udfylder halvrummet 2z < 0, skal temperaturvariationen bestemmes under antagelse
af, at hastigheden u er konstant, u = (0,0, —ug), hvor ug er positiv. Skitser resultatet for
k/pc, = 38 m?/ar og up = 1 m/ar og perioder pa i) 1 ar og ii) 100000 &r.
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3 Elasticitetsteori

Faste legemer adskiller sig fra flydende ved at indtage en bestemt ligevaegtsform, nar de ikke
pavirkes af ydre kraefter. Hvis et fast legeme pavirkes af ydre kreefter, vil disse deformere
legemet, men deformationerne forsvinder, nar de ydre kreefter fjernes (forudsat at de ydre
kreefter ikke er for store). Som eksempel pa en sidan deformation kan vi betragte en jern-
stang med leengde | og antage, at der pa hver af stangens endeflader virker modsat rettede
treekkreefter, hvis stgrrelse er K. Man finder, at jernstangens forlaengelse Al er proportional
med savel stangens leengde [ som kraften K, mens den er omvendt proportional med stangens
tveersnitsareal A,
Al 1K
I FA
Konstanten E kaldes Youngs modul. For en given kraft K, bliver leengdeforggelsen Al altsa
dobbelt sa stor, hvis stangens leengde fordobles. At forleengelsen er proportional med kraften,
betegnes som Hookes lov. 1 det naevnte eksempel er det altsa kraften per arealenhed, K/A, der
bestemmer stgrrelsen af den relative forleengelse, Al/l. De ydre krefter, der virker pa stangens
endeflader, forarsager ikke alene en leengdeforggelse, men medfgrer ogsa, at stangen traekker
sig sammen i retningen vinkelret pa dens leengderetning pa grund af de indre spandinger,
som krefterne giver anledning til.
I dette afsnit skal vi se, hvorledes man i elasticitetsteorien beskriver sammenhangen
mellem deformationer, indre speaendinger og ydre kreefter.

(3.1)

3.1 Elasticitetsteoriens grundligninger

Kontinuumsmekanikkens grundligninger har form af generaliserede bevarelseslove (jvi. kapitel
1)

0Q 0J;

bt o
hvor @) betegner en teethed, J; en strgmteethed, mens K angiver et kildeled. I elasticitetstie-
orien identificerer vi ¢ med pdu;/0t, J; med —oy og K med pf;, idet u; betegner forskyd-
ningsfeltet, oy, spaendingstensoren, p massetetheden og f; volumenkraften per masseenhed.
Herved bliver (3.2) lig med

K, (3.2)

82%’ 80’,‘;; ’ v
arT R s pli, (3.3)

der er elasticitetsteoriens fundamentale bevagelsesligning.

For at kunne udnytte beveegelsesligningen (3.3) ma vi kende sammenhzngen mellem for-
skydningsfeltet og spzendingstensoren. En bestemt deformationstilstand angives ved forskyd-
ningsfeltet u(r), der er defineret ved r’ = r + u(r), hvor r’ angiver den nye position og
r den oprindelige ligeveegtsposition af en stofdel. Leengdeelementerne dl og dI' er givet ved
dI? = dz;dz; og dlI"* = dz’dz’. Deformationstilstanden karakteriseres ved de afledede du;/dxs.
Til fgrste orden i de afledede bliver sammenheaengen mellem dl og di* givet ved

dl"”* = d*? + Qeikd&%dwk, (34)

hvor
i ( Ou; Buk)
€r=(z—+ 5—
kT Oz,  Oz;
kaldes deformationstensoren. Resultatet (3.4) vises ved at udtrykke de to leengdeelementer
dl og dl' ved dx og du,

(3.5)

dl* = dz;dz; (3.6)
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og

dI? = (dz; + du;)(dz; + du;), (3.7)
under brug af den szedvanlige summationskonvention. Vi udnytter nu, at du; = (0u;/0xzy)dzy.
Herved fas 5 9w 9

dI? = dP 4 25" daiday + o o dayd 3.8
+ 8xk Ti0Tk + 0.’Ek 8m1 TraT ( )

For sma deformationer kan vi se bort fra det sidste led pa hgjre side af (3.8). Det andet led i
(3.8) kan skrives pa symmetrisk form,

8u1- 0(1, 8uk ,
2—dzdzy = dz;dzg, 3.9)
al'k Ti0Tk (E)xk + 611) TiGTk (3 9}
ved at bytte om pa summationsindices ¢ og k. Herved fas
8U' Buk
dI* = d* + (— + —)dz;dz. :

Hermed er (3.4) eftervist.

Spaendingstensoren i et deformerbart legeme defineres pa samme made som for en vaeske.
Idet de cartesiske koordinater betegnes med zy, zq, 23, er spaendingstensoren o;; i-komponen-
ten af kraften, der virker pd en fladeenhed! vinkelret pa k-retningen (i,k = 1,2,3). I et
isotropt elastisk legeme kan spandingstensoren oy kun indeholde led, der er proportionale
med ¢, eller §;3€5. 1 et isotropt elastisk legeme kan vi derfor udtrykke sammenhangen mellem
speendings- og deformationstensoren ved

ok = 2u€ix + Aier, (3.11)

hvor € er ensbetydende med V -u. Koefficienterne A og p er positive materialkonstanter, der
betegnes som Lamé-koefficienterne. Som vi skal se nedenfor, kan de udtrykkes ved Youngs
modul F og Poissons forhold v. At der kun er to uafhangige elastiske konstanter, er en fglge
af legemets isotropi, udtrykt som invarians over for en vilkarlig drejning.

I almindelighed er sammenhangen mellem o og € givet ved

Tik = Aikim Eim, (3.12)

hvor elasticitetstensoren A, indeholder 3* = 81 elementer. Disse er imidlertid ikke uaf-
heengige, da Ay tilfredsstiller symmetrirelationerne

Aiktm = Akilm;  Aikim = Xikml; Aiktm = Mmik- (3.13)

De to forste relationer fglger af symmetrien af o og ¢, den sidste af en energibetragtning. Idet
o og ¢ hver bestar af seks uafheengige elementer, der er knyttet sammen ved en symmetrisk
6 % 6 matrix, har A, derfor 1 + 24+ 3 +4 + 5+ 6 = 21 uafhaengige elementer, der ved valg
af koordinatsystem reduceres til 18.

For isotrope legemer ma A-tensoren veere invariant under en vilkarlig drejning. Derfor er

Aikim = ANikbim + (610km + 6imbur), (3.14)
der ved indsattelse i (3.12) giver (3.11).

!Man betegner tensorens diagonalelementer som normalspaendinger (engelsk: normal stress), mens de
ikke-diagonale kaldes forskydningsspendinger (engelsk: shear stress).
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3.2 Statiske deformationer

I det fglgende betragter vi udelukkende statiske problemer og ser derfor bort fra leddet
p0%u;/0t? 1 (3.3), der bliver
_ o

- 8.’1,'k

Nar vi indszetter speendingstensoren (3.11) for et isotropt legeme i (3.15) bliver denne

0

+ pfi. (3.15)

0=+ p)V(V-u)+ pViu+ pf. (3.16)

Greensebetingelserne for lgsningerne til denne ligning udtrykkes normalt ved spaendingstenso-
ren. Ved en fri overflade gelder saledes

Ok = 0, (317)

hvor n; er komponenterne af den udadrettede fladenormal. Virker der en ydre kraft P;dS pa
overfladeelementet dS, er ligevagtsbetingelsen

RdS = Uidek (318)
hvor dSk = nde'.

3.2.1 Deformation af bjslke

Som eksempel pa anvendelsen af (3.11) betragter vi en bjalke (med rektangulaert tvearsnit),
der pavirkes af ydre krafter. Forskydningsfeltet i det indre skal tilfredsstille differentiallignin-
gen

0=+ p)V(V-u)+ pViy, (3.19)

der ses at vere opfyldt, dersom u(r) athenger lineert af hver af de tre komponenter af
stedvektoren r. Dette indebaerer at €13, €22 0g €33 er konstante overalt 1 bjaelkens indre, hvorfor
vi kan benytte (3.11) ved overfladerne til at bestemme deres vardi. I det fglgende behandler
vi ferst det tilfeelde, hvor der virker et hydrostatisk tryk. Derefter diskuteres forholdene ved
ensidig deformation.

Ved et sakaldt hydrostatisk tryk er

ok = —pdik. (3.20)

Idet (3.11) er en matrix-ligning, skal den veere opfyldt for hvert af diagonalelementerne. Dette
giver anledning til de tre ligninger

—p = 2pe1n + AMewr + €25 + €33)

—p = 2p€0s + A(€11 + €2 + €33)

—p = 2[1633 + /\(611 + €22 + 633) (321)
Af ligningerne ses, at diagonalelementerne af €;; ma vere ens, hvad der ogsa fglger af en

symmetribetragtning. Ved at laegge ligningerne sammen fas nu —3p = (2u+3X) (€11 + €22+ €33)
eller

€11 = €22 = €33 Nt 24 (3.22)
Det fglger, at sporet af e-matricen er €;; = —p/ K, hvor K = A+24/3. Idet €;; angiver den rela-

tive leengdeforpgelse i 1-retningen, er summen af de tre diagonalelementer (sporet af matricen)
abenbart den relative volumeneendring, idet vi har forudsat, at de relative leengdesendringer
er numerisk meget mindre end 1. Heraf ses, at 1/K er kompressibiliteten —AV/V Ap.
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Dernast undersgger vi en ensidig deformation, der er givet ved et traek langs 3-aksen
(z-aksen) svarende til o33 = p. Herved bliver ligningerne erstattet med

0 = 2pern + Menr + €22 + €33)
0 = 2uezn + A€ + €22 + €33)
p = 2uess + A(e1n + €22 + €33) (3.23)

Af symmetrigrunde er €;; = €3,. Ved at eliminere €;1(= €32) finder vi, at

_ _pA+u)
p(3A +2p)

Ved at sammenholde (3.24) med definitionen (3.1) af Youngs modul kan vi udtrykke denne
ved Lamé-koeflicienterne,

€33

(3.24)

p(3X 4 2p)
F=——"- 3.25
Nt a (3.25)
Det ses endvidere, at €17 = €22 = —veas, hvor
A
= —— 3.26
YTt (3.26)

er en dimensionslgs stgrrelse, der betegnes som Poissons forhold.

Endelig skal vi undersgge det tilfaelde, hvor der virker et traek o33 = p i leengderetningen
(z-retningen), samtidig med, at bjelken i - og y-retningen pavirkes af sa store spandinger,
at dimensionerne ikke &ndres i disse retninger, svarende til €;; = €33 = 0. Herved fas

p

€3 = 5 o (3.27)
og
A
ou = 0n = Py o (3.28)

Pvelse. Find i de tre ovennaevnte tilfeelde, hvormeget leengden af en jernbjazlke pa 10 m
endres, nar stgrrelsen af p er 1000 atmosferer. For jern er £ = 2,1 10! Pa og v = 0,29.

3.2.2 Deformation af kugleskal

Som et sidste eksempel pa anvendelse af elasticitetsteoriens grundligninger skal vi bestemme
deformationen af en kugleskal, hvis indre radius er R;, mens den ydre er R,. Inden for
kugleskallen (for r < R;) er trykket p;, mens det udenfor (for r > R;) er p,. Vi benytter
ligningen (3.19) til at bestemme deformationen i det indre. Vi antager, at u er en funktion
af r alene og rettet langs radiusvektor,

u = u,(r)f. (3.29)

Dette betyder, at ¥V x u = 0, og (3.19) medfgrer derfor, at divergensen af u er konstant i
kugleskallen. Vi betegner konstanten med a og har saledes

_10(r’y,)
Veou= 52t g, (3.30)
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hvoraf vi kan slutte, at

ar b
P ==+ —. 3.31)
Konstanterne a og b fastleegges ved gransebetingelserne o,, = —p, forr = Ry og o,, = —p2

for r = R,. Ifglge App. A er deformationstensoren da givet ved

Jdu, U, U,

€y = Ir ; €96 = 7, €y = ?a (332)
og a,, bliver saledes
Ju, Ju, U,
Trp = 2y + Merr + €00+ €08) = 25—+ A5 - +27). (3.33)
Ved indsattelse og brug af graensebetingelserne fas
_ R -pR 3, (m —p) iR 1 (3.34)
RS —RY 3x+2u R} — R} 4y’ o
hvoraf spsendingerne kan findes som funktion af r.
3.3 Opgaver
Opgave 3.1
Et todimensionalt, kvadratisk legeme udfylder omradet
0<z<a, O<y<a.
Legemet deformeres, svarende til deformationsfeltet
Uy = T + €Y, Uy = 3T + 4y, (3.35)

hvor ¢; = 0,1, ¢ = 0,2, c3 = 0,15 og ¢4 = 0,05.
a) Tegn omkredsen af det deformerede legeme i zy-planen.
b) Bestem elementerne af deformationstensoren

1 0w Oy
= 350, T 2

hvori = z,yog k = z,y.
c) Bestem arealaendringen AA af det deformerede kvadrat og sammenlign den relative
arealeendring AA/a® med storrelsen af ;. Hvad er grunden til, at de er forskellige?

Opgave 3.2 _
Beregn spandingstensoren i en kugleskal af aluminium, nr R; = 1m og R; = 1, 1m, mens

p1 = 1000 atmosferer og p2 = 1 atmosfaere: Tegn deformationen u, og speendingstensorens
komponenter som funktioner af r. For aluminium er £ = 710 Pa og v = 0, 34.

Opgave 3.3

I denne opgave vil vi bestemme for sl’<y dningsfeltet i en cylinderskal Ry < r < R,. Trykket
er py for r < Ry og py for 7 > R;. Lamékoefficienterne betegnes som seedvanlig ved A og p.

a) Begrund, at u kun har en radialkomponent u(r) og vis, at V - u er konstant.

b) Find u(r) ud fra ligningen V(V-u) =0og benyt graensebetingelserne pa o, til at
fastlegge integrationskonstanterne. '

c) Bestem samtlige elementer af den tilhgrende spaendingstensor som funktioner af r.
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d) Diskuter specialtilfeeldene i) By = 0 og ii) p1 = p2 = p.

e) Find hvorledes cylinderskallen deformeres ved en rotation med vinkelfrekvens w om sin
egen akse i tilfeeldet p; = p; = 0. Cylinderens massetaethed er p. Beregn stgrrelsen af u(r)
i r = Ry for aluminium, idet det opgives, at w = 10% s™', p = 7,9 g/cm® R; = 50 cm og
Ry = 80 cm.

Opgave 3.4
I det fglgende undersgges deformationen af en kugle hidrgrende fra dens tyngdefelt. Kug-
lens radius er R, dens massetethed p, og dens elastiske egenskaber er givet ved Lamé-
koefficienterne A og p.
a) Begrund, at tyngdefeltet giver anledning til en (volumen)kraft per masseenhed, f, der
er givet ved
(X
IR
hvor g er tyngdeaccelerationen ved kuglens overflade.
b) Bestem forskydningsfeltets radialkomponent, u,(r), idet spaendingstensorens element
o..(r) antages at veere lig med nul for r = R, svarende til en fri overflade.
c) Tegn u.(r) og o,.(r) som funktioner af r/R.
d) Vurder stgrrelsen af u,(R) for jordkuglen samt trykket i jordens centrum.
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4 Lyd

Lyd udbreder sig i bade luftarter, vaesker og faste stoffer. Forskellen mellem luftarter og vaesker
pa den ene side og faste stoffer pa den anden er, at transversal lydudbredelse kun forekommer
1 faste stoffer. Som vi skal se i det fglgende, kan vi bestemme lydens hastighed og deempning
ud fra de lineariserede grundligninger, idet vi tager hensyn til, at savel massetathed som
hastighedsfelt varierer i rum og tid.

4.1 Lyd i faste stoffer

I det forrige kapitel har vi vist, at lydudbredelsen i isotrope, elastiske legemer er bestemt af

differentialligningen
2

u
P om = (A 4+ p)V(V -u) + Vi (4.1)

Vi vil nu ud fra denne finde hastigheden af savel longitudinale som transverse bgiger, udtrykt
ved Lamé-koeflicienterne A og p samt massetaetheden p.

Fegrst undersgges det longitudinale tilfzlde, i hvilket forskydningsfeltet u har samme ret-
ning som bglgevektoren q. Vi indsetter en plan bglge

u=ugexpiq-r— wt) (4.2)

i (4.1). Antagelsen om at bglgen er longitudinal er ensbetydende med at q x u = 0. Derved
bliver V x u = 0, og (4.1) antager derfor den simplere form

Tu _ nto(v 43
p5z = A+ 20)V(V -u). (4.3)
Ved at indseatte (4.2) fas

pw? = (A + 2p)q° (4.4)

der viser, at den longitudinale lydhastighed ¢ er givet ved
A+ 2u

a=4/— = (4.5)

Tilsvarende findes hastigheden af transversale bglger, for hvilke det gaelder at q - u = 0.
Dette medfgrer, at V -u = 0, og (4.1) antager derfor formen

Ved at indsatte (4.2) fas nu
p’ = g, (4.7)
der viser, at den transversale lydhastighed ¢, er givet ved

7 \
C = 4| . 4.8
, \/; (4.8)
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4.1.1 Jordens egensvingninger

Lad os antage, at jorden kan tilnzermes ved en isotrop, elastisk jernkugle med konstant taethed
p og radius R, og bestemme kuglens radiale svingninger, idet trykket ved jordoverfladen saettes
til nul. De radiale svingninger er givet ved forskydningsfeltet

u(r) = fu,(r)e ™, (4.9)

hvor 7 er en enhedsvektor i retning af radiusvektor (koordinatsystemets begyndelsespunkt er
lagt i kuglens centrum).

Da u har retning langs 7 og da u, kun athenger af r, er rotationen af u lig med nul.
Beveegelsesligningen® for u, = u(r) bliver derfor (jvi. Appendix A)

w?p 19, ,0u, 2u
ot T e et

Greensebetingelsen for lgsningen er, at normalspezendingen ved overfladen skal veare nul,
Orr|lr=r = 0, svarende til

(4.10)

Ou u
O'rr'r=R = (2/1 + /\)EL‘:R + 2/\;|7‘=R =0, (411)

jvi. (4.33). Det ses, at Igsningen til bevaegelsesligningen (4.10) er u(r) o« ji(wr/a), hvor ¢
som fgr er den longitudinale lydhastighed, mens j; er den sfeeriske Besselfunktion givet ved

sinp cosp

p’ P
Ved at indsaette u(r) o< ji(wr/a) i betingelsen (4.11), differentiere og dividere igennem med
cosinus fas fglgende ligning til bestemmelse af egensvingningernes frekvens,

tan kR 1
kR 1—(kR)?>(2u+ \)/4p’

Ji(p) = (4.12)

(4.13)

hvor k = w/a.

Ligningen (4.13) kan lpses pa lommeregneren. For jern er Poissons forhold v lig med 0,29
og dermed A = 1,38y, jvi. (4.26). Det ses, at den laveste egenfrekvens svarer til kR = 2,65
eller w = 2,65¢/R. Med R = 6371 km og ¢ = 6,0 km/s far vi, at svingningstiden 27 /w er
42 minutter.

4.2 Overfladebglger

Lydudbredelse i isotrope, elastiske legemer er bestemt af differentialligningen (4.1). Vi har
benyttet denne ligning til at finde hastigheden af longitudinale og transversale elastiske bglger
i et uendeligt udstrakt legeme. Som vi skal se i det fglgende, kan bglger imidlertid ogsa
udbrede sig pa overfladen af et elastisk medium. Udbredelseshastigheden afhaenger af Lamé-
koefficienterne A og p samt massetatheden p, og er mindre end den transversale lydhastighed
Ct.

I bade det longitudinale og det transversale tilfzelde tilfredsstiller forskydningsfeltet u en
andenordens differentialligning af formen

0%
at?

!Bemerk, at ligningen for u har samme form som den radiale Schrodingerligning for en partikel, der
befinder sig i en p-tilstand (svarende til et impulsmomentkvantetal [ = 1) i potentialet V(r) = 0 for r < R,
V(r) = oo for r > R.

= ¢*V?u, (4.14)
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hvor c er hastigheden af longitudinale, respektive transversale bglger. Dette ses ved at benytte,
at V(V -u) =V x V xu+ V?ui(4.1), og udnytte at longitudinale bglger er rotationsfri,
mens transversale bglger er divergensfri.
Lad os antage, at det elastiske medium udfylder halvrummet z < 0. Vi vil undersgge om
en lgsning af formen
u = ugexpi(kr —wt)e™ (4.15)

tilfredsstiller (4.14). Ved indszttelse ser vi, at ligningen er opfyldt, hvis

w2

K2 =k — = (4.16)
For z — —oo skal u forsvinde, og vi ma derfor forlange, at x er reel og positiv. Heraf fglger,
at bglgens fasehastighed w/k ma vare mindre end den transversale lydhastighed ¢, (hvorved
den ogsa bliver mindre end ¢). Greensebetingelsen o;, = 0 (i = z,y,2) ved overfladen z = 0
medfgrer, at €;, = €, = 0 for z = 0. Ved at valge u, = 0 bliver betingelsen ¢, = 0
automatisk opfyldt. Betingelsen o,, = 0 resulterer i ¢,, = 0 eller

Ou, Ou,
52 + 5 0 (4.17)
mens 0,, = 0 medfgrer at
(A +2p)e; + Aegy =0 (4.18)
eller
Ou, Ou,
A A— = 0. .
(A+2p) 5, T 5, 0 (4.19)

Vi deler som naevnt forskydningsfeltet op i en rotationsfri del u; og en divergensfri del u;.
Det geelder altsa, at

8uta: 8utz \
p + 5 = 0 (4.20)
mens 5 9
Uiz Uz
- =0 4.21
0z Ox (4.21)
Det ses af (4.20) at . '
Upp = anteth+m2—1wt (422)
og ) .
Uy, = —ikae TR (4.23)
mens (4.21) medfgrer at ' t
Uy = bke1k1‘+n,z-—1wt (424)
U, = —ibreETrarTwt (4.25)

hvor a og b er arbitreere konstanter. De to graensebetingelser (4.18) og (4.19) giver ved
indszttelse henholdsvis

a(k? + k%) + 2bkk; = 0 (4.26)

og
2apks; + bk} — k*) + 2uk]) = 0. (4.27)
Betingelsen for, at dette to-gange-to ligningssystem har egentlige lgsninger, ses at veare

Z

(2—a)*(1 - '2')2 =4(1- M+ a)

1 —z). (4.28)
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Vi har her indfgrt betegnelserne
=, o = — (429)

Ligningen (4.28) er en tredjegradsligning i z,

Ja + 2 20+1
3_ .2 _ —0. .
z° — 8z +8ma+1 80[_{_1 0 (4.30)

Idet lgsningen x viser sig at blive lidt mindre end 1, kan en tilnesermet veerdi findes ved at
indsette * = 1 — § og bortkaste alle led af orden 42 eller hgjere, hvorefter den resulterende
forstegradsligning lgses for 6 med resultatet 6 = (1 + a)/(3 + 11a) (tredjegradsligningen kan
naturligvis ogsa lgses eksakt). For @ — oo er § = 1/11, svarende til en hastighed pa 0,954
gange den transversale (det eksakte tal er 0,955). For a = 0 er § = 1/3, svarende til en
hastighed pa 0,817 gange den transversale (det eksakte tal er 0,874).

4.3 Lyd i vaesker og luftarter

Lydhastigheden i veesker og luftarter findes ud fra de hydrodynamiske grundligninger ved at
linearisere i hastighedsfeltet v og afvigelserne p’ = p — pg og p’ = p — po, hvor index 0 angiver
veerdien i ligeveegt. Hastighedsfeltet? (savel som p’ og p') antages at variere som

v = voe (47w, (4.31)
Kontinuitetsligningen reduceres derved til

wp' —pq-v =0, (4.32)
mens Navier-Stokes ligningen bliver

pov = qpf = ing’v — (3 + ()ala- v). (4.33)

4.3.1 Lydens hastighed

Vi antager at lyden udbredes adiabatisk, under konstant entropi s. Derved behgver vi ikke
at tage hensyn til varmeligningen, der i dette tilfaelde er

%+v-%:o, (4.34)
idet vi ser bort fra varmeledning. Det fglger nu af (4.32) og (4.33) ved at seette n = ( = 0, at
wp' = pq-v - (4.35)

og
pwv = qp'. (4.36)

Tryk- og teethedsvariationer er derfor knyttet sammen ved

. Op,
p = aplsp- (4.37)

2For at undga at forveksle hastigheds- og forskydningsfelt betegner vi i det fglgende hastighedsfeltet med
v.
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Ved at tage det skalare produkt af (4.36) med q fas

,_0p

w aptsq

Z, (4.38)

Heraf fgiger, at den adiabatiske lydhastighed c er givet ved

Ip
¢ ==, (4.39)
dp
I termodynamikken vises det, at
Jp ¢p Op
L= 2% 4.40)
8p‘ ¢, Op Iz (4.40)

hvor ¢, og ¢, henholdsvis er varmekapaciteten (per partikel) ved fastholdt tryk og ved fastholdt
rumfang. For en ideal, monatomig gas er

p 3

= — 4.41
. =3 (4.41)
mens tilstandsligningen er p = pkT /M, der giver
Jdp kT
—I|r=—r 4.42

hvor M er massen af et atom. Benytter vi disse resultater pa adelgassen argon, finder vi
at den adiabatiske lydhastighed ¢ ved temperaturen T = 273 K er lig med 3078 m/s, i
overenstemmelse med den malte veerdi.

4.3.2 Lydens dzmpning

Vi ser fortsat bort fra varmeledning og kan derfor finde sammenhangen mellem w og ¢ for
transversale ’svingninger’ (q-v = 0) ud fra (4.32) og (4.33). Af (4.32) fremgar, at p’ ma veere
nul, saledes at bevaegelsen foregar uden at vaesken (eller luftarten) sndrer massetaethed. Vi
tager nu krydsproduktet af (4.33) med q og far

pwq X V= —ing’q x v, (4.43)

der viser at n
w= —i-g>. (4.44)

p

Veelges ¢ reel, bliver w altsa rent imagineer. Bevaegelsen er derfor ingen svingning, men svarer
til et eksponentielt henfald i tid.

For at undersgge deempningen af longitudinale bglger eliminerer vi trykeendringen p’ og

hastighedsfeltet fra (4.33) ved at tage det skalare produkt af (4.33) med q. Ved brug af

kontinuitetsligningen
wp' — pq-v =0, (4.45)

ses det, at Navier-Stokes ligningen bliver

4
Wi = ¢ty — z'—nq?wp' — iEqup'. (4.46)
3p p

29



Forudsat deempningen er lille, kan vi nu lgse for w med resultatet

w=cq—1y (4.47)
hvor | 1
U]
_ 4.48
1= 5o+ O (4.48)
Forholdet mellem v og w er et mal for den relative betydning af deempningen,
y_ 1 49
— . 4.4
o= Tl O (4.49)

Bemeerk at forholdet vokser proportionalt med bglgetallet og dermed frekvensen.

4.4 Opgaver

Opgave 4.1
Man kan beskrive karakteristiske egenskaber ved viskoelastiske medier pa basis af differ-
entialligningen
dogx 0o 5 dex 450
& -7 T (4:50)
hvor p er en konstant og 7 en relaksationstid. Som seedvanlig betegner o, speendingstensoren
og €;x deformationstensoren.

Find sammenhengen mellem o og €ik for en periodisk oscillerende bevegelse (propor-
tional med e™*“*). Diskuter resultatet i graenserne wr > 1 og wr <« 1, og sammenlign
med bevaegelsen 1 et elastisk medium og en vaske. Kan transversal lyd forekomme7 Angiv
sammenhangen mellem vaeskens viskositet og parametrene p og 7.

Opgave 4.2
I en kubisk krystal er der tre uafhangige elastiske konstanter, der betegnes som cyy, ¢;2
og ¢44. Udtrykt ved A-tensorens elementer er disse

€11 = 1111 = Aggap = /\3333;
C12 = Ap122 = Ag233 = /\3311;
Cas = A1212 = 2323 = Aziat. (4.51)

De af A-tensorens gvrige elementer, der ikke er bestemt ud fra ovenstaende ved symmetri-
relationer, er lig med nul. Find den longitudinale lydhastighed 1 aluminium (massefylde 2,7
g/cm?3), nar bglgens udbredelsesretning antages at veere i [100]-retningen. Bestem ligeledes
den longitudinale lydhastighed for udbredelse i [111]-retningen. De elastiske konstanter for
aluminium er ¢;; = 1,07 - 10*! Pa, ¢;3 = 0,61 - 10! Pa, og c4q = 0,28 - 10! Pa.

Opgave 4.3
Denne opgave gar ud pa at finde overgangen mellem adiabatisk og isoterm lydudbredelse
i luftarter.
a) Vi ser fgrst bort fra gnidningsleddene i Navier-Stokes ligningen. Vis, at lydhastigheden
kan bestemmes af ligningen
w,  tw

% —)+ = =0, (4.52)

w2

q—q( cc K Kc?

hvor & = k/pc, er den termiske diffusivitet, mens ¢, og ¢, betegner varmekapaciteten (per
masseenhed) ved henholdsvis konstant rumfang og konstant tryk. Som ovenfor betegner ¢
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den adiabatiske lydhastighed givet ved ¢ = (9p/dp),. Find lydhastigheden og deempningen
i de to tilfeelde, hvor diffusionsleengden \/«/w er lille, henholdsvis stor i forhold til lydens
bglgeleengde.

b) Idet gnidningsleddene nu medtages i Navier-Stokes ligningen, skal korrektionen til v
(jvf. 4.47) hidrgrende fra varmeledningsevnen bestemmes i graensen for sma k. Hvor stor er
den procentiske korrektion i luft ved stuetemperatur, nar Prandtl-tallet er 0,77, og der ses
bort fra anden viskositet?
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5 Rayleigh-Bénard instabiliteten

Vi betragter en inkompressibel vaeske 1 et tyngdefelt (tyngdeacceleration g). Vaesken befinder
sig mellem to parallelle plader, hvis planer er vinkelret pa tyngdeaccelerationen. Tempera-
turen af den gverste plade holdes fast pa verdien 77, mens den nederste plades temperatur
fastholdes pa den hgjere temperatur 75, altsa T, > T7. Da vaskens massetaethed afhenger
af temperaturen, saledes at hgjere temperatur giver mindre massetaethed, vil der vare en
tendens til, at vaesken stiger til vejrs ved konvektion. Denne tendens modvirkes imidlertid af
gnidning og varmediffusion, sdledes at konvektionen fgrst indtraeder, nar temperaturforskellen
T, — T overstiger en bestemt veerdi. Som vi skal se nedenfor, bestemmes instabiliteten af den
dimensionslgse parameter Ra, der er defineret ved

ga(Ty — T1)d®

VK

Ra = (5.1)

Her er a vaeskens udvidelseskoefficient, d afstanden mellem pladerne, v = n/p den kinematiske
viskositet og k = k/pc, den termiske diffusivitet. Vi vil forst bestemme den veerdi af Ra, for
hvilken instabiliteten indtreeder. Derefter skal vi se, hvorledes Lorenz-ligningerne fremkommer
som en tilnarmelse til de hydrodynamiske ligninger.

Udgangspunktet for behandlingen af Rayleigh-Bénard instabiliteten er de hydrodynamiske
grundligninger. Da vasken antages at veere usammentrykkelig, kan kontinuitetsligningen

dp
—+ V. = 0. .
5 +V-(pu)=0 (5.2)
simplificeres til ¥V - u = 0. Navier-Stokes ligningen for en usammentrykkelig veeske er givet
d
e du 1 /-
—+u-Viju=—--Vp+ -Vu+f. (5.3)
ot p p
Variationen i1 kraftteetheden pf skyldes som naevnt, at masseteetheden athaenger af tempera-
turen,

p = po(l —aT’), (5.4)

hvor « er den positive udvidelseskoeflicient, mens temperaturvariationen 77" = T — T er givet
ved
T = —-Az+ . (5.5)

Her er A = (13 — T1)/d, mens 7 repreesenterer afvigelsen fra en jeevnt aftagende temperatur
fra bunden af veesken i z = 0 til toppen i z = d.

Vi vil benytte den sakaldte Boussinesq approksimation, der kun tager hensyn til mas-
setethedens variation i kraften, men i gvrigt tilneermer massetaetheden ved en konstant.
Desuden antages trykket at veere tilneermelsesvist konstant, saledes at a kan sattes lig med
den termiske udvidelseskoefficient ved konstant tryk. Under disse omstandigheder bliver
varmeligningen

T
pc;o(% +u-VT) = kVT, (5.6)

idet vi ser bort fra gnidningsleddet, der er af anden orden i de rumligt afledede af hastigheds-
feltet.

Med betegnelserne p = po +p/, p=po+p', T =T+ T, v = 1/po 0g & = k/poc, bliver
grundligningerne derfor

du | 2 '
—+(u-Vju=-—Vp' +vV?u-al'g, (5.8)
c?t Po
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og
%:'t; +u- VT =gV (5.9)

Vi undersgger nu ligningerne (5.7), (5.8) og (5.9) idet det antages, at hastighedsfeltet kun
afhaenger af 2 og 2. Kontinuitetsligningen er da

Ou, Ou,
= (. 1
92 + En 0 (5.10)

Da strgmningsbilledet som antaget er todimensionalt, kan vi indfgre et hastighedspotential
A givet ved

A =(0,4,0) (5.11)

hvor ¢ = ¢(z, z), saledes at
u=V xA. (5.12)

Rotationen af hastighedsfeltet er da givet ved
V xu=(0,-V?%,0). (5.13)

Vi kan nu eliminere trykket af Navier-Stokes ligningen (5.8) ved at tage rotationen af
denne med resultatet

oV 0w, Vi) or
o T ez VT =0 (5:14)

Vi har indfgrt notationen ’
Bbyg) D06 00y
dNz,z) Oz dz Iz 0x

(5.15)

Tilsvarende bliver (5.9)
ar Oy, T) oy 2
— —A——-kVir=0 ]
5 T 8@z Cos VTEY (
idet A = (T, — 1T1)/d er temperaturgradienten.
Ligningerne (5.14) og (5.16) skal nu lgses med givne grazensebetingelser. Vi veelger de
sakaldte abne graensebetingelser givet ved

S
-y
(=)
St

Ju, \
r=0, u; =0, == =0 for z=0,d. (5.17)
Oz
og leder efter lgsninger af typen
T = C cos kzsin(rz/d) — Dsin(2rz/d); = Bsinkzsin(rz/d), (5.18)

hvor B, C og D er konstanter. Sadanne lgsninger eksisterer ikke i almindelighed, som man
kan overbevise sig om ved at indsette i det ulineaere ligningssystem, idet de ulineaere led giver
anledning til hgjere "harmoniske’ som f. eks. cos kz sin 3nz/d. Hvis man imidlertid negligerer
de ulinezre led, kan de to ligninger (5.14) cg (5.16) opfyldes for en bestemt, kritisk veerdi
af Rayleigh-tallet, som vi skal se 1 det fglgende. Dette giver grund til at forvente, at vi ogsa
tzet ved det kritiske Rayleigh-tal far en god beskrivelse af systemet ved at indsette (5.18) 1
(5.14) og (5.16) og samler led, der er proportionale med sin kz sin(rz/d), cos kz sin(rz/d) og
sin(2mz/d) over pa venstre side. Alle andre led, der involverer hgjere harmoniske (som sin 2kz
eller sin(37z/d)), negligeres. Vi indfgrer betegnelserne

k=a (5.19)
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samt

Ra
"= R (5.20)
hvor ‘1t 2)3
s a
Ra, = ———— (5.21)

er det kritiske Rayleightal, hvis mindste stgrrelse ses at vaere = 277*/4, svarende til at Ra.
som funktion af a? har minimum for a® = 1/2, samt den dimensionslgse tidsvariable T

7!'2

1+ a?)xt (5.22)

og udtrykker B, C og D ved de dimensionslgse stgrrelser! X,Y og Z som fglger

2
B= 'f(le\/iX (5.23)
c =2y (5.24)
Tr
d
p=24, (5.25)
Tr

Koefficienterne til sin kz sin(rz/d), cos kz(sin vz /d) og sin(2xz/d) skal hver for sig veere nul,
for at ligningerne (5.14) og (5.16) er opfyldt. Dette giver, at

X =-PX+PY (5.26)
Y=-Y+4rX-2ZX (5.27)

og ]
Z = —bZ + XY, (5.28)

hvor b = 4/(1 + a*) = 8/3 og P er Prandtl-tallet P = v/k. For r < 1 har ligningerne kun
det trivielle fixpunkt givet ved X =Y = Z = 0, men for » > 1 har systemet desuden de
to fixpunkter givet ved X =Y = +£./b(r — 1) og Z = r — 1. Den tilhgrende vardi af aZ,
nemlig 1/2 bestemmer k = an/d og dermed konvektionsrullernes indbyrdes afstand, der ses
at veere af stgrrelsesorden d. For r > 1, eller Ra > Ra., er systemet altsa ustabilt. Det bgr
bemerkes, at Lorenz-ligningerne ikke kan forventes at vaere en god beskrivelse af systemet
for stgrre vaerdier af r.

'Valget af numeriske konstanter er foretaget for at give Lorenz-ligningerne den simplest mulige form.
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6 Solitoner

Observationer af solitoner i form af enkelte bglgetoppe, hvis udbredelseshastighed afhanger
af hgjden, gar helt tilbage til drene 1834-1844, da den britiske ingenigr og arkitekt John Scott
Russell foretog sine bekendte iagttagelser af kanalbglger, som han forfulgte pa hesteryg. Soli-
toner har betydning for mange omrader af fysikken, herunder hydrodynamik og plasmafysik.
Vi skal i det fglgende se, at solitoner kan fremkomme pa en veeskes overflade, nar der tages hen-
syn til bade dispersive og ulinezre effekter, og diskutere Korteweg-deVries ligningen. Denne er
ét eksempel pa en ulinezr differentialligning med soliton-lgsninger, men begrebet solitoner er
mere alment og benyttes f. eks. ogsa om lgsninger til den sakaldte ulinezere Schrédingerligning.
For en ideel, inkompressibel veeske med rotationsfri stremning geelder, at

V34 =0. (6.1)

Hastighedspotentialet skal desuden tilfredsstille graensebetingelserne for en ideel veeske, nemlig
at normalkomponenten af hastigheden er nul ved beholderens vagge.

Som tidligere (afsnit 2.2.2) betragter vi en vaske i en tank af uendelig udstreekning i z-
og y-retningen. Vaeskens overflade i hvile er givet ved planen z = 0, mens tankens bund er
planen z = —h (h > 0). Greensebetingelsen pa ¢ er derfor

9%
0z

Vi indfgrer betegnelsen ( = ((z,y,t) for z-koordinaten for et punkt pa veeskeoverfladen.
I ligeveegt geelder altsa

=0 for z=—h. (6.2)

¢=0. (6.3)
Bernoullis ligning ved overfladen er
Loy, 99 _
2(V¢) + o t9¢=0. (6.4)
mens 96 o
5, ~ Vo V(—2r=0 (6.5)

ved vaskens overflade.
Vi skal nu diskutere solitonlgsninger til (6.4) og (6.5). Fgrst skriver vi lgsningen til (6.1)
og (6.2) som en superposition

é(z,2.1) = QL / " dk cosh k(2 + B)e™ F(k, 1), (6.6)

m o

idet f forudsttes at aftage tilstrakkeligt hurtigt for store & til, at vi kan reekkeudvikle cosh
under integraltegnet. Desuden benyttes, at

0

ike't® = a_me*‘”. (6.7)
Herved fas ved overfladen, at
oo DT, 68)
hvor
fz,t) = 51; / : dke™ f(k,t). (6.9)
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En tilsvarende udvikling af sinh indgar i det tilneermede udtryk for 0¢/0z.
a. Vis, at vi dermed kan approksimere (6.5) ved
5Dy )
ot 6 Jz*

ved at beholde de dominerende ulinezre led og se bort fra dem, der optrzeder i led af ordenen

(kh)?. Vis tilsvarende, at (6.4) bliver

of . _h &f
5t 79T 3 0ot

)654- (6.10)

1of .,
5(5,) =0 (6.11)

b. Eftervis, at ligningerne (6.10) og (6.11) med { = (pexpi(kz —wt) og f = foexpi(ke —
wt) i det lineariserede tilfaelde fgrer til

W = ghk?(1 - %k?h?). (6.12)

og sammenlign med afsnit 2.2.2.

c. Ligningerne (6.10) og (6.11) lgses ved at ansette ¢ og f som funktioner af (z — ct),
hvor hastigheden ¢ skal bestemmes. Idet (' og f" angiver de afledede med hensyn til (z — ct)
fas

1
— e+ [(h+Of) - gh°f" =0 (6.13)
og
! 1 2 et ]' N2
= of + g+ eh? "+ S (f)? = 0. (6.14)
Da (6.13) er et perfekt differential, er
—c+(h+O)f - h3 " = konstant. (6.15)

Vi kan eliminere f’ ved at lgse (6.14) iterativt og benytte, at vi i hgjere ordens led kan satte
c? = gh.
Vis, at dette giver
h 3 h?
(1 - %—2—) - %@ — —?—)—C" = konstant. (6.16)

Da vi er ude efter Igsninger ( til (6.16), der forsvinder i det uendelige, £ = o0, kan
konstanten pa hgjre side sattes til nul. Vis, at den resulterende ligning har lgsningen

¢ = Goleostt{y/ 2 E= Dy (6.17
hvor "
% =1- 90—2 (6.18)

bestemmer udbredelseshastighedens afhengighed af bglgens maximum ({; > 0). Bestem
udbredelseshastigheden i jordens tyngdefelt for A = 0,5 m og (o = 0,1 m.

d. Den sakaldte Korteweg-deVries ligning for ((z,t) skrives ofte pa formen
Je 1
Gt ol + 55CG + ghPeolens = 0, (6.19)
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ved brug af konventionen 0(/0t = (; etc. Angiv sammenhangen mellem denne ligning og
ovenstaende, og identificer hastigheden co.

Ved brug af den sakaldte ’inverse scattering’ metode kan man etablere en formel analogi
med Schrodingerligningen og benytte resultater fra den elementeere kvantemekanik (antallet n
af bundne tilstande i en éndimensional brgnd) til at finde en betingelse for, at der genereres n
solitoner i en aflang vandbeholder, nar man fjerner en skillevaeg til et (lille) omrade af vaesken,
hvor vandstanden er hgjere end i den gvrige del.
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7 Plasmafysik

I dette kapitel finder vi dielektricitetstensoren for et plasma ved hjeelp af kinetisk teori, med
henblik pa at bestemme dispersionsrelationen for de forskellige bglger, der kan optrede i et
plasma bestaende af positivt og negativt ladede partikler. Desuden omtales de magnetohy-
drodynamiske grundligninger.

7.1 Dielektricitetstensoren

Maxwell-ligningerne er

V-D=0 (7.1)
V-B=0 (7.2)
oD
\v/ = .
x H T (7.3)
0B
V XxE= "E (74)
For felter, der varierer i rum og tid som
eiq-r-—iwt
bliver Maxwell-ligningerne
q-D=0 (7.5)
q-B=0 (7.6)
qxH=-wD (7.7)
qx E=uwB (7.8)
Vi indfgrer dielektricitetstensoren ¢;; ved
D,‘ = EoﬁijEj, (79)

hvor vi benytter den konvention, at der summeres over gentagne indices (her altsa j). Savel
i som j antager tre verdier (z, y og z) svarende til vektorernes kartesiske komponenter.
Tensoren ¢;; svarer altsa til en 3 x 3 matrix. [ vakuum er ¢;; enhedsmatricen §;;, det sakaldte
Kronecker-delta, der er 1, hvis : = j og ellers nul.

Idet B = uoH, fas ved elimination af H og brug af

qxqxE=-¢E+q(q-E), (7.10)
at (7.7) og (7.8) medfgrer, at
(giq; — ¢°6i; + W’ pococi) E; = 0. (7.11)
Lyshastigheden ¢ i vakuum er givet ved
= -—1—-0 (7.12)
Hoco

Betingelsen for udbredelse af elektromagnetiske bglger er, at determinanten for lignings-
systemet (7.11) skal veere nul. Vi har altsa

2

det(gig; — ¢°6:; + %eij) =0. (7.13)
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Hvis dielektricitetstensoren har en imaginaer del, kan ligningen (7.13) ved valg af en reel
bglgevektor q kun opfyldes for et komplekst w. Realdelen af w er da bglgens anguleere frekvens,
mens imaginerdelen bestemmer dens deempning.

Idet
D=¢E+P (7.14)
kan vi skrive Maxwell-ligningen (7.3) som
. JE

hvor j = OP/0t. Strgmteetheden j udtrykkes ved ledningsevnetensoren o;; og det elektriske
felt E ifglge

Ji = oi;E;. (7.16)
Vi har da sammenhangen
1
€; = 5{j - mdi]’. (717)

[ det fplgende bestemmer vi o;; ud fra de kinetiske ligninger for elektronernes og ionernes
fordelingsfunktioner. Derefter findes ¢;; af (7.17) og indsaettes i (7.13). Bemeerk, at vi pa
intet tidspunkt indfgrer drifthastigheder, men blot bestemmer den elektriske strgmteethed j
for et givet elektrisk felt.

7.2 Kinetisk teori

Den statistiske fordelingsfunktion f(r,v,t) er normaliseret, sa at f(r,v,t)drdv er antallet af
partikler 1 volumenelementet drdv i det seksdimensionale faserum. I ligevaegt har vi

/dvf(r,v,t) =n, (7.18)

hvor n er elektronteetheden. Ligeveegtsfordelingen athanger kun af partiklernes kinetiske
energi ¢, der er givet ved

1
€= -2—mv2. (7.19)

Vi betragter kun det tilfaelde, hvor ligevaegtsfordelingen er Maxwell-Boltzmann fordelingen
f=Cem AT (7.20)
Normaliseringskonstanten bestemmes ved indszttelse i (7.18) med resultatet

¢ —n " 7.91
e (7.21)

Vi gnsker at finde fordelingsfunktionen f, nar systemet ikke er i ligeveegt. Kender vi f,
kan den elektriske strgmtaethed j beregnes ud fra

i= Z / dveaVay fa- (7.22)

a=e,t

Vi har her indfgrt et index a, der angiver om den pagaldende stgrrelse hgrer til elektroner (e)
eller joner (7), idet vi dog udelader dette index i de tilfzelde, hvor det ikke kan give anledning
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til misforstaelse, mens e, er ladningen for den pageldende partikel (e. = —e, hvor e er

elementarladningen).
I det seksdimensionale faserum gelder kontinuitetsligningen
of _of
Bt + 5_( vuf) = ("a_t)coll (7.23)
Her er
v = (5,9) = (v,¥) (7.24)

den seksdimensionale hastighed, idet prikken angiver differentiation med hensyn til tiden,
mens den seksdimensionale gradient-operator er

0 g 9

Ligningen (7.23) er en generaliseret bevarelseslov. Den udtrykker, at antallet af partikler i
et givet faserumsvolumen ) endres af to grunde: 1) som resultat af partiklernes beveagelse
under felternes pavirkning og 2) som resultat af stgdprocesser mellem partiklerne. Vi skal her
negligere 2), der er beskrevet ved (8f/0t)con.! Herved fas

af | 0
ET —(v,f) =0 (7.26)

Venstresiden af denne ligning kan simplificeres, idet partiklernes beveegelse er bestemt ved
MaVe = ex( B + v, x B). (7.27)

Af denne beveegelsesligning fglger, at

0 .
=0, (7.28)
og vi har derfor, at
Iy _ 7.29)
72, = (7.
Heraf ses, at (7.26) kan skrives pa den simplere form
of | of
o e = (7.30)
eller p P
o +v o +v- of = 0. (7.31)

ot or v

Vi indsatter nu bevagelsesligningen (7.27) i (7.31) og trakker det led, der indeholder det
elektriske felt over pa hgjre side,

afa afa afa _ Ea_ afa
ot Ve o +ma «xB Ov, _—maE ov, (7:32)

!Bemeerk, at dette naturligvis ikke er ensbetydende med, at der ses bort fra vekselvirkningen mellem
partiklerne, idet Coulomb-vekselvirkningen mellem de ladede partikler giver anledning til et middelfelt, hvori
partiklerne bevaeger sig.
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Det antages, at magnetfeltet foruden den tidsligt oscillerende del ogsa har en statisk
komponent By. Vi sgger &ndringen 6 f af fordelingsfunktionen, defineret ved

6f = f— o, (7.33)

til fgrste orden i det elektriske felt og lineariserer derfor ligningen (7.32) i dette, idet vi tillige
udnytter, at o
(Sf x 61q~l‘—1wt.

Sa bliver (7.32) givet ved

0
Zwéfa + ’Lq Vaéfa m Va X BO a%éfa = _":;_O(E . % (734)

I det fglgende valger vi magnetfeltet som z-akse og far da
v x Bg = (vyBo, —v; By, 0). (7.35)
Vi indfgrer cylinder-koordinater i hastighedsrummet
Uy =V, CO8P, Uy =U,sing, v, =uv, (7.36)

og finder (smlgn. udtrykket for impulsmomentoperatorens z-komponent i kvantemekanikken)

a 0 d
Vym— — Vg = ——. (7.37
Y Ovg 0vy 0¢ 737)
Cyklotronfrekvensen w., er defineret ved
eaBo
Wea = — (7.38)
mens plasmafrekvensen w, o defineres ved
2
2 Na€l .
Wy = o (7.39)
Vi benytter nu, at
ofa ofa fa
v, MaVee, = TMaVayp (7.40)

hvor vi har indfgrt en ligeveegtstemperatur T, for hver af plasmaets komponenter. Hermed
kan vi skrive (7.34) pa formen

(—tw+1q- vy — Wea 5 )5fa- kT ——v,-Ef>. (7.41)

Nar 8f, er bestemt ved lgsning af (7.41), findes den elektriske strgmteethed og dermed
ledningsevnetensoren ved at indseette i

.] - Z /dVEQVO,(Sfa, (742)

idet ligevaegtsfordelingen f? ikke giver anledning til en strgm (dette ses ved direkte indsaettelse
af f = f°1i(7.22) eller ved at benytte en symmetribetragtning).

I det fglgende viser vi, hvordan de forskellige elektromagnetiske bglger fremkommer, og
bestemmer deres dispersion og dempning. Metoden er i alle tilfeelde den samme:
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Lgs (7.41) for é f,.

Indseet i (7.42) og bestem ledningsevnetensoren ;.

Benyt (7.17) til at finde dielektricitetstensoren som funktion af w og q.

Indseat dielektricitetstensoren i (7.13) og lgs determinantligningen for w som funktion
af den reelle bglgevektor q.

Da dielektricitetstensoren i almindelighed bade har en real og en imagineer del, vil w(q)
tilsvarende have en real og en imaginar del. Eksistensen af en egentlig bglge forudszetter, at
den imaginare del er lille i forhold til den reelle.

7.3 Plasmabglger
I det fglgende skal vi finde lgsninger til (7.41) i fire forskellige tilfzelde:
1.g=0,By=0
2. q=0,Bg #0
3.g#0,Bg =0
4. q#0,Bp#0

Bemeerk, at antagelsen q = 0 kun vedrgrer bestemmelsen af 0;; og ikke lgsningen af (7.13).
Det er bekvemt at indfgre middelveerdien < F > af F(v) ved definitionen

[ dvF(v)e ™ /5T
< F o>= f YTy . (?43)

731 q=0,Bg=0
I dette tilfeelde er lgsningen til (7.41) givet ved

Vo EfS (7.44)

og strgmteetheden derfor

P _fe RO
i= Z_/dveavaiwkTava Ef.. (7.45)

a=e,

Elektronernes bidrag til ledningsevnen beregnes ved at gange og dividere med elektron-
teetheden n og vaelge E som f. eks. z-akse. Herved fas

2 nez ne2

> - = .

T kTw imw

Da elektronerne er meget letiere end ionerne, kan vi se bort fra bidraget fra de sidstnavnte.
Ledningsevnetensoren bliver saledes med tilnarmelse givet ved

Opr = — < VU

(7.46)

O = —-—,5,'j, (747)
hvor n er elektrontaetheden.
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Med (7.47) bliver lgsningerne til (7.13) givet ved
W=t + “’Ze (7.48)
hvis E er vinkelret pa q (smlgn. Chen [4-85]) og
w? = W? (7.49)
hvis E er parallel med q (smlgn. Chen [4-25]) .

7.3.2 q=0,By#0

Vi har
. 3 (% 0 —
(—zw——wm%wfa =7 Ve -Ef;. (7.50)
Dette er en fgrsteordens differentialligning af formen
0
(a+ b%)g(¢) = F(¢9). (7.51)

For at bestemme ledningsevnetensoren ser vi pa tilfeldene 1) E vinkelret pa Bg og 2) E
parallel med By.

1) E vinkelret pa Bo.
Vi veelger E = (E,0,0) svarende til F(¢) = ccos ¢. Lgsningen ses at vare

9(¢) = Acos ¢ + Bsin ¢, (7.52)
hvor A og B tilfredsstiller
aA+bB =c (7.53)
mens
aB—-bA=0 (7.54)
med lgsningen
ca cb
A_a,2——{-b2’ B:a2+b2. (755)

Vi har nu fundet 6 f og mangler blot at udregne ledningsevnetensorens komponenter o, og
Oyz. ldet v, = v, cos ¢ og v, = v, sin ¢ fas

2

Ng€,
Ozr = — ; 1maw(1 _ wcza/wz)- (7.56)

og

2
Gry = Y —NaCetdin (7.57)

o maw2(1 _wza/w2)’ )

Dvelse. Eftervis (7.56) og (7.57). Vis at 0, = —04, 0g 04, = 0., (helst uden at regne ret
meget!).

2) E parallel med B,.
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I dette tilfeelde er hgjresiden af (7.51) uafheengig af ¢, og Igsningen er g = F'/a, ganske
som i tilfeeldet uden magnetfelt. Heraf fas

2
Na€,
Typ = — Ea ma (758)

Mens 0, = 0,y = 0y, = 0y, = 0 (begrund dette!).
Vi finder da ved brug af (7.17) dielektricitetstensoren

No€
rr — =1- = .
‘ v Z; eomow?(1 — w2, Jw?) (7.59)
eller 2
€xx = €yy = €] = 1-— Z ﬁ, (760)
mens
. W2 Wea
€xy = —€ygp = 1€ = 1 Z m (761)
og
2
=g =1 e (7.62)
zz I w2

o

Vi vender nu tilbage til lgsningen af determinantligningen (7.13) og veelger q i zz-planen,
idet 8 angiver vinklen mellem q og By,

q = (¢sin6,0,qcos ). (7.63)

Ud fra ovenstaende dielektricitetstensor samt (7.13) finder vi en andengradsligning i ¢%c?/w?
til bestemmelse af w som funktion af q,

2.2 2.2

2
(€L sin® §+ ¢ cos? 6) (%) —(eLe(1+cos® )+ (€} —€2) sin? 0)%-}-(61—62)6“ =0. (7.64)

Heraf fas for et givet  en lgsning g(w), der bestemmer w(q), idet ¢, €, og €, er givet ved
henholdsvis (7.62), (7.60) og (7.61).

De frekvenser, der far koefficienten til (g%c?/w?)? til at forsvinde, kaldes plasmaresonanser.
De svarer abenbart til lgsninger, for hvilke gc¢/w — 00, og bestemmes af

ey sin’ 0 + ¢ cos® § = 0. (7.65)

I det fglgende undersgges nogle specielle tilfeelde af (7.65). For § = n/2 fas ¢, = 0 eller

w2 0)2

1— 2 P, (7.66)

(W2 —wi) (W —wp)

der i almindelighed giver en andengradsligning i w?. Ser vi bort fra ionerne, fas det simple
resultat

2 2 2
w —wce+wpe,

(7.67)

smign. Chen [4-60]. Denne lgsning, der kaldes "the upper hybrid frequency” kan ogsa findes
ved at lgse andengradsligningen og benytte, at m, < m;. Der er imidlertid to lgsninger til
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andengradsligningen, og ved helt at se bort fra ionernes bevegelse har vi bortkastet den ene.
Beholder vi ionernes bidrag, ses den anden lgsning ("the lower hybrid frequency”) at veere
i 2
w? = wfef—?i&)ﬁ (7.68)
wpe + wge
idet vi fortsat har benyttet, at m. <« m,;. Bemark, at dette resultat i almindelighed er
forskelligt fra savel Chen [4-71] som Chen [4-71a]. Hvis w?, < w2, (og dermed w? <« w2), ses
(7.68) at veere identisk med Chen [4-71], mens det reducerer til Chen [4-Tla], hvis w? < w2,
For # neer ved 0 er (7.65) en tredjegradsligning i w?
= wze + w?ai’
w? = w? + (const)h? samt w? = w% + (const )d? tilfredsstiller ligningen for sma §. Vi har altsa
en ion-cyklotronbglge med frekvensen

. For 6 = 0 giver ¢ = 0 lgsningen
men (7.65) har for § — 0 desuden lgsningerne w? = w? og w? = w2, idet

c1Y

3
&

w

w? =2 (7.69)
jvf. Chen [4-67] for v, = 0.

Vi vil nu undersgge, om der er svingninger med en lineser sammenhaeng mellem w og ¢ for
q — 0. I greensen for lave frekvenser og med m, < m; er e; ~ 14 w2 /wk og ¢ ~ —w?, [w’.
Da €, er proportional med w i greensen w — 0, kan den negligeres, og der fas to Igsninger, w;

og wq. Den ene lgsning er den magnetosoniske bglge, hvis frekvens er givet ved

1

W = Wi :'UAqmm. (770)
Vi har her indfgrt Alfvén-hastigheden va ved definitionen
2.
UA:czw;’, {7.71)
wr;
(smlgn. Chen [4-142] for v, = 0). Den anden lgsning er Alfvén-balgen
1
W = wy = vaq] cos b (7.72)

(1 + o2

der i tilfeeldet 8§ = 0 svarer til Chen [4-124].
Til sidst finder vi dispersionsloven for ”"whistlers”. Vi antager at wze > Wl osamt Wk <

w? € w?. Ligningen (7.64) kan da simplificeres til

g'ct

Wt

626“ = {. {7.73)

€l cos®d

Idet ¢ i denne graense er forskellig fra nul, kan den bortdivideres, og med

w2

€ ; N
€q 2 —— (7.74)
Wee

fas lgsningen for "whistler”-bglgen (i faste stoffer "helicon”-belgen)

2
. w
w? = c*qtcos? 2.
o
pe

e
:*H
<
Ot

Smlgn. Chen [4-116] og [4-117] for w? € w?.

A

Qvelse. Vis hvorledes dispersionsrelationen for the "extraordinary wave”, Chen [4-104],
fremkommer ud fra ovenstaende.
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733 q#0,Be=0
I dette tilfeelde bliver (7.41) givet ved

(—iw +1q - Va)bfa = :T“va ‘Ef° (7.76)

Heraf findes 6 f, og indseettes i (7.42) med resultatet

. . . -1 €a
)= Z‘/dveava(—zw +1q- Va) l—kTava "Ef°. (7.77)

a=e,l

Vi udnytter fgrst reekkeudviklingen

1 1 q-v  (q-v)?
—lw+iq- v  w w + w? ) (7.78)
der gaelder for w > ¢ < v >.

Ledningsevnen for w > ¢ < v > svarende til (7.78) bliver da, ved indsettelse af 6 f i
(7.42), givet ved of; = 046;;, hvor

o no,ef,(1 q2<vg>)
T dwm, w? < vl>
Nae’ 3¢%kT,
= e . .
iwmo,( + w?myg, ) (7.79)

Vi har valgt q = (¢,0,0) og E = (E,0,0), men det elektriske felt kan legges i en vilkarlig
retning, idet o;; af symmetrigrunde er proportional med enhedsmatricen 4;;, nar det statiske
magnetfelt er nul, Bo = 0.

I det almindelige tilfalde far vi ved bestemmelsen af dielektricitetsfunktionen brug for at
udregne funktionen K(z), der er defineret ved

z [* e

For realdelen af K galder, nar 2 > 1, at

1
K~-—-1—-— .
572 (7.81)
mens det for 22 < 1 gelder, at
K ~ 227, (7.82)
Resultatet (7.81) fas ved den szedvanlige raekkeudvikling
1 1 z 22
N — - — 7.8
z—z r 2 ¥ (7.83)

mens (7.82) vises ved at indfgre den ny variable y = z — = og raekkeudvikle integranden med
hensyn til ¢ (nul’te ordens leddet giver intet bidrag, da 1/y er en ulige funktion af y).
Imaginzerdelen af K fas ved brug af identiteten

/d:c—F(—m,) = P/dacM + 17w F(0), (7.84)

T —1n x
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idet w erstattes med w + in, hvor 7 er en positiv infinitesimal stgrrelse. Symbolet P angiver
den principale del af integralet, og det antages om funktionen F'(x), at den ikke har nogen
singularitet for z = 0.

Ledningsevnen for w < ¢ < v > ses at veere givet ved

we? 1 nywe?
~ z dv fOv? = e 7.85
T« = U / VI e = i (7.85)

T

De tilsvarende udtryk for ¢ bliver

w? 3¢°kT \
forw>»q¢<v>og .
wym
o~ 7.87
9 =1+ opr (7.87)

forw<g<v>. - ‘
Vi finder nu imagineerdelen af ¢ som funktion af den (reelle) frekvens w ved brug af (7.84),

e’ / ,
Ime) = E weoakT /dvvzwé(w — quz) f°, (7.88)
der giver .
7!'1/2 62n mllzw 2 i 2
—_ o —maw’ [2kTa \
ImeH = 217z E 60q3(kTa)3/2€ i (7.89)

(54

Vi kan benytte disse resultater til at finde dispersion og deempning af en plasmabglge, idet
vi ser bort fra ionernes bevagelse. Dispersionen er bestemt ud fra (7.86) ved at szette ¢y = 0
med resultatet

3kT,
wQ — w;e + - q23 (?.;90)
jvf. Chen [4-30], mens
1
Imu::e = —gtmen, (7-90)
eller
Imi B 72 e2nml/2y —mw2/2kTeq2$ (7.92)

Wpe T R1/2 o3 (KT, )3/?

sammenlign Chen [7-69].
Til slut beregner vi dispersion og deempning af ion-akustiske bglger ved at benytte (7.86)
for ionerne og (7.87) for elektronerne. Vi far da

w2 3¢%kT:; w2 m
O 1 pe
€| X 1 o2 (1+ o2, qszeu (7.93)

I greensen for lange bglger ¢ — 0 fas af betingelsen ¢ = 0 lydhastigheden for den ion-akustiske
balge,

kT, + 3kT; ,

Wt = e O (7.94)

m;

s?mmenlign Chen [4-41]. Dempningen af bglgen findes ved at tage hensyn til imagineerdelen
al g.
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Pvelse. Vis at brugen af ovenstaende fgrer til fglgende resultat for dempningen af den ion-
akustiske bglge

Imw - V2 o3 2,-3/2,-9/2
for ® > 1, hvor O er defineret ved
ZT,

idet Z er ladningstallet for en ion (der ses bort fra elektronernes bidrag til deempningen).
Sammenlign med Chen [7-133].

7.3.4 q 74 O,BQ 7’5 0

I dette tilfeelde er Boltzmann-ligningen

(—iw + iq " Vo — Wea = )6fa_k Vo - Ef°. (7.97)

d¢ T,

Vi vil ngjes med at betragte elektronernes bevegelse. Bglgevektoren q kan uden indskraenk-
ning antages at ligge i zz-planen, q = (¢, 0, ¢, ), hvorved ligning (7.97) kan skrives pa formen

a
t(a—bcosd)of + a¢6f F{¢), (7.98)
hvor _
a=2T%Y g Y (7.99)
we we
mens
_ 0
F = kT v, E f° cos ¢, (7.100)
hvis E antages at ligge i z-retningen. Indfgres substitutionen
§f = y(g)e ", (7.101)
fas fglgende ligning til bestemmelse af 9,
tay) + 8¢¢ G(¢) (7.102)
med o
G(4) = F(¢)e=in?, (7.103)

Ved at indsatte Fourier-udviklingen
=Y e, G(g) =) Gne™ (7.104)

med koefficienterne

B 2r d¢l —ing B 2 d(ﬁ, N —ing
o = /0 Lo, Gu= /0 2 6(8)e (7.105)
ser man, at G
Yy = i(a n n) (7.106)



Ved at finde G, kan vi saledes bestemme lgsningen 6 f 1 det almindelige tilfeclde, og dermed
ledningsevnen og dielektricitetstensoren.

For at illustrere betydningen af q - v-leddet i Boltzmann-ligningen 1 et simpelt tilfzelde,
vil vi betragte elektronernes bidrag til dielektricitetstensoren under fplgende betingelser: 1)
frekvensen w skal vaere omtrent lig med elektronernes cyklotronfrekvens w, og 2) q skal veere
sa lille, at |¢,| < v >< |w.| 0g |¢z| < v > |w,|. Vikan da se bort fra b og far ligningen

—ev, fOF

(—iw + 1q,v, —wci)éf: T

9¢

idet vi har lagt det elektriske felt i z-aksens retning. Vi kan nu benytte lgsningen (7.55)
ovenfor, idet A under de angivne betingelser (w ~ w,) bliver givet ved

oS 9, (7.107)

A= —tw +1q,v, ev, fOK ~ 7 evrfOE. (7.108)
(w—qv,)?—w? kT we —w+ qu,) kT
Heraf finder man, at dielektricitetstensorens zz-komponent bliver
1 “ g 7.109
€rg ~ 1+ m (), (7.109)
hvor ( )
w—w m
= c {
T Y ZkT, \7110)
mens K (z) er givet ved (7.80).
I de to greenser fas derfor
w2 kT
‘ 2w(w — wc)( + m(w — w,)? ( )
for z2 > 1 og
w? m(w — w,)
B R R .
€ % kT (7.112)
for 22 < 1. Vi kan nu sammenligne med elektronbidraget til €., givet ved (7.60),
W2
— P
o= 1= =L (7.113)

C

Bemeerk, at resultatet (7.112) viser, at singulariteten i (7.113) forsvinder, nar man som her
tager hensyn til, at 1/|g.| teet ved resonansen er meget mindre end < v > /|w — w,|, der
gar mod uendelig, nar w nermer sig w.. Desuden far €., en imaginardel, der kan findes pa
saedvanlig made ved brug af (7.84).

7.4 Magnetohydrodynamik

Som andre fysiske systemer kan et plasma beskrives pa forskellige niveauer. I dette afsnit skal
vi diskutere de magnetohydrodynamiske grundligninger for et plasma. Vi kombinerer saledes
hydrodynamikken for viskgse vaesker med elektrodynamikken for kvasistationeere strgmme.
Som fglge heraf indfgres der nye dimensionslgse stgrrelser som f. eks. et magnetisk Reynolds
tal svarende til det almindelige Reynolds tal, hvori den kinematiske viskositet 7/p erstattes
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med 1/poo. Flydende metaller, fusionsplasmaer eller kosmiske plasmaer er eksempler pa
systemer, der under passende betingelser kan beskrives ved magnetohydrodynamiske ligninger.
Som de fgrste af magnetohydrodynamikkens grundligninger har vi de to Maxwell-ligninger

V.-B=0 (7.114)
og
0B

Vi ser bort fra forskydningsstrgmmen, og rotationen af den magnetiske feltstyrke H bliver
derfor alene bestemt af den elektriske strgmteethed j. 1 en ledende veeske med hastighedsfelt
u vil den elektriske strgmtathed j veere givet ved

j=o0(E+uxB). (7.116)

Dette kan indses ved lokalt at transformere fra et koordinatsystem S’, hvori veesken er i hvile,
til systemet S, hvori vaesken beveger sig med hastighed u. I hvilesystemet geelder j = oE’,
hvor E’ er den elektriske feltstyrke i S’. Forbindelsen mellem E’ og felterne E;B i S er
da E' = E + u x B, idet u antages at vare meget mindre end lyshastigheden. Den sidste
Maxwell-ligning er saledes

VxH=j=0(E+uxB), (7.117)
da vi som navnt ser bort fra forskydningsstrgmmen. Ved elimination af E i disse ligninger
fas

0B 1
—=V B) + —V’B, 7.118
5 X (ux )+UM) (7.118)

idet permeabilteten antages at veere g = po.
Veaskens beveegelse skal tilfredsstille kontinuitetsligningen

%%+v.(,,u) 0, (7.119)

der udtrykker massens bevarelse, idet p er massetetheden. Den generaliserede kontinuitets-
ligning for impulsen er

Ju 1 /- 1 n
— . =—- = - =)V(V . . .
8t+(u Viu pr—i—pV u+p((f+3) (V-u)+f (7.120)
Her er f kraften per masseenhed givet ved
pf=3jxB=-BxV xH. (7.121)
Endelig er varmeligningen
0s ou; 0 , 0T 1
— - Vs) =0l — k — 2 .
pT( 5 +u-Vs) 0"827]- + 3:1:,-( 8:6,-) + G(V x H)?, (7.122)

hvor tensoren of; har den sadvanlige betydning. Det sidste led pa hgjre side repreesenterer

Joule-varmen j%/o.
Det geelder altid, at
V.B=0, (7.123)

mens det for en inkompressibel veeske galder

V-u=0. (7.124)
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For en inkompressibel veaeske har vi ifglge ovenstaende, at

OB B 1,
o T V)B=(B:Vjut —-V’B, (7.125)

mens Navier-Stokes ligningen antager formen

du 1 1 .1 7
—+(u-Viu=—-V(p+—B)+ —(B-V)B+ V. (7.126)
7 ( ) p (p S ) . ) ; 4 )

7.5 Opgaver

Opgave 7.1

En ledende, inkompressibel vaske med masseteethed p, ledningsevne o, viskositet 7,
varmeledningsevne k og permeabilitet po strgmmer mellem to parallelle plader, hvis plan
er vinkelret pa z-aksen. Stremningen foregar i et ydre magnetfelt By i z-aksens retning.
Pladernes indbyrdes afstand er d. Den ene plade ligger stille, mens den anden bevager sig i
z-aksens retning med hastighed ug. Vaesken strgmmer i z-aksens retning under pavirkning af
en trykgradient —G, hvor G er positiv.

a) Begrund ud fra (7.123), at B, = By overalt i veesken.

b) Bestem hastighedsprofilen u.(z) og magnetfeltets variation B,(z) ved hjelp af de
seedvanlige graensebetingelser pa hastigheden og betingelsen B, = 0 ved begge plader.

c) Diskuter specialtilfaeldene 1) ug = 0 og ii) G = 0.

Opgave 7.2
I denne opgave betragtes det samme fysiske system som 1 opgave 7.1, men vi begraenser
os til at se pa tilfeeldet ug = 0. Det sakaldte Hartmann-tal Ha er defineret ved

Ha = Bod\ﬁ. (7.127)
n

a) Bestem middelhastigheden < u >. og undersgg greenserne Ha < 1 og Ha > 1 (tegn
hastighedsprofilen!).

b) Bestem den elektriske feltstyrke (0, E,,0) og den tilsvarende komponent j, af strom-
taetheden. Find temperaturvariationen i veesken, idet temperaturen af de to plader er ens, lig

med T().

Opgave 7.3

Vi skal nu undersgge den situation, hvor veesken fra opgave 7.1 udfylder halvrummet z > 0,
mens der i1 planen z = 0 er anbragt en plade, der oscillerer i sit eget plan i z-aksens retning,
saledes at vaskehastigheden ved overfladen er givet ved u, = ugexp(—iwt). Der er palagt et
ydre magnetfelt af stgrrelsen By 1 z-aksens retning.

a) Opstil en differentialligning for magnetfeltets komponent B.(z) og angiv formen af den
generelle lgsning samt de tilhgrende karakteristiske laengder.

b) Undersgg situationen, hvor magnetfeltet er lille, ved at iterere de koblede differential-
ligninger for u, og B, i By og find pa denne made B,(z) til laveste orden i By ud fra den til
By = 0 hgrende lgsning u,(z).

Opgave 7.4

Benyt de magnetohydrodynamiske ligninger til at bestemme hastighed og deempning af
Alfvén-bglger i en inkompressibel ledende veeske med masseteaethed p, viskositet 5 og lednings-
evne 0. Det ydre magnetfelt betegnes ved Bo.
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8 Appendix A

Cylinderkoordinater
BV 10V. 9V
VV = r+ - 3¢ + z
b L0,V 1BV oY
Vv—rar( 6r)+ 2 92 +8z2
19 18A¢ aA
104, 8A¢ . ,0A, 0A, » 1 0(rAs) O0A,,.
VxA= r 0¢ Bz)r+((9z 8r)¢+r( or _(‘9(]5)2
2A _ (O24 _ 1 _ 38_4_ 24+ 2 0A, 2
A = (V*4, r""AT T28¢)+(VA¢ A¢+2a¢)¢+VAz
Sfeeriske koordinater
ov, 10V, 1 9oV .
VW=t a0t remoag
0,6 ,0V 1 J av 1 o*V
2 ———————— —
ViV = r26r( 8r)+ r2sm000(sm080)+ r2sin? 0 042
14, 1 9 1 04,
VA= r_zgr_(r Ar)++ rsmﬂaﬁ(smaAe) + rsinﬂ%

1 O(sin0As) As.. 1, 1 8A, O(rAg) ; 1,0(rAs) 04

VXA:rsinG( 06 Y )r+;(sin0 d¢  Or )0 r( or 06 )¢
2 2 O(sin 04p) 2 DA,
TA _ (V24 _ 2 A _
VA = (V24 rzAT r2sin 00  r2sind 9¢ )
9 1 2 JA, 2cos@ 0Ay. ;
—_—— — - é
+HV A r? sin2¢9A0 + r2 90  r?sin’@ 9¢ )
1 2 O0A 2cosl O0Ag. -
Vid, — ———— .
*H T sin20A¢+ r2sin@ O¢ + r2sin? @ 8¢)




Vektorrelationer (u og v er vektorer, mens ¢ er en skalar)

V.(¢u)=9¢V-u+(u V)¢
V x (¢u) = ¢V x u+ V¢ x u
V. (uxv)=v-(Vxu)—u-(Vxv)
Vxuxv)=u(V-v)=v(V-u)= (u-V)v+(v:- V)u
Vu-v)=ux(Vxv)+vx(Vxu)+(u Viv+(v Vu
VxVé=0
V- (Vxu)=0

V x (V xu)=V(V . u) -V
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Deformationstensor i cartesiske, cylindriske og sfeeriske koordinater
Cartesiske koordinater

_ 1 a'u,,' 6uk
Cik = 2(6:ck + Bx,)

Cylinderkoordinater

Sfeeriske koordinater

1 %_l_u., ug cot 0
" rsing 8¢ r

_ _l_au, Jus  ug
T r o0 or r
Yeqs = l Jug + _1‘6u¢ 3 ug cot §
rsinf 0¢ r 06 r
Oug + 1 Ou, uy
Oor rsinf 0¢
Ovenstaende udtryk kan ogsa anvendes for spandingstensoren oy i en vaeske. Tryk-
bidraget —pé;x indgar da som et additivt led —p i de diagonale elementer o,,, g4 €tc.

264,1, =
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