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Dette dokument er den skriftlige del af et et bachelorprojekt, skrevet og indlev-
eret af Hjalte Frellesvig i hab om at opna en bachelorgrad i fysik ved Kgbenhavns
Universitet.

Resumé

Formalet med projektet er et konstruere et computerprogram, der kan simulere den
elektriske strom gennem et stykke graphen. Efter en kort indledning fglger i op-
gavebesvarelsen et teoriafsnit om graphen og forskellige aspekter af dettes struktur,
blandt andet en beskrivelse af dets bandstruktur, samt en indfgrelse af et koordinat-
system, nyttigt i den forbindelse. Dernaest folger endnu et teoriafsnit, der vil udggre
stgrstedelen af opgaven, og som vil beskrive en metode til udregning af stremmen
gennem et vilkarligt stof pa basis af dettes atomstruktur. Metoden anvender den
sakaldte Landauer-Biittiker-formalisme, kombineret med en teknik, der benytter en
matrixapproksimation af graphenprgvens Hamiltonoperators Greensfunktion. Efter
et simplere regneeksempel vil fglge en beskrivelse af outputtet af programmet, hvortil
koden findes i et appendiks. Konklusion og efterskrift folges af et antal appendices,
der, udover kildekoden, vil indeholde noget ekstra teori, oversprungne mellemreg-
ninger, samt en form for manual til programmet.

Abstract

The aim of this project is to make a computer program which is able to simulate
the electrical current through a piece of graphene. The thesis begins with an in-
troduction, followed by a theoretical section about graphene and various aspects of
its structure, such as its band structure, and with an introduction of a coordinate
system which is relevant in that context. Then follows another theoretical section
(which constitutes the major part of the paper) describing a method of calculating
the current through an arbitrary substance on the basis of its atomic structure. This
method is the so-called Landauer-Biittiker formalism, combined with a matrix ap-
proximation of the Green’s function to the Hamiltonian to the sample. After a simple
example follows a description of the output of the program (whose source code is
given in an appendix). After the conclusion and a short postscript follows the appen-
dices, which in addition to the source code contain additional theory, calculations,
and a kind of manual for the program.



1 Indledning

Formalet med dette projekt er at konstruere et computerprogram, der kan udregne
den elektriske stromstyrke gennem et stykke graphenﬂ med en (stort set) vilkarlig
form. En grund til at studere dette er, at mange af de nye nanomaterialer, sasom
nanorgr og fullerener, kan beskrives som et graphenark, der er klippet, foldet og
rullet pa forskellige mader. En forstaelse af de elektriske egenskaber af graphen
forventes derfor at kunne kaste yderligere lys over de elektriske egenskaber af disse
nanomaterialer.

En teoretisk model af graphen har eksisteret de seneste halvtreds ar, og laenge
troede man ikke, at det var muligt at isolere graphen i praksis, da det forventedes
at vaere meget reaktivt?l Imidlertid har teknologiens udvikling gjort det muligt at
overskride alle forhindringer, og i ar 2004 lykkedes det for forste gang at isolere stof-
fet og studere det i praksis. Noget, der fra et rent teoretisk synspunkt ggr graphen
interessant, er dens béndstruktuﬂ idet der visse steder i graphengitteret ikke er
noget bandgab, og at der i disse punkter er en lineszer sammenhang mellem impuls
og energi’] frem for en kvadratisk. Relativistiske partikler udviser ligeledes en sadan
linezer sammenhaeng, idet der for v ~ ¢ gaelder, at £ ~ cp. Derfor kan graphen
bruges til at studere relativistisk kvantemekanik, hvilket hidtil har kreevet en par-
tikelaccelerator. Denne relativstiske analogi er dog pa ingen made emnet for opgaven
og vil kun blive naevnt i forbigaende.

Nar der i opgaven refereres til en kilde, bruges en trebogstavsforkortelse af kildens
navn; hvilke kilder, der gemmer sig bag forkortelserne, ses i den vedlagte kildeliste.

Jeg vil gerne her benytte lejligheden til at takke min vejleder Karsten Flensberg
for vejledning, sparring og hjaelp til materialevalg.

2 Om graphen

Kulstof er det grundstof, der har flest kendte muligheder for at indga i kemiske
forbindelser. Kulstof er basis for hele den organiske kemi, der igen er grundlaget for
livet. Men ogsa med sig selv kan kulstof danne mange forskellige forbindelser (al-
lotroper). I den forbindelse er kulstof atypisk blandt ikke-metallerne, idet de forskel-
lige kulstofmolekyler ikke bestar af 2-3 atomer som O,, O3 eller Ny, men af mange
flere. Det laveste antal’] er 60, og flere kulstofallotroper kan i princippet udvides til

'Det engelske navn for graphen er graphene. Grafit hedder pa engelsk graphite, si man kunne
derfra generalisere at "graphene”’ pa dansk matte hedde “grafen”. Men pa grund af ligheden med
den bestemte form af ordet “en graf”, vil denne opgave benytte betegnelsen graphen som en form
for kompromis.

2Dette, og andet information om graphen i dette afsnit, stammer fra ECF.

3] faste stoffer kaldes energiniveauerne energiband, da de ikke er diskrete men kontinuerte.
Strukturen af disse energiband kaldes stoffets bandstruktur. Se

4Se ([5) og tilhgrende diskussion.

5De 60 atomer i buckminsterfullereenen er det laveste antal, forfatteren har hgrt om. Man kan
godt forestille sig lavere antal i andre polyederstrukturer, men det er, sa vidt forfatteren ved, ikke
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Figur 1: Til venstre ses graphens atomstruktur, det sakaldte bikagegitter. Til hgjre
ses et hexagonalt gitter lagt ned over, med de tre vektorer &, n og y defineret i ,
markeret.

uendeligt mange atomer. Fra oldtiden er kendt to former, diamant og grafit. Diamant
har en kompliceret tredimensional StI‘uktUIﬁ, mens grafit bestar af en stabel af todi-
mensionale lag, hvor lagene sidder fast til hinanden med Van-der-Walls bindinger.
De enkelte lag bestar af kulstofatomer, sat sammen i et sakaldt bikagegitteill} Et stof
bestaende af et enkelt af disse lag, kaldes graphen, og netop dette er det centrale
emne for denne opgave. Udover diamant, grafit og graphen kendes nu et utal af
andre strukturer, sasom buckyballs og nanorgr, men mange af disse kan betragtes
som graphenark, der er rullet eller foldet pa forskellige mader. En gget forstaelse af
graphen antages derfor at kunne gge forstaelsen af den hurtigt voksende maengde af
nye kulstofallotroper.

Det er ofte nyttigt at udtrykke en krystalstruktur som et Bravaisgitterf] Graphens
Bravaisgitter, det sakaldte bikagegitter, er et heksagonalt gitter med to atomer i ba-
sis, som ses pa fig. [Th. Naermere bestemt betyder dette, at positionen af ethvert atom
i et graphenstykke kan skrives som

hvor n og m er heltal, og § er enten 0 eller 1. De tre vektorer, hvor é’ og 1 kaldes
gittervektorer, og y kaldes en basisvektor, er indtegnet pa fig. [Ib. Laegger man
graphengitteret som pa fig. [1, kan disse vektorer kan udregnes til

~ 3 3 . . . 1 3
= —at + £ay i = v/3ay X = —ax + £oty (2)
2 2 2 2
hvor a = 0.1415 nm er afstanden mellem to atomer, der er naermeste naboer i

graphengitteret.

blevet observeret i praksis.

SEt “cubic close-packed” gitter med fire atomer i basis. Se PCS afsnit 2.2.5

Se fig.

8Et Bravaisgitter er et gitter, hvor hvert gitterpunkt pa en entydig made kan skrives som en
sum af et heltalligt antal enhedsvektorer, svarende til stoffets dimension (2 i tilfeeldet graphen). Et
gitterpunkt kan besta af et eller flere atomer, den sakaldte basis. Se PCS afsnit 2.1

4



Kulstof har atomnummer 6, og dermed 6 elektroner i kredslgb om kernen. I
grundtilstanden har to af dem hovedkvantetal n = 1, mens de fire andre har n = 2.
De to elektroner med n = 1 er meget taet bundet til kernen, og der vil blive set
bort fra dem i det fglgende, da de ikke bidrager til kulstofs egenskabei’} De fire
n = 2 elektroner vil i langt de ﬂesteEG] kulstofforbindelser kombinere til en sakaldt
sp3-orbital, hvor kulstof danner fire bindinger i en tetraederstruktur. I graphen er
det imidlertid anderledes. Tre af elektronerne kombinerer til en sp?-orbital, hvor de
tre bindinger ligger i et plan (xy-planet), med praecis 120° imellem sig, hvilket ses
pa fig. [Ll De tre elektroner i sp*-orbitalen er si steerkt bundet, at heller ikke de vil
bidrage til strgmmen. Da sp?-orbitalen er en superposition af orbitalerne 2s, 2p,
og 2p, vil den sjette og sidste elektron befinde sig i orbitalen 2p,. Formen af denne
orbital exft]]

Vo, (r,6,0) = — (1>grexp (o) cost) g

Qe

4\/ 21 Qe
hvor a. er en Bohrradius, der er modificeret til kulstof, altsa a. = ao% =
2 .
%%, hvor M er massen, og Z er ladningen af ”"det som elektronen kredser

om”, altsa atomkernen samt de inderste elektroner. Pa grund af elektronens spin er
der reelt dobbelt s4 mange tilstande, saledes at der i sp*-orbitalerne er seks tilstande
i stedet for tre. Alle disse seks tilstande er fyldte, idet atomet selv bidrager med tre
elektroner, og de tre naboatomer bidrager med en hver. I 2p.-orbitalen er imidler-
tid kun en ud af to tilstande fyldt. Mange af et materiales egenskaber afheenger af,
hvorvidt der er et bandgab mellem to sadanne tilstande.

Bandstrukturen for graphen kan findes til™

3 3
E=Ey+axp3,|1+4cos (§akzx) cos (?a/@) + 4 cos? (%a@) (4)

hvor Fy, a og [ kan udregnes, men til dette formal er det nok at vide, at § ~ 3eV
Af fig. i "Appendiks om bandstruktur” ses, at i visse punkter i k-rummet'% er

der intet bandgab, men en tilsyneladende lineser sammenhang mellem E og k. Et

af disse punkter er k = g%ggj, og taylorudvikler man omkring dette punkt, fas, at

det lineaere led er % Bak. Sammenlignes dette med med det superrelativistiske udtryk
E = ¢p, under brug af p = hk, fas en "ny ¢”, kaldet v:

E=uvp= §ﬁak‘(:)v: 3pa ~ 970000 m /s (5)
2 2h

9Med egenskaber menes her egenskaber udadtil, altsa for eksempel de kemiske egenskaber og
strgommen. De naevnte elektroner vil bidrage til andre, kvantemekaniske egenskaber.

10Blandt andet i alle organiske forbindelser med kun enkeltbindinger, samt i diamant.

11Ge PAM afsnit 3.3

12Ge ”Appendiks om bandstruktur”

13k-rummet er et rum af samme dimension som real-rummet, hvori de forskellige punkter svarer
til forskellige vaerdier af vektoren k frem for af vektoren 7. K-rummet kan beskrives som Fourier-
rummet til real-rummet. Se PCS afsnit 2.4.1.




hvor talveerdierne for de forskellige konstanter er sat ind.

Som neevnt i indledningen, kan denne lighed med den relativistiske kvante-
mekanik bruges til at studere denne, men det er ikke formalet med denne opgave.
For at opna det egentlige formal, at blive istand til at udregne strommen gennem et
generelt graphenstykke, vil fokus nu skifte fra graphen til en mere generel metodik,
der kan benyttes til at studere stremmen gennem et vilkarligt stof pa basis af dettes
atomstruktur.

3 Teorl om transmission

3.1 Transmissionskoefficienter

Formalet med dette afsnit er at udlede et udtryk for transmissionskoefficienten
for transmission gennem et generelt potential. Bglgefunktionen for en partikel, der
bevager sig frit i en uendelig lang, men smal, todimensional ledning parallel med
x-aksen, og som har bredden b, sa y € [0;0], er

P(F) = Z A, exp(ik,x) sin(nmy/b) (6)

hvor n € N. De tilstande, der er udtrykt ved de enkelte led i summen, kaldes "mo-
dir]
Ud fra Schrodingerligningen Hiy = FE kan man nu udregne energien for de

forskellige modi og far da
h? n’n?
E,=— [k 7
o (2 75 )

Fra ser man, at partikler med en given energi kun kan eksistere i et endeligt
antal modi med sammenhgrende veerdier for k& og n. Antallet af modi kaldes M (FE).
Det konkrete udtryk for F vil zendres, hvis man tilfgjer den tredje dimension, da det
sa ogsa vil athaenge af ledningens tvarsnit og lignende. Dog vil essensen vaere den
samme, idet energien stadig vil vaere proportional med k? plus et kvantiset udtyk,
sa M(E) vil altsa stadig veere endelig for alle E.

Vi betragter nu en anden opstilling, hvor partiklen pa dens vej m@der en endelig
potentialbarriere V(x,y), der har en begraenset rumlig udstraekning mellem .y, og
Tmax- Der vil nu ske det, at nogle af partiklerne vil reflekteres fra potentialbarrieren,
mens andre transmitteres igennem. Betragtes kun en enkelt indgaende tilstand, vil
bglgefunktionen aendres til

A, exp(ikp,x) sin(ngmy/b) +
B > Bang €xp(—ik,z) sin(nmy/b) & < Zmin
a0 ) =9 @y V(a,y)) Toin < & < T
Yt Crng €xp(ikn ) sin(n'my /b)) |z > Tmax

14 "NModus” og "modi” er dansk for “mode” og “modes”. I opgaven bruges “modi” om de transverse
tilstande og "tilstande” som faellesbetegnelse for alle tilstande.



idet ledningen pa den anden side af potentialet kan have en anden bredde, sa
y € [0;¥]. Ledningsstykkerne til venstre og til hgjre for potentialet kaldes hen-
holdsvis ledning 1 og ledning 2. Amplituderne af de udgaende bglger i vil veere
proportionale med amplituden af denne indgaende b@lgﬁ A,,, eventuelt med en
kompleks proportionalitetskonstant pa grund af faseforskydning. Altsa

Dz = CznAn (9)

hvor D star for enten B eller C' og z star for enten et n eller et n’. Man kan nu
beregne sandsynlighedsstrommen pa hver side af barrieren med formlen

ith , = _
i=5- (V") ¥ = 9"Vy) (10)
idet der stadig kun ses pa én af de indkommende modi. Efter at have taget gennem-
snittet over et stgrre omrade for at udglatte y-athaengigheden og de cosinusbglger,

der skabes af resonans mellem de forskellige udgaende modi, far man for den enkelte
modus

: _ m ( 7L0|ATL0|2 Zn kn’BTmoP) | T < ZTmin
]n()(x) B { 2m Zn k |C’n n0‘2 | T > Tmax (11)

Da ingen partikler forsvinder eller bliver dannet, ma j have samme veerdi fgr som
efter potentialbarrieren. Altsa fas, at

Fong [ Ano|* — Z’f | Bunol* = Zk [Crmo |*

Zn kn|Bnno|2 + Zn/ kn/‘Cn’no‘

1= SR, +T, =1 12
koA oA o oo (12)
hvor
Z kn|Bnno|2 Z /kn’|cn’no|2
R, = Zn!nPmmol’ T, = %o 13
0= Tl AP 8 T = T AP (13)

Storrelserne R og 1" kaldes henholdsvis refleksionskoefficienten og transmissionskoetf-
ficienten, og de svarer til den brgkdel af partiklerne, der bliver henholdsvis reflekteret
og transmitteret. Indsaettes @D i D, fas

]{7 nnA kn’ n’n2
h= S = S = Dl o

hvor
Spin = k_ncn’n (15)

De N'N forskellige vaerdier for s,,,, kan sammenfattes i en N'’x/N-matrix, den sakaldte
spredningmatrix, ofte forkortet S-matrix. Det konkrete udtryk for denne S-matrix,
og dermed for transmissionskoefficienterne, vil athaenge af formen pa potentialet.
For videre diskussion af S-matricen, se afsnittet om Greensformalismen.

15Dette kan ses ved en enhedsbetragning



3.2 Landauer-Biittiker-formalismen

Indtil videre er kun en partikel med kendt energi, der bevaeger sig gennem et kvante-
mekanisk potentiallandskab, blevet behandlet. Men i en virkelig ledning er energien
ikke kendt, det eneste, der er kendt, er forskellen mellem de kemiske potentialer i
hver ende af ledningen, idet de er relateret til spaendingsforskellen U ved

MH1 — o = —elU (16)

(1 er det kemiske potential for de partikler, der starter ved leder 1, og tilsvarende
for ps. Kender man det kemiske potential, kan man udregne sandsynligheden for, at
en bestemt energitilstand er optaget. Da partiklerne i dette tilfaelde er elektroner og
dermed fermioner, er sandsynlighedsfordelingen givet ved Fermis fordelingsfunktion

1
exp (Ek;*}”) +1

fo(E) = (17)

hvor v er nummeret pa ledningen. Den elektriske strom er givet ved ladningen gange
partikelstrommen, altsa I = qj, og partikelstrommen kan findes udtrykt ved trans-
missionskoefficienterne. Fgrst ma der dog findes et udtryk for amplituden A,,, hvilket
gores ved at normalisere (6] over et stykke ledning med lzengden L. Gor man det,
finder man, at A = 2, og sa kan partikelstremmen beregnes ud fra og .

R
Resultatet bliver
hk
W(E) = —T,(F 18
Jn(B) = 7T,(B) (15)

Nu er alt parat til at beregne et udtryk for den elektriske strgm fra leder 1 mod
leder 2. Idet der summeres over alle tilstande, fas

I =Y ju(E)i(E) (19)

idet elektroner har ladningen ¢ = —e. Men hvilke vaerdier for k er der sa? I en
endimensional leder med leengden L er der en taethed af k-tilstande givet ved™|

> X(k) = 2% /OOO X (k)dk (20)

hvor det forste total stammer fra elektronens spin. Indsattes dette i sammen

med (L8)), fas

h=-eX 2 [ RE DB (21)

n

16 Kan udledes ved samme metode som er brugt i det tredimensionale tilfzelde i afsnit 4.1.2 og
5.1.21 PCS



Af (7)) ses at dk = 3-dE, og indsattes dette i fas
L [~ hk m
L = — — E)—T,(F)—dFE
! 6;7‘(‘/0 ull )Lm ( )th
2e [
= = / fA(E)T(E)E (22)
0

hvor 7 (F), der betegnes transmissionsfunktionen, er defineret som

T(E)=) Tu(E)=)_|swnl (23)

n,n’

hvor er indsat ved andet lighedstegn. Et udtryk svarende til gaelder for
strommen fra leder 2 til 1. Den resulterende strgm fra 1 til 2 er sa I = [, — I, altsa
2e [
1= -2 (ABTE) - LERE)E
0
2e [
1= = (BB - AB)T(B)NE (24)
0
idet man kan vise, at 7; = TQE] er netop den gnskede sammenhang mellem
I og 7. For yderligere diskussion af og dens konsekvenser, se "Appendiks om
Landauerformlen”.

3.3 Greensformalismen

Konklusionen pa afsinittet om Landauer-Biittiker-formalismen er, at man kan finde
stremmen gennem et materiale, hvis man kender transmissionsfunktionen for dette
materiale. Malet med dette afsnit er at udlede en formel, der kan relatere transmis-
sionsfunktionen 7 til storrelser, der kan findes, hvis man kender stoffets form, art
og egenskaber.

Forste skridt pa vejen tages ved at betragte Hamiltonoperatorens Greensfunk-
tion@. Greensfunktionen til en differentialoperator £ skal (ifolge i "Appendiks
om Greensfunktioner”) opfylde £-G(7,7¢) = §(F — 7). Hvis L = E —H, hvor H er
Hamiltonoperatoren, vil det sige, at

<E —V(F) + ;—mW) G(7,7) = 0(F — 7o) (25)

altsa en sakaldt inhomogen, andenordens partiel differentialligning af formen L-¢g(7) =
/(7). Den generelle Igsning til en sadan kan skrives som["”| g(F) = go(F) + g4(F), hvor

17 Se afsnit 2.5 og 2.6 i ETM

18For mere om Greensfunktioner, se "Appendiks om Greensfunktioner”. For endnu mere om
Greensfunktioner, se MMP afsnit 17.6.

19Ge MMP afnit 18.3.2 og 18.3.3



go(7) er den generelle lgsning til den homogene ligning L;go(7) = 0, og g¢(F) er
en enkelt lgsning til det inhomogene tilfeelde. Ud fra Schrédingerligningenes lighed
med kan man se, at go(7) = ¢(7), sa det vil sige, at den samlede Greensfunk-
tion G(7) svarer til bolgefunktionen samt resultatet af en ”enhedsforstyrrelse”@i
7 = To. Imidlertid er det ikke ngdvendigt at finde den generelle lgsning?T] og vi vil
nu finde en lgsning til i tilfaeldet, hvor graensebetingelserne er givet af en smal,
todimensional ledning magen til den, der er diskuteret ved (6)). Potentialet V(z,y)
regnes konstant og saettes til 0. Resultatet af en sadan enhedsforstyrrelse kan i dette
tilfeelde veere en bolge, der bevaeger sig langs ledningen vaek fra 7 = 7. Det vil sige,
at

Go(r,y) = Y Anexp(iky|z — xo|) sin(nmy/b) (26)

hvor sammenhengen mellem E for den enkelte modus, k og n er givet ved . Ved
indsaettelse af i ses, at denne er opfyldt for alle z # x(. Imidlertid skal den
gaelde i ethvert punkt, sa malet er nu at finde hvilke vaerdier for A, der opfylder (25)
i 7 =7y. Integrerer man fra x = 2o — € til x = 29 + €, hvor € er lille, far man

zo+e zo+e h2
/ §(r —71o)dx = / (E + 2—V2) G(r)dz <
x x m

0—¢€ 0—¢€

zo+e h2k2 h? 82
oy —yo) = / <—+ )G(f)dx(:}

N\am T

k> B2 OG(F) ™"
5(y — yO) ~ m QEG(QT(), y) + % O e
2m a
ﬁé(y — ) = Z An(2ik,) sin(nmy/b) (27)

idet vi undervejs har ladet € gaet mod 0, og indsat udtrykket for Go(7) givet ved
(26)). Multipliceres nu begge sider af med sin(ngmy/b), hvor ng er en fastholdt
vaerdi for n, og integreres fra y = 0 til y = b, fas

b 2m
| sintuamy /03500~y =
0

N

b
/0sin(nmry/b)ZAn(Qik:n)sin(nﬁy/b)dy &

. 2m b, .
sm(noﬂyo/b)ﬁ = An0§<27/kno) (28)
20Engelsk: "unit excitation”. Se ETM afsnit 3.3.
21En generel lgsning til en forsimplet udgave af , kan findes i "Appendiks om kompleks energi
og konturintegration”.
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hvor det undervejs er brugt, at funktionerne sin(nx) er indbyrdes ortogonale. Efter
et variabelskift fra ng — n kan man isolere A,, og fa

—2tm

n = Wnb sin(nmyo/b) (29)

Det resultat kan saettes ind i , og da fas det fulde udtryk for Greensfunktionen@:

—2tm

Go(z,y) = WED

exp(iky, |z — xo|) sin(nmyo/b) sin(nmy/b) (30)

Nu @ndres opstillingen saledes, at der midt pa ledningen indfgres en potential-
barriere, og der gives mulighed for, at ledningen kan have forskellig tykkelse pa hver
side af barrieren. Da geelder @, der relaterer amplituderne af de forskellige modi
i de to ledninger. For nemheds skyld indfgres nu en separat x-koordinat i hver af
de to ledningel{?—]. Det antages, at enhedsforstyrrelsen foregar i 1 = x(. Den del af
Greensfunktionen, der nar igennem til ledning 2, vil veere

Ga(y) = Z Z CarnAp sin(n/7y /) (31)
Indsaetter man amplituderne fra fas

—2im .
GQ(y7 yO) = ; ; Cn’nm SlIl(TL?Tyo/b) Sln(n ﬂ-y/b) (32)

Indseetter man (15)), der udtrykker ¢, og s, ved hinanden, ganger begge sider
med sin(nomyo/b) sin(nymy/b) og integrerer fra yo = 0 til yo = b og fra y = 0 til
y = b, sa far man

b b
// Ga(y, o) sin(nomyo /b) sin(ngmy /b)dydye =
0J0

. —2im b? . kpn, —imb . —imb (33)
MO R2E b 4 Mtomo Ky 202k "0 282\ S, Koy
2Det bor bemaerkes, at der, matematisk set, er en anden lgsning til (23], kaldet G, der bestar
af bolger, som bevaeger sig hen imod 7 = 7. Tilsvarende udregninger vil give G4 = GE” hvor GF
er den Greensfunktion, der er fundet i . A og R star for henholdvis "avanceret” og "retarderet”,
hvilket henviser til belgens gang henholdvis tilbage fra 7 = 7 (retarderet = tilbage), og frem imod
7 = 7o (avanceret = fremme). Den przecise definition af G og G4 findes i "Appendiks om kompleks
energi og konturintegration”, hvori der ogsa ses en anden udledning af
232, og x5 er x-koordinaten i henholdsvis ledning nummer 1 og 2. Arsagen til, at koordinaterne
regnes forskellige, er, at bredden af potentialet ikke er kendt, og at der derfor meget vel kan opsta
en faseforskydning af de udgaende bglger i ledning 2. For at vaere mere preacis er 1 defineret sadan,
at 1 = 01 & = Ty, 0g T2 er defineret sddan, at exp(ik(za — x0)) = 1 for alle k.
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Figur 2: Denne figur viser opstillingen, med forskellige laengder indtegnet.

Efter variabelskift fra y til yo, fra yo til y1, fra ng til n, fra ng til 7’ og fra Ga(y, yo)
til G(y1,y2), kan man isolere s,,, og fa

22712
\/k k. // (y1, y2) sin(nmy; /b) sin(n'7y, /b)dydy, (34)

hvilket er den sakaldte Fisher-Lee-relation.

3.4 Matrixapproksimationen

Den potentialbarriere, der er blevet diskuteret i de forgaende afsnit, svarer i det
aktuelle tilfelde til det stykke graphen, der gnskes malt pa. S& G(y1,vy2) 1 (34)
vil altsa vaere Greensfunktionen for graphenstykket samt de to ledninger. 1 er
Greensfunktionen fundet for en uendelig lang ledning, men hvorledes vil den se ud
for et system, bestaende af et stykke graphen med med en diskret atomar struktur
samt to ledninger? Det er det spgrgsmal, som dette afsnit vil besvare. Den tilgang,
der her vil blive benyttet, er, at lade Greensfunktionen ga fra at vaere en kontinuert
funktion, til at veere diskret og kun defineret i graphengitterets gitterpunkter. I et
gitter med en afstand mellem gitterpunkterne pa a vil deltafunktionen tranformere
som 6(x; — x;) — Ad;;. A kan findes ved at betragte transformationen af integralet
over deltafunktionen.

oo 1
/ 5(:1% — xj)dxi =1—- ZQA(SZ'J =l A=- (35)

—00 - a

sa det vil sige, at
1=
a

Indseettes dette 1 (25)), vil der indgé et a i det endelige udtryk. Dette er ugnsket og
kan undgas, hvis man diskretiserer Greensfunktionen som

Glri1;) — éé (37)



S4 nu kan omskrives til

I = [EI: - ﬁ} G e

G = [Ef—?ﬂ_l (38)
Matrixinverteringen i kan virke sveer at udfgre i praksis, idet matricen H er

uendelig stor, fordi to uendeligt lange ledninger er en del af systemet. Men hvis man
nummererer matrixelementerne pa en hensigtsmeessig made, kan man skrive (38))

om, saledes at de dele af [EI: — ﬁ}, der hgrer til de to ledninger [, og de dele, der
hgrer til prgven p, star adskilt:
G G,]_[EI-H —Hy, o -

G ~H, EI-H,

|:E[—_Hl tﬁlp_ :| |: él QIp:|
“H, EI-H,| |G G,

En sadan 2 x 2-matrixligning kan separeres til fire enkelte ligninger. To af disse er

I
~i

(39)

lenl]]

[Ef - ﬁl} G — HipGy = (40)

~i

[EI: - ﬁp} Gy — HuGip (41)

Isolerer man G:’lp i de to udtryk, seetter dem lig hinanden, for derefter at isolere ép,
far man

- _1-1
G, = [EI —H, — 2} (42)
idet XZJ, kaldet selvenergien, er defineret som

= = = =71-1 =

S =y [EI-H| H, (43)
C:Jp er den eneste komponent af den samlede Greensfunktion, der er interessant,
idet det er den del, der omhandler prgven, som vi gnsker at male pa. Vi forventer
ikke, at strgmmen gennem prgven sendrer sig, hvis man ser bort fra effekter skabt

i ledningerne, sa derfor kan dette udtryk for G, til vores formal bruges i stedet for

13



Greensfunktionen G for hele systemet. Man ser tydeligt ligheden mellem formen pa
0g . Den eneste forskel er introduktionen af selvenergien 3, der kan ses som
et ekstra led i Hamiltonoperatoren, stammende fra den effekt, som de to ledninger
har pa prgven. For i praksis at kunne bruge til at finde Greensfunktionen, er
man ngdt til at finde udtryk for 3 og H,. Udtrykket for 3 kan findes helt generelt,

og fas til*]

2
Si)=—— Y sin(nmyy/b)sin(nmy; /b)exp(ikna) (44)
mab ~

hvor i og j er atomer i prgven, der graenser op til atomerne ¢ og j' i ledningen.
Udtrykket for H, athaenger af graphens krystalstruktur og formen pa graphen-
proven, men her fglger nogle forholdsvis generelle overvejelser. Hamiltonoperatoren
kan skrives H = —%VQ—H/(x). VZ= ;—;#—;—; er en kontinuert differentialoperator,
og malet er nu at omskrive denne til en diskret "differensoperator”. Befinder man sig

midt mellem to punkter i gitteret z; og z;+1, kan 8‘9—1 approksimeres med

OF Fiy— F
= e 4
( 8x) | (45)
Zi40.5

a

hvor F; er den diskretiserede udgave af en generel funktion F'(x). P4 samme vis kan

92 .
£, approksimeres med

(E2
82_F - (%5)#0.5 B (%_i)i—o.f)
ox* ) . -

1
. ~ 3 (Fiy1 + Fioq — 2F) (46)

Altsa vil en diskretiseret endimensional Hamiltonoperator kunne skrives

2h? h? h?
3 Fi — 3 Fi1—
2mpap 2mpa

2m.,a

p P~p

hvor m, er atommassen i prgven, og a, er den interatomare afstand i prgven. Ge-
neraliseres dette til flere dimensioner, kan det enkelte element i matricen H skrives

Vi + -2 hyisi =

2
2mpag

ﬁ(ij) = ﬁ hvis 7 og j er neermeste naboer (48)

0 ellers

hvor z; er antallet af ¢’s naermeste naboer.

24Ge "Appendiks om selvenergi”
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3.5 Implementering

Pa dette sted i opgaven er det i pricippet muligt at udregne stremmen ved brug af
den teori, der er beskrevet i de forgaende afsnit. Formalet med dette afsnit er at
lave et antal omskrivninger, der er med til at ggre det endelige resultat mere praecist
samt udregningerne simplere.

Udledningen af brugte den antagelse, at atomerne i det materiale, der under-
soges, ligger i et kubisk gitter, saledes at a, er en konstant, og at det giver mening at
diskretisere langs de kartesiske akser. Dette passer ikke i tilfaeldet graphen, sa man
kunne gentage hele udledningen fra til for graphens koordinatsystem, men
i praksis bliver det lige sa praecist at benytte malte vaerdier i stedet for de teoretisk
udregnede, sa Hamiltonoperatoren i graphen kan skrives

_ Vi+e hvisi=y
Hijp =4 — hvis ¢ og j er naermeste naboer (49)
0 ellers

Sammenlignes udledningen af og udledningen af bandstrukturen (4) i "Ap-
pendiks om bandstruktur” ses, at ¢ = Ey + a = Ep og v = —f. Men i udledningen
af bandstrukturen blev der ikke taget hgjde for de to ledninger, der er tilsluttet
prgven, og da de er meget stgrre end graphenstykket, vil de traekke Fermienergien
i graphenprgven op til samme niveau som deres egen Fermienergi, sa i praksis er
Er # Ey+ a, og der vil sa glde, at ¢ = Ef.

En anden forsimpling fas ved at konstruere et komprimeret udtryk for transmis-
sionsfunktionen. Indsaettes i (23), fas

Atk ke
T = Z e Z G’(U sin(ny; /b) sin(n’ Wy]/b) ,,)sm(mryl +/b) sin(n'my;: /b)(50)

’ i
nn 7‘727]

idet det er brugt, a G = G og G4 = GT. Defineres stgrrelserne I'; og I'y som

- - 20k, . ‘
Digsy = Z sin(nmy; /b) sin(nmyy /b)

bm
P = 3 28 iy, ) sinr'm 1) 61)
og indsaettes de i , fésEG]
T(E) = Y GETaunGlmlie <
injid’ 5
T(E) = TiGPT,GAT] (52)

25Se fodnoten ved (30). Ogsa efter matrixaproximationen er G4 en lgsning, hvilket kan ses ved
at tage den Hermitesk konjugerede pa begge sider af lighedstegnet i (38)), og bruge at H er en
g g gg g g g g
Hermitesk operator.
26T kaldes energiudbredningen (energy broadening) og har mange anvendelser ud over at indgé
i , se ETM afsnit 3.5 og 3.6
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hvor Ti{X] betegner sporet af matricen X.
Man kan vise, at?’| " er relateret til selvenergien med formlen

r,=i(sf -5 (53)

hvor X% er den del af den 3, der indgar i , som stammer fra ledning nummer v.
¥4 spiller en tilsvarende rolle i et lignende udtryk for I'4 og er givet ved ¥4 = LT,
Udregner man I" med ud fra X, som den er givet i , fas

L, o= iz —%))
—h? : : : :
= i ; sin(nmyy /b) sin(nwy; /b) (exp(ikna) — exp(—iky,a))

2h? . . .
= — d sin(nmy; /b) sin(nwy; /b) sin(k,a) (54)

Laver man approksimationen sin(k,a) =~ k,a bliver til , og det viser si@
at giver det mest praecise resultat.

3.6 Sammenfatning

Malet med hele denne opgave er at finde stgrrelsen pa stremmen gennem graphen-
proven. Pa dette sted i opgaven er al teknikken udviklet, sa lad os opsummere: Forst
findes Greensfunktionen G' med

_ - - —q-1
Gl = [EI —H— E} (samme som ([42)))
ud fra selvenergien S som findes med

_ _p2
S = m_Zb Z sin(nmyy /b) sin(nmy; /b) exp(ik,a)  (samme som (44))

og Hamiltonoperatoren H som findes med

Vi+e hvisi=y

ﬁ(ij) =q —7 hvis 72 og 7 er neermeste naboer
0 ellers (samme som (49)))

Ud fra Greensfunktionen findes da et udtryk for transmissionsfunktionen ved hjelp
af

T(E) = Tr[éngéAfl} (samme som ([52]))

27Se ETM afsnit 3.6

28Dette viser sig ikke kun eksperimentelt. Teoretisk kan denne omskrivning retfaerdigggres ved
overvejelser magen til dem, gjort ved og i "Appendiks om selvenergi”. er faktisk
ensbetydende med sin(k,a) =~ k,a.
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hvor I' findes ved brug af
2h?

i = mab

Zsm nmy;/b) sin(nmwyy /b) sin(k,a)  (samme som (H4]))

til slut findes strommen ud fra transmissionsfunktionen med

I = % (fz(E) — fl(E))T(E)dE (samme som (24)))

0

4 Regneeksempel

Inden det forholdsvis komplicerede graphen gennemgas i detaljer, vil vi gennemga et
simplere eksempel, hvor prgven bestar af et enkelt atom, placeret udfor midten af de
to ledninger, hvis bredder er ens. Har man kun et atom, vil de matricer, der bruges
til udregningen af transmissionskoefficienterne, vaere 1 x 1-matricer, altsa skalarer.
For yderligere simplifikation medtages kun ét led i summerne i og (51)). Disse
simplifikationer ger, at alle udregninger (pa neer integralet i (24]) ) uden problemer
kan udfgres analytisk.
(49) giver nu en veerdi for Hamiltonoperatoren pa

H=V4e (55)

og selvenergien bliver ifglge til

- 2 17t 2 172 912

Y= _ sin? (%) exp(ika) — n sin? ( 7;2) exp(ika) = _ib exp(ika)(56)
ma

Indsaettes disse to i fas

= 1
O " (57)
E—V —e+ 2% exp(ika)

G4 kan nu findes med GA = GR' , og fas til

= 1
GR = 58
E-V—-—c+ % exp(—ika) (58)

I" findes med til

- o 2R 172 21
=Ty = Wk sin? <&> sin(ka) = Ik sin(ka) (59)

bm
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Figur 3: Plot af transmissionsfunktionen med indsatte veerdier a = 1A, b = 1nm,
V=0eVoge=2¢eV.

Nu kan transmissionsfunktionen findes med (52):
T(E) = Tr[C:T'RIZ“QC:?AIE‘J
(ii; sin(lm)) (% Siﬂ(k@))
(E-V—e+ % exp(ika)) (E—V — e+ fni;b exp(—ika))
2
(%) sin? (a\/QE—’?E -V - Z—j)
(E—-V —¢e)+ (2h2)2+2ﬁ(E—V—5)cos <a\/2h—7§E—V— ’g—j)

mab mab

Transmissionsfunktionen ses plottet pa fig. . Indsaetter man veerdier @ = 1 A,
b=1nm, V=0eV,e=2eV, U =0.1V og T = 5°K, og bruges en Fermienergi
midt mellem de kemiske potentialer i ledningerne, kan strommen findes med ,
og fas til?’]

I =281 mA (61)

5 Output

Det gnskede program, der kan simulere stremmen gennem et vilkarligt formet stykke
graphen, kan laves pa basis af den teori, der er resumeret i afsnit 3.6. Kildekoden til
dette program kan ses i "Appendiks med kildekoden”, og en beskrivelse af det med
en form for manual kan findes i "Appendiks om programmet”. Mange af de figurer,
der henvises til i dette afsnit, og flere endnu, findes i "Appendiks med figurer”. En
forste test af programmet er at forsgge at eftergore resultatet i regneeksemplet.
Plottes transmissionsfunktionen, fas en graf, identisk med den udregnet i eksemplet,

29Bruger man den simplere, men mindre preaecise Landauerformel ( i ”Appendiks om Lan-
dauerformlen”), fas en veerdi pa I = 2.83 mA
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Figur 4: a og b viser graphen lagt pa de to mader, som programmet kan regne pa.
a viser en "zig-zag’-placering, mens b viser en "armchair”-placering.
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=
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0,04 /4*"

0,02 :

0 +eoss " Spending [V]
1

0 2 3 4

Figur 5: Plot af stremmen som funktion af spandingen, gennem et rektangulaert
graphenstykke pa 5 - 2.5 nm, som det, tegnet pa fig.

fig. [3l Udregnes strommen, fas I = 2.82 mA, altsa nzesten preaecis det samme som i
regneeksemplet.

For ydereligere at teste programmet folger her beskrivelser af et par yderligere
eksperimenteIF_G]. To parametre varieres, dels spaendingsforskellen U, og dels formen
pa graphenstykket. Konstante holdes temperaturen 7' = 5 °K, det interne potential
V = 0eV, bredden af ledningen b = 3 nm, den interatomare afstand i ledningen
a = 2.5 A, bredden af graphenstykket 2.5 nm, laengden af graphenstykket 5 nm og
Fermienergien i ledningen EF' = 5 eV. Desuden holdes graphenstykket i "zigzag-
position”@.

I forste eksperiment holdes formen pa graphenstykket konstant, mens spaend-
ingsforskellen varieres. Et plot af resultaterne ses i fig. f| Ved forste gjekast virker

30"Eksperiment” er her ment som virtuelt eksperiment, altsd kersler af programmet.
31Ge fig.
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Figur 6: Betydningen af "spids”. ”s” pa figuren star for “spids”.
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Figur 7: Plot af logaritmen til strgmmen, som funktion af "spids”, for U = 1 V. For
"spids” = 0.95 og "spids” = 1, gar der en strgm pa I = 0 A og derfor er log(l) = —c0
og ikke med pa plottet.

sammehangen linezer som forudset af Ohms lov, men ser man naermere efter, anes en
form for trappefunktion, hvor hvert trappetrin svarer til en ny resonans i graphen-
stykket. Iseer de to fgrste trin er synlige.

Et andet forsgg gik pa at holde strgmmen konstant, men variere formen pa
graphenstykket ved at lave en spids, som beskrevet pa fig. [6] Plots af sammenhzn-
gen mellem strgmmen og sterrelsen af denne spids, ses pa fig. [7l Det ses, at strgm-
men som tendens falder med storrelsen af spidsen, men dog med enkelte gevaldige
afvigelser. Kvalitativt kan dette fald forklares med at feerre modi kan propagere gen-
nem graphenstykket, der hvor det bliver smallere, men en mere kvantitativ beregning
af storrelsen af dette fald kan ikke umiddelbart foretages. Plots af form og trans-

missionsfunktion for "spids” = 0.5, ses pa opgavens forside, og plots af form og
transmissionsfunktion for "spids” = 0.0 og "spids” = 0.9 kan ses i "Appendiks med
figurer”.
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6 Konklusion og efterskrift

Formalet med denne opgave var at lave et computerprogram, der kunne simulere
strgmmen gennem et stykke graphen med vilkarlig form. Som det fremgar af foregaende
afsnit, er dette formal blevet opfyldt til fulde.

Man kunne argumentere for, at en optimal opgave ogsa ville indeholde beskriv-
elsei?] af rigtige fysiske eksperimenter, lavet pa graphen. Formélet med dette skulle
selvfglgelig vaere at kontrollere om fremgangsmaden i denne opgave har veeret kor-
rekt, idet en uoverensstemmelse mellem teori og praksis ikke i fgrste omgang ville
falsificere hele teorien, men snarere sztte sporgsmalstegn ved de approksimationer,
der er benyttet under vejs. Men hvor sundt et sadant "realitycheck” end ville veere,
er det over malet med denne opgave. Som det er nu, findes programmet, og det ma
veere op til andre at udfgre eksperimenterne.

Man kan ogsa komme med andre indvendinger. For eksempel er det kun en relativ
lille del af opgaven, der gar med outputanalyse, for med alle de parametre, det er
muligt at variere, er der uanede muligheder for at udfgre virtuelle eksperimenter.
Og det er der ganske rigtigt, men da dette er en teoretisk opgave, har fokus veeret
pa udviklingen af teorien, og ikke pa brug af programmet.

En tredje indvending, som kan fremkomme efter en kgrsel af programmet og en
gennemgang af kildekoden, er, at kildekoden ikke er sa optimeret, som den maske
kunne veere. Dette gor, at store graphenstykker tager uforholdsmaessigt lang tid
at beregne, is@r hvis man vil plotte transmissionsfunktionen og ikke blot udregne
strommen. En mulig optimering kan vaere at bruge algoritmer til matrixinverterin-
gen, der fungerer mere effektivt pa matricer med mange nuller’} Dette ville hjzalpe
meget, idet det meste at den tid, det tager at kgre programmet, gar med matrixin-
vertering. En anden potentiel forbedring af programmeringen, kunne vaere at bruge
en bedre og/eller hurtigere integrationsalgoritme end den primitive "Eulers metode”
der bruges af "strom.h”.

En sidste indvending kan vaere, at programmet ikke er specielt brugervenligt.
For at sndre startparametrene skal man ind at sendre i selve kildekoden (i "kon-
stant.m”), og desuden er det en betingelse for at bruge programmet, at man har
matlab installeret pa sin computer. Det var da ogsa den oprindelige plan at lave et
mere brugervenligt program med mere grafik, men det blev @ndret hen ad vejen, da
de komplikationer, som dette ville medfgre, begyndte at fremga. Skulle man lave et
tilsvarende program til udgivelse, skulle disse detaljer naturligvis vaere i orden, men
til brug for en opgave som denne, ville det veaere at skyde over malet.

32Enten henvisninger til forsgg lavet af andre, eller ligefrem resultater af eksperimenter lavet
specielt til denne opgave

33Er der 100 atomer i graphenstykket, vil der vaere 10000 matrixelementer i [G®]~!, men kun
ca. 600 matrixelemter forskellige fra nul
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A Appendiks med figurer

il S—

Figur 8: Det rektanguleere graphenstykke pa 5 - 2.5 nm, med ledningerne antydet.
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Figur 9: Transmissionsfunktion gennem et rektanguleert graphenstykke pa 5-2.5nm.
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Figur 10: Plot af stremmen, som funktion af "spids”, for U = 1 V. Modsat fig. [7| er
skalaerne pa akserne her lineare.
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Figur 11: Plot af transmissionsfunktion gennem et rektangulaert graphenstykke pa
5-2.5nm, zoomet ind om E = Ep.
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Figur 12: Plot af transmissionsfunktionen gennem et graphenstykke med ’spids” =
0.5, zoomet ind om F = Ep.
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Figur 13: Et graphenstykke med "spids” = 0.9, med ledningerne antydet.
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Figur 14: Plot af transmissionsfunktionen gennem et graphenstykke med ’spids” =
0.9, zoomet ind om F = Ep.

B Appendiks om bandstruktur
Hamiltonoperatoren for et atom i et krystalgitter kan skrives som
H, = Ho + v(F — 7o) (62)

hvor H er Hamiltonoperatoren for et ’enligt’ atom, og v(7 — 7o) er potentialet, stam-
mende fra alle andre atomer i gitteret, altsa v(r—ro) = >, V(r—r;). Vi antagerﬁ,
at bglgefunktionen 1 kan skrives som en linearkombination af bglgefunktionerne for
de enkelte atomer, altsa ¢ = Zj c;vj, hvor v; er bglgefunktionen for denﬁ ledende
elektron i atom nr. j. Atomerne nummereres saledes, at de atomer, for hvilke § = 0
i (1), far en lige veerdi for j, og de atomer, for hvilke § = 1, tildeles en ulige veerdi
for j. Ser man bort fra graenseeffekter, vil det, pa grund at perlodlclteten i gltteret
gaelde, at (7) = ¥(F — R.), hvor R, = né + ma, hvor € og # er defineret i
Det krav kan opfyldes, hvis man veelger ¢; = Cyexp(ik - R;) for lige veerdier af 5 og
c¢; = Cyexp(ik - (R; — X)) for ulige, idet 1 si vil have form som en Fourierraekke, der
netop har denne egenskab. C'y og (5 er to konstanter, der senere vil blive elimineret.

34 Antagelsen kaldes “linearkombination af atomorbitaler”, og kendes ogsa under den engelske
forkortelse LCAQO. For diskussion af LCAQO, se PSC afsnit 5.3.1

351 tilfzeldet graphen er der kun én elekron, der bidrager til strgmmen, jeevnfgr diskussionen ved
. Havde der veeret flere, havde matematikken veeret lidt mere kompliceret.
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Bolgefunktionen bliver nu
wk(f) = Z (CO exp(i/% ' Re)w("7 - Re) + C(1 eXp(Z‘k : Re)¢<77 - Re - X))

— CopolP) + Crn () (63)

hvor ), gar over alle enhedsceller i prgven. Antages her, at de forskellige bglgefunk-
tioner ikke overlappe@ ses, at ¢ (7) er normaliseret, hvis CiCy + C7Cy = 1, hvis
©o(T) og ¢1(7) defineres som

1 o
@o(T) i Z exp(ik - Re)i(r — R.)

1 o
©1(7) I Z exp(ik - Re)Y(r — Re — X) (64)

Skrevet med Dirac-notation, bliver |k = Col0) 4+ C1|1). Indsaettes dette og
i Schriodingerligningen, fas

Elgr) = Hl|vbr) & Elr) = Holtw) + vltn) & (B = Eo)[tr) = vlir) (65)

Hvor Ej er energien af en elektron i et enligt atom. Malet er nu, at finde et udtryk
for E ved at eliminere Cy og C;. Multipliceres med (0], fas

Ol€|Yr) = (Ov]vw) <
E (Co(0]0) + C1(0[1)) = Cp(0]v|0) + C1{0]v|1) <
Co (£(0]0) — (0[v]0) ) = C1 ({0]v[1) — £(0[1)) &
(Ov[1) — £(0[1)
£(0[0) — (0[v|0)

Co = (4

hvor £ = (£ — Ey). Gores tilsvarende med (1] fas

(1o]1) — E(1]1)
E(110) — (1]v[0)

CO - Cl (67)

Seettes disse to lig hinanden, fas

(Ool1) = €Q0[1) _ (tv[1) = ECAJL)

£(0[0) = (0fv]0)  £(1]0) = (1]v]0)
E{0[v[1)(1]0) = (0lv[1)(L[v|0) — E*(0[1)(1|0) + £(0[1)(1|v|0) =
E(1[v[1)(0]0) — (L|v[1){0fv|0) — E*(1[1){0]0) + E(L[1){0v|0) <«

0 = £({0[v[1){1]0) + (O[1)(1[v]0) — (L|v[1){0]0) — (1[1)(O]v[0))+

€7 ((11){0]0) = (0[1)(1]0}) + ({L|v]1)(0[v]0) — {Ofv[1)(1[v]0)) (68)

36Senere antages ngjagtigt det modsatte for de atomer, der er nsermeste naboer.
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Inden der regnes videre pa (68)), vil vi finde udtryk for de konstanter, der indgéar
i den. Antages igen, at orbitaler fra atomer, der ikke er ens, ikke overlapper, giver
(0]1) = (1]0) = 0. Da (3)) er normaliseret, giver (0|0) = (1|1) = 1. Defineres

o= / O (Fyo (F) (F)dr (69)

ses, at (0|v|0) = (1]v|1) = «, idet der ses bort fra graenseeffekter. Defineres

5= / B (PP + )dF (70)

findes nu et udtryk for (0jv|1) og (1|v|0), idet det antages, at overlappet mellem to
atomer, der er naermeste naboer, ikke helt er nul, men blot lille.

Ofl) = / 4 (F)o(F)p ()7
= %Z /exp(—i/;:Re)z/)*(f — Ro)v(7) (exp(il;:}?e)g/z(f — R, —¥)

+exp(ik(Re — ))¢(F — Re + & — X) + exp(ik(Re — 7))1(

= (14 exp(—ik§) + exp(—iki)) /w*(f)v(F)w(F — x)dr
= p (1 + exp(—iké) + exp(—z’];;ﬁ)) (71)
Ved andet lighedstegn er indsat. Ved tredje lighedstegn er brugt periodiciteten
af gitteret samt det faktum, at ikke er afhaengig af retningen i xy-planet (altsé
af ¢), og at integralet over to nermeste naboer derfor vil veere uathzengigt af disses

gensidige placering.
En tilsvarende udregning giver

=3I
|
=
_.I_
>
|
I

(1]v]0) = B (1 + exp(ik§) + exp(iki)) (72)
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Figur 15: Diverse plot af bandstrukturen, som fundet i (73)). De to vektorer £* og
7" er de reciprokke gittervektorer til graphengitteret. Reciprokke gittervektorer er
enhedsvektorer for det reciprokke rum, ogsa kaldet k-rummet. Disse emner vil ikke
blive bergrt yderligere i denne opgave. Se PSC afsnit 2.4
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Indszettes alt dette i (68), fas

E2 —20& + (oz2 — 3 (1 +e 4 e_i';ﬁ> (1 + e 4 eil}ﬁ>> =0

E = % (2a + \/(2(1)2 —4-1- (a2 — 32 (1 + e—ikE 1 e‘i’%ﬁ) (1 + eik€ 4 6““7)))

= ax ﬁ\/(l + e—ikE 4 e—il?n’z) (1 + eik€ 6iEﬁ)

= axF,|3+2cos (;akm + ?a@) + 2 cos (\/gaky> + 2 cos <;akx — ?al@)

\

E = Ey+axp,|1+4cos (gak:C) cos <§aky> + 4 cos? (?ak@) (73)

= axf3,|3+4cos (gakx) coS (?ak@) + 2 cos (ﬁak@) &

Bandstrukturen kan ses plottet pa fig. [I5]

C Appendiks om Landauerformlen

Dette appendiks bygger videre pa diskussionen om i afsnittet om Landauer-
Biittiker-formalismen.
2 o
1= (f(B) = A(B) T(E)AE (samme som (1))
0

Det defineres nu, at us > pp. Det svarer ifglge (16) til, at spaendingsforskellen U
mellem lederne er positivlgj. Ved lave temperature@ reducerer Fermifunktionen ((17)
til

1 hvisE<p
F(B) = { 0 hvis £ > p (74)
og indsaettes dette i fas
2 H2 2 2¢?
I= f (- T(E))dE = f(m — o) TM = %TMU (75)

)

Ved andet lighedstegn er antaget, at transmissionsfunktionen 7 (E) = TM. T det
ligger to antagelser, nemlig at 7 er konstant i intervallet mellem g og po, og desuden

37Grunden til, at man kan definere, er, at man selv mé om, hvordan man nummererer ledningerne.
38 Lave temperaturer er en ngdvendig antagelse for , men faktisk ikke for slutresultatet i
. For diskussion, se ETM afsnit 2.5
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at T,,, er uathaengig af modusnummeret@ Ved det tredje lighedstegn i er brugt

. Man kan nu regne modstanden ud med formlen R~! = g—{], og sa far man:

R'=2-TM (76)

den sakaldte Landauerformel. Ud fra 0g ses den lineaere sammenhaeng, der
er givet ved Ohms lov

U=RI (77)

Desuden kan det VisedI_U] at , under yderligere approksimationer, reducerer til det
velkendte udtryk for modstanden i en todimensional leder,

L
R=—" 78
W (78)

hvor L er lengden i strommens retning, W er stgrrelsen af tvaersnittet, og o er
konduktiviteten, der er en materialekonstant.

D Appendiks om Greensfunktioner

Greensfunktioner kan bruges til at lgse differentialligninger af formen

Lu(z) = f(x) (79)

hvor £ er en lineaer operator, der opererer pa variablen z, og u(x) og f(x) er funk-
tioner. For en Greensfunktion G(z, s) til operatoren L geelder, at

LG(x,s) =0(x — s) (80)
Med det in mente studerer vi nu integralet
/EG(x,s)f(s)ds = /(5(:6 —s)f(s)ds = f(x) (81)

hvor er brugt ved forste lighedstegn. Sammenligner man og far man
Lu(z) = /EG(Q:, s)f(s)ds <
u(z) = /G(m, s)f(s)ds (82)

hvor der er brugt, at £ kun opererer pa x og derfor kan szettes uden for integraltegnet.
Hvordan man generelt finder et udtryk for G(z,s) er en laengere histord'] men fra
ses dog, at G er athaengig af graensebetingelser, idet biimplikationspilen i (82])
kun gealder op til en konstant.

39For en diskussion af disse antagelser, se ETM afsnit 2.5
10GSe ETM afsnit 2.2 og 1.7
41Se MMP afsnit 17.6
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E Appendiks om selvenergi

Malet med dette appendiks er at udlede udtrykket for selvenergien

) = Zsm nmyy /b) sin(nwy; /b) exp(ik,a) (83)

hvor a her er afstanden mellem atomerne i ledningen. Inden diskussionen nar til
selvenergi, vil vi forst udlede et generelt udtryk for sammenhaengen mellem Greens-
funktionen og bglgefunktionen. Pa grund af ortogonaliteten af meengden af mulige
bglgefunktioner i et givet potential gaelder, at enhver funktion kan skrives som en
linearkombination af bglgefunktioner. Dette gaelder ogsa for Greensfunktionen, altsa

= Z Cro.ata(T) (84)

hvor a gar over alle tilstande, altsa bade k-er og n-er i (7). Indseettes i ([29),
kan man isolere Cf, , og fa
6(r—7o) = (E—H)G(F, 7o)

= (E—=H))_ Cryatha(F)
= Z(E_E ) Croa¥a(T) <

/OO 2 (T)O(F — To)dr = / (| — E,) Crp oo (T)dT <
7?:/(770) - E E )Cro o ~
_ wa(ro)
CF(),OC — E_—El (85)

Indsettes dette 1 (84)), fis det gnskede udtyk for sammenhsengen mellem Greens-
funktionen og bglgefunktionerne

_ Ya ()1 (7o)
= = 86
=X (56)
Nu er vi klar til at diskutere selvenergien. Selvenergien er ifglge (43 defineret som

= - = - 1-1 =
S = A, [EI—HZ} Hyy <

= = = 1-1 =
i) = > M) HEI - Hl} Lb )Hlmcj) (87)
be C

M
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Hamiltonoperatoren kan ifglge @ skrives

Vi + 2 hvisi = j

2ma?

7':((@') = % hvis 7 og j er naermeste naboer (88)

0 ellers

hvor z; er antallet af i-s narmeste naboer. H, og ﬂlp er Hamiltonoperatoren for
overgangene mellem henholdsvis leder og prgve og prgve og leder, sa derfor kan
det ikke lade sig gore, at ¢ = j i dem, da ¢ i le(ij) er et atom i proven og j et
atom i lederen, og omvendt for H,. i og j vil kun veere naermeste naboer til de
atomer i lederen, der netop er inde at rgre ved proven. Det vil sige, at det kun er
i disse punkter, at de to koblingshamiltonoperatorer vil have en veerdi forskellig fra
0. Indseetter man det i (87)), kan den omskrives til

S = (2222)2 HEi ~ 7| _1} (89)

(@3")

hvor der galder, at i’ er nzrmeste nabo til ¢ og tilsvarende med j. For at (89)
skal veere sand, skal geelde, at i og j' er punkter i prgven, der grzenser op til led-
= _q-1

erne. Udtrykket [E[ — Hl] kan (jeevnfer 1} og tilhgrende diskussion) ses som
en Greensfuntion for en enkelt leder, der ikke er forbundet til en prove. Ifglge (86))
kan en sadan Greensfunktion bestemmes, hvis man kender bglgefunktionerne, sa de
skal findes. I en sadan “halvuendelig” ledning er bglgefunktionen givet ved en afart
af med den forskel, at exp(ikx) — sin(kz) pa grund af den ekstra betingelse,
at 1 (x = 0) = 0. Resultatet bliver

Y (T) = sin(kx) sin(nmy/b) (90)

2
VvV Lb
hvilket er v, ,,(7) = Asin(kz) sin(nmy/b) normaliseret over bredden og en normalis-
eringsleengde L. Den tilsvarende energi fas til

2 2,,2
B, =2 (/{2+7T - ) (91)

2m b2

42Grunden til, at vi kan bruge i stedet for et udtryk af form som (49), er, at taetheden af
de frie elektroner i enhver leder vil veere sa hgj, at formen pa gitteret bliver uden betydning.
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og kan nu seaettes ind i for at finde et udtryk for Greensfunktionen.

ey = U

4 sin(kx) sin(kzy) sin(nwy/b) sin(nmwyg/b)
b2

B £ (w5

2m

_ 420 OOZ sin? (k) sm(zmry/bz 81n(n7ry0/12)) de
Lb2m Jo < (k2 Wn)_h<2 ﬂn)

2m
4 2m sin?(kx

= —=F ;sin(nﬂy/b) sin(nmyo/b) /0 K2 = IiQ) dr (92)

Ved tredje lighedstegn er indsat ([7]) for F, for ) _og det faktum, at z = x, idet
vi kun betragter graensen mellem ledningerne og prgven. Ved hjzlp af nogle tricks
beskrevet i "Appendiks om kompleks energi og konturintegration” kan integralet i
(92) udregnes, og lgsningen bliver

G(7, 7o) =4 Z sin(nmy /b) sin(nmyo /b) —— Sln(kn|$|) exp(ik,|z|) (93)

h2k,b

beskriver Greensfunktionen for en partikel i en halvuendelig leder som en
kontinuert funktion. Men er en matrixligning, sa for at opna skal
skrives om til matrixform. For at kunne det skal vi saette |z| = a, da kun gaclder
for atomer lige op ad lederen, som slutter i x = 0. Desuden skal vi omskrive k,, til
det tilsvarende diskrete udtryk. For at kunne det, vil vi bruge Schrédingerligningen
sammen med den omskrivning af Hamiltonoperatoren, der er givet ved .

By; = Hiy &
Ey(ja) = Vi(ja)

+ 2:;2 (20(ja) = ¥((G + D) = ¥(( — 1))

2

E = V4 T (2 — exp(ika) — exp(—ika)) <
h2
E = V+ P (1 — cos(ka)) (94)

idet ¥(ja) = Aexp(ikja) er indsat ved tredje lighedstegn. Differentierer man, og
lader man bagefter a — 0, fas

oE R 0 R h%k
B a? Ok (1 — cos(ka)) = P sin(ka) ~ g (95)

Indsattes ;2 — W(ka) i sammen med fornaevnte x| = a og diskretiseres med
to gange, en for hver dimension af prgven, fas

- —2ma?®
Gy = # Z 2sin(nmy; /b) sin(nmy; /b) exp(ik,a) (96)
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Indsaettes i fas
h2

S =~ —

Z sin(nmy; /b) sin(nwy,: /b) exp(ik,a) (97)

hvilket er (83), det gnskede resultat.

F Appendiks om kompleks energi og konturintegra-
tion

Pa det sted i opgaven, hvor blev fundet som lgsning til (25), blev der brugt
et fysisk argument, nemlig det, at lgsningen matte besta af bglger, der bevaeger
sig vaek fra 7 = 7. Vi vil her istedet prgve at lgse matematisk ved hjalp af
Fouriertransformation. I stedet vil der dog blive lavet en anden approksimation, idet
der vil blive set bort fra y-retningen og fra potentialet V(x). Forst vil vi imidlertid
finde den fouriertransformerede af den dobbelt afledte af en vilkarlig funktion f(z).

/_ " expl(—in) [ (x)dx

[e.o]

= exp(—ikz)f'(x)|"_ — ik /_00 exp(—ikx) f'(z)dz
= exp(—i/ix)f’(x)’iooo —iK exp(—z’fm)f(w)’iooo — K2 /_OO exp(—ikz) f(x)dz
= —x? /_OO exp(—ikz) f(z)dz (98)

idet det ved sidste lighedstegn er antagelﬁ7 at f(x) samt alle dens afledte gar mod
nul, nar r — +o0.
En Fouriertransformation af giver nu

(o'¢) 2 e’}
/ exp(—ikx) (E + ;—mVQ) G(x,z)dx = / exp(—ikx)d(r — z9)dr <

o0

h?
exp(—inx)%VQG(x, xo)dxr = exp(—ikzy) <

/_ " expl(—ikz) EG(x, zo)dz + /

o0 —00

o] 2,.2 [e’e)
E/ exp(—ikz)G(x, xo)da — ZR / exp(—ikz)G(x, x)dr = exp(—ikzy) <
_ m J_

[e.9] o0

N exp(—ikxg)  2mexp(—ikzo)

G(Fd,xo): (E_w) T OR2 (kQ_RQ)

2m

(99)

43Genere, ved ((107), bliver denne antagelse retfaerdiggjort for det konkrete eksempel med Greens-
funktionen.
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idet G(k, z¢) er den Fouriertransformerede af G (x, z0) og k* = 2B, hvilket er, hvad
(7) vil give, hvis man ser bort fra den transverse del. Vi vil nu Fouriertransformere
tilbage for at finde et udtryk for G(z, x).

G(z,x9) = %/ exp(ikz)G(k, To)dk

om % exp(ik(z — x0))
- = s (100)

—0o0

Pa grund af singulariteten i £ = £k har (100)) ikke en lgsning. Imidlertid indfgres
her et trick, nemlig at lade k& have en lille kompleks del, altsa k& — k + i€, hvor € gar
mod nul. Det vil sige at

m exp(ik(z — xg))
G( d 101
(, 20) / (k +i€)? — K?) " (101)

G(z,zo) vil antage forskellige veerdier alt efter fortegnet pa e. Integralet lgses ved
hjaelp af konturintegration[’] Essensen af konturintegration ligger i residueformlen

fcf(z)dz = 2mi Z R; (102)

Hvor R; er f(z)’s residuef™| indenfor konturen C. Et integral fra —oo til co kan
omskrives til et konturintegral ved at lukke kurven med en halvcirkelbue i enten den
positive eller negative del af den komplekse plan, hvorefter man lader »r — co. Det
ses af (10I), at funktionen har singulariteter i k = £(k + i€). Residuerne i disse
punkter findes til

— exp(ik(z—x0)) i B .
(i -y | TR i kb
R (e = m))) -
((k + ZE) — K ) eXp(-ik(l’—:Eo)) 1 o — _k B Ze
2(k+ie) exp(_(iﬂ—fﬂo)e) —

Det ses, at der ligger et enkelt residuum i hvert halvplan, sa man kan se bort fra
summen i (102)

Konturintegration kan kun benyttes, hvis den integrerede funktion gar imod 0
hurtigere end 1, da integralet over cirkelbuen ellers vil blive uendeligt. Hvis (z—z¢) >
0, skal cirkelbuen ga gennem det positive komplekse plan, og ellers skal den ga

41Se MMP afsnit 20.14 til 20.18
45Et residuum for en funktion er det led led i Laurentraekken, der har orden —1. Residuer er kun
forkellige fra nul i singulariteter. Se MMP afsnit 20.13
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gennem det negative. For (x — o) > 0 geelder at
m exp(ik(z — xg))
G = d
(, o) / (k +1i€)? — k?) "

h2 ( ]{ exp(m(a: —20) 4. /” . exp(ir(cos f + isin f)(z — o))

((k+i€)? — K?) ((k +i€)2 — r2(cos 6 + isin6)?)

9

= h2 (2miR — 0)
2im
= SR (104)
og for (x — xy) < 0 geelder, at
oom exp(ik(z — xg))
Gla,z) = / (k + i€)? — Kk?) dr
_ B j{ exp(ir(z — xo))dﬁ N /27T . exp(ir(cosf +isinf)(z — o)) 40
7rh2 ~ ((k+ie)? — K?) «  ((k+i€)? —r?(cosf +isinh)?)
- ”;2 (—2miR — 0)
—2im
= =R (105)

hvor man ved andet lighedstegn har substitueret k = r(cos(f) + isin(f)) og ved
tredje lighedstegn har ladet r — oo.

Men hvilke af de to residuer skal indsaettes hvor? Hvis € > 0 og (x —x¢) > 0, eller
hvis € < 0 og (x —z9) < 0, er det residuet i k = k+ i€, og hvis € < 0 og (z —x¢) > 0,
eller hvis € > 0 og (x - :z:o) < 0, er det det i kK = —k — ie. Disse residuer kan nu

saettes ind i og ([105)), og s fas

im —exp(ik(z—z .
= (kﬂe)pe(xpg(z 53; ; hvis (x —x9) >0 0og €>0

im —exp(—ik(x—z .
ﬁ(k+ie)r:e(xp(f((xfg(c)3§e) hvis (z —x9) <0 og € >0

G(x,m0) = (106)

im xp(—ik(z—1x0)) .
B oS entayg hvis (=) >0 og € <0

im __exp(ik(z—mo))
\ 72 (k+ie) exp((x—z0)€)

hvilket kan forkortes til

hvis (x —x0) <0 og € <0

im — exp(ik|lz—x0)) 1
G( ) h2 (k-+ie) exp(|z—zol€) hvis >0 (107)
x,To) =
im _exp(—ikle—mo) s o

K2 (k+ie) exp(—|z—zol€)

Det ses, at kun den gverste af disse to funktioner opfylder kravet i om, at
G(x) — 0 for z — £00, men det er imidlertid ogsa kun den, der bruges, hvilket vil
blive klart straks.
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Lader man ¢ — 0 bliver Greensfunktionen til

— 2 exp(ik(z — xp)) hvis e=07
G(x,x) = (108)
2 exp(—ik(z — x9)) hvis e=0"

Den Greensfunktion, der blev fundet i (30]), svarer, hvis man, som her, ser bort fra
den transverse del 2 sin(nmyo/b)sin(nmy/b), til den Greensfunktion, der hgrer til
e = 0", Det vil sige, at

Gt (e >0) og G4 (e <0) (109)

jeevnfgr den notation@ der blev naevnt i fodnoten til . At kun den retarderede
Greensfunktion opfylder graensebetingelserne afspejler netop, at det er den af de to
Greensfunktioner, der afspejler den fysiske virkelighed.

Det vil altsa sige, at den funktion, der gennem det meste af opgaven er kaldt
G(7), men som er den retarderede Greensfunktion, i virkeligheden har en “skjult”
positiv, men uendeligt lille imaginaerdel i k. Ikke ofte er der brug for denne, derfor
er den ikke nsevnt i selve opgaven, men i integralet i ligning i "Appendiks om
selvenergi”, har man brug for denne imaginardel igen. Indfgrer man k — k+1e lyder

dette integral
[e§) 12
/ sin (k) A
o (k+ie)? — kK2

1 2cos(2kx) —2 -
-2 /_ —4 - ((k +1e)? — /<;2)d (110)

1 © exp(2ikT) /°° 1
- - _ODWERE) g S g
4(/_Oo(k+ie)2—/<a2 i — 2"

Begge disse integraler kan nu lgses med konturintegration ligesom (101). Residuerne
kan findes til

— exp(2ikx) : _ ;

B ( eXp(QZ'/‘ifﬂ) ) 2(k+ie) exp(2ze) L k=Fk+ie (111)

(k+ie)2 —k2) exp(—2ika) k= —k—i

2(k+ie) exp(—2xe) 1 k= L€
—1 ] N
. s 1 K=k +ie
R ( exp(2ikx) ) _ 2ktic) (112)
)2 _ 2
(k+1€)? —k 1 i k= —k — e

2(k+ie)

Integralet i (111)) kan nu udregnes ved brug af residueformlen (102)). Hvis z er positiv,
skal halvcirkelbuen ga gennem den positive halvplan, og ellers gennem den negative.

46 Faktisk er det dette, der er definitionerne af den retarderede og avancerede Greensfunktion.
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Bruges nu residueformlen (102)), og lader man ¢ — 0, kan integralet for hvert tilfeelde,
udregnes til

00 202 — ) —
/ : sin”(kx) Qe — 1 (27”, exp(2ikz) 2m_1>
0

k+i€)? — K2 4 2k 2k
) ,
= (exp(2ikz) — 1)
= ;—Z exp(ikz) sin(kz) (113)
hvis z > 0, og til
> sin®(kx) 1 exp(—2ikx) 1
B G P (0, e e o e O
/0 CERPEEra 4( A 7”2/<;>
i .
= (exp(—2ikz) — 1)
= ;—2 exp(—ikz) sin(—kx) (114)

hvis z < 0. Disse to kan sammenkobles i det generelle udtryk

> sin?(kx) - . '

/0 (k +ic)? — ,{2d"3 = ﬁexp(zk\xb sin(k|z|) (115)
Indseettes dette i (92), fas netop (93)), preecis som postuleret i "Appendiks om sel-
venergi’.

G Appendiks om programmet

Koden til det program, der kan udregne den elektriske strgmstyrke, findes i "Ap-
pendiks med kildekoden”. Her vil der blive givet en overfladisk beskrivelse af det,
der skal fungere som manual, og ogsa kunne give laeseren en forstaelse af dets op-
bygning.

Programmet er lavet i matematikprogrammet matlab, og det kan ikke kgre, u-
den at matlab er installeret. Programmet startes ved at aktivere den fil, der hedder
“strom.m”, hvilket kan ggres ved at laegge alle programfilerne i undermappen "work”
i matlabs mappe og skrive "strom” i matlabs prompt. Programmet bestar af et antal
sakaldte M-filer. M-filer er filer, der indeholder matlabkode, og de findes i to for-
mer: kodefiler og funktionsfiler’’} Kodefiler indeholder matlabkode, der vil blive kgrt
nar M-filens navn skrives i prompten, mens funktionsfiler indeholder erklaeringer af
funktioner. Dette program bestar af en kodefil og et antal funktionsfiler. Kodefilen
hedder konstant.m, og i den er erkleeret alle konstanter og parametre til brug i pro-
grammet. Konstanterne, sasom h og kg ber der ikke s&endres pa, mens parametrene

47Script M-files og function M-files
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U, T,b, a, Bmax, Lang, EF, ryk, mmaz, grattal og ligger kan varieres efter behov.
U og T er henholdsvis den eksterne speending og temperaturen. b og a er bredden
af ledningen og den interatomare afstand i ledningen. Bmax og Lang er den mak-
simale bredde af prgven, og leengden af prgven. E'F' er Fermienergien i ledningen og
ryk er positioneringen af j; og o i forhold til Er, saledes at us = Erp +¢-ryk - U.
mmax er det maksimale antal modi, der regnes med i summerne i og (51); man
kan saette den sa hgjt man lyster, men storrelsen har stor indflydelse pa den tid, det
tager at eksekvere programmet. grattal er det antal punkter der tages med i integra-
tionen; har man flere punkter far man en pracisere integration, men tiden det tager
at eksekvere programmet er proportional med grattal. ligger er en para-meter, der
skal saettes til 1, hvis greensen mellem graphenstykket og ledningerne er "zig-zag”, og
til 2 hvis den er "armchairf®} Desuden kan man zndre i funktionsfilerne "Gmin.m”,
"Gmax.m” og "V.m”. De definerer henholdsvis den nedre og den gvre greense for
prgven samt det interne potential i proven. De fleste af de gvrige M-filer udfgrer
de store og sma udregninger, der skal til for at finde strommen. Tkke alle disse M-
filer vil blive beskrevet her, men de vigtigste vil blive gennemgaet i korte traek. De
to filer "konverter.m” og "konverterb.m” omregner graphenens struktur til et endi-
mensionalt array, som skal bruges til udregning af matricerne i . “konverter.m”
bruges, hvis graphenen har zig-zag-placering, og “konverterb.m” bruges, hvis den
har armchair-placering™] Al matrixregningen udfgres af filen "regne.m”, der pa basis
af ovennaevnte endimensionale array, udregner transmissionsfunktionen. Funktionen
“indmad.m” ganger fermifunktionerne fra pa, og endelig udfgrer "strom.m” in-
tegralet ved hjaelp af "Eulers metode” for til slut at udregne strgmmen.

Til slut skal naevnes nogle hjelpefunktioner, som ikke direkte indgar i program-
met, men som er nyttige. Det drejer sig om funktionerne "kontrol.m”, "tegn.m” og
“trans.m”. "kontrol.m” kontrollerer, om "Gmin.m”, "Gmax.m”, "V.m” samt parametre
i "konstant.m” er defineret korrekt. "tegn.m” tegner det graphenstykke, der arbejdes
pa, og "trans.m” giver transmissionsfunktionen i en form, der kan plottes med mat-
labs plotfunktion.

H Appendiks med kildekoden

fermi.m

function ud = fermi(E,mu)
konstant;

z = 1/(1 + exp((E-mu)/(kB*T)));

48De to placeringer ses pa figur

49Gadan set kan de fleste dele af programmet ogsa bruges til at regne pa andre materialer end
graphen med kun smé @ndringer. Undtagelsen er netop "konverter.m” og “konverterb.m”, der im-
plementerer graphens struktur.
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FRA.m

function r = FRA(X, Y, Z)
% Denne funktion kan omregne fra graphens koordinatsystem
% til kartetiske koordinater ved zig-zag-struktur

konstant; % Inkluderer konstanterne

r(1,1) = ap*((3/2)*X + (1/2)*Z);
r(1,2) = ap*x((sqrt(3)/2)*X + sqrt(3)*Y + (sqrt(3)/2)*Z);
FRAb.m

function r = FRAb(X, Y, Z)
% Denne funktion kan omregne fra graphens koordinatsystem
til kartetiske koordinater ved armchair-struktur

konstant; % Inkluderer konstanterne

r(1,1)
r(1,2)

ap* (sqrt(3)*X + (sqrt(3)/2)*Y + (sqrt(3)/2)*Z );
apx( (3/2)*Y + (1/2)%Z );

Gmax.m

function ud = Gmax(X)
% Dette er den funktion, der markerer den gvre grznse for prgven.

konstant; % Inkluderer konstanterne
x = X/Lang; % skalerer x-aksen
if x<0.5
y = 1 - spids*2*x;
else
y = spids*2xx + 1 - 2xspids;
end

% Dette er funktionen. Den skal defineres siledes at
% den holder sig mellem x=0 og x=1 og y=-1 og y=1.

% Det er den gvre grznse, sd den bgr nok have

% positive vardier i hele intervallet.
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Y = 0.5 *x Bmax * y; 7% Skalerer y-aksen

Gmin.m

function Y = Gmin(X)
% Dette er den funktion, der markerer den nedre grznse for prgven.

konstant; % Inkluderer konstanterne
x = X/Lang; % skalerer x-aksen
if x<0.5
y = spids*2*x - 1;
else

y = -spids*2*x - 1 + 2x*spids;
end
% Dette er funktionen. Den skal defineres siledes at
% den holder sig mellem x=0 og x=1 og y=-1 og y=1.
% Det er den nedre graznse, sd den bgr nok have
% negative verdier i hele intervallet.

Y = 0.5 *x Bmax * y; % Skalerer y-aksen
indmad.m
function ud = indmad(E)
konstant;
z = size(E);
for n = 1:2(1)
for m = 1:z(2)
tra(n,m) = (fermi(E(n,m),muto)-fermi(E(n,m) ,muet))*regne(E(n,m));
end

end

ud = tra;
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ken.m

function ud = ken(E,n)
konstant;

k = sqrt( (2*mexE)/(hbar~2) - (n~2 * pi~2)/(b"2) );

konstant.m

%I denne fil er listet alle konstanter til brug i opgaven, bade
Jsnaturkonstanter og parametre. Alle vardier er i SI-enheder.

WFgrst kommer parametrene som man frit kan varriere:

U=1; % Pdlagt spanding. M& gerne vare negativ
T =5; % Temperatur i *Kelvin
b = 3%10~(-9); % Bredden af ledningen
a = 2.5%10°(-10); % Den interatomare afstand i ledningen
Bmax = 2.5%10°(-9); ’ Maximal bredde af prgven
Lang = 5%10°(-9); % Lzngde af prgven

EF = 5%x1.6%10°(-19); % Fermienergien i ledningen, ogs& epsilon

ryk = 0.5; % Muet = EF - ex(l-ryk)*U

mmax = 50; % Antal af modi der maximalt medregnes

grattal = 100; % Antallet af punkter i integrationen.

ligger = 1; % Skal vare 1 hvis graphenstykket ligger zigzag,

% og 2 hvis det ligger armchair.
spids = 0.2;
% spids er lzngden af spidsen ind i graphenstykket (en bonusvariabel)

% Desuden kan man frit variere udtrykkene for Gmin, Gmax og V der
% er defineret som funktioner andetsteds.

% S& fglger naturkonstanterne der ikke bgr pilles ved:

h
hbar

6.62606%10~(-34) ; % Plancks konstant
1.05457%10°(-34); % h-streg
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me = 9.10939*%10~(-31); % Elektronens masse
e = 1.60218%10~(-19); 7% Elementarladningen

kB = 1.38066%10~(-23) ; % Boltzmanns konstant
ap = 1.415%10°(-10); % Den interatomare afstand i graphen
Kgam = 3*1.6%x10~(-19); % Verdien af ’gamma’

%til slut fglger de afledte konstanter. Udtrykkene for dem bgr der heller
%ikke ®ndres pa.

muet = EF - (1-ryk)x*exU; % Pot_e ved den fgrste leder

muto = EF + rykxexU; % Pot_e ved den anden leder

Emax = muto + 10%kBxT; % Den energi, hvorover ff ca. = nul.
Emin = muet - 10*kBxT; % Den energi, hvorunder ff ca. = en.
kontrol.m

function z = kontrol(nada)
% Denne funktion kontrollerer Gmin og Gmax

konstant; % Inkluderer konstanterne

rekke = 0:0.001xLang:Lang;

for n=1:1001 % Kontrol af Gmin og Gmax
gamma = rekke(n);
alfa = Gmin(gamma) ;

beta = Gmax(gamma) ;
if alfa > beta

z = -1;
’Nej nej, Gmin skal vere mindre end Gmax i alle punkter’
return

end

if alfa < -0.5*Bmax
z = -1;
’Nej nej, Gmin skal vare stgrre end -1 i alle punkter’
return

end

if beta > 0.5%Bmax
z = -1;
’Nej nej, Gmax skal vare mindre end 1 i alle punkter’
return
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end
end

rak = 0:0.1xLang:Lang;
80j = -0.5%Bmax:0.1*Bmax:0.5*Bmax;
for n=1:11 % Kontrol af Vv
for m=1:11
pot = V(rak(n),soj(m));
if pot - Re(pot) "= 0
’Nej nej, V skal vere reel i hele intervallet’
return
end
end
end

if ligger "= 0
if ligger "= 1
’Nej nej, ligger skal vare enten 0 eller 1°

end
end
if ryk < O

’Nej nej, ryk skal ligge mellem O og 1°
end
if ryk > 1

’Nej nej, ryk skal ligge mellem O og 1’
end

konverter.m

function z = konverter(nada)
% Denne funktion udvzlger de punkter pd graphengitteret der ligger pa
% prgven, ndr den ligger som zig-zag

konstant; % Inkluderer konstanterne
0V = TIL(0,0.5%Bmax) ;

NH = TIL(Lang,-0.5*Bmax) ;

Xmin = -2;

Xmax = round(NH(1)+2.5);
Ymin = round(NH(2)-2.5);
Ymax = round(0V(2)+2.5);
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rykX = -Xmin + 1;
rykY = -Ymin + 1;

NYXmax
NYYmax

¥max + rykX;
Ymax + rykY;

for n = 1:NYXmax % Finder de punkter, der ligger pd prgven.
for m = 1:NYYmax

herl = FRA((n-rykX), (m-rykY),0);

if her1(l) < 0
git(n,m,1)=0;

elseif her1(1) > Lang
git(n,m,1)=0;

elseif her1(2) < Gmin(Cher1(1))
git(n,m,1)=0;

elseif her1(2) > Gmax(her1(1))
git(n,m,1)=0;

else
git(n,m,1)=1;

end

her2 = FRA((n-rykX), (m-rykY),1);

if her2(1) < 0
git(n,m,2)=0;

elseif her2(1) > Lang
git(n,m,2)=0;

elseif her2(2) < Gmin(her2(1))
git(n,m,2)=0;

elseif her2(2) > Gmax(her2(1))
git(n,m,2)=0;

else
git(n,m,2)=1;

end

end
end

J =0;
for n = 1:NYXmax % Omskriver til graphenkoordinater
for m = 1:NYYmax
if git(n,m,1) ==
J = J+1;
rit = FRA((n-rykX), (m-rykY),0);
outp(J,1) = rit(1);
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outp(J,2) = rit(2);

outp(J,3) = git(n,m,2) + git((n-1),m,2) + git(n,(m-1),2);
end
if git(n,m,2) ==
J = J+1;
rit = FRA((n-rykX), (m-rykY),1);
outp(J,1) = rit(1);
outp(J,2) = rit(2);
outp(J,3) = git(n,m,1) + git((n+1),m,1) + git(n,(m+1),1);
end
end
end
zZ = outp;

konverterb.m

function z = konverterb(nada)
% Denne funktion udvalger de punkter pd graphengitteret, der ligger pa
% prgven, ndr den ligger som armchair.

konstant; % Inkluderer konstanterne

ov
NH

TILb(0,0.5%Bmax) ;
TILb(Lang,-0.5%Bmax) ;

Xmin = round(0V(1)-2.5);
Xmax = round(NH(1)+2.5);
Ymin = round(NH(2)-2.5);
Ymax = round(0V(2)+2.5);

rykX = -Xmin + 1;
rykY = -Ymin + 1;

NYXmax = Xmax + rykX;
NYYmax = Ymax + rykY;
for n = 1:NYXmax % Finder de punkter, der ligger pd prgven.

for m = 1:NYYmax
herl = FRAb((n-rykX), (m-rykY),0);
if her1(1) < 0
git(n,m,1)=0;
elseif her1(1) > Lang
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git(n,m,1)=0;

elseif her1(2) < Gmin(Cher1(1))
git(n,m,1)=0;

elseif her1(2) > Gmax(her1(1))
git(n,m,1)=0;

else
git(n,m,1)=1;

end

her2 = FRAb((n-rykX), (m-rykY),1);

if her2(1) < 0
git(n,m,2)=0;

elseif her2(1) > Lang
git(n,m,2)=0;

elseif her2(2) < Gmin(her2(1))
git(n,m,2)=0;

elseif her2(2) > Gmax(her2(1))
git(n,m,2)=0;

else
git(n,m,2)=1;

end

end
end

J =0;
for n = 1:NYXmax % Omskriver til graphenkoordinater
for m = 1:NYYmax
if git(n,m,1) ==
J = J+1;
rit = FRAb((n-rykX), (m-rykY),0);
outp(J,1) = rit(1);
outp(J,2) = rit(2);

outp(J,3) = git(n,m,2) + git((n-1),m,2) + git(n,(m-1),2);
end
if git(n,m,2) ==
J = J+1;
rit = FRAb((n-rykX), (m-rykY),1);
outp(J,1) = rit(1);
outp(J,2) = rit(2);
outp(J,3) = git(n,m,1) + git((n+1),m,1) + git(n,(m+1),1);
end
end
end
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zZ = outp;

re.m

function y = re(x)

a = (x+x’)/2;
y=2a;
regne.m

function ud = regne(E)
konstant;

if ligger ==
liste = konverter;
elseif ligger ==
liste = konverterb;
else
variablen "liste" skal vare enten en eller to.’
return
end

stor = size(liste);

z = stor(1);

XMIN = liste(1,1);

XMAX = liste(1,2);

for n = 1:z % Dette her finder den stgrste og mindste vardi for x

if liste(n,1) < XMIN
XMIN = liste(n,1);
elseif liste(n,1) > XMAX
XMAX = liste(n,1);
end
end

K = (hbar~2 * pi~2)/(2*mexb~2); JEnergien af den fgrste modus
if (K*(mmax+1)"2) < E
’Pas p&, ikke alle modi er medregnet’
% Ser, om mmax er hgj nok (eller om energien er for hgj)
end
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for o = 1:mmax
%» Finder ud af hvilke modi, der er tilstede i ledningen

if E > Kx0"2
med(o) = 1;
else
med (o) = 0;
end
end
H = zeros(z,z); WDet fglgende udregner alle matricerne

SelvR = zeros(z,z);
Gammal = zeros(z,z);
Gamma2 = zeros(z,z);
for n = 1:z
form=1:z
dist = sqrt((liste(n,1)-liste(m,1))~2 + (liste(n,2)-liste(m,2))"2);

if dist < 1.1*ap % Detteher udregner H
if dist > 0.9%ap % gelder hvis m og n er nzrmeste naboer
H(n,m) = -Kgam;
else % gelder hvis m og n er ens.
H(n,m) = V(liste(n,1),liste(n,2)) + EF;
end
end

if liste(n,1) < (XMIN + O.1*ap) 7% Detter her er fra ledning 1
if liste(m,1) < (XMIN + 0.1x*ap)

yledn = liste(n,2) + 0.5%b;
yledm = liste(m,2) + 0.5%b;
if yledn > 0O
if yledn < b
if yledm > 0
% detteher finder de steder hvor prgven grznser op til en ledning.
if yledm < b

for o = 1l:mmax
SelvR(n,m) = SelvR(n,m) - med(o) * (hbar~2)/(mexaxb) x*
sin((o*pi*yledn)/b) * sin((oxpi*yledm)/b) * exp(i * a * ken(E,0));
Gammal (n,m) = Gammal(n,m) + med(o) * (2*hbar~2)/(mexax*b) *
sin((o*pi*yledn)/b) * sin((o*pi*yledm)/b) * sin(axken(E,0));
end
end
end
end
end
end
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end
if liste(n,1) > (XMAX - 0.1xap)
if liste(m,1) > (XMAX - 0.1x*ap)

yledn = liste(n,2) + 0.5%b;

yledm = liste(m,2) + 0.5%b;

if yledn > 0

if yledn < b
if yledm > 0
if yledm < b

[

for o = 1:mmax
SelvR(n,m) = SelvR(n,m)-med(o)*(hbar~2)/(me*a*b)*sin((o*pi*yledn)/b)*

sin((oxpixyledm)/b) * exp(i * a * ken(E,o0));

Dette her er fra ledning 2

hselvenergien

Gamma2(n,m) = Gamma2(n,m)+med (o) *(2*hbar~2)/(me*a*b)*sin((o*pi*yledn)/b)*

sin((oxpixyledm)/b) * sin(a*ken(E,o0)); %Gamma2

end
end
end
end
end
end
end
end
end

Energ = Exeye(z,z);

GRI = Energ - H - SelvR;
GR = inv(GRI);

GA = GR’;

Mat = GR*Gamma2+*GA*Gammal;

trans = 0;
for n

trans = trans + Mat(n,n);
end

ud = re(trans);

strom.m

function ud = gration

konstant;

20
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ant = grattal;

dx = (Uxe)/ant;
tal = (Emin+0.5%dx) :dx:Emax;

vald
gral

indmad(tal);
dx*sum(vald) ;

z = (2%e/h)*gral;

tegne.m

function ud = tegn(nada)
K = 0;
konstant;

if ligger ==
liste = konverter;
elseif ligger ==
liste = konverterb;
else
’variablen "liste" skal vzre enten en eller to.’
return
end

Z = size(liste);

xx(1)=0;
yy(1)=0;

for n = 1:Z2(1)
K = K+1;
xx(K) = liste(n,1);
yy(K) = liste(n,2);
end

plot (xx,yy,’.?”)
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TIL.m

function r = TIL(x, y)
% Denne funktion kan omregne fra kartetiske koordinater til graphens
% koordinatsystem ved zig-zag-struktur

konstant; % Inkluderer konstanterne
r(1,1) = (1/ap)*(2/3)*x;
r(1,2) = (1/ap)*((1/sqrt(3))*xy - (1/3)*x);

TILb.m

function r = TILb(x, y)
% Denne funktion kan omregne fra kartetiske koordinater til graphens
% koordinatsystem ved armchair-struktur

konstant; % Inkluderer konstanterne
r(1,1) = (1/ap)*( (1/sqrt(3))*x - (1/3)*y );
r(1,2) = (1/ap)*( (2/3)*y );

trans.m

function ud = trans(E)
z = size(E);

for n = 1:z(1)
form = 1:z(2)
tra(n,m) = regne(E(n,m));
end
end

ud = tra;

V.m

function ud = V(X,Y)
% Dette er funktionen, der giver verdien af potentialet
% V pd graphengitteret.

konstant; % Inkluderer konstanterne
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x = X/Lang; % skalerer x-aksen
y = (2%Y)/Bmax; % skalerer y-aksen

z = 0;
% Dette er funktionen for potentialet. Angives i elektronvolt.
% Intervallet mellem x=0 og x=1 og y=-1 og y=1 svarer til
% intervallet mellem X=0 og X=Lang og Y=-0.5*Bmax og Y=0.5*Bmax.

ud = exz;
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