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The project concerns methods to create interactions to be used in an ion
trap quantum computer. A quantum computer could be very useful. However
it takes operations with small errors. Our report deals with ways to reduce
errors in a two qubit gate.

The project is based on an article by Anders S. Sgrensen and Klaus Mglmer
in Physical Review A [16], which describes a method to create a time evo-
lution operator to be used in a quantum computer. The scheme is based on
the ion trap quantum computer proposed by Cirac and Zoller. The idea is to
illuminate the ions by two lasers with opposite detuning and use coupling to
center-of-mass mode of the vibration of the ions to make a transition in the
internal states which is independent of vibration state. The resulting time
evolution operator can be used to create a maximally entangled state and to
generate a Control-NOT-gate

The purpose of the project is to improve the proposed scheme by finding
methods to suppress the errors inherited from the original article.

In the article the Rabi frequency of the ions is constant. First we try to
improve the original method by imposing certain conditions on the scheme
with constant Rabi frequency under which different errors described in the
original article are reduced.

Afterwards we propose different time dependent Rabi frequencies which will
suppress the largest error in the original scheme that arises from a pertuba-
tion term in the Hamiltonian.

It is shown that by choosing a suitable symmetric time dependent function
the ideal time evolution operator remains intact.

The report suggests three different functions which under certain approxima-
tions supresses the error. The first two are piecewise functions of Gaussians
and hyperbolic cosecants and the third is a trigonometric function.

Under the condition that the time dependence of certain operators can be
neglected the functions is shown to suppress the error of the pertubation
term.

The calculations is repeated considering the timedependent operators where
we get analytical solutions for the trigonometric function.

The calculation without the condition of time independence gives a result
which is close to the calculation with the condition.

Both are shown to give a population of the maximally entangled state which
varies very little for times close to the time of the gate and is close to one
for a larger timespan than at a constant Rabi frequency.
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1 Formal

Projektet tager udgangspunkt i Sgrensen og Mglmers artikel [16], hvor der
foreslas en metode til at lave en Control-NOT-gate i en kvantecomputer.
Dette gores for en konstant Rabifrekvens. Altsa for konstant laserintensitet
(en flad puls). Forméalet med projektet er at forbedre denne metode. Forst
ved at opstille betingelser under hvilke gaten med den flade puls bliver bedre.
Derefter foreslas tidsafhaengige Rabifrekvenser, som formindsker den fejl, der
foresages af et pertubationsled i Hamiltonen, og samtidig bibeholder den
ideelle tidsudviklingsoperator.

2 Kvantecomputere

I nutidens computere er alt opbygget af bits. Bits er fysiske objekter, som
enten kan veere i tilstanden O eller 1. Rent fysisk kan disse tilstande f.eks.
repraesenteres af henholdsvis OV og 5V speending hen over en kapacitor. Ved
at saette N bits sammen, kan der dannes et bineert tal z mellem 0 og 2V — 1

N
Tr = ZbiQiil 5

hvor b; er veerdien af den i’te bit talt fra hgjre. Et eksempel pa et bingert
tal kan veere 10011, som i vores normale titalssystem svarer til 19. Bittenes
funktion er at lagre information. Hvis der modtages 2 bits information be-
tyder det, at man kan have faet et af de fire tal 0, 1 ,2 eller 3 i titalssystem.
Disse fire tal er i det bingere system henholdsvis 00, 01, 10, 11 [1].

I den klassiske computer vil alle bits altid veere i enten O eller 1 igennem
udfgrelsen af et givent program. I en kvantecomputer kan dette ogsa veere
tilfeeldet, men yderligere er der ogsa den mulighed, at bittene kan veere i en
superposition af 0 og 1. Disse bits, som nu kaldes qubits, kan altsa veere i
en tilstand af bade 0 og 1. Med denne ekstra egenskab er kvantecomputere
regnemaessigt mindst ligesa gode som klassiske computere. Ethvert problem,
som kan lgses pa en klassisk computer, kan saledes lgses ligesa godt péa en
kvantecomputer. Nu skulle man tro, at det modsatte ikke var tilfszeldet, men
det er det. En klassisk computer kan godt regne det samme som en kvan-
tecomputer. Dette skyldes, at kvantesystemers dynamik er beskrevet ved
linezere differentialligninger. Sddanne ligninger kan lgses pa en klassisk com-
puter, og hvis der ikke findes en eksakt lgsning, kan det regnes numerisk.
Der er derimod andre grunde til, at det er relevant at forsgge at bygge en
kvantecomputer. Eksemplerne stammer fra [2]:

2.0.1 Kompleksitetsreducering af bestemte beregningsopgaver

En kvantecomputer vil kunne lgse bestemte typer af problemer konceptuelt
hurtigere end en klassisk computer.



Der er forskel pa, hvornar et problem betragtes som let eller svert at lgse
for henholdsvis den klassiske computer og kvantecomputeren.

Med [let menes, at tiden for at lgse problemet vokser polynomielt med leeng-
den af inputdata, mens sver betyder at tiden vokser eksponentielt.

Et eksempel pa et svaert problem pa en klassisk computer, er at primtalsfak-
torisere et tal. I 1994 viste Peter Shor imidlertid at dette problem kunne lgses
effektivt ved hjeelp af en kvantecomputer indenfor polynomiel tid [3]. Dette
kan have store konsekvenser for vores internetsikkerhed. Dette skyldes, at
nutidens krypteringsveerktgjer bygger pa at primtalsfaktorisering er et sveert
problem. Krypteringen vil da let kunne brydes af en kvantecomputer. Man
skal dog ikke fortvivle. Der findes ogsé mader at kryptere information pa pa
en kvantecomputer [4].

2.0.2 Simulering af andre kvantesystemer

Der findes mange faeenomener inden for kvantemekanikken, som er interes-
sante at undersgge og simulere pa en computer. Dette kan veere sig superled-
ning, magnetisme og Bose-Einstein kondensation. Det kan dog veere svaert
at simulere kvantemekaniske feenomener.

En af grundene til dette er, at antallet af parametre, som er ngdvendige for at
beskrive et mangepartikel kvantesystem, vokser eksponentielt med antallet
af partikler. Dette betyder, at det ikke er muligt at simulere en teoretisk
model med mange partikler pa en klassisk computer uden at approksimere
voldsomt.

I de tidlige 1980’ere kom Richard Feynman frem til den konklusion, at en
klassisk simulation typisk lider under en eksponentiel nedsaettelse af lgsning-
stempoet, mens en kvantecomputer i princippet kunne udfgre simuleringen
effektivt med en tilforladelig nedseettelse [5]. P4 denne méade vil kvantecom-
puteren kunne bruges til at fremme forstaelsen mellem teoretiske modeller
og eksperimentelle observationer.

2.0.3 Kvanteparallellisering

Qubits kan, som neevnt veere i alle teenkelige superpositioner af vektorerne
|0) og |1). Vektoren |¥), der beskriver tilstanden af qubit’en, kan da veere
hvilken som helst lineser kombination

W) = a|0) + 5]1)

af |0) og |1) med komplekse koefficienter o og 3. P4 samme made kan et sys-
tem af mange qubits veere i en superposition af alle klassisk mulige tilstande

00---0) +[10--0) 4+ [11---1).

Ved at bruge en sadan superposition som input i en algoritme er det muligt at
regne pa alle klassisk mulige tilstande pa en og samme tid. Denne mulighed
kaldes kvanteparallellisering. Det er et af kvantecomputerens store fortrin.



2.1 Implementering af en kvantecomputer

En kvantecomputer har mange fordele. Der er dog visse problemer med at
lave en i praksis. Et af de stgrste problemer er, at qubittene skal veere isol-
erede. Ellers ville de alt for hurtigt begynde at vekselvirke med omgivelserne
og skabe dekoharens, som er gdeleeggende for kvantecomputerens funktions-
dygtighed.
En made at opné hgj grad af isolation pa er at vaelge et system med svage
vekselvirkninger som f.eks. fotoner. Der opstar dog et problem, for hvis der
kun vekselvirkes svagt, er det sveert at implementere kvantegates, som virker
pa mere end en qubit. For at fa et universelt seet af kvantegates er man ngdt
til at have mindst en flerqubitgate. Alts& er det en balancegang mellem at
opna lav vekselvirkning med omgivelserne og hgj vekselvirkning qubittene
imellem.

Kravene til en given implementering af en fysisk kvantecomputer er nok
bedst beskrevet ved DiVincenzos fem kriterier [7]. Disse siger:

En kvantecomputer skal have fglgende egenskaber:
(i) Skal veere et skalerbart fysisk system med veldefinerede qubits.

(ii) Skal have evnen til at initialisere qubittilstandene til simple refer-
encetilstande.

(iii) Skal have lange dekohaerenstider, meget laengere end tiden for at udfere
en gate.

(iv) Skal have et universelt set af gates.
(v) Skal have evnen til at udfgre méalinger pa specifikke qubits.

Der er fremsat mange forskellige forslag til systemer, som maske kan fas til
at opfylde DiVincenzos kriterier, og dermed kan blive til en kvantecomputer.
En kort oversigt over de vigtigste forslag er fplgende [8]:

e lonfxelder: Qubittene bestar af energiniveau’er i ioner indfanget i en
elektromagnetisk faelde. Ind- og udleesning af data foregar igennem
lasere. Kobling mellem qubits skabes gennem eksitation af kollektive
vibrationer af ionerne i feelden.

e Quantum dots: Enkelte elektroner holdes fast i smé halvlederkredslgb.
Ligesom partikler i en brgnd har elektronerne diskrete energispektre.
Disse kan benyttes til at implementere qubits. Elektronernes spin kan
ogsa udnyttes. Spin-spin kobling kan bruges til at danne gates.

e Atomer: Eksempelvis kan hyperfinstrukturenerginiveau’erne i atomer
bruges til at implementere qubits. Enkeltatomer kan fanges i optiske



gitre, eller man kan benytte atomare ensembler, sdsom gas. Atomerne
kan manipuleres ved hjealp af laserlys.

e Nuclear Magnetic Resonance: Her benyttes spintilstande af atomer
bundet i molekyler. Enkeltqubitgates implementeres via radiobglgepulser
og toqubitgates implementeres gennem spin-spin vekselvirkning. NMR-
kvantecomputere var de fgrste til at kgre en kvantealgoritme, og det er
ogsd dem som er naet leengst beregningsmaessigt. Det er lykkedes for
dem, ved hjeelp af Shors algoritme at primtalsfaktorisere tallet 15 = 3-5
[9]. Der er dog et vaesentligt problem. NMR-teknologien er ikke i stand
til at initialisere tilstandene inden beregning, som ellers er et af DiVin-
cenzo’s kriterier.

Den implementeringsmetode som vi vil beskeaeftige os med er ionfaelden.
Dette forslag blev forste gang fremfort af Cirac og Zoller, og sidenhen har
mange forskere taget udgangspunkt i deres idéer. Den artikel vi har arbejdet
udfra tager pa samme made ogsa udgangspunkt i Cirac og Zollers oprindelige
arbejde. Inden vi dog gar i gang med at forklare om Cirac og Zollers arbejde,
vil vi fgrst beskrive, hvordan det er muligt at bygge en ionfselde.

2.1.1 Konstruktion af en ionfzelde [10]

Ioner har en elektrisk ladning. Ved hjelp af denne ladning er det muligt at
fange og holde ioner fast i et elektrisk felt. De indre tilstande i ionerne er
samtidig naesten fuldstaendige isolerede fra det eksterne elektriske felt. Dette
bevirker, at man kan holde ionerne fast i rummet, mens deres indre tilstande
kan bruges til at opbevare information.

For at holde ionerne fast ma vi have et potentiale med et lokalt minimum. I
et lokalt minimum geelder VU =0 og V2U > 0.

Dette kan man desveerre ikke opfylde med et elektrostatisk potentiale, da den
potentielle energi afheenger af det elektrostatiske potentiale med U = ¢®.
Da der for det elektrostatiske potentiale geelder, at V2P = 0, kan man ikke
have et lokalt minimum med et elektrostatisk potentiale. Der er altsa brug
for potentiale, som varierer i tiden.

Figur [1] viser en skematisk tegning af en mulig made at bygge en ionfelde,
hvor UgF er et oscillerende potentiale, som holder ionerne fast i retningerne
transverse i forhold til steengerne, imens U,,q er et statisk potentiale, der
holder ionerne fast i den longitudinale retning.

Ved hjelp af laserkgling kan man f& ionerne ned pa sa lave temperatur-
er, at ionerne fryser fast i en krystalstruktur, hvor Coulombfrastgdningen
modsvares af potentialet.

Ved at ggre det transverse potentiale meget steerkere end det longitudinale
dannes der et en-dimensionelt krystal, og man kan negligere den transverse
bevaegelse.

Vibrationerne af ionerne omkring deres ligevaegtspunkt er steerkt koblede pa



(NIST)

Figur 1: Skematisk tegning over opbygningen af en ionfezelde. Figuren er fra
[10]

grund af Coulombvekselvirkningen imellem dem. Hvis én ion fgrst begynder
at oscillere, skubber den til sin nabo, som ogs& begynder at oscillere. Hvis
amplituden af ionernes oscillationer er meget mindre end afstanden imellem
dem, kan vibrationerne approksimeres som harmoniske oscillatorer.

2.1.2 Cirac & Zoller

Den fgrnsevnte implementering af kvantecomputere gennem ionfaselder blev
forste gang foreslaet af Cirac og Zoller [12]. Hver qubit er repraesenteret af
indre tilstande i ionen. Det ggr at qubittene bliver meget velisolerede fra
omgivelserne. Til at implementere gates mellem de forskellige qubits fores-
log Cirac og Zoller at bestrale ionerne i ionfaelden med laserlys. Laserlys
kan bruges til at koble ionernes ydre bevaegelsestilstande med dets indre til-
stande, da absorption af en foton giver ionen rekyl. Da ionernes bevaegelser
er steerk koblede pa grund af Coulombvekselvirkningen, er det muligt at sk-
abe gates med flere ioner.

Inden Cirac og Zoller fremlagde deres arbejde, havde Sleator og Weinfurter
vist, at alle operationer kunne koges ned til Control-NOT-gates mellem to
qubits og rotationer af enkelte qubits [13]. Cirac og Zollers forslag til at opna
dette var at fokusere en laser pa hver ion i faelden og udnytte de kollektive
vibrationer til vekselvirkningen mellem ionerne. I deres oprindelige forslag
var systemet begraenset til kun at bruge grundtilstanden for den samlede
beveegelse (center-of-mass-mode). Ved at fokusere en laser pa en bestemt ion
og indstille frekvensen til et sideband vil en eksitation af en vibration ske,



hvis den udvalgte ion er i den indre tilstand |e);. En efterfplgende bestraling
af en anden ion vil sendre dennes indre tilstand, hvis og kun hvis vibrations-
bevaegelsen i forvejen er eksiteret. Ved gatens afslutning vil den vibrationelle
eksitation blive fjernet, og det er muligt at implementere en ny gate. Denne
procedure er implementeringen af en Control-NOT gate. Enkeltqubitrota-
tionerne kan implementeres ved at bestrale en enkelt ion med en laser, hvis
frekvens er lig frekvensen mellem ionens grundtilstand og dens eksiterede
tilstand.

Udleesningen af den endelige tilstand kan implementeres ved at lade en
kraftig laser koble en af de indre tilstande, lad det veere |g), til en tredje
tilstand |a). Hvis en passende overgang bruges, vil den eksiterede tilstand
|a) falde tilbage til grundtilstanden |g), hvorefter den igen vil blive eksiteret
af den kraftige laser. P4 den méade vil flere fotoner blive spredt fra ionen,
hvis den er i tilstanden |g), mens der ingen fotoner vil spredes, hvis den er
i tilstanden |e). P4 den made kan man kende forskel pa |g) og |e), og det er
muligt at afleese det endelige resultat af beregningerne.

Selvom Cirac og Zollers oprindelige arbejde, var det forste realistiske forslag
til en implementering af en kvantecomputer, sa havde det ogsa visse eksper-
imentelle udfordringer.

Deres forslag kraever, at vibrationerne er i grundtilstanden. Opvarmning fra
omgivelserne ggr det sveert at blive i grundtilstanden. Det er dog lykkedes for
fa ioner. Hvis potentialet Urp oscillerer med en hgj frekvens bliver det let-
tere at holde ionernes vibration i grundtilstanden, da der her er stor afstand
i energien imellem de forskellige modes. Derved bliver den fysiske afstand
imellem ionerne dog lille, da de steerke indfangende kreefter presser ionerne
teet sammen. Dette skaber problemer for fokuseringen af lasere pa de indi-
viduelle ioner. Der har veeret udfgrt et forsgg, hvor afstanden mellem ionerne
var 2 pum, mens laserstralens talje derimod var 20 pym. Dette gjorde det u-
muligt at fokusere pa en bestemt ion [14]. Endvidere antog Cirac og Zoller at
alle ioner befandt sig i den samme felde. I praksis skaber dette problemer,
fordi for mange ioner i den samme feelde vil medfgre, at ionerne ikke leengere
distribueres péa en ret linie, men vil arrangere sig i et zigzagmgnster [15].
Dette ggr det sveert at bruge forslaget til at bygge en kvantecomputer med
mange qubits.

3 Sgrensens og Mglmers artikel

Serensens og Mglmers artikel [16] tager sit udgangspunkt i Cirac og Zollers
forslag til en ionfeelde. De foreslar at benytte to lasere med modsat detuning.
Ved at veelge passende parametre kan de vise, at dynamikken for de indre til-
stande kan blive ideel, ogsa selvom de vibrationelle frihedsgrader, som bruges
til at koble ionerne, ikke er i deres grundtilstand. Sgrensen og Mglmer ref-



ererer til en artikel af Milburn [17]. T denne vises det, hvordan man ved at
tilpasse faserne af laserfelterne til sidebandsovergange, kan koble operatorer
for indre tilstande til kvadratiske komponenter, sdsom positions- og impul-
soperatorerne X og P for den simple harmoniske oscillator. Milburn foreslar
at bruge de to hamiltonoperatorer Hy = A\J,P og Hy = X\oJ, X, hvor J,
er udtrykt ved de kollektive spinoperatorer J¢ = >, jer (£ =z, y, 2), hvor
summen er over de ioner, som er betralet af laserne, og j¢; er udtrykt ved
Paulis spinmatricer saledes, at jej, = U%’“(h = 1). Ved skiftevis af benytte de
to hamiltonoperatorer H; og Hy er det muligt at komme frem til fglgende

eksakte tidsudviklingsoperator:

o2t giHy T —iHaT —iHiT _ —XiAaJiT?

Denne tidsudviklingsoperator kan bruges til at skabe en Control-NOT-gate.
Den vekselvirkning mellem ionerne, indeholdt i J2, bliver dannet via vibra-
tionsfrihedsgraderne, men efter gatens afslutning vil denne beveegelse vaere
fgrt tilbage til initialtilstanden, og den vil pa ingen méde veere entangled
med dynamikken for ionernes indre tilstande.

Sgrensen og Mglmers forslag skaber en tidsudviklingsoperator som er tilsvarende
Milburns blot med J, i stedet for .J,. S¢rensen og Mglmer har fglgende
hamiltonoperator gaeldende for ioner i en lineser faclde, som bestrales med et
laserfelt med frekvensen w:

H = Hy+ Hip ,
1 O i
HO = UV (aTa+§> +w€gz7z7 (1)
(A

Q; (r: _ —iln: _
Hint — 27 (O_Jriez(m(a—kaf) wt) +e z(nz(aT—I—a) wt)O',i)

i

H;,; er den semiklassiske hamilton, der beskriver vekselvirkning imellem lys
og atomer med roterende-bglgeapproksimationen [19].

Her er v frekvensen for ionernes vibration, a' og a er haeve- og seenkeoper-
atorerne for den kvantiserede simple harmoniske oscillator, som er en god
approksimation for ionernes vibrationelle bevaegelse. we, er energiforskellen
mellem de interne tilstande e og g, og §2; er Rabifrekvensen for den i’te
ion i laserfeltet. Positionen af ionerne z; er erstattet af trappeoperatorerne
kx; = n; (a + aT), hvor Lamb-Dickeparameteren 7); repraesenterer forholdet
mellem ionernes spring indenfor den vibrationelle grundtilstandsbglgefunk-
tion og belgeleengden af den eksiterende straling. I ligning (1) er det ydermere
antaget laseren er teet pa et sideband w ~ wey &= v for en enkelt vibrations-
mode, og at bidrag fra alle andre vibrationsmodes kan negligeres. Sgrensen
og Mglmer tuner laseren teet pa center-of-mass vibrationsmoden, hvori alle
ioner deltager ligeligt i vibrationen. Dette bevirker at koblingen til vibra-
tionen er identisk for alle ioner sa n; = n for alle i. For simpeltheds skyld



antages den samme Rabifrekvens for alle ioner 2; = 2.

Til at starte med undersgger Sgrensen og Mglmer en ionfselde i Lamb-
Dickegraensen. Det vil sige, at ionerne er nedkglet til et regime med vibra-
tionstal n saledes at (n + 1) n? < 1 opfyldes. I det tilfselde kan ekspansionen

ein(atat) 4 +in (a + aT) udfgres.

3.1 Svagfeltskobling

Ved at bestrale to ioner i en feelde med lasere med modsat detuning w—wey =
+4 er de eneste energibevarende overgange dem fra |ggn) til |een) og |gen)
til |egn), hvor n er den relevante vibrationsmode for feelden. I svagfelts-
greensen n) < v — §, hvor kun en negligibel population er overfgrt til de
mellemliggende niveauer med vibrationskvantetal n &+ 1, kan den effektive
Rabifrekvens Q for overgangen mellem |ggn) og |een) beskrives ved ande-
nordens pertubationsteori,

o _ o eenlHindm) il Hindlogn) __ (0n)
N=2 = . 2
T By tm) w4 @

m
Her er |m) = |eg n + 1) de mellemliggende tilstande, og w,, laserfrekvensen
for at eksitere |m). Den samme effektive Rabifrekvens fas for overgangen
mellem |gen) og |egn).
Det specielle ved ligning (2) er, at den ikke afhsenger af kvantetallet
n. Grunden til dette ligger i destruktiv interferens mellem de forskellige
veje, hvorpa man kan komme fra |ggn) til |een) eller fra |gen) til |egn).
Den koherente tidsudvikling af de indre tilstande er da upavirkede af vibra-
tionskvantetallet.

3.2 Tidsudviklingsoperatoren

Ved at skrive Hamiltonen fra formel (1) i vekselvirkningsbilledet kommer
Sgrensen og Mglmer frem til denne Hamilton:

Hie = 2QJ,cos(6t) — V200, [#(cos((v — 8)t) + cos((v + d)t))
+p(sin((v — d)t) + sin((v + 0)t))] (3)

Ved at benytte at 2 < v og v — § < ¢ smider de J,-leddet og de led, som
svinger med v + 6§, veek. Det giver dem en Hamilton pa formen:

Hine = f()JyZ + g(t)Jyp (4)
Det giver fglgende tidsudviklingsoperator:

Ut) = efiA(t)JgefiF(t)JyfcefiG(t)Jy;ﬁ (5)



hvor
t
F(t) = /0 fhat
t
Gy = [ st (6)
t
Alt) = —/0 F(tg(t')dt

Det fgrer til ligningerne (9) i Sgrensens og Mglmers artikel. Disse ligninger
reducerer til F'(7) = G(7) = 0 og A(7) = Q7 under betingelse af at (v—09)7 =
27K, hvor K er et vilkirligt heltal. Ved at kreeve at A(7) = —F giver:

1

U(t)lgg) = %\gm— = lec) (7)

Dette kan sammen med nogle enkeltionoperationer bruges til at lave en
Control-NOT-gate.

4 Optimering af Sgrensen og Mdglmers forslag

Segrensen og Mglmer lader ionernes Rabifrekvens, 2, veere uaftheengig af tiden.
Ved at lade intensiteten af laserne veere tidsafheengig kan man fa Rab-
ifrekvensen til ogsa at veere det. En tidsafheengig Rabifrekvens kan muligvis
undertrykke de fejlkilder Sgrensen og Mglmer beskriver i deres artikel. Vi vil
forspge at finde en passende €Q(t).

Men fgrst vil vi finde betingelser, som kan optimere gaten med den konstante
intensitet, den flade puls.

4.1 Optimering af den flade puls

Hvis man i modseetning til i Sgrensen og Mglmers artikel medtager de funk-
tioner, som svinger med v + §, far man i stedet for formlerne (6):

F(t) = —V21nQ <V i = sin((v — 0)t) + — i = sin((v + 5)t))

Gl) = —vVao <VL_5 - ! cos(v— 0)1) + i - - i < cos((v + 5)t)>

At) = - [nQQQ VQQ_” St—s5 (22522)2 sin(2(v — 6)t) - 5 (ZTZ)? sin(2(v + )t)
%% <% sin(26¢) — % sin(2ut))] (8)

De ekstra led gar dog ud, hvis man samtidig med Sgrensen og Mglmers krav
om at (v —0)7 = 27K kreever at (v +0)7 = 2rK’. Ud fra disse samt kravet



om at A(7) = —% kan man se, at nar man veelger hvilke K og K’, man vil
have, har man dermed fastlagt de parametre, man umiddelbart kan sendre
pa, idet v og 7 fastleegges af feeldens konstruktion og hvilken type ioner, man
har:

vt = m(K+K') 9)
KK’
2
(nr)* = [ EY0E (10)
K—|—K/ 2
- = Bk (1)
hvor 5
A= —
1%
_Q
K==
14

4.1.1 J,-leddet

Jz-leddet i formel (3) giver anledning til en fald i fidelity. Fidelityen beskriver
i hvor hgj grad man far den gnskede tilstand og er givet ved:

F= <\Ijma;r| Pmt(T) |\Ijma$> . (12)

Den tilstand, vi gnsker, er |W,,q,) = % (lgg) —ilee)). pint(T) er teetheds-

matricen givet ved:

Paran i @) = 3 Pu(n] (gg| UN(E) by ... by} x

(a1...an|U(t)|gg) In) (13)

Ved at behandle (5) som Uy og J-leddet som H;,; 1 vekselvirkningsbilledet
bliver | ,q4:) = |gg). Det giver en fidelity for 2 ioner pa:

1 2
Fo= 3 Pl [{ggl U (0t (1)U () lg9) | 1) (14)
Ug U;n+Ug kan skrives som en Dysonserie:
t
UlUiUy = 1—i / dt'2Q cos (8t YU (') J, Uy (1) (15)
0

t ot
- / / dt’dt" 402 cos(5t') cos(ét”)U(;r (t’)Jon(t/)Ug(t”)Jon(t”)
0 Jo

I Sgrensen og Mglmers artikel bruges, at cos(dt) varierer meget hurtigere end
Ug (t)J:Up(t) til at approksimere udtrykket. Det giver samlet set fglgende
fidelity (for 2 ioner):

2

F ~ 1- ?—2(1 — cos(207)) (16)

10



Det betyder at fidelityen bliver 1, nar 267 er lig med et heltal gange 2. Det
er dog allerede opfyldt, idet vores tidligere betingelser medfgrer at 267 =
2n(K' — K).

4.1.2 Lamb-Dickegransen

Det foregaende er udregnet i Lamb-Dickegraensen. Sgrensen og Mglmer u-
dregner korrektionen til dette i afsnit 3.B. Korrektionen sker ved at:

Qr = (17)

T
2
bliver erstattet med:

Ot = 3(1 (27 + 1)) (18)

Sorensen og Mglmer lgser dette ved blot at lade gaten vare lidt leengere tid.
Vi har dog med ligning (9) fastlagt tiden. Det ekstra led kommer blot til
at optreede i formel (10). S& i modsaetning til Sgrensen og Mglmer bliver vi
ngdt til at lade Q blive stgrre.

4.1.3 Andre vibrationsmodes

Vi har i det foregaende antaget at laseren kun kobler til center-of-mass mode.
Det er ikke rigtigt. For NV ioner er der 3N vibrationsmodes, som den kan koble
til. Hvis vi antager, at potentialet i de transverse retninger er tilstraekkeligt
stejlt kan vi se bort fra disse modes. Ved at regne med 2 ioner fas altsa en ek-
stra vibration, som laseren kan koble til. Den ekstra vibration har frekvensen
vo = v/3v. Den giver anledning til en Us som ser sadan ud:

Us(t) = e—iAQ(t)@%6—’5F2(t)@2:ﬁ2€—iG2(t)@2ﬁ2 (19)

,hvor Uy = UrUs. Fa(t), Ga(t) og As(t) er givet som i formel (6) blot med:
hit) = —x/ina\/g@os(m — 8)8) + cos((w + D)1))
o) = —ﬂna\/g (sin((v2 — 6)1) + sin((v2 + 1)

Fidelityen bliver:

F o= > Puinl{ggl U30)U{(£)(|99) — i lee))((eel i + (g9 U1 (t)Ua(1) lgg) In)

> P (nl (99| US(2) l9g) (991 U2(t) |gg) In) (20)

11



Us(t) ekspanderes til anden orden i 7:
. 1 .
Us(t) = 1—1iG2(t)O2p2 — 502(15) O3p5 — iFy(t)Oa (21)
1 ,
— Fy(t)Ga2(t)O3w2p2 — Sha(t )?03p3 — iAs(1)03

Man seetter dette ind i formel (20) og sgrger for at smide leddene af 3. orden
eller hgjere i n veek samt bruger, at:

(99| ©3 |99) = =

Derved fas:
1 . 1 .
5Pl (1= 56300 - 572033 ) In)

Ved at bruge at v =~ § og midle over tiden fas:

02 v va/vt+1
F = 1-?= = (2ny+1)-22 T
U T Ve
= 1-2 2y + 1
571 ~3 \/3( ny + 1)

Bemzeerk at denne ligning ikke er helt tilsvarende formel (34) i Sgrensen og
Mglmers artikel. Dette skyldes en regnefejl i artiklen.

Hvis vi, i stedet for at midle, skriver FZ(t)+G3(t) ud, og bruger de betingelser,
vi tidligere har opstillet fas:

02 v v3/v?
F = 1_42___2— 1)——27
T G

(212 + 1)[1 — cos(v2T) cos(7)]

[1 — cos(veT) cos(d7)]

2
= 1-3—=

vr

2

= 1-3*— 2§} (272 + 1)[1 — cos(V3n(K + K')) cos(n(K' — K))]

f
I skemaet er medtaget veerdier K', der giver en hgj fidelity under antagelse
af at K =1 (der er kun medtaget veerdier af K’ for hvilke fidelityen er stgrre
end for den foregaende veerdi):

K" |1 —cos(vV3m(K 4+ K")) cos(n(K' — K))
2 2.1071
7 1-1071
10 1-1072
29 7-1073
40 1-1073
111 5.-1074
152 7-107°
417 4.107°




Det er ikke alle veerdier i tabellen, som er brugbare. Hvis K/ = 2 er @
ifplge formel (10) lig %\/g R~ % og det vil ggre det meget sveert at forblive i
Lamb-Dicke-graensen og samtidig fastholde J,-leddet som et pertubationsled.
Samtidig skal man ikke veelge for stor en veerdi, for v7 er proportional med
K’ ifplge formel (9). K’ = 40 virker som en passende veerdi og vil blive brugt

i resten af rapporten.

4.2 Et fgrste kig pa ikke-flade pulser

Vi undersgger nu om en anden pulsform vil minimere fidelitytabet for .J,-
leddet i omegnen af t = 7. For simpeltheds skyld smider vi v + §-leddene i
vores Hamilton veek pa samme made som i Sgrensen og Mglmers artikel.
Til at starte med antager vi desuden, at vi stadigveek kan flytte Ug (t)J.Uy
uden for integraltegnet i udregning af fidelityen se formel (14) og (15), men
beholde Q(t) under integraltegnet.
Som et fgrste forsgg prover vi en Gaussfunktion. Integralet kan for en Gauss-
funktion, som aftager tilstraekkeligt hurtigt (altsa en lille veerdi af o), ap-
proksimeres med en Fouriertransformation, og en Fouriertransformation af
en Gaussfunktion er en Gaussfunktion. For en tilstraekkelig stor veerdi af o
gir det ogsa godt for hvis o < do er fidelityen blot:
2 02

F o= 1—e 3% ?—2(1 — cos(26t)) (22)
Derfor virker en Gaussfunktion umiddelbart som en udemserket ide.
Den har dog visse problemer. Hvis vi nu tegner graferne for F(t) og G(t),
ses det, at G(t) stadigveek bliver 0 for t = 7, men F'(t) bliver slet ikke 0.
Hvorfor kan ses ved at betragte f(t) og g(t) som i figur [3]. ¢g(¢) er asym-
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Figur 2: F(t) og G(t) med en enkelt Gaussfunktion som puls.

metrisk omkring 4 og integralet over funktionen bliver derfor 0. Det sendres
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ikke ved at gange med Gaussfunktionen, da denne er symmetrisk omkring
T

§ .

f(t) er derimod symmetrisk omkring Z. Til gengeeld er den asymmetrisk
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Figur 3: f(t) og g(t).

omkring punkterne 7 og 34—7. Derfor bliver integralet over f(t) alligevel lig 0.
Gaussfunktionen er dog pa ingen made symmetrisk omkring 7 og %T. Det er
derfor Gaussfunktionen ggr, at F'(7) ikke bliver 0.

Hvis vi vil veere sikre pa, at F(7) og G(7) bliver 0, skal vi blot veelge en
funktion som béde er symmetrisk omkring 5 og omkring 7 og ?jf (alterna-
tivt kan man veelge en funktion, som er asymmetrisk om alle disse punkter).
Funktionen kunne f.eks. se sddan ud:

a1
Oe 20 =
Q@) =  (t=37/4) i
o€ 202 t > %

S 7 T

Q(t) _ cosh(((gt;T/4)) t< 2
— 0 ¢+>T
cosh(¢(t—37/4)) 2

Disse funktioner kan i hgj grad efterlignes af:
Q@) = Qolg— (1 —q)cos(2(v —d)t))

I figur|4] er plottet x = F(t),y = G(t) og integralet fra formel (23) omkring
t = 7 for de 3 forskellige pulsformer med to forskellige veerdier af parame-
trene ¢, 0 og q. Desuden er de tre pulser plottet i et samlet plot. For ¢ < %
kan den trigonometriske funktion dog ikke leengere efterligne de to andre
funktioner, men spgrgsmaélet er om funktionerne i det hele taget er brugbare
i det omrade.

Den trigonometriske funktion med ¢ = % har brug for en maksimal Rab-
ifrekvens, der er omkring 2,2 gange sa stor som Rabifrekvensen for den flade
puls, hvis gaten skal vare samme tid. Hvis de to andre funktioner ggres end-
nu smallere vil det kraeve en endnu stgrre maksimal Rabifrekvens. Da den

14
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Figur 4: Hyperbolsk cosekant i venstre kolonne, Gaussfunktionen i midter-
ste kolonne og den trigonometriske funktion i hgjre kolonne. Raekke 1-2:
(F(t),G(t)) og integralet fra formel (23) for veerdierne: % =0.035, 2 =1 og
q= %. Reekke 3-4: (F(t),G(t)) og integralet fra formel (23) for veerdierne:
% = 0.09, £ = £ og ¢ = . Nederst Q(t): til venstre for det forste set

veerdier, til hgjre for det andet seet.
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trigonometriske funktion desuden har en analytisk lgsning til nedenstaende
dobbeltintegral, vil vi blot bruge denne:

5 cos (') cos(5t") Q)" )dt dit” (23)

4.2.1 Optimering af den trigonometriske puls

Ved at bruge den trigonometriske puls fas en lgsning, som har 8 forskellige
led: et konstantled og 7 cosinusled. Cosinusleddene har fglgende frekvenser:

frekvens | frekvens/v

dv — 26 %

20 %
66 — 4v %
46 — 2v g

2v o
2v — 26 .
4y — 46 =

De forste fem frekvenser er nogenlunde ens. Hvis vi derfor sgrger for at
de faktorer, der star foran de cosinusser til sammen giver 0, vil de derfor
omtrent udslukke hinanden i omradet omkring ¢ = 7. De to sidste frekvenser
er sma, at de ikke betyder sa meget i omegnen af ¢ = 7. For at fa summen
af faktorerne foran cosinusserne med de 5 stgrste frekvenser til blive 0, ma
der geelde:

1 5
T = 25 20 —9)

Da 6 > v — § er dette teet pa % At fidelityen bliver flad omkring t = 7
for veerdier af ¢ teet pa % er ikke overraskende. Dette kunne blot skyldes
at Rabifrekvensen gar mod 0, nar ¢ gar mod 7. Derfor er det relevant at

sammenligne dobbeltintegralet i formel (23) med:

(g— (1 —gq)cos(2(v — (5)15))2 /0 /0 cos(6t') cos(6t")dt' dt” (24)

Graferne viser fidelityen udregnet pa baggrund af formel (23) og (24). De to
grafer fglger hinanden det meste af vejen med fidelity fra formel (23) liggende

en lille smule hgjere end den fra formel (24). Den flader desuden lidt mere ud

omkring ¢ = % Dette kunne skyldes effekten beskrevet ovenfor, men det kan

ogsé, at den lille forskel bare virker mere tydelig nar funktionerne er smaé.
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Figur 5: Fidelityen udregnet ved at bruge formel (23) (bla) og ved at bruge
formel (24) (gron)

4.2.2 A(t) med den trigonometriske puls
Den nye pulsform har ogsa indflydelse pa A(t) I stedet for:

772 Q2

A(t) v—20

[t -~ ! < sin(2( - 6)1&)] (25)

bliver den nu:

202 2 _ 2 _
A = - ! - {5q +62q L il (58_‘1 ;) dgin(2(v— o)) (26)
5¢> —6q+1 @ —-2¢+1 .
“ i 8 sin(4(v — 0)t) — B —0) sin(6(v — 5)15)]

Det betyder at den effektive Rabifrekvens Q bliver mindre. Dette kan opve-
jes ved enten at lade gaten vare laengere tid eller ved en stgrre maksimal
Rabifrekvens end for den flade puls.

4.3 Den trigonometriske puls med operatorernes tidsafheengighed

[ afsnit 4.2 antog vi, at man kunne flytte Ug(t)Jon(t) uden for integralet,
men beholde Q(¢) under det i formel (15). Det er slet ikke sikkert, at man
kan det. Derfor bliver vi ngdt til at omskrive U(;r (t)J:Up(t). Til det formal
skrives operatorer pa matrixform med |ee) , |eg) ... som basis:

0 —i —i 0 0110

1l i 0 0 —i 111001
Jy_?z’()@—i‘]’”__1001
0 i i 0 0110
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For nemheds skyld defineres fglgende operator:

0 -1 -1 0
. _ 111 0 0 1
=311 0 0 1
0 -1 -1 0
Der bruges desuden fglgende kommutatorer:
(g, Ja] =
[Ty, = Ja
[Jyv J:C] - Jz

[‘]yv [Jy7 JIH =Jz
[Jy, 0] = i(0-10-2 — 041042)
[‘]yv [Jy7ﬁ]] =1

Nogle af disse er udregnet i bilag A.
Dette giver samlet set:

U§ ()1 Un(t) =
(o cos(A(t) + LDEWy 4 i sin(A(t) + LUEWY) cos (F(£)3 + G(t)p) +

(2 cos(A(t) + ZHGWY 4 (511049 — 010 _s)sin(A(t) + ZEGWY) sin (F(1)2 + G(t)p)

Da 7? = —J2 bliver dette udtryk i anden lig J2 for ¢ = 7 som forventet.
Udregningen kan ses mere detaljeret i bilag B.

Dette kan man ikke umiddelbart integrere over, da det indeholder en trigonometrisk
funktion af to operatorer ganget med tidsathsengige funktioner. Dette kan

dog lpses ved at seette udtrykket ind i formel (15) og indfgre en ekstra

sum Y, |n’) (n'|. For nemheds skyld indfgres forkortelserne 3'/3" og o' /o,

hvor ' = F(t)& + GA(t’)ﬁ og o/ = A(t') + w Desuden defineres
(041049 — 0_10_39) = (. Derved fas:

punaa = 3 Pa Y |{aal (| UfUinali ) 99}

= Z P, Z (aal ((5"7,7/ - 2i/0 dt'Q(t") cos(t) (J, cos(a’) (n'| cos(B') |n)
—H'?? sin(a’) (n'| cos(3') |n) + J, cos(a’) (n'| sin(B’) |n)
i sin(a’) ('] sin() o))
—4/0 / dt'dt" Q") Q") cos(6t') cos(dt”) x
((J cos(a) + insin(a))(J, cos(a”) + insin(a’)) (n'| cos(B’) cos(3") |n)

(

)
+(J. cos(a) + il sin(e))(J. cos(e) + iC sin(a’)) (n/| sin(B') sin(3") |n)
+(J, cos(a’) + zé sin(a’))(Jz cos(a”) + insin(a’)) (n'| sin(B') cos(8”) |n)

+(J cos(e) + insin(a’)) (J cos(e) + iC sin(a’)) (n'| cos(B') sin(3") |n)) + - - ) lgg)
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Seedvanligvis geelder der at:
1
cos(A) cos(B) = §(cos(A + B) + cos(A — B))
Denne regel kan dog ikke bruges direkte da vores A og B er operatorer i stedet for

tal. Derimod kan man udlede et tilsvarende resultat ved hjelp af Baker-Hausdorffs
formel:

COS(ﬂI) COS(ﬂH) _ %e—’i(F(t,)G(t//);G(t/)F(fl”)) Cos(ﬂ,+ﬁ,,)+%ei(F(t’)G(t”);G(t’)F(t”)) Cos(ﬂl—ﬂn)
sin(@) sin(8") = _%e_i(F(t’)G(t”);cu’)F(t”)) cos(ﬁ'—l—ﬁ”)—i—%ei (E(CE)—GWIFE) cos(3'—B3")
Udregningen kan ses mere detaljeret i bilag C. Vi har brug for at bestemme:
<n'lsin(F(t)Z + G(t)p) |n > (28)
< n'|cos (F(t)& + G(t)p) |n > (29)

Det gores ved at skrive de trigonometriske funktioner som eksponentialfunktioner
og skrive & og p ved hjelp af heeve- og seenkeoperatorer:

< n'|sin(F(t)z + G(t)p)|In >

- % << n'|e(7¢(5t)+%)“t %_%)“m > — < n’|e(Gx/(%)_iFf(2t))“T_(%+%)a|n >
(30)

Eksponentialfunktionerne genkendes som Glaubers forskydningsoperatorer, hvis ma-
trixelementer (n’| D(«) |n) kan slas op i [18]. For n < n’ giver det:

< n/|sin(F(t)z + G(t)p)|n >
(ew?+r®?) o, ; n'—n ; n'—n
_ 1 (Lg)l/2 e ) (G(t)Q;rF(t)2) K% _ F(t)) B (_% + F(t)) }

— 2 \n/l n' V2 V2 V2

0 for n’ —n lige
= G(t)24+F(1)? , ) n'—n

i (;:_',!!)1/2 6_%115:} - (W) (% - 13%)) for n' — n ulige

<n/|cos(F(t)E + G(t)p) |n > / ,

w172 _(ew?erm?) (' —n) [ G(£)2+F(t)? aw iFr@)\" " aw) | iF@\" "
e g () (o (L)

N

V2 V2

G(1)2+F(t)? / . n'—n
_ (%)1/2 67(47)115:} —n) (G(t)2-|2-F(t)2) (G(t) zF(t)) for ' — n lige
for n’ — n ulige

For n > n’ fas det samme blot med n og n’ byttet om. Udregningen kan ses i
detaljer i bilag D.

Operatorerne J, og é bestar begge af operatorer som heever g/sznker e et lige antal
gange. Operatorerne J,, og 7} derimod bestar af operatorer som heever g/senker e et
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ulige antal gange. Nar man bruger en af den forste slags og den anden slags pa |gg >
vil man derfor fa en superposition af |eg > og |ge >. Altsd kan man konkludere:

< 99Jad:l99 >=< gglJ2Clgg >=< gglnJ:|9g >
=< g9|J:Jxl9g >=< 99|¢J|l9g >=< gg|J=nlgg >
=< g9liclgg >=< gglCilgg >=0

Dermed er der kun 2 led tilbage foruden dem, der bestar af en oprator i anden. Det
er leddet bestaende af J, og ¢ og leddet bestéende af J, og 7. For begge led gaelder:

{']Wﬁ} = {Jz;é} =0

De vil derfor udveelge den antisymmetriske del af de trigonometriske funktioner de
er ganget sammen med.

For pgg.qq ses det at enkeltintegralet i formel (27) kun indeholder (n’|sin |n), imens
kun indeholder (n’|cos|n). Det giver samlet set:

Pgg.99 = ZPn<

1 —irEeHew)-racw)) 3 iFEeHew)—Fu"Hew))
(-3¢ 2 (nlcos(8 + ") o) + S =4

t ot
1-— 4/ / dt'dt" Q(t")Q ") cos(6t’) cos(dt”) {cos(o/’ —a') x
0 Jo

(nleos(? — ) 1))

4+l /0 Q) cos(5t) cos(’) (n — 1] sin(F) |n)

2
o) o)

(For n = 0 er der naturligvis ikke noget n — 1-led i det ovenstaende)

+5 sin(a” — o) {n] cos(B’) cos(B") |n) ]

i /0 4t cos(5t') cos(@’) (n + 1| sin(8) |n)

4.3.1 Approksimationer og deres gyldighed

Udtrykkene for (n'|sin|n) og (n’|cos|n) indeholder eksponentielle funktioner af
trigonometriske funktioner og trigonometriske funktioner af trigonometriske funk-
tioner.

Da en trigonometrisk funktion aldrig bliver stgrre end 1, ma det vaere rimeligt, at
approksimere funktioner, der har trigonometriske funktioner som argument, med
en forholdsvis simpel Taylorekspansion. Derved kan integralerne lgses analytisk.
Graferne i figur [6] viser approksimationer sammen med den rigtige funktion. Prob-
lemet ligger altid inde pa midten af grafen og kan afhjelpes ved at ekspandere ek-
sponentialfunktionen til hgjere orden. Derfor er der forskelle pa hvilken orden ekspo-
nentialfunktionen er ekspanderet til for forskellige n, hvorimod de trigonometriske
funktioner konsekvent er ekspanderet til 3. orden.

For at vurdere gyldigheden af vores approksimationer sammenligner vi en approksi-
mation med en, der virker markant darligere. Derefter udregnes fidelityen for de to
approksimationer og sammenlignes. Graferne for de 2 approksimationer og deres fi-
delity samt differensen imellem de 2 fidelityer er vist i figur [7]. Det ses, at forskellen
pa de to fidelityer er meget lille omkring ¢ = 7.

Vi approksimerer desuden formel (31) ved kun at bruge realdelen af det forste led
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Figur 6: Approksimationer (grgnne) sammenlignet med den korrekte funk-

tion (bla) for n =5 og n = 3.
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Figur 7: Overst: to forskellige approksimationer til den samme funktion.
Nederst: de to fidelityer og forskellen imellem dem.

og smide alle de andre led veek:

FzZPn (1—Re

1 —urEeHew)-raHew))
——e 2
4

(n]cos(3' + 6") n) + e

t ot
4 / / dt'dt" Q(t")Q(t") cos(6t") cos(6t") <cos(o/’ —a) x
0 Jo

3 iFEeHew)—Fu"Hew))
2

5 sin(a” — ') (n] cos(#) cos(3") miﬂ )

(nlcos( — ) )

(32)



Graferne i figur (8] viser fidelityen for n = 5 for den trigonometriske puls sammen-

0.999995

0.99999

0.999985

Y/
1 //
0.98 ] - =
1 dj(gp q
pGaaantE S ARRRMMMSS——
126 128 130 132
vt

Figur 8: Fidelity for n = 5. Fidelityen for n = 1 — 4 opfgrer sig magen til og
kan ses i bilag E. Fidelityen er udregnet med % =0,1

lignet med den flade puls ganget med den trigonometriske funktion pa4 samme made
som i afsnit 4.2.1, hvor formel (23) blev sammenlignet med formel (24). Graferne
for andre veerdier af n kan findes i bilag E. Billedet ligner det samme som fgr. Det
fulde integral ligger lidt hgjere end det, hvor man har trukket Q(¢) uden for inte-
graltegnet, og flader lidt mere ud omkring ¢ = % I det hele taget ligner graferne i
figur [8] ret meget graferne i figur [5] fra afsnit 4.2.1.

I figur [9] er graferne for fidelityen fra afsnit 4.2.1 og fidelityen fra formel (32). De
to grafer er ret ens, ogsa nar man forstgrrer omradet imellem ¢ = % 0og q = %.
Det er interessant, at antagelsen, om at vi kan se bort fra operatorernes tid-
satheengighed men beholde Q(t) under integraltegnet, faktisk er en ret god ap-
proksimation i forhold til at se bort fra bade operatorernes og Rabifrekvensens
tidsafheengighed.

Ved at tegne alle de led, vi har smidt veek kan vi vurdere, hvor stor en fejl vi

4 Y g
0.98 r 0.99999
] djﬁp q
T — e ) vt

1
126 128 130 132

Figur 9: Fidelityen fra sidste afsnit (guld) sammenlignet med fidelityen fra
formel (32) (rgd). Der er brugt % =0,1

har lavet ved kun at betragte realdelen af det forste led som i formel (32). Dette
gores kun for n = 5 i omegnen af ¢ = 7 og kun til og med |n — n'| = 2. Det ggres

22



for flade puls, da vi méa forvente, at det giver gvre greense for leddenes bidrag. Til
sammenligning har fidelityen for n = 5 udsving i en stgrrelsesorden fra 10~° (%)2

(for ¢ = 1) til 107! (%)2 (for ¢ = 1). Det stgrste bidrag kommer fra den imaginaere
del af:

1- 4]3 fgl dt'dt”" Q") Q") cos(t") cos(at”) {cos(a” —a’)x

( 1 SiEEHGEH-FEHGE))
~Le 3

WFEHGE")-FE")G(t)
2

(n|cos(8’ + ") |n) + fe

(n]cos(p’ — B") |n)>
+% sin(a — o) (n] cos(3') cos(B") |n>}

Dette led giver en sndring i fidelityen pa en stgrrelsesorden pa hgjst (%)4. Funk-
tionen er dog meget flad i omegnen af ¢ = 7, hvor udsvingningene har en stgr-
relsesorden pa hgjst 1078 (%)4. Leddet bevarer sin flade form for veerdier af ¢
forskellig fra 1. Det betyder, at vores fidelity kommer teettere pa 1, men dens form
eendres ikke.

Det naeststgrste led, som skal tages i betragtning kommer fra imagineerdelen af

0.995

0.99 ]
1 0.999995

0.985

e e -
126 128 130 132
vt

Figur 10: Fidelity med (bla) og uden (guld) rettelse for n = 5. Der er brugt
o —0,1
v )

% / dO(t') cos(5t') cos(a’) (n — 1| sin(F') [n)
0

og
Qi/ dt'Q(t") cos(6t') cos(a’) (n + 1| sin(B’) |n)
0

Disse led giver en zendring i fidelity, der har en stgrrelsesorden pa hgjst 1072 (%)2

omkring ¢ = 7. Udsvingene er af en stgrrelsesorden pa hgjst 1074 (%)2 Dermed
bliver disse led de stgrste, som kan have en indflydelse pa formen af kurven for
fidelityen. Det kan derfor veere relevant at tegne en graf over fidelityen fra formel
(32) alene samt en graf, hvor man har lagt disse led til. Da de to led er nogenlunde
ens adderes blot det ene ganget med 2. Det giver fglgende grafer i figur [10]. Af
graferne ses det, at leddene ikke har nogen markant indflydelse pa fidelityen.
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Den reelle del af |[n —n/| = 1-leddene giver en &ndring af fidelity med en stor-
relsesorden pa hgjst 10~7 (%)2

Den reelle del af |n — n/| = 2-leddene giver en sendring i fidelity af en stgrrelsesorden
pa hgjst 1074 (%)4. Det kunne have indflydelse pa fidelityen omkring g = %, men
allerede omkring ¢ = 2, hvor fidelityen fra formel (32) stadig har en storrelsesorden
pa 1072 (%)2, er leddet faldet til en stgrrelsesorden pa 10~° (%)4. Det er derfor i
orden at se bort fra dette led.

Den imagineere del af |n — n/|
relseorden pa hgjst 1076 (%)4.

Vi kan altsa konkludere, at de approksimationer, vi har lavet for at udregne fieli-
tyen, er rimelige.

= 2-leddene giver en sndring i fidelity af en ster-

4.3.2 Sammenligning imellem flad og trigonometrisk puls

Vi kan nu lave en graf over populationen af den gnskede tilstand (% lgg) — \/Li |ee))

pé samme made som den stiplede linie i figur [4] 1 Sgrensen og Mglmers artikel. Til
dette bruges formlerne (10) hos Sgrensen og Mglmer. Resultatet ses i figur [11].
Bemerk at grundet tidligere valg har vi andre vaerdier for vores parametre. Derfor
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] 0.9 0.95]
08 ]
1 0.9
] 0.8 B
07 ]
1 0.85]
06 07 1
1 08
059 0.6

075
;

ARRARREERERaEARTI AR R
10 120 130 140 110 120 130 140
vt

vt

ARRARRREaERR R e
110 120 130 140
vt

Figur 11: Den trigonometriske puls (med ¢ = %) sammen med den flade

puls. Den flade puls har ¢ = 0.1v, imens den trigonometriske har Qy =
0.1, /52%1/ ~ 0.22v. For n =5, n =3 og n = 1. Resten kan ses i bilag F
q°+2q—1

er grafen for den flade puls ikke helt sammenlignlig med figur [4] i Sgrensen og
Mglmers artikel. Bemaerk desuden at vi ikke har argumenteret for, at vores ap-
proksimationer er korrekte, i hele omradet, der ses pa graferne. Vi har taget et
storre omrade med for ellers ville den ene af graferne blot ligne en ret linie.

Der er i graferne taget hgjde for, at den maksimale Rabifrekvens skal veere stgrre
for den trigonometriske funktion end for den flade puls som vist i afsnit 4.2.2.
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5 Konklusion

For at bygge en kvantecomputer har man brug at lave gates med smé fejl. Med
udgangspunkt i en artikel af Sgrensen og Mglmer forsggte vi komme med forslag,
der kunne optimere deres metode. Fgrst ved at betragte den originale metode med
konstant Rabifrekvens. Derefter med en tidsafhaengig Rabifrekvens.

For den konstante Rabifrekvens medtog vi de hurtigt svingende led i Hamiltonen,
som Sgrensen og Mglmer havde set bort fra. Vi fandt en betingelse under hvilken,
de ekstra led blev 0. Derefter viste vi, at denne betingelse ikke blot tog hgjde for
de hurtigt svingende led, men ogsa sgrgede for, at fidelitytabet, der skyldtes et per-
tubationsled, J,-leddet, i Hamiltonen, blev 0.

Dernaest viste vi, hvordan man med endnu en betingelse kunne mindske fidelityta-
bet fra kobling til andre modes end center-of-mass-mode.

Herefter gik vi videre med at betragte tidsathaengige Rabifrekvens. Vi viste, at ved
at veelge funktioner, som opfyldte bestemte symmetrier, kunne tidsudviklingsoper-
atoren bibeholde den ideelle opfgrsel som hos Sgrensen og Mglmer.

Vi foreslog tre forskellige funktioner, som opfyldte disse symmetrier og viste, at
de under antagelse af, at vi kunne se bort fra visse operatorers tidsafhsengighed,
mindskede fidelitytabet fra J,-leddet.

Vi viste desuden, at for den ene af de tre funktioner var opfgrslen den samme, nar
man tog hgjde for operatorernes tidsafthaengighed.
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A Bestemmelse af J,, J, og forskellige kommuta-
torer deraf

For to ioner i fzelden geelder det at,

Jr = 3 (041 +0_1+042+0_2)

1
Jy =5 (041 —0-1+042—0-2),
Hvor 041, 0_1, 042, 0_2 er henholdsvis haeve- og seenkeoperatorer for ion 1 og 2.
Jo og Jy skrives som matricer ved at bruge |ee >, |eg >, |ge > og |gg > som basis.
Det giver:

0 —i —i 0 01 10
1l i 0 0 —i 11100 1
=51 0 o —i|""732[ 10 01
0 i 0 01 10
J;bliverda:
1 00 -1
1l 0 11 0
2—_
=30 0 11 o0
-1.0 0 1
Kommutatoren [J2, J,] giver:
o, Jal = J7du—Ju-J)
1 00 —1 0110
_1f o 11 0 | 1]1001
2 0 11 o0 21 1 0 0 1
-10 0 1 0110
01 10 1 00 -1
11100 1|1l 0 11 0
2 100 1] 21 0 1 1 0
01 10 1.0 0 1
(/0 0 0 0 0110
_ 1]t oo0o 1] 0000
T2 1 00 1 0000
\0o o0 o0 o0 0110
0 -1 -1 0
_1l1r 0 0 1| _.
“ 21 0 o 1 [T"
0 -1 -1 0
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Kommutatoren mellem Jy2 og 1) er:

1 00 —1 0 -1 -1 0
1{ o 11 o 11 0 o 1
2A__ .
Uy =51 0 11 o 51 0o o 1
100 1 0 -1 -1 0
0 -1 -1 0 1 00 -1
110 o 1| 1[0 11 0
51 0o o0 1 0 11 0
0 -1 -1 0 10 0 1
/0 0 0 0 0 -1 —1 0
_tff1roo01] [0 0o 0o o0
= 20l 100 1 0 0 0 0
\o oo o 0 -1 —1 0
0110
11001
= 311001
011 0

B Bestemmelse af U] (t).J,Up(t)

Uo(t)TJmUo(t) _ eiG(t)JyﬁeiF(t)JyfceiA(t)Jj JmefiA(t)Jse iF(t)Jy& ,—iG () Jyp
Vi forsimpler udtrykket ved hjeelp af Baker-Haudorffs formel, som siger:
eApB _ JA+B,[AB]

iF(t)Jyd o —iG(t) Jyp.

Vi ser i fgrste omgang pa e~ Wi

o iF ()i —iGO)Iyp g i(F(O)F+G(0)P) Ty o & [—iF (£) 2, ~iG(t) Ty

Kommutatoren i den sidste eksponentialfunktion er fglgende:

[—iF(8)],3,—iG()J,5] = —F()G()J2p + F(HG()J2p
F(OG(1)J2 [p, 4]
PO,

da [p,2] = —i da vi har sat h = 1.
Vi far da nu:

. L . ) . . PG 12
esz(t)Jyxesz(t)Jyp _ efz(F(t)erG(t)p)JyefzfJy

iG (1)1 iF(£) ]y

Samme procedure galder for e , som giver:

. L . . . . LGF() 12
ezG(t)JypezF(t)Jym ez(G(t)p—i—F(t)m)Jy et J,

Det giver da fglgende fulde udtryk for Uy ()], Uz (t):

Uo(t)T LUo(t) = ei(c(t)mF(t)a@)Jyei(A(t)+%)J§Jm i(A(t)+ LBEW Y g2 o—i(F®E+G()D)
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(A +EEFR) TG 7 —i(A)+HEFE) TS

Nuservipae ( . Det forste vi gor, er at reekkeud-

vikle eksponentielfunktionerne, samtidig med at vi bruger Jg = J;} =, [Jyz, Jz] =
A, {Jz, Jg} = Jg, J;JIJy2 =0, samt at vi midlertidig seetter
F)G(#) _
iady o o—iedy 144 J2_1 2J2_1- 37240 ) g (1—3 Jz_l 2J2+l- 372 4 ...
e'*v e voo= iy — gatJ, — ciat, . iy — 5oty + giatd,

= il R] - e ] 4

1 .
= Jm‘f'iaf]_iaQJm_%ag'f]‘F'”
= cos () J, +isin(a) 7

Alt dette giver nu:

Us)T TLUs(t) = e/ COPHFODIy (066 (o) J, + isin () 7j] e HEFOTHCDOP),

Nu undersgger vi e/(GOPFF®D) ]y J o—ilF®)I+G0)P) ]y gamt e (G OPHEF(1)2) ]y po—i(FH)E+G()P) ]y

Vi raekkeudvikler eksponentialfunktionerne som ssedvanligt, benytter at J, = Jg’ =

o [y, Ju] = —id, og JyJoJy = 0, og indferer G(t)p+ F(t)i = F(t)i+G(t)p = 3.

A . 1 1 1 1
Py Jem By = <1 +iBJy — 552}5 - Ewwy + - ) Ty <1 —ifJ, — 55?}5 + Ewwy +- )

. 1 i

cos (B) Jp +sin(B) J.

For ) bliver det fplgende, nar vi husker at [J,, 7] =i (0_10_2 — 041042)

. . 1 1 1 1
ePlupe=P0 = (1 +iBJy — 55%]5 - gw?’Jy + - ) ) (1 —iBJy — 55%]5 + giﬂ3Jy + - )
i

il

= Bl A~ 55 ()
= N —pB(0-10-2—041042) — %ﬂ% + %53 (0-10_2 —041042) + -
= cos(B)n—sin(B) (0-10-2 — 041042)
Alt dette kan kombineres til fglgende:
Uo(t)T T.Uo(t) = cos(a)cos(B)J, +sin(B) J.]
+ isin (a) [cos (B) ) — sin (B) (0-10-2 — 041042)]
= (cos () Jy +insin (a)) cos (B)
+ (cos () J, —isin(«) (0—10_2 — 0410+2) 7}) sin ()
Det fulde udtryk bliver da:
Uo(t)T T, Up(t) =
(2 cos (A() + OO ) 4 igsin (A() + ZOHD) ) cos (F(1)a + G(1)p)
" (JZ cos (A(t) n W) i (0_10_3 — T41042) sin (A(t) n W)) sin (F(1)2 + G()p)
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C Bestemmelse af cos (A) cos (B) og sin (A) sin (B) for
A og B veerende operatorer
For skalarer geelder det seedvanligvis, at:
cos(A) cos(B) = %(COS(A + B) + cos(A — B))
Denne regel kan dog ikke bruges direkte da vores A og B er operatorer i stedet for

tal. Derimod kan man udlede et tilsvarende resultat ved hjelp af Baker-Hausdorffs
formel. I det fglgende bruges forkortelsen 3'/3”, hvor 3 = F(t')Z + G(t')p.

cos(B') cos(8") =1 (ei(F(t’)HG(t’)ﬁ) 1 e—iFa+GtD) ) (QiF(E)E+G(E")p) 4 e—i(F(t”)HG(t”)ﬁ))

/ "y _ ¢! "
=1 (ez‘«F(t'>+F<t">>a‘c+<G<t'>+G<t">>ﬁ>efz"F“ SO EEED |

e—i((F(E)+F () +(G(E)+G (")) —i ELISUDZCUNET)

GH(F(E)=F (") +(G () -G ("))p) i LEIEEDZECHIE)

= i(F () = F(")a+(G(t) = G(¢"))p) i SIS CEIr )

L(FhHewH-—eu)HF))
= 3 2

5 cos(B + 8" +e

1 ( L FEHGE) -G FE'")
e 2

cos(d' — 8"))

Tilsvarende kan man udregne:

1 _,rehe)H—cwHre")
e 2

sin(f) sin(8") = —=

(FeheH—a)HFE"))
g P

cos(ﬁ'—l—ﬁ”)—i—%e cos(3'—p")

D Bestemmelse af < n/|sin (F(t)z + G(t)p) |n >
Til bestemmelse af UtJ,U skal bruges:

< n'|sin (F(t)2
< n'|cos (F(t)%

+G(t)p) |n > (33)
+G()p) |n > (34)

Til at starte med omskrives i(F(¢)Z + G(t)p) ved hjelp af & = % (a+a') og

i

ﬁ:ﬂ(aT—a):

) a 1 af al a
(F(t)z 4+ Gt)p) = F\%) + F\(/t% —G% +G\(/t%

Der er en speciel grund til, at vi skriver det op pa den made. Det vil vi komme
tilbage til.

Sinus- og cosinus-funktionerne omskrives ved hjelp af Eulers identiteter til fgl-
gende:

0 _ —1i0

sin(f) = % (36)
0 —160

cos(f) = % (37)
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Vi ser nu i fgrste omgang pa ligning (33). I denne indseetter vi (35) og (36),
hvorfra vi far:
< n/|sin(F(t)z + G(t)p)|n >
G(t) LF(t) r G(t) LF(t) G(t) iF( i (G®) LF(t)
:%<<n’|e( P )l (S Ao |n>—<n’|e( Vi )el (25 )e “In >

(38)
Her kommer det os til gode, at vi skrev (35), som vi gjorde. Det skyldes, at Glaubers
forskydningsoperator er

f—a*a

D (a) =e* ,
hvor « er et komplekst tal. Udfra dette bliver (38) til folgende:
<n'Isin(F(t)z + Gt)p)|n >
=§(< n’|D(’\%‘f)+lF t)) |n>—<n'|D( g \/g))m >) (39)

Disse matrixelementer er velkendte, da fglgende sammenhzeng geelder for Gaubers
forskydningsoperator:

For n < n':
n!\ /2 ik ’ (n'—n)
<wiD@lns= (5 e L (ap) o)
Forn >n':
w2 a2 ’ /
<wiD@lns= (") e @y e (o)
Af dette kan vi se:
For n < n':
—G@) z'F(t))
<n'|D + >=
Ll e L
a2 e,(cmz:mﬂ) Gty iF@®\" " -y (G + F(1)
n'! V2 V2 ' 2

nt\ "2 ,(Gm +F<t>) G(t) iFO\" " wem (G(t)2 + F(t)?
P
Udfra hvilket vi far:

< n'|sin(F(t)z + G(t)p)|n >

n\1/2 (cw?+r®m?) (n'—n) [ G(t)2+F(t)? awy  aF@\" " aw) , iFr@)\" "
=& () e LT (SRR (- ) - (- f+f)
0 for n’ — n lige
= G(t)2+F(t)2 , . n' —n
—i (%’!!)1/2 67%[&7 - (w) (% — ng)) for n’ — n ulige

31



For n > n' ggr vi p4 samme, blot hvor vi benytter (41). Vi far da fglgende:

< n'[sin(F(t)& + G(t)p)ln >
— QL (n"

n!

0
;N\ 1/2 G()2+F(1)?2 -
~i(57) o~ S et

(=) (

.)1/2 ei(G“)Z:F(”z)L;n—n’) (G(t)2J2rF(t)2) [(__

_G) _ iF®)
V2

V2

/

)

G(t)

V2

iF(t)

T

)n—ni

for n — n’ lige

)  forn—n/ ulige

Den samme procedure ggr sig geeldende for cosinusdelen (ligning (34)) . Vi benytter
ligningerne (35), (37), (40) og (41). Vi kommer da frem til fplgende:

For n < n':

< n'|cos (F(t)z + G(t)p) |n >

i\ 1/2 _(ew?+rw?) (n'=n) ( G(t)2+F(t)? G(t

=) e () (9

)2 )2 f

_ (%)1/2 e_(G“ :F“ )LS’L —n) (G(t)2-|2—F(t)2) (%

0
For n > n':
< n'lcos (F(t)& + G(t)p) |n >
1 (n! G

(

)Y D s (e

— 2\l
12 (ew?erw?) 2 2
_ (7;_,') e~ 1L >(G(t> ;F(t))(_%
0

32

’LF(t) nl—n _% ZF(t) n,—n
Vz ) +( v v ) ]
iF(t) n'—n .
73 for n’ — n lige
for n’ — n ulige

iF(t) n—n’ G(t) , iF(t) n—n'
) () }
- ”j/g)) o forn—n lige

for n — n’ ulige



E Fidelityen for n=1—-5
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Figur 12: n = 5 gverst. n = 1 nederst.
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Figur 13: n = 1 gverst til venstre. n = 5 nederst.

34



