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2 Grundlaeggende Gruppeteori

2.1 Grupper

En gruppe er en mangde af operationer som operere med symmetrier i et system.
Dette forklares letteste vha. et eksempel, sé lad os se pa et kvadrat (fra opgaven
2-1 i Tinkham):

Et kvadrat har en raekke symmetrier, sisom rotationsymmetrien i urets ret-
ning i bidder af 7, m og 37” Operationerne, gruppeelementerne, der roterer sys-
temet i disse bidder kalder vi henholdsvis F, G og H. Desuden har kvadratet
fire spejlings symmetrier, vist herunder, hvor spejling i hver af disse akser er et
gruppeelement i gruppen.

L

A o

Figur 1: Et kvadrat med integnet symmetriakser, indekset fra A-D som sam-
menholdes med gruppeelementerne der spejler figuren i den pagaldende akse

Disse syv symmetri-operation samt enheds-operationen, E, ("at multiplicere
med én” eller ggre intet) udger gruppen for kvadratsystemmet. De har selvigl-
gelig et indbyrdes forhold til hinanden, hvilket lettest angives i en multiplika-
tionstabel, vist herunder, som er en tabel over multiplikationen af gruppeele-
menterne. Ved multiplikation af to gruppeelementer menes der at man fgrst gor
den ene operation og dernast den naeste. Altsa vil multiplikationen A-G betyde
at man fgrst spejler figuren i A-aksen og dernzest roterer den 7 i urets retning.
Men jeg kunne havde kunne endt det samme sted hvis jeg blot havde spejlet i
B-aksen, altsa brugt operationen B pa systemet. Altsa skriver vi A-G = B. Det
kan hurtigst se at rackkefglgen ikke er ligegyldigt for dette eksempel, men hvis
man finder en gruppe hvor raekkefplgen er ligegyldig, altsa at multiplikation er
kommuntativ, siges gruppen at vare Abelian.



OO - Q" 3l
QO wm H "9 - 0o
0T Q- @0 a "=

HEH Q- e @ Qe

Q=3 H© = QO D@

0 Q" O Qw e o

0 Q" O aQw e -
Q@ o = 3 a3 |
(i e N == I e B> Bl o« B s

>
=

Tabel 1: Multiplikationstabel for gruppen for kvadratsystemet. Tabellen skal
laeses saledes at raekkefplgen bliver at man fgrst ser paraekken, dernaest sgjlen.
Altsa saledes at man laeser 4. reekke (C) ganget med 3. sgjle (B) giver F (C-B =
F)

Multiplikationstabeller er ofte maden man praesentere en gruppe uden brug
af repraesentationer (se afsnit 1.2), men vi kan sagtens traekke mere information
ud af gruppen ved at se mere pa elementernes indbyrdes forhold. Et interessant
emne er klasser.

2.1.1 Klasser

Klasser skal forstaes pa den méade at nar elementerne i samme klasse sa "minder”
de om hinanden. For at to elementer skal vaere i klasse sammen skal de opfelge
kravet at de to elementer skal vaere konjugeret til hinanden:

B=XAX "'eller A= XBX! (1)

I vores eksempel med kvadratet er elementerne A og B; C og D; F, G og H samt
E i hver deres klasse, hvilket og giver god mening geometisk da disse operationer
minder om hinanden. Gruppeelementet E er altid sin egen klasse. Vores gruppe
kan altsa deles op i fire klasser, hvilket er en information der viser sig at veere
vigtig nar man skal undersgge karakteren af repraesentationen. En lille seetning!
der ggr livet lettere nar man tester hvilke gruppe elementer der er konjugeret
til hinanden er:

Hvis elementerne A og B begge er konjugeret til C sa er B og A ogsa
konjugeret til hinanden.

2.2 Repraesentationer

Repraesentationen af en gruppe er maden vi udtrykker gruppen pa. Dette kan
gores pa flere forskellige mader, men der er en rakke theoremmer der hjalper
os med at finde ud af hvor mange der er i alt, samt hvilke er irreducible. Forst
ser vi dog pa den fgrste regl for en repraesentation:

I'(4)-T(B) =T(4-B) (2)

1Fra Tinkham s. 12



Altsa skal repraesentationen fplge multiplikationstabellen. Fa at fa lidt mere kod
pa hvad disse repraesentationer er tager vi igen og ser pa et eksempel, denne gang
en trekant?: Gruppen for trekanten, som vist herunder, bestar af seks elementer,
altsa har gruppen orden 6, tre operationer der rotere figuren = om hver sin akse
(A, B og C), tooperationer som roterer trekanten %’T henholdsvis med og mod
uret (D og F) og selviplgelig enhedsoperationen, E.

A

Figur 2: En trekant hvor de akserne som gruppeelementerne A-C roterer om er
indtegnet og indekseret

Vi kan repraesentere gruppen vha. seks 2x2 matricer:

10 1 0 -1 V3
E= , A= B = jg f
(3)
=1 =3 =1 3 =1 =v3
_ 2 2 _ 2 2 _ 2 2
¢= -3 1 » D= -3 1 09 ' = V3 -1
2 2 2 2 2 2

Denne reprasentation, som jeg navngiver I'(1) siges at veere sand eller tro
mod gruppen hvis hver element har sin egen unikke repraesentations matrix.
Dimensionen af repraesentationen bestemmes af dimensionen af matricerne det
bestar af, sdledes at denne repraesentation er todimensionel. Denne repraesenta-
tion fglger multiplikationstabellen (ikke skrevet her). Man kan finde en anden
repraesentation (I'(2)) af gruppen ved at se pa determintanten af disse matricer.
Gruppe elementerne vil sa bliver reprasenteret af +£1. Denne repraesentation
folger ogsa multiplikationstabellen da [T'(A)| - |T'(B)| = |T(A)T(B)| = |[T'(AB)|.
Denne repraesentation er kun endimensionel. En tredje repraesentation (I'(3)) er
blot at repraesenterere alle elementerne som 1-taller.

Kan jeg finde flere irreducible repraesentationer end disse tre? Svaret er et
rungende nej, og forklaringen er at vha. en maegtigt saetning, ortogonalitet saet-
ningen?®, kan jeg udfra gruppens orden og antallet af klasser finde praecis hvor

2Jeg fplger Tinkhams eksempel for nemhedens skyld
3Denne saetning er udledt med meget besveer i Tinkham pa s.20-25



mange reprasentationer, med deres dimension, der er i alt. Ortogonalitets saet-
ningen forteeller mig at:
Y li=h (4)
i

hvor [; er dimensionen af den i’te repraesentation og h er orden af gruppen.

Jeg behgver ikke engang at se pa klasserne i trekants gruppen, hvis orden
er 6, da der kun er én lgsning til (4) nemlig 1? + 12 + 22 = 6. For helhedes
skyld ser jeg dog alligevel pa klasserne i gruppen da dette far stor betydning i
karaktertionen af reprasentationerne. Der er tre klasser i trekantsgruppen, %1,
%5, €3, som deler gruppen op pa felgende made:

¢, =F
6 = A, BogC
€ = F og D

Jeg kan igen se, da antallet af klasser er det samme som antallet af irre-
ducible repraesentationer®, at der ma veere tre irreducible repraesentationer. For
at traekke information ud af disse repraesentationer som kan bruges i fysiske
sammenhaeng skal jeg lave en sakaldt karaktertabel. Fgrst skal jeg dog definere
hvordan man bestemmer karakteren af en repraesentation.

2.2.1 Karakteren af repraesentationen

Kravet om at kunne karaktersere repraesentations matricer kommer fra at de
er relateret til hinanden gennem wnitary transformationer. Vi leder derfor efter
en karaktersation der er invariant under disse transformationer. Heldigvis find-
es en sadan karaktersation, nemlig sporet af matricen. Sporet af en matrix er
blot summen af diagonal elementerne. Vi definerer nu karakteren af den j'te
repraesentation som rackken af spor for hver repraesentationsmatrix, hvor:?

YI(R) = Tr [Fu)( R)] -3 r9(R),, (5)

hvor x er karakteren for repraesentationsmatricen R i den j’'te repraesentation og
l; er dimensionen af den j'te repraesentation.

Da det let kan blive uoverskueligt at se pa karakteren af repraesentationerne
som rakker af spor, konstrukturerer man en karaktertabel. Man udnytter at forst
at der er lige mange irreducible repraesentationer som klasser i gruppen. Ydemere
har elementerne i den samme klasse alle det samme spor. Jeg konstrukturerer
nu karaktertabellen for min trekantgruppe, og husker at jeg har tre irreducible
repraesentationer og tre klasser:

4Fra Tinkham s. 26; 3-16
5Fra Tinkham s. 25, eq: 3-15



ra | 1 1 1
re |1 -1 1
ré | 2 0 -1

Tabel 2: Karaktertabellen for trekantsgruppen. Tallet foran klasserne i gverst
raekke, benzevnes Ni, er antallet af elementer i den pagaeldende klasse

For at chekke om man har kontrukteret en karaktertabel korrekt er der en
raekke krav der skal veere opfyldtS:

1.

Tabellen skal veere kvadratrisk da der skal veere lige mange irreducible
repraesentationer som klasser

Da dimensionen af reprasentationerne er bestemt af > 1?2 = h (4) og

enhver gruppe har enhedselementet E som skal repraesentzeres som enheds-
matricen samt at enhedselementet er sin egen klasse er det forste sgjle
altid blot /;. Desuden kan man altid finde den irreducible repreesentation
hvor alle elementerne repraesenteres af 1-taller, vil den fgrste raekke kun
besta af 1-taller.

Alle sgjlerne skal veere orthogonale pa hinanden, normaliseret til h med
veegtningsfaktoren Ny (antallet af elementer i den k’te klasse). Det kan
udtrykkes som:

SO (@) XD (@) - N = hag
k
Alle raekkerne skal vaere orthogonale pa hinanden, normaliseret, til Nik

; ; h
ZX(Z) (@) - X (6) = N, O

3
Elementerne i den i’te raekke er relateret med:

Nix"( %)) - Nix® (%) = 1) eja - Nix(4)

hvor c;kl er konstanten defineret fra klassemultiplikation (ikke deekket i
denne opgave) i ligningen: €; - 6, = >_ cjp - €
1

Fra karaktertabellen kan vi begynde at bruge gruppeteori pa fysiske system-
mer da man kan traekke egenfunktion og egenvaerdier ud af karaktertabellen.
Jeg begynder derfor at se pa den fysiske anvendelse.

2.3

Fysisk anvendelse

Vi ser fgrst og fremmest kun pa grupper som lader Hamiltonian’en veaere in-
variant ved brug af gruppeelementerne. For vi kan ga i gang med at trackke

6fra Tinkham s. 28-29



egenfunktioner ud af vores karaktertabel er vi ngd til at indfgre operatorer som
operere pa funktioner. Vi definere disse operationer pa fglgende made:

Vi tager gruppeelementet R som &ndre koordinaterne saledes at Rx = «’
og R~ 'z’ = z. Vi indfgrer nu Pg som opfylder:

Prf(Rz) = f(x)
Prpf(x) = f(R™'x)

hvor f(x) er en funktion af x. Gruppen med Pg er isomorphic med gruppen vi
startede med.

Vi definere nu Schréidinger gruppen som den gruppe af operatorer Pr der
kommentere med Hamiltonianen. Vi ved fra kvantemekanikken at egenfunktion-
erne til operatorer der kommentere med Hamiltonian ogsa er egenfunktioner til
Hamilitonoperatoren. Vi kan nu generer flere eigentilstande med samme egen-
veerdier da PrHY,, = PrE, ¢, eller H Pri,, = E,, Pr1,,. Rammer vi alle eigen-
tilstandene er udartetheden normal. Hvis der er nogen som vi ikke kan fa fat i
vha. symmetri operationerne kaldes disse ”accidental degeneracy”, som dog ofte
viser sig at faktisk at dukke op i en "skjult” symmetri.

Jeg tager en udartet energi E, som jeg antager at veere [, gange udartet
(uden nogen "accidental degeneracy”). Tager vi [, orthogonale eigentilstande
med denne energi ma enhver operation med Pgr blot give en anden tilstand,
stadig med energien FE,,. Denne nye tilstand kan nu skrives som en linzeer kom-
bination af l,-tilstandene (da disse udspeender basis for alle tilstande med en-
ergien F,. Dette er et underrum i Hilbert rummet som er invariant under alle
operationerne fra Schrédinger gruppen.

Vi kan nu begynde at definere repraesentationsmatricerne af vores Schrédinger
gruppe, defineret som:

ln
Pry(™ =Y " ¢p™Mr™(R),, (6)

Hvor T™(R)_ forteller hvilket koordinat der skal sta i den r’te reekke og
den v’te sgjle i matricen. Dimensionen af repraesentationen er bestemt af di-
mensionen af disse matricer som igen er bestemt af antallet af orthogonale
eigentilstande med energien F,,. Altsad kan vi sige at til en given irreducible
representation til Schridinger gruppe med dimensionen l,, findes der l,, orthog-
onale eigentilstand med energien E,, som udggrr basis’en for alle tilstand med
energien E,.

Velger vi en anden basis med andre eigentilstande kommer vi frem til at
den nye repraesentationsmatrice er ekvivalent med den gamle”, altsa TV(R) =
a 'T'(R)a hvor « er matricen som tager de gamle eigentilstande over i de nye.
Vi kan nu sige at For de irreducible representationer af Schrédinger gruppe
findes én unik egenverd: til Hamiltonianen, og dermed egenenergien, til hver af
disse.

Jeg vil nu se pa hvilken metode man skal bruge for at finde egenfunktioner
til grupper med flere multidimensionelle reprassentationer, saledes at en given
egenfunktion skal indekseres bade mht. hvilken repraesentation den tilhgrer og
hvilken reekke den tilhgrer i den givne repraesentation. En egenfunktion bliver

“Gennemgaet i Tinkham s. 36



dermed benavnt: cp(J ) som tilhgrer den rk’te raekke i den j’te repraesentation.
Hvilken raekke en funktion tilhgrer skal det forstaes som at for hver raekke er
der en akse i den basis der udspaender underrummet som repraesentationen lever
i

Da vi allerede ved vi kan finde alle egenfunktionerne med den samme energi
udfra blot én enkel benaevner vi at ap(] ) sammen med den partnere udspaender
basis’en for den j’te repraesentation. Vi ved ligeledes at vi kan finde repraesen-
tationsmatricerne vha. (6).

PR@g E:VJﬁF

Multiplicere vi nu (6) med I'® (R):k\,:w summer over R og udnytter ortogonal
saetningen (4) far vi:

> TO(R),. - Pre? ‘75 O o) (7)
R

Dette omskriver vi til operatoren:
P -y o ®
R

Denne operator er ganske interessant. Fgrst og fremmest giver den nul panger
hvis den operere pa en funktion der ligger i den x’te rackke af den j’te repraesen-
tation. Disse ikke-nul lgsninger giver <pE\j,) og ergo kan vi finde basis for den j’te
repraesentation vha. (8). Ydemere kan det ses at:

PP = oD

Samt at:
20 = 74
Altsa er go(j ) egenfunktionen til 29) med egenvaerdien 1.

Operatoren har en anden vigtig egenskab udover at kunne genere en basis
for en given repraesentation, nemlig egenskaben at projektere delene af hvilken
som helst funktion ud der tilhgrer den x’te rekke i den j’te representation®.
Altsa kan funktionen F' skrives som en sum af dele som tilhgrer irreducible
repraesentationer, givet som:

c 1y
oYY
j=1k=1

hvor c er antallet af irreducible repraesentationer og fx ) tilhgrer den r’te raekke
i den j’te repraesentation. Bruger vi vores operator pa F far vi:

PUF = 19

Vi kalder den derfor projektions operatoren. Vha. vores projektions operator kan
vi altsd finde basis’en for en irreducible repraesentation udfra en hvilken som

8Bevist i Tinkham s. 40-41



helst funktion, ved fgrst at projektere den del ud der tilhgrer repraesentationen
og dernast finde alle dens partnere. Van Vleck har derfor givet denne metode
navnet: ”den basis-funktion genererende maksine”

Det kan ses at for at bruge projektions operatoren skal man kende hele
repraesentationsmatricen, eller i hvert fald alle diagonal elementerne, men oftere
kender man kun klassen. Dette er umiddelbart ikke et problem hvis man satter
K = A, og summer over s, saledes at den nye projektions operator er:

, L. ) y
P =3 20 =LY XV (R)Pr 9)
K R

Vi har nu fundet en metode til at finde egenfunktioner til hamilitonopera-
toren vha. Schrédinger gruppen. Vi kan finde hvor mange egenfunktioner der er
pr. egenvaerdi, ergo hvor udartet energieniveauet er (dog er vi opmarksomme pé
at der kan veere “skjulte” symmetrier der giver ydeligere udartet energiniveauer),
samt hvor mange energiniveau der er. Alt dette kan vi traekke ud af karakterta-
bellen for en gruppe. Vi kan nu satte vores forskellige symmetri grupper i system
og skal nu blot sla den rigtige gruppe op for at kunne komme i gang med at
analysere et givet system.

2.4 Direkte produkt grupper

Et brugbart veerktgj i gruppeteori er direkte produkt grupper, som er en made
at genere nye grupper ved at tage produktetet af to grupper. For at forstar
hvordan det virker viser jeg det med et eksempel.

Vi arbejder videre med vores trekants gruppe men vil gerne tilfgje en ny sym-
metri, nemlig en reflektions symmetri i planet med trekanten. Vores trekants-
gruppe navngives D3, og vores reflektionsgruppe navngives o, (se afsnittet:
Punkt grupper). Deres karaktertabeller er:

Dy | E (AB.C) (D,F)
r® | 1 1
re |1 -1 1
reé | 2 0 -1

Tabel 3: Karaktertabellen for trekantsgruppen, Ds. Klasserne er skrevet ud for
overskuelighedens skyld.

oh E oy
|1 1
reli1 -1

Tabel 4: Karaktertabellen for reflektion i det horisontiale plan, o;,. Repracsenta-
tionerne er indekseret med + og - for nemhedes skyld nar man skal kombinere
gruppen med andre grupper.

For at finde den direkte produkt gruppe af disse to grupper behgver jeg blot
at multiplicere alle deres gruppeelementer med hinanden: D3 x 0, = E - E  E -



A,...E-F,on-E,on-A,...on F.Det kraeves dog at alle elementerne kommuntere
med hinanden, hvilket er opfyldt her da det ikke betyder noget om vi forst roterer
og sa spejler i planet eller omvendt. Inden jeg gar videre vil jeg fgrst ggre nogen
hurtige og vigtige observationer? om de irreducible repraesentationer af den nye
gruppe, som navngives Dsp,.

Produktet af de irreducible repraesentationer af undergrupperne fglger re-
glerne for matrix-multiplikation siledes at!?:

). v~ 1),

Udfra Schur’s lemma er det givet at produktet af to irreducible repraesentationer
giver en ny irreducible reprasentation. Det kan ydemere vises at man faktisk
far alle de irreducible repraesentationer i den nye gruppe. Ser vi pa dimensionen
af vores to grupper kan det ses at:

Z (ljD3)2 = hp,

J Dsny2 _ on , 1D3\2 _ D32 o2
Z(lgh)thah ;(ll] ) ;(lz l] ) ;(lﬂ ) ;(ll )

i

= hp, - ho, = hp,,

hvor vi ved at der ikke kan veere andre irreducible repraesentationer end dem
der er opnaet ved multiplikation af de irreducible repraesentationer fra under-
grupperne.

Karakteren af de nye repraesentationer er blot produktet af karakteren for
de gamle repraesentationer, hvilket ses let:

XD (A-B) =3 "TY) (A B)ay = T8 (A)aa - T (B
a,b a,b

=S T% (Aaa - S TD By = Y T (A)aa - > TY) (B

b a b
= XDg (A) * Xo, (B)

Nu hvor vi ved at vi rammer alle de irreducible repraesentationer og vi kan
udregne deres karakter, er det bare om at skrive resultatet op i en karaktertabel:

D3, | E (A,B,C) (D,F)| on on(A B,C) on(D,F)
ra+ |1 1 1 1 1 1
reH | -1 1 1 -1 1
ré+ | 2 0 -1 2 0 -1
ra=) |1 1 1 -1 -1 -1
rée- | -1 1 -1 1 -1
ré- | 2 0 -1 | -2 0 1

Tabel 5: karaktertabellen for gruppen Dsy,, skabt ved at tage det direkte produkt
mellem grupperne: D3 og oy,.

9Fra Tinkham s. 44
10Vist i Tinkham s. 44
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Det kan ses at hp,, = 12 som forudsagt da hp, = 3 og h,, = 2 og at
repraesentationerne I'(+3) er de eneste to-dimensionelle repraesentationer. Vi kan
altsa se at D3 gruppen er lige sa degeneret som Dsp, gruppen. I et senere afsnit
skal vi se at dette veerktgj er meget brugbart nar man skal ggre sit problem
lettere at lgse.

2.5 Punkt grupper

Nar man arbejder med krystaller er det ofte smart at bryde ens problem ned i de
mindste geometriske enheder, siden denne kan blot gentages for at danne krystal-
let. Dette afspejler sig i gruppeteori for krystaller hvor man har katagoriseret ens
symmetrigrupper efter deres geometri, fx at grupper som har symmetri omkring
en rotationsakse katagoriseres sammen. Der fglger selvfglgelig en nomenklatur
med dette system, som jeg nu vil kridte op for derefter springe direkte hen til
oversigten over de forskellige grupper.

Notationen hedder ” Schoenflies notation” og bestar af fslgende notation'':

e E = identitet
e C, = 2% rotationer. n kan kun antage veerdier af 1, 2, 3, 4 og 6.'2

e o = reflektion i planet.

e 05, = "horisontal” reflektion, altsa reflektion i planet der er vinkelret pa
aksen med den hgjste rotationssymmetri, som angives som den principelle
akse.

e o, = "vertikal” refleksion, reflektion i planet der gar gennem den principelle
akse.

e 0, — "diagonal” reflektion, reflektion i planet der gar gennem den principelle
akse og deler vinklen mellem de to akser der ligger vinkelret pa denne akse.
oq4 er blot en speciel vertikal reflektion.

o S, = 27” “rotations reflektion”, altsa en rotation og en reflektion gennem et
plan der star vinkelret pa den principelle akse. Herunder ligger inversionen,
1= So

Der er en rakke regler for hvilke af disse operationer kommentere hinanden og
hvilke regler der gaelder for relationen mellem disse symmetri elementer. De er
alle angivet i Tinkham s. 51-53.

Nu har vi nomenklaturen pa plads, lad os nu se hvordan vores punkt-

symmetrigrupper ser ud, vist herunder som stereografiske projektioner!'3:

1 Fra Tinkham s. 53
12Vigt i Tinkham s. s. 55-56
13Fra Tinkham s. 55 fig. 4-2
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[T

Figur 3: Oversigt over punkt-symmetrigrupperne, vist som stereografisk projek-
tioner ned pa XY-planet. Den principelle akse er gar ud af Z aksen. Et 747
betyder at punktet er over planet, et ’O” nar det er under.

Lad os nu se hvordan en tabel ser ud hvis vi slar den op!?. Vi tager som
eksempel vores trekantsgruppe som kan beskrives bedst som en D3 punkt-
symmetrigruppe:

14Fra Tinkham Appendix B s. 232-329
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22 + g2, 22 A1 1 1

R..z A 1 1 -1,

2(asz,z;Z) (z,y) Ela -1 o
(z* —y* zy) (Ro, Ry)

Tabel 6: Tabeloversigt for D3 gruppen. Hgjredel af tabellen er blot vores karak-
tertabel (hvor repraesentationerne og klasserne har faet nye navne, se teksten ne-
denfor), mens venstre del referer til hvilke koordinater hgrer til hvilke repraesen-
tationer.

Repraesentationerne navngives efter deres dimensioner, henholdsvis A og
B for en-dimensionelle —, E for to-dimensionelle — og T for tre-dimensionelle
repraesentationer. Forskellen mellem A og B er deres karakter ved en rotation,
C,,, omkring den principelle akse. A har en karakter pa +1 og B har en karakter
pa —1. Nar inversionsymmetri er tilstede bruger man g og u indeks for angivelse
af lige og ulige funktioner (fra gerade og ungerade).

Klasserne referer til Schoenflies notation, hvor market pa C'et (’3C%”) an-
giver at rotationen gar omkring en akse som star vinkelret pa den principelle
akse.

Venstre side af tabellen fortaeller os hvordan de forskellige koordinater opfar-
er sig under transformation. Fgrste sgjle er kvadratiske koordinater, mens anden
sgjle er enkelstdende koordinater sammen med "rotations” koordinater, R, ,, .
som svarer til at roterer omkring en akse med vinklen ¢. Denne "vinkelvektor”
kan ogsa underga transformationer fra gruppen savel som koordinater, og er
brugbar nar man udtrykker et punkt som en radius og en vinkel frem for de
kartesiske koordinater. For at finde ud af hvordan fx z er havnet i raekken med
As bruger vi bare vores klasses projektions operator (9) pa z:

1 *
(A)77§ (A2)
P\ A2) 5 X2/ (R) Prz

=5 (e 2ea et (09)- () 1o

PA2) ;=

Samme operation pa z blot med projektionsoperatoren for A; giver, som for-
ventet, 0:

1 *
(A, — * (A1)
P lz—GER:x Y (R) Prz

~(1~Z+2~Z+3~(fz)) (11)

S o=

PA) =
Vi kan altsd nu afleese hvordan de simpleste funktioner opfgrer sig. Vi kan nu

bruge disse simple funktioner til at bygge mere advanceret funktioner op, saledes
at hvilken som helst funktion ¢(z) opforer sig som z angivet i tabeloversigten.
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Nar man far givet et problem, som vi snart skal se, skal man blot sla den
rigtige symmetrigruppe op og skrive ens hamiliton op i den base som ogsa er
basen til de forskellige repraesentationer af ens symmetrigruppe.

2.6 Udvalgsregler for matrixelementer vha. gruppeteori

Nar man nedbryder en symmetri i sit system svare det til at man opsplitter
et energiniveau. Nye overgange bliver derfor tilladt, og dette er ofte noget man
gerne vil udnytte. Jeg vil nu undersgge hvordan man vha. gruppeteori kan hur-
tig se hvilke elementer i ens hamiliton giver nul ved en pertubation. For at finde
disse udvalgsregler skal vi udnytte den maegtige orthogonal saetning samt vores
viden om direkte produkt grupper. Vi skal ogsa undersgge hvordan en repraesen-
tation kan dekomponeres ned til de irreducible reprasentationer der danner den
pagaldende gruppe vi ser pa.

En steerk seetning at gi udfra er's:

Matrix elementer af en operator, H, som er invariant under alle
gruppeoperationer, giver nul mellem eigenfunktioner til forskellige
reprasentationer eller forskellige raekker i en given repraesentation.

Dette kan bl.a. ses udfra orthogonal seetningen. Da H er invariant kan den al-
tid tilhgrer repreesentationen: I'', som er i alle grupper. Lader vi H operere

pa en eigenfunktion til repreesentationen: '), altsa H ’qﬁ,(j )>, vil denne au-

tomatisk ligge i den direkte produkt gruppe af: I'" x TU). Dette er en vigtig
iagtagelse da tager vi en ny eigenfunktion til en anden reprasentation, ’gb,(j )>

vil matrix elementet: <g0§€j/)‘ H ’cp,(cj)> give nul undtagen hvis ') kan findes i

'y x T, da orthogonal saetningen siger at disse er orthogonale hvis de tilhgrer
forskellige repracsentationer. Det er vigtigt at bemaerke her at selvom man kan
finde I'U") kan findes i Ty x T) betyder det ikke ngdvendigvis at der findes
et matrixelement mellem to tilstande tilhgrende de to repraesentationer. Ud-
valgsreglen forteelle os blot hvilke overgange er forbudte. Overfgrer vi dette til
kvantemekanikken vil der kun veere matrixelementer i vores hamiliton mellem
tilstande som har den samme energi.

2.6.1 TUdvalgsregler for pertubationshamilitonoperatoren

Ofte er vi mere interesseret i hvordan en pertubation bryder symmetrien og
dermed giver mulighed for nye overgange. Heldigvis kan vi bruge samme metode
som fgr, hvilket jeg vil demonstrere med et eksempel. Lad vores system vare
trekanten med symetrigruppen D3 (se Tabel 2). Vores pertubation er et elektrisk
felt, hvis elektriske dipolmoment har operatoren: er- E, hvor r er vores standard
positionoperator, F er styrken af det elektriske felt og e er elementar ladningen.
Det elektriske felt transformere som en vektor med koordinaterne x,y og z. Man
kan beskrive rotationen pa ¢-grader omkring z-aksen af sddan en vektor med

151pst oversat fra Tinkham s. 80
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repraesentationen:
cos¢ sing 0
I'e(¢p)=| —sing cos¢ 0
0 0 1

karakteren for denne reprzesentation er:
X(Tg) =2cos¢p+1

Gruppeelementerne i D3 i denne reprasentation er fglgende matricer:

10 0 1 0 0 S
E=lo0o10 ]|, A=[0 -1 0o |,B=| =8 1

00 1 0 0 -1 0 0 -1

2 A o 2 £ 0 2 £ o
I I P IR P I

0o 0 -1 0 0 1 0 0 1

Nu skal vi se hvordan vi kan dekomponere denne reprasentation ned til irre-
ducible repraesentationer for vores trekantsgruppe. Vi behgver blot at beregne
karakteren for pertubationsrepraesentationen under diverse rotationsgruppeele-
menter. Jeg husker at elementerne i den samme klasse har ens karakterer:

Ved at se pa disse karakterer er det let at se at:

XTIy = XE + XA,

hvilket betyder at vi kan dekomponere vores pertubationsreprasentation til
de to irreducible reprasentationer for trekantsgruppen da karakteren af en re-
ducible repraesentation altid kan skrives som summen af karakterene for de ir-
reducible reprzesentationer den indeholder'®. Det kan ogsa ses at de irreducible
reprasentationer ligger som blokke langs diagonalen pa repraesentationsmatri-
cen. Altsa geelder det at:

I'e=E+ A,

hvilket vi ogsa ville forvente da vi allerede ved fra karaktertabellen at z trans-
formere som As og (z,y) transformere som E. For at underspge hvilke over-
gange der er tilladte udfra udvalgsreglerne for matrixelementerne skal vi se lede
efter irreducible reprasentationer i de nye eigentilstande skabt af pertubatio-
nen. Da vi kan dekomponere vores pertubationsreprasentation ned i to mindre
irreducible repraesentationer ser vi enkeltvis pa disse. Lad os fgrst se pa et felt

168e Tinkham s. 29 afsnit 3-5
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i z-retningen, saledes vi leder kun efter repraesentationer, I'¥), der kan findes i
I'p, xTU) = Ay x TU). De mulige produkter er:

AQXA1:A2 AQXAQZAl AQXE:E

hvilket betyder at fordi jeg kan fx finde A; i gruppen mellem As; x Ay er der
overgange mellem As og A;. De tilladte overgange for et felt i z-retningen er
derfor:

A2 — A1 E— FE

For et felt i xy-planet laver vi samme beregninger, blot hvor vi husker at i
xy-planet fglger vores elektriske felt den irreducible repraesentation E:

EXA1:E EXAQZE EXE:A1+A2+E

Her kan vi finde A; og A2 i E og E i bade Ay, As og E. Derfor er de tilladte
overgange:
Al FE Ay F E+<F

Vi kan altsa nu finde overgange i spektret introduceret ved en pertubation ved at
dekomponere pertubationsrepraesentationen ned til irreducible repraesentationer
fra vores symmetrigruppe og derefter lede efter hvilke irreducible repraesenta-
tioner vi kan finde i direkte produkt grupperne mellem pertubationsreprasen-
tationen og de irreducible repraesentationer fra vores symmetrigruppe.

2.6.2 Inversion

Inversionsoperationen er altid interessant da det kommunterer med alle vores
rotationsoperationer. Vi kan derfor altid lave en direkte produkt gruppe med
inversions gruppen og hvilken som helst gruppe. karaktertabelerne er:

G |6 ... C,
i | E i
T
& 19 |1 1
X
(w) _
) r 1 1

Tabel 7: karaktertabellen for en generel gruppe og for inversion. Indekset af
reprasentationerne i inversionsgruppen referer til hvorvidt det er en gerade eller
ungerade repraesentation vi ser pa.

Det direkte produkt er:
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g

ce. X X
r(rg)
T(1u)

co. X —X
(nw)

Tabel 8: karaktertabellen for den direkte produkt gruppe mellem en generel
gruppe og inversionsgruppen

Det kan ses at hvis vi dekomponere en repraesentation til denne gruppe vil
den enten kun bestd af ungerade eller gerade irreducible repraesentationer da
en sum af karaktererne mellem en gerade og ungerade reprasentationer vil give
0. Desuden er vestre og hgjre halvdel af karaktertaellen identiske, borset fra et
fortegn, og en sum af karakterene vil blot gentage en masse led. Vi kan altsa
konkludere at gerade og ungerade representation dekomponeres henholdsvis kun
i gerade og ungerade irreducible representationer, samt at vi kan ngjes med at
se pa grupperne uden inversionssymetrien nar vi skal dekomponere en represen-
tation.
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3 Et trekantet kvantesystem med 3 partikler

S,

Figur 4: Et kvantespinsystem for en trekant. s; 5 3 angiver spinsitet mens J g ¢
angiver udvekslingskoblingskonstanten mellem to sites. Modificeret ud fra ar-
tiklen Spin electric effect in molecular antriferromagnets” af Trif et al.

Jeg vil opstille en model der forklarer hvordan et trekantet kvantesystem (se fig.
4) kan koble med et elektrisk felt. Jeg opstiller min model udelukkende som et
spinsystem da, som jeg vil vise, er nok til at forklare koblingen til et elektrisk
felt. Jeg vil med andre ord opstille en model som ggr det muligt at koble mellem
to spintilstande for et trekantet kvantesystem. Fgrst vil jeg opskrive tilstandene
der beskriver spinet pa de tre sites, derefter vil jeg opskrive min hamiliton og
tilsidst se hvordan et elektrisk felt pavirker systemet.

3.1 Spinmodellen

Vores trekant har tre sites med hver et spin. Det samlet spin, .S for trekanten
kan altsa saledes enten veere :i:% eller % Jeg ser forst pa tilstandene for S = %
som jeg navngiver pa fglgende made:

. 1) =11)
§=5 = lsises3) = [N =12) (12)
M) = 13)
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Resten af tilstandene ser séledes ud:
3
S = 5 |s1s2s3) = [111)

S = _73 = [s1s283) = L))

- [T =[-1)
§=— = [sises3) = | [IM) =|-2)
1) =1-3)

Vi kan bygge en samlet bglgefunktion med S = % op som en linaeer kombina-
tion af tilstandene fra (12) ved at se pa symmetrigruppen Cs3, da spintilstanden
udspeender basisen for denne gruppe (bemerk at Cs-gruppen er en undergruppe
af D3 gruppen. Se afsnittet om direkte produkter grupper):

Cs E Cs C3

2 4+ y?, 22 R,z A 1 1 1

(2%, 2) o ||| f1 o @
(2% —y?, 2y) (Ra, Ry) 1w

27
Tabel 9: Tabeloversigt for C3 gruppen, hvor w = ¢ 3 . Dette er symmetrigrup-

pen for spinet i en trekant. Den todimensionelle reprasentation, E, er splittet
op s man kan se diagonal elementerne af matricen og ikke blot karakteren (som
er: w + w? = —1) Denne gruppe er en undergruppe af D3 gruppen.

Det kan ses at vi har tre mulige bglgefunktion til denne gruppe:

[ = 25 (1) +12) + 13))
) =3 i) = & (0 +wi2) +?3)) (13)

)= 0
2
¢<%>> = Z= (1) +w?[2) +w[3))
Hvilket Triff et al. skriver som summen:

)
)

2
[u) = Z5 e
=0

Hvor O} er operation som drejer systemet 2 j gange. For ek geelder det blot
at ef = %57k shledes at w og w? kommer de rigtige steder hen. Disse nye

tilstande er eigentilstande til chiralitets operatoren (opskrevet som Triff et al.):

Loy = + o)

ey - |uf)
C. [v?)) =0
C: [thsg) =0 (da C: [111) = C. [LL) = 0)
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3.2 Hamilitonoperatoren

Jeg opskriver Hamiliton operatoren for spinsystemet som:

H = Jas1-s2+ Ipsa-s3+ Joss - s1

1) 12) 3)
<1| —Ja+Jg—Jo 2J 4 2Jc
H | ==
/ 4 T (2] 2J —Ja—Jp+Jc 2Jp
3| 2Jc 2.5 Ja—Jp— Je

Hvor J; er koblingskonstanten mellem de to spin. Hamiliton-matricen er udtryk i
basen |1), |2), |3), men jeg vil gerne have den udtryk i en base af egenfunktioner
til chiralitets operatoren. Jeg skal altsd bruge basen (fra (13)):

) = 25 (1) +12) + 13))
$0) = Jo (1) +w(2) +w? [3)
z/}(;> L (1) +w?[2) +w3))

Jeg skifter base for min hamiliton ved at udregne overlappet mellem baserne:
(k) (k)
(| 5) o9 (5] 41)
hvor |S) = [1) A |2) A |3). Det geelder at:
(6| s)is1219) (s | v = (w] o o)
2 2 2 2

da |S) (S| = 1. Hamilitonoperatoren i den nye base bliver derfor:

by ) o)

- <zp(j’) J 0 0
%ﬁ/ TﬁQZ <w§” 0 .y ®
<w(;) 0 o —J

Hvor Jer J=Ja+ Jp + Jo og@er<I>:—(JA—2J3+JC)+1'\/§(JA—JC)
Hvis der ikke er noget ekstern felt kan hamilitonoperatoren forsimples ved at
lade de tre koblingskonstanter veere lige store, J4 = Jg = Jo = J, saledes at
hamilitonoperatoren bliver:

W) ) )

1
2

~ <¢§°> J 0 0

x| == Pl o

<¢(;> 0 0 —J
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3.3 Kobling med et elektrisk felt

Seetter vi et eksternt elektrisk felt pa vores system vil det ikke leengere geelde at
Ja = Jg = Jo = J. Det elektriske felt har formen:

£:Zeri~E:eR-E

hvor r; er koordinaterne for den i’te elektron, e er elektronens ladning og R =
Zrz R kan ogsa betragtes som operatoren: R = X Y Z. Selvom vi allerede

har skrevet den mest generelle hamiltonoperator op for spinsystemet, vil jeg
stadig preve at bruge gruppeteori til at se om jeg kan reducere problemet.

Hvis vi vender tilbage til afsnittet med udvalgsregler for pertubationshamili-
tonsoperator ser vi at vi allerede har regnet et eksempel med en trekantsgruppen
D3 hvor vi fandt at der kun var ikke-diagonal elementer mellem eigentilstande
tilhgrende henholdvis A; og A og mellem F og E nar feltet var udelukkende
i z-retningen. Alle overgange var tilladte nar feltet var i xy-planet. Vi ser ikke
laengere pa D3 gruppen, men vores gruppe C3, men fremgangsmetoden er k-
vivalent. Det elektrisk felt dekomponere ned i A og E og de mulige overgange
nar feltet er i z-retningen er:

AxA=A
E=F, — A A E&F
AxE=F

De tilladte overgange nar feltet er lgber i xy-planet er:

ExA=F
E=FE;, — —A«F E&FE
ExE=A

Undersgger vi matrixelementerne mellem eigentilstande opdager vi hurtigt at
selvom overgangen mellem A og E ikke er forbudt er der ikke noget matrix-
element mellem to eigentilstande til hver deres reprasentation. Altsd er den
endelige hamilitonoperator med pertubationen:

") [o47) [o47)

O J 0 0
o= éw“) A
(o S

W= k=
o

o

Nl=

Og energispektrummet bliver derfor:
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Energi

Ingen Elektriskfelts
pertubation pertubation

Figur 5: Energispektrummet for trekantssystemmet. S angiver det totale spin, E
og A referere til repraesentationerne tilstandene hgrer til. Bemaerk opsplitningen
af det udartet energiniveau for E.

4 Et femkantet kvantesystem med 5 partikler
Jeg bruger samme fremgangsmetode som for trekantssystemmet. Denne gang er

gruppen dog noget stgrre, navnligt D5. Hvis vi betragter kun spinnet i systemet
kan vi ngjes med Cj.
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