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2 1. INTRODUCTION
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ρ ≡ |ψ〉 〈ψ| xV9/D0/<D0/�{
�y@�@g���/OV����!$#+��� ���?#+73��.��:�����W2��ZA/��� )*#+@���A/���%�&!�)(���^�`#+�����(,-��� |ψ〉 � �r#+@ �%�[)(���Z�`#+�����(,X���

ρ#+��,Y�&LM�&��A4��������01�'��� )`�6!$#(A~73�W)*#+@ )&.�@S#+�%�(,�Oz�%��! |ψ〉 )*#+�-#+@ �%�G73��)*#+@ )&.�@S#+�%�(,�Oz�%��!
ρ

Dkm�6#P0<��LM�&�Y7T#���� � {|ei〉}
Oz��� H �n��!$#*A��'�����%���

ρ =
∑

i,j

|ei〉 〈ei| ρ |ej〉 〈ej | =
∑

i,j

|ei〉 〈ei|ψ〉 〈ψ|ej〉 〈ej |
xV9/D0/<D 9M{

=



6 2. BACKGROUND THEORY

���&��)(�<H4��������� �7T#���� �������r,��&��������A~��2a�&�`#+�%���'� ���%�&2��%�(�%�&�^�%�(,�7ZA$����� OZ+2�78 ! ��- � � ��% ! � �'������&@ �&!1�&�^�%� 〈ei| ρ |ej〉
D � �b�%�T#+@�@g�����y,/� �%������0<.�� ���-73�&�����(�&�?�����8��23�&�`#+�%���r#+��,6���%��!$#+�����\c�%�&2��%�(�%�&�^�`#+��� ����#+��,
���F�'��@�@�.��%�F�����?�%�&��!1�-,��&��������A !$#+�����\cp#+��,�,��&�������mA ��23�&�`#+�%������^�%�&�%)%�T#+��0M�*#+7�@�AMD����b#�)&��� ���6�+Oe#+�Y��23�&�`#+�%���

A
��� H ���6������,��&��������A�!$#+�����\c�� �'0<��LM�&�Y7^A �

AρA† xV9/D0/<D21M{
k�Og���r2a�&�oOV����! #P!1�*#���.��%�&!1�&�Z���+Ol�����r��7��%�&��L�#+7�@ �

O
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P (oi) =
���

(Piρ)
#+��, PiρP

†
i���

(Piρ)

xV9/D0/<D 4^{
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Pi
� �$�����62��%�+J��()&��� ��� ��2a�&�`#+�%�������Z�%�������6�&��0M�&����2T#�)(�?#��%�%�4)&�S#+�%�(, �'�����

oi
Dpk��OV��@�@ �*�"�'���T#+�������W�dc423�()&�`#+��� ���YL<#+@�.��W�+O

O
� �"����!K2�@�A����

(Oρ)
D� ���&�G�������A4�%�%�&!�� ��)(��!K23�<�����%�<HM)(������� ��������0��<D 0�D��+O|��.�7��%A4���%�&!1�

A
#+��,

B
H������&�G�����,��&�������mA~��23�&�`#+�%���%�OV���'��������.�7���A/���%�&!1�')*#+�Y73�r,��&����LM�(,�OQ�%��!����T#+�y�+Oj������J������Z����A/���%�&!7^A[�`#+�4����01������2T#+�����S#+@����`#�)(���

ρA =
���

B(ρ) ρB =
�g�

A(ρ)
xV9/D0/<D =M{

�����G��23�&�`#+�%���%�
ρA, ρB

#+�%�G#+@ �`�~)*#+@�@ �(, %X+ O��368+ O OZ+2�78 ! ��-1$&93+.%,�(�W$�%,8MD8�e�%�(,/� )&��� �����8#+73��.��!1�*#���.��%�&!1�&�^�%�K���������[��.�7��%A4���%�&!1�P)*#+��7a�[!$#�,��[OQ�%��!
ρA, ρB

�����dc�#�)&��@�AU�����~�`#+!1��#(AY#��",��(�%)&����73�(,�OV���
ρ

#+7a��LM�<D�g�n�~2��%��23�&����� �(�:)`�T#+�`#�)&�%�&��� �%�P�����b�`�&�:�+Ow,��&�������mA6��23�&�`#+�%���%� �'���?��23�&�`#+�%���
ρ

��� H� �'#b,��&��������A~��2a�&�`#+�%����#��%�`�^)&�S#+�%�(,[�'�������%��!1�r���`#+�%�Kxz���n!K�\c/��.��%�<H��%�(�y�����y���dc/�'�%�()&��� ���|{�\Oe#+��,Y����@�A��\Ol���'� �'23�<��������LM�W#+��,��T#��".������"���`#�)(���
〈ψ|ρ|ψ〉 ≥ 0 ∀ |ψ〉 ∈ H �g�

(ρ) = 1
xV9/D0/<D CM{
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� ��4���*�'���%�X�^)()&.��G�'������2��%��7T#+7���@�����A
pi

He�'���&�%� ∑
i pi = 1
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pi

L�#+��� �%�F�����K��A4�%�%�&! � �r����# 9�� %X+ 8.�W�(�:+(D ����K,��&��������AF��23�&�`#+�%����� �W,��d�����(,?OV���:!K�\c��(,���`#+�%�(�"���������rOz��@�@ ���'����0$�#(A �
ρ ≡

∑

i

piρi =
∑

i

pi |ψi〉 〈ψi|
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ρ
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ρi

H|�vD �<D�����W!1�*#+��D'�����r�dc�#+!K2�@ �<H�OV���"������dc/2a�()&�`#+��� ���6L�#+@�.����
���

(Oρ) =
∑

i

pi
���

(Oρi) =
∑

i

pi 〈O〉i = 〈O〉 xV9/D0/<D25M{
km�"� �:#+@ �%�1�*#���A��%�1�%�(�%�"�'���&�����&�������b���`#+�%�W� �'2�.��%�b����!K�\c��(,6������)(��Oz���y#+�^AY,��&��������A!$#+�����\c�H

ρ
� �'2�.��%�W�\Oe#+��,�����@�A��\Oe���

(ρ2) = 1
D� �K�`�(�b���T#+�����K�T#(LM�1#~��� )(�G�T#+��,/@ �$���U,�������0Y)(��!K2�.��`#+��� ������OV���W��A4�%�%�&!1�y�'��� )`�73�&�T#(LM�82��%��7T#+7���@�� ����� )*#+@�@�AMH�#+��,Y����� ���'��@�@j)(��!1�W���-�T#+��,/A��'���&�6���873�&0<���-��.��:����.�,/A��+O��!K2�@ �&!1�&�^�`#+��� �����:�+O������r�%�&23�*#+�%�&�*D

-/.102.�� � > � 7��3>A@CB
� !1�*#��%.��%�P�+On�����b)&@ �<�%�&���(�`�:�+O�]Z.T#+�^��.�!����`#+�%�(�:� �:�`��!1�&��������0~���G���T#+@�@����(�(,X�dc/�%�&���ou��LM�&@�AMDw5^.�)`�6#W!1�*#���.��%�:� ��2��%�*L4� ,��(,�7ZA$������� OZ+ � ! ��-<D�����y�T,��&@�����A��+Ol#+��#+��7������`#+��A~���`#+�%�
ρ

�'�����6�%�(��2a�()&�'�%�[#P2�.��%�W���`#+�%� |ψ〉 HT�n�W,��d�������%�17a���
F (ρ, ψ) ≡ ���

(ρ|ψ〉〈ψ|) = 〈ψ|ρ|ψ〉 xV9/D0/<D2DM{
�l� ,��&@�����A )*#+� #+@ �%��7a�-,��d�����(,N��� �����6)*#��%�6�'���&�%�673����� �%�`#+�%�(�~#+�%�-!K�\c/�(,�H7�.��~����� �,��d��������� ���-�'��@�@���.�;$)(�rOV���"��.��"2�.���2a�<�`�(� ��Dkm�'� �'�����'�T#+�%,��%�12��%�*LM�����T#+� �

0 ≤ F (ρ, ψ) ≤ 1
xV9/D0/<D0/*;M{

�'�����
F (ρ, ψ) = 0

�\Og#+��,$����@�AK�\O���������.�2�23�����w�+O
ρ

� �w���~#8��.�7���2T#�)(�y����������0M���T#+@|�%� |ψ〉 H#+��,
F (ρ, ψ) = 1

�\OI#+��,6����@�A��\O
ρ = |ψ〉〈ψ| D'��.��������&��!1���%�<Ha���'OV��@�@ �*�"�'Oz�%��! �����8)&A4)&@�� )2��%��23�&����A$�+O������y���`#�)(�����T#+�n�����"�T,��&@����mA1� �I2��%�(�`�&��LM�(,$.���,��&��.������`#+��A1���`#+���oOV����!$#+��� ����� ���

F (UρU †, U |ψ〉) = F (ρ, |ψ〉) xV9/D0/<D0/�/�{
;
	 V&\WO \WG@V&[@e&G YH\WG@M8\ ���#m��&m �% �k V�OQJ N@V&\ e&OQN@O R:M&cbIbJdO k IbRWOS`S\Wc�� JdIbN@`SO F R

(ρρ) < 1
Ifi
ρ
IbJ N@V8\�U>[>RWO.mF5V OQN>Jd[>RWO

F (ρ, ρ) = 1
i0V8R gaI�� O,k J�\:M8\WOQJQY4MlRWV�V&\ IKJ IbN@`Qcb[@k>O,k IKN	\WG@O k>O"��N@If\WIbV.NZm�*N�# �%� &

F (ρ, σ) ≡F R p
ρ1/2σρ1/2

m
�
� O JdG�M8cKc�B]RWIf\WO

F (ρ,ψ)
V8R
F (ρ, |ψ〉)

M8cf\WOSRWN�MX\WOQc�� M&JLIbJLgaV&RWO `SV.N#P2OQN>IKOSN#\,m



8 2. BACKGROUND THEORY

km�Y�����W)*#��%�8�'���&�%�W73�����6���`#+�%�(�r#+�%��!K�\c��(,�H�7�.��y)*#+�-7a�8����!8.�@��`#+���(��.���@�A-,/�S#+0M���T#+@�� �%�(,�H
F (ρ, σ)

)*#+�B73�~0<��LM�&�N#X0M�(��!1�&����� )����Z�%�&��2��%�&�`#+��� ����D � ����������0
ρ =

∑

i λi|ei〉〈ei|
#+��,

σ =
∑

i κi|ei〉〈ei|
�n���T#*LM���

F (ρ, σ) =
∑

i

λiκi
xV9/D0/<D0/*9M{

�'��� )`��� �8�%��!K2�@�AX�����$�������&�82��%�4,/.�)&�b�+O'�����1LM�()&�%���%�P)(������� ��������0X�+O'�����1�&��0M�&�ZL<#+@�.��(�G�+O�����~���`#+�%�(�*DXk��������[0M�&���&�`#+@)*#��`�$���?��.�)`�����^�%�&��2��%�&�`#+��� �����T#��P7a�(�&��Oz��.���,��MH�7�.��P���������!K2�@ �8���`#�)(�8,��d��������� ���BxV9/D0/<D2DM{!1�*#+���y���T#+�������W�T,��&@�����A�� ���*#��%A~�%�$�n�������'�����?#+��,Y�%��&L<#+@�.T#+�%�<HT#+��,Y�%�G���'�%�&!$#+�����:#PL�#+@�.T#+7�@ �W�%�^��@ < 9<9>=�Dkm�W� �G#+2�2T#+�%�&�Z�G���T#+�8�����1�T,��&@�����AU� �b�����P#Y!1�&����� )<He������)(�[#Y!1�&����� )$� �8!K������!$#+@�Oz���� ,��&�^��� )*#+@j���`#+�%�(�*D�����&�%�b#+�%�8�������&�y,/� ���`#+��)(�8!1�*#���.��%�(�"�'��� )`�X,��KA4� �&@ ,�!1�&����� )(�:���Y������%�&�:�+On,��&�������mA6��2a�&�`#+�%���%��#+��,X�T#(LM�G����!K2�@ �b0M�(��!1�&����� )P���Z�%�&��2��%�&�`#+��� �����*H�7�.��y���b2��%�dOV�&������:�T,��&@����mA�7a�()*#+.��%���+O����%�"����!K2�@�� )&���mA6#+��,�7a�()*#+.��`�����'� �'�����W)(��!K!1���-!1�*#���.��%�����������@����%�&�`#+��.��%�W���-]Z.T#+�^��.�! �%�&23�*#+�%�&�%� < 1�H�C/H:5�H�9A/.=�D
-/.102.�� �";,@ J2;�� �37�� 7<;,@� ����@ �w�������%�()&��� �����e#+73�*LM�,��*#+@����'�����b������!$#+�����&!$#+��� )*#+@/OV����!$#+@�� ��!��+Oa]Z.T#+�^��.�!�!1�()`�/u#+��� )(�*H/����� �y�%�()&��� ����� ��#+73��.��y#P0M�&�Z.������82��ZA/��� )*#+@�2����&����!1�&������D� ���&���&LM�&�y#K]^.T#+�Z��.�!	��A/���%�&! )(������� ���%�"�+Oe�%�&LM�&�`#+@�2T#+���%�������&�%��� ��#G23�<�%����7���@����mA~Oz��������<�%�12T#+���%�8�%��73�$)(�����%�&@S#+�%�(,�����#Y����0<��@�AX�����/u�)&@S#��`��� )*#+@n!$#+�����&�*D�����12����&����!1�&������ �K)*#+@�@ �(, +2�4�W���
	 � +.� +.�4�VD�km�B]Z.T#+�^��.�! )(��!K!8.���� )*#+��� ��� �&�Z�`#+��0<@ �&!1�&�^�[� �K)(��!K2�@ �&�%�&@�A�(�%�`�&�Z���S#+@�OV���'���/Oz����!$#+��� ���6���`#+���oOz�&��#+��,Y�����W�&�Z�����%��2�.���23�<�%���+O��������%�&23�*#+�%�&�"� �'�%�G0M�&�/u�&�`#+�%�1#+��,?,/� ��������7�.��%�1�&�^�`#+��0<@ �&!1�&�Z�G#+!1����06,/�0/3�&�%�&�^��@ �^)*#+��� ������Db�:�&��)(�G����� ��)(����)(�&2��� �")(�&�^���`#+@�OV���"�����r�n���������Y����� �'�����(�%� �*D�T����!$#+@�@�A��&�^�`#+��0<@ �&!1�&�Z�r� �",��d�����(,6#��'Oz��@�@ ���"� �

q��&� |ψAB〉
,��&�����%�r�����nJo�����^�"���`#+�%�r�+Ol��A/���%�&!1�

A
#+��,

B
De����&��H/�'���&���&LM�&������ �����`#+�%�K)*#+�������W73�b�'�������%�&��#��W#~2��%�^,/.�)&�W�+O���`#+�%�(�W�+On�����K�%.�7���A4�%�%�&!1�

|ψAB〉 = |ψA〉 ⊗ |ψB〉
H/���"� �'�`#+� ,Y�%�G7a� +.���W���
	 � + OY��� ��$���� 8�+:9��(%Q��6 � +&D

� ���`#+�%�b�'��� )%�F� �y�������&�Z�`#+��0<@ �(,?� �:)*#+@�@ �(, 8�+:9��(%Q��6 � +ZDW�e�^�`#+��0<@ �(,F���`#+�%�(�:7a�&�m�n�(�&��#+�ZA�^.�!873�&�y�+O�2T#+����� )&��2T#+�Z�%�y� �'2a�<�`����7�@ �<H/7�.��"���&�%�������'��@�@g)(������� ,��&������@�A~7���2T#+�������%�8�&�^�`#+�/u0<@ �&!1�&�^�"uI���T#+�"� �"�&�^�`#+��0<@ �&!1�&�Z�:7a�&�m�n�(�&�$J .����'�m�n�[��A4�%�%�&!1�*D����8�*#���� �(���'��#*A��%�K.���,��&�%���`#+��,Y�&�^�`#+��0<@ �&!1�&�Z�r� �'7^A��dc�#+!K2�@ �<D�5/#*A����T#+�"�n���T#*LM��m�n�-� ,��&�Z��� )*#+@]Z.T#+�^��.�! ��A/���%�&!1�b,��(�%)&����7a�(,�7ZAF�m�n�+u�,/��!1�&����� ���T#+@"�y��@�7a�&���b��2T#�)(�(� HA#+��, HB
D?�w#�)`���+O������(�%�[�T#(LM�Y#67T#���� �K#+��,�He�M�(�&2�����0�#YOz���%�(����0<�^�%�(,��&AM�~���������~�%�()du��� ��� #+7a��.��~]Z.�7����%�[7a�&@ ���WH�n�X,��&�����%�Y�����-�&@ �&!1�&�Z�%� {|0〉A , |1〉A}

#+��, {|0〉B , |1〉B}�%�(��23�()&����LM�&@�AMD � �-)*#+� �����&� ,��d�����6OV��.��[��!K23�����`#+�Z���dc�#+!K2�@ �(�~�+O8�&�^�`#+��0<@ �(, ���`#+�%�(�*D
 <#V.gaO MX\d\WOQgaU>\WJHG@M,P2O T(OQOQN g M.k>O IbN \WG@O `QM&JdO V&i D�[>T@If\LJ�\:M8\WOQJQY>O.m e>m # �%& m



2.1. A BIT OF QUANTUM MECHANICS 9

����W�`�+u�)*#+@�@ �(,���+ � �C82�W�(�:+,8 �
∣

∣Φ+
〉

=
|00〉AB + |11〉AB√

2

∣

∣Φ−〉 =
|00〉AB − |11〉AB√

2

xV9/D0/<D0/�1M{
∣

∣Ψ+
〉

=
|01〉AB + |10〉AB√

2

∣

∣Ψ−〉 =
|01〉AB − |10〉AB√

2� �w)*#+�W.��%�I�����I�+O/�����wi�&@�@Z�%�`#+�%�(���%�'��@�@�.������`#+�%�w�����I)(�����%�&@S#+��� �����g73�&�����(�&�P�&�^�`#+��0<@ �(,��A/���%�&!1�*De5^.�2�23�<�%�"�����y���`#+�%���+O�������)(��!K23�<�����%�:��A/���%�&!f� � |ψAB〉 = |Ψ−〉 #+��,$�n�y!$#+�M�#P2��%�+J��()&����LM��!1�*#���.��%�&!1�&�^�:���
A

���Z�%�K�����W7T#���� �*H/�vD �<De����!1�*#���.��%����������7��%�&��L<#+7�@ ���
MA = λ0 |0〉AA 〈0| + λ1 |1〉AA 〈1| λ0, λ1 ∈ R

xV9/D0/<D0/64^{
�����23�<�%����7�@ ����.��%)(��!1�(�y�+Ol����� �"!1�*#���.��%�&!1�&�Z��#+�%���������&��0M�&�ZL<#+@�.��(�

λ0, λ1
DI����&A��*#�)%��4)()&.��'�'�����Y2��%��7T#+7���@�����A 1

2

#+��,������W)(�����%�(��23����,/����0$23�<���'!1�*#���.��%�&!1�&�Z�:���`#+�%�(��#+�%�����

λ0 :
P0|Ψ−〉
√

1/2
= |01 〉AB λ1 :

P1|Ψ−〉
√

1/2
= − |10 〉AB

xV9/D0/<D0/*=M{
�'���&�%�

P0 = |0〉AA 〈0| #+��,
P1 = |1〉AA 〈1| #+�%��������2��%�+J��()&��� ���N��23�&�`#+�%���%�1���Z�%�U������&��0M�&����2T#�)(�(�l)(�����%�(��23����,/����0y�%�
λ0, λ1

� Dgh:���%�I���T#+�g�����&�%�w� ��23�&�oOz�()&�l)(�����%�&@S#+��� ���b73�&�����(�&������P!1�*#���.��%�&!1�&�^�8��.��%)(��!1�(�W#+��,X�����P�%�`#+�%�P�+O��A/���%�&!
B

#�OQ�%�&�r�����P!1�*#���.��%�&!1�&�Z�*DPk�O
λ0

��#��:��7��`#+�����(,�H|�����&�6�����W23�<���"!1�*#��%.��%�&!1�&�Z�����`#+�%�8�+O
B

� � |1〉 HT�\O
λ1

��#��:��7��`#+�����(,�����G���`#+�%�P� � |0〉 D��y�r�%�4���?#��r�����P!1�*#���.��%�&!1�&�^�W���
A

�T#��:7a�(�&�?23�&�oOz����!1�(,X���G�^������'�����U)(�&���`#+���^��AF�'�T#+�W����.�@ ,F7a�G�����K��.��%)(��!1�[�+O#�����!K��@S#+�b��.�7��%�(]^.��&�Z�W!1�*#���.��%�&!1�&�^����
B

Dkm�1���%�%�&@\O������&�%�y� �I������������0P�����/u�)&@S#��%��� )*#+@3#+7a��.��n����� �w�4����,1�+O�)(�����%�&@S#+��� ����D � �"����.�@ ,��7��`#+��� �����6�`#+!1�6�%�(��.�@��$�\OW���6���&�%�6�%��2�� )%� #+�[�`#+��,���! Oz�%��! #U@S#+��0M�-�&���`�&!87�@ �X�+O2T#+23�&�b��@���2���Hj�T#+@\O��+O'�'��� )`�����&�%�$@S#+73�&@�@ �(,'/*;6#+��,U�����~�������&�P�T#+@\Oy;A/<DY�y���n�&LM�&�K����!Gu��@S#+�K)(�����%�&@S#+��� �����1#+�%�[Oz��.���,B#+@ �%�-�'���&� |Ψ−〉 #+�%�[!1�*#���.��%�(,������������&�G7T#��%�(�*Hw#+��,�7ZA)(��!K2T#+������0G�dc423�()&�`#+��� ���$L<#+@�.��(�wOQ�%��! ,/�0/��&�%�&�Z��!1�*#���.��%�&!1�&�^�%�*H4���w� �I23�<�%����7�@ �"�%�8��7��`#+������`#+��� �%��� )(�K�'��� )%� �n��.�@ ,N7a����!K23�<�%����7�@ ��OV���[#F)&@S#��`��� )*#+@���A/���%�&!YD��X���%��2��%�()&� �%�&@�A�������%�+u�)*#+@�@ �(,?s��r54�������(]^.T#+@�����A-)*#+�673�W7��%���M�&��D"km��� �y��.��%��� ,��W�����P�%)(��23�W�+OI����� �������(�%� �"�%�0M�8���Z�%�8,��&�`#+��@ ��HZ7�.����(�%�%�&�Z���S#+@�@�A$�����:s���54� �����(]^.T#+@�����A$� �IL<#+@�� ,KOV���IL�#+���S#+7�@ �(�n�'��� )%��#+�%�)&@S#��%�%� )*#+@g���X�����b�%�&���`�W���T#+�:�����&AY�T#(LM�bL�#+@�.��(�:�'��� )`�?#+�%�8��c/�(,-2���� ���:�%�$!1�*#���.��%�&!1�&�^�xQ�����8#��`��.�!K2���� ���6�+Oe�%�*#+@�� ��![{dH|#+��,Y���&��)(��7ZA�7��%�*#+�4����0$���"�����8�%���*�"�"���T#+������� ��)*#+�������73�$������)*#��%�$OV���G]^.T#+�Z��.�!�L<#+���S#+7�@ �(�*DF�:�&�%�~�n��#+�%�~�%��.�)%������0F.�23���������[OV��.���,�#+��� ������+Oe]Z.T#+�^��.�! !1�()`�T#+��� )(�*HT�����W�����(����A��+Oe��� ,�,��&�YL<#+���S#+7�@ �(�r#+��,������rOv#+!1��.����I� E�2T#+�`#�u,��*c3D Ey�*#�,��&�%���'���$�n��.�@ ,-@����M�W�4���*��!1���%�b#+73��.�������� �r#+�%�W�%�dOV�&���%�(,6�%�K�����G#+����� )&@ �(�:�+O>M�����-i��&@�@ < /2=�Dn54�(�rOV�����dc�#+!K2�@ ���mi�&����@�!$#+����� �y�%�4)%�/��#+��,������W�T#+��.��%�8�+O��%�*#+@�����A
	:OV���y#,/� �%)&.��`��� ���Y�+O��&�^�`#+��0<@ �&!1�&�Z�*D
� F5V V.T \:M&IbN'\WG@O U RWV.T@M&T@IbcbIf\WIbOQJaV.N>O `,M8N ��N@k \WG@OlRWO,k>[>`QO,k'k>OQN>JdIf\ �'g M8\dRWI�� ijV&RaJ � J�\WOQg

A
>
ρA =F R

B(
˛

˛Ψ−¸ ˙

Ψ−˛

˛)
m4FHG>OQN

P (λ0) =
F R

A(|0〉AA 〈0| ρA)
M&N@k�JdIbgaIbcKM8RWc���ijV&R

λ1

Y>`.m i*m4JdOQ`.m �#m��.m��.m
�� O"��N@OQk \WG>IKJ BHM���YZ\WG@O U>RWV ��OQ`S\WIbV&N V.U(OSR:MX\WV&RWJ M&`S\ V&N@c�� V.N J � J�\WOQg

A �
\WG>O^V.U(OSR:MX\WV&RWJ IbN����#m��&m ���% M8RWO RWO,M8cbc��

P0A ⊗ � B , P1A ⊗ � B

m�� V=BHOQP2O RLIb\BIbJL`QV.N#P2OSN#\WIbV&N�\WV��2OSOQU�\WG>O IKk>OQN�\WIf\ �lV.U(O R:M8\WV&RBIbgaU@cbIb`QIf\,m
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5^����)(�'�&�^�`#+��0<@ �&!1�&�Z��� �e�+O3�%.�)%�K��!K23�����`#+��)(�<HM���e�n��.�@ ,17a�.��%�dOz.�@/�%�r�T#(LM����%�%�w#��#(A�+O�%�(��������0�OV���8�&�Z�`#+��0<@ �&!1�&�^�G#+��,��%�()(����,�#�!1�*#��%.��%�1�+O������$,��&0<�%�(�$�+O'�&�Z�`#+��0<@ �&!1�&�Z�23�<�%�%�(�%�`�(,[7^A�#K0<��LM�&�6���`#+�%�<D����6,��d��������� ��� #+73�*LM�6,��4�(�K�����[@ �&��,B���%�%�&@\O�LM�&��A����&@�@��%�F�%�(�%������0�H��%����)(��2��%�*L4����0�����/u��dc/� ���%�&��)(���+O������~���`#+�%�(� |ψA〉 , |ψB〉
� �b����0M�&���&�`#+@"#6,/�0;$)&.�@��G�`#����3D?��������.��T#+�%�&@�A�����&�%�1#+�%�K�������&�W�%�(�%�%�r�'��� )%��#+�%�G!b.�)%���%��!K2�@ �&�*DP�����`#+�%�G� �W�%�&2T#+�`#+7�@ �G�\O"#+��,F����@�AX�\O�����r�%�(,/.�)(�(,-,��&��������A�!$#+����� )(�(���+O����%�"��.�7��%A4���%�&!1�"#+�%�W2�.��%���

|ψ〉AB

�%�&2T#+�`#+7�@ � ⇔ ρA =
���

B(|ψ〉AB 〈ψ|) 2�.��%� ⇔ ���
(ρ2

A) = 1
xV9/D0/<D0/*CM{

�'���&�%�
A,B

!$#(AK�(]^.T#+@�@�AP���&@�@|73����Z�%�&�%)`�T#+��0M�(,�D�r��LM�&�[#r!$#+�����\c1���I� �n�����`#+��0<�Z�oOV������#+�%,�%�K)*#+@ )&.�@S#+�%�8�����r���`#�)(�<H|#+��,��%�G����� ��� ��#P0M�^�4,�2��`#�)&��� )*#+@g�%�(�%�Oz���"�&�^�`#+��0<@ �&!1�&�Z�*DEr�d��������08#�0M�^�4,P!1�*#���.��%��+Oa�&�^�`#+��0<@ �&!1�&�Z�eOV����!K�\c/�(,G���`#+�%�(��� �l!8.�)`�K�T#+�%,��&���<HM#+��,2��%�(�%�&�^��@�AF�����&�%�$� �8���-#+0<�%�(�&!1�&�^�G����#+�ZAU������0<@ �$!1�*#���.��%�[���������1@����%�&�`#+��.��%�<D Ey#+�����&�#$L�#+��� �&�mA6�+On,/�0/��&�%�&�Z�r!1�*#���.��%�(�r�dc/� ���*Dr���X�*LM�&��L4� �&�f�*LM�&���%��!1�P�+Ow�����(�%�<Ha�'�����-�%�dOV�&�ou�&��)(�(�*H4!$#*A$73�"OV��.���,~��� � �&� +2� � ��� < 1<;>=�D � ��#+�%�:������0M������0G�%�P���(�(,�#+���&�Z�`#+��0<@ �&!1�&�Z�!1�*#���.��%�y������)(�'���[����� �w�����(��� �w�n���'��@�@T73��#+��!K����0b������J .�����#+�w0M�&���&�`#+������0G�&�Z�`#+��0<@ �&!1�&�Z�*H7�.��r#+��0M�&���&�`#+������0�#K2T#+����� )&.�@S#+���&�Z�`#+��0<@ �(,?���`#+�%�<D � �T#+�����8���(�(,6�����&�-� �:#K������� ���?�+O)&@ �<�%�&���(�`�b�+O���.��b0M�&���&�`#+�%�(,��%�`#+�%�(�8�%�-����� �8� ,��*#+@���`#+�%�<He#+��,������ �8� �b2��%�*L4� ,��(,�7ZAF������T,��&@����mAMD?5^.�;$)(�~���P�%�6�`#*AU���T#+�*H��'�T#+�%�&LM�&�G!1�*#���.��%�$� �G#�,���2��%�(,�He�����~i�&@�@����`#+�%�(�G#+�%�
�'� � ! �'� � � - +.�4�W���
	�� + O�#+��,1Oz���I�m�n�+u�]^.�7����'��A4�%�%�&!1�n#+@�@T������!$#�c4��!$#+@�@�A[�&�Z�`#+��0<@ �(,����`#+�%�(�#+�%���%�&@S#+�%�(,K�%�r�����'i�&@�@����`#+�%�(�e7^Ab������0<@ �du�]^.�7����I.������`#+��AP���`#+���oOz����!$#+��� ����� < =�H�1<;@=�Dj�:�&��)(��'���&�Y0M�&���&�`#+������0~�&�Z�`#+��0<@ �(,-���`#+�%�(�*H/������73�(���'�n�8)*#+�Y����2a�:OV���'� ��#Gi�&@�@g���`#+�%�<D

�I�Z�`#+��0<@ �&!1�&�Z�y)(��!1�(�#+73��.��w���~!$#+�ZA$��#(A/����$�T#+��.��%�<Dw�������dc�#+!K2�@ �r#+�%��!1�n�'��� )`����^�%�&�`#�)&���'�����X@���0<�^�$xz�<D 0�Dr�����%��.�0<��#+7��%����2���� ����#+��,?��23���Z�`#+���(��.��W�&!K� �%�%� ���|{"0M�&���&�`#+@�@�A73�()(��!1���&�Z�`#+��0<@ �(,6�'�����Y������@���0<�Z�"�T�&@ ,�Dns���@�@�� ��� �����"73�&�����(�&�X#+�%��!1�")*#+�X#+@ �%�G0<��LM�r��� �%��%�-�&�Z�`#+��0<@ �(,����`#+�%�(�*DYkm��]^.T#+�Z��.�!R)(��!K2�.�������0U#+��,�)(��!K!b.���� )*#+��� �����%)%���&!1�(�G�����~�+O�����K0<�%�*#+�b)%�T#+@�@ �&��0M�(�b� ���%���M�(�&2U�����1�%A4���%�&!�Oz�%�(�1�+O.���,��(�����`#+7�@ �$�&�^�`#+��0<@ �&!1�&�Z�G�'����������~�&�ZL4���%����!1�&�Z�*Hw�'����@ �$2��%�(�%�&��L4����0?)(���Z���%��@�@ �(,B�&�Z�`#+��0<@ �(,����`#+�%�(�P�'����������DX�g�?)&�%�*#+�%��&�^�`#+��0<@ �&!1�&�Z�'���w� �n2��%�dOV�&�`#+7�@ ���%�8.��%��]^.T#+�Z��.�!���A/���%�&!1�I�'��� )`�����Z�%�&�`#�)&������%����0<@�A1�'������*#�)`���������&�*Hg7�.��G#+�W�����1�`#+!1�1����!1�K�n�K���(�(,������K���Z�%�&�`#�)&��� �����'�����U�����1�%.����%��.���,/����0M��%��73�G!K������!$#+@vHg���&��)(�1����#+�ZAF,��(����0<�U�����&�%�1!8.����W73�1#~���`#�,��du��@/B7a�&�m�n�(�&�������(�%�K������./��()&�%�*DI�r�&���&�`#+������0G�&�Z�`#+��0<@ �&!1�&�Z�����#�)(���Z���%��@�@ �(,~!$#+�����&�w� �w�����n�*#���AMH/#+��,1�T#+��.��`#+@�@�A�����r!1�&�����4,�.��%�(,~!8.����",��&23�&��,Y���������r2��ZA/��� )*#+@��T#+��.��%�W�+Ol�������%�&��.�2����Z�%�G�'��� )`�Y���'� ����^�%�&0<�`#+�%�(,�D
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!1�4,��&@n�+O"�����~Erqjs'tTuv��A42a�[�%�&23�*#+�%�&�*HI#+��,�#+�%�~#+2�2�@�� �(,����������[)`�T#+2�D%4?���������[0M�&���&�ou#+������0~Oz.���)&��� ����#��y���&@�@w#��r���F��.�7��%�(]^.��&�Z���%�()&��� �����r�'��� )%�U,��*#+@e�'�����F��23�()&�\�T)P2��ZA/��� )*#+@��A/���%�&!1�*D
Ey�()*#+@�@e���T#+�������K���`#+�%�K��2T#�)(�K�+O�����K]Z.T#+�^��.�!}�����du�,/��!1�&����� ���T#+@�����!K2�@ �G�T#+��!1����� )�<�%)&��@�@S#+�%����� �"��2T#+�����(,�7^A~����� �4� � 6X+.% 8.�W�(�:+A8 {|n〉} H

n = 0, 1, 2, ... � De����8#+����������@S#+��� ���#+��,Y)&�%�*#+��� ���-��2a�&�`#+�%���%�
â, â†

�T#(LM�W�����rOz��@�@ ���'����0$2��%��23�&����� �(� �
[â, â†] = 1

xV9/D0/<D0/�3<{
â|0〉 = 0, â|n〉 =

√
n|n− 1〉, n > 0 â†|n〉 =

√
n+ 1|n+ 1〉

������^.�!873�&�����`#+�%�(�y)*#+��7a���dc/2��%�(�%�%�(,������%�&��!1�y�+O
â†

#�� �
|n〉 =

1√
n!

(â†)n|0〉 xV9/D0/<D0/�5M{
��������`#+�%� |0〉 � ���%��!1�&����!1�(�e)*#+@�@ �(,K#�L�#�)&.�.�! ���`#+�%�<Dlk��P�����]Z.T#+�^��.�! ,��(�%)&����2���� ����H<@���0<�Z�xz���w#+�^AP�������&�e73�<�%����� )��T�&@ ,T{l� ���%�&2��%�(�%�&�^�%�(,K7ZAG�����'���e!1���%�'�T#+��!1����� )"�<�`)&��@�@S#+�%���%�*HZ#+��,�����:L<#�)&.�.�!������&�Y)(�����%�(��2a����,���%�G�����r���`#+�%�:�'���&�%�r�����&�%�W#+�%�r���P2������%�����'���������:�T�&@ ,�D5^����)(�X�����X7T#���� �����`#+�%�(��)*#+� 7a�X�dc/2��%�(�%�%�(, �&�Z�����%�&@�A ��� �%�&��!1���+O

â†
#+��, |0〉 H:#+@�@�������&�"���`#+�%�(���+Ol�����r�T#+��!1����� )W�<�`)&��@�@S#+�%���"!$#(A�#+@ �%�G73���dc42��%�(�%�`�(,[���������(�`�r�%�&��!1�*DI�������!K23�����`#+�Z�:)&@S#��%�%�(�'�+Oe���`#+�%�(�y#+�%�'6X$�)�+.%X+.�4� 8.�W� �:+,8b#+��, 82�2� +X+��>+ O 82�W�(�:+,8&D����P)(�����&�%�&�Z�����`#+�%�(�r#+�%�b�����8����0<�^�r�&��0M�&���%�`#+�%�(�:�+OI�����G#+����������@S#+��� ���F��2a�&�`#+�%��� �'Oz���#+�^A8)(��!K2�@ �dc8�Z.�!b7a�&�

α
�����&�%��dc/� ���%�l#����`#+�%� |α〉 ��.�)%�P���T#+�

â|α〉 = α|α〉 De�����)(�����&�%�&�Z����`#+�%�(�:#+�%������������������0M���T#+@l7�.���,��d�����b#+�X�*LM�&�%)(��!K2�@ �&�%�b7T#���� �'OV���"�����W�%�`#+�%�W��2T#�)(�<D�k���%�&��!1�"�+O������W)&�%�*#+��� ���X��2a�&�`#+�%���"������)(�����&�%�&�^�:�%�`#+�%�(��#+�%���

|α〉 = e−
|α|2

2

∞
∑

n=0

αn

√
n!

(â†)n|0〉 = D(α)|0〉 xV9/D0/<D0/�DM{
�'���&�%�������6O ! 8:9 � � 68+.� +.�4�^$&93+2%Q�(�W$(%

D
� �",��d�����(,�7^A �

D(α) ≡ eαâ†−α∗â xV9/D0/<D 9<;M{
�y@�@n2��%��23�&����� �(�1�+O�������)(�����&�%�&�^�$���`#+�%�(�G!$#(A�7a�~,��&����LM�(,�Oz�%��! ������,/� ��2�@S#�)(�&!1�&�^�$��2/u�&�`#+�%���*Hj�'���<�%�K2��%��23�&����� �(�W!$#*AX������.�����73�K,��&����LM�(,FOz�%��!}�(]Z.T#+��� �����~xV9/D0/<D0/�3<{dD[km�F�����0M�&���&�`#+������0�OQ.���)&��� ��� !1�&�����^, �+OW�%�()<D 4�D0/<H���6!$#+�M�-�dc4�%�&������LM�6.��%�Y�+O8,/� ��2�@S#�)(�&!1�&�^���23�&�`#+�%���%�*D�I�ZA/��� )*#+@�@�AMH�)(�����&�%�&�Z�G���`#+�%�(�b#+�%�K������� !1�<���b)&@S#��%�%� )*#+@ �����`#+�%�(�8�+O'�����K�T#+��!1����� )~�<�ou)&��@�@S#+�%���*DK����&AX�%�&2��%�(�%�&�Z�b�����K��2�2a�<�%���%�G��#(LM�duv@����M�[)*#��%�G�%�������K�^.�!873�&�8���`#+�%�(�*H��'��� )`�#+�%�$�����1!1�<���W2T#+����� )&@ �duv@����M�����`#+�%�(��D~��D 0�D����������$)*#��`�1�+O'@���0<�Z�*H������1�^.�!873�&�P�%�`#+�%� |1〉�%�&2��%�(�%�&�^�%�~#�������0<@ �Y2������%��� �'����@ �Y�����-)(�����&�%�&�Z�����`#+�%�(�$0<��LM�-#F0M�4�4,�,��(�%)&����2���� ��� �+O��������.���2�.��GOz�%��! #X@S#��%�&�K�����'��� )%��������2������%���N�Z.�!873�&�1� �K�����G��c��(,�7�.��GOz��@�@ ���"�[#23��� �%�%�����S#+�Y,/� ��������7�.���� ��� < /*9/HT9<;>=�D
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����8�%]Z.��(�&�*�(,-���`#+�%�(�y#+�%�8�����/u�)&@S#��%��� )*#+@vD����&AY#+�%�8���`#+�%�(�"Oz�����'��� )%�X�����W]Z.T#+�^��.�!.���)(�&���`#+���^��A1�+Oa�`��!1�'��7��%�&��L�#+7�@ �� �I7a�&@ ���B�����'���`#+��,�#+�%,K@���!K���e0<��LM�&�17^Ab�����'�:�&� �%�&�Z73�&��0.���)(�&���`#+���^��A
�%�&@S#+��� ����D��:�&�%�?�n�U)(������� ,��&�-]Z.T#�,/�`#+��.��%�U�`]Z.��(�&�(����0�D ���� �2�3�KO�%,�(���5%,+
$&9 +.%Q� �W$�%$8G#+�%��,��d�����(,Y7ZA �

X =
1√
2
(â† + â) P =

i√
2
(â† − â)

xV9/D0/<D 9A/�{
km�B�����Y)*#��%�Y�+Or@���0<�Z�*H�����&AB)(�����%�(��23����,B�%�F�����6�������6#+��,�)(�<�������-)(��!K2a�����&�^�%�[�+Or������&@ �()&����� )��T�&@ ,�D �����U# !$#��%����LM��2T#+����� )&@ �����f#��T#+��!1����� )B�<�`)&��@�@S#+�%���F2a���%�&�^���S#+@vHb�����&A)(�����%�(��23����,
�%�N2a�<������� ����#+��,�!1��!1�&�Z��.�!YD ����&A
��73�&A �����F.���)(�&���`#+���Z�mAp�%�&@S#+��� �������
〈

(∆X)2
〉 〈

(∆P )2
〉

≥ 1
4

H�#+��,6#K�%]^.��(�&�*�(,����`#+�%��� �y#G���`#+�%�:Oz�����'��� )%� �
〈

(∆X)2
〉

<
1

2

��� 〈

(∆P )2
〉

<
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2
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X,P ,.- 1�#��21

� ��+���1�*� ��1�*$+�*$�	� . �����%* |α〉 ��+�* √
2 / *
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√

2 0 � (α)
+%*A.	� *,� �%#&)'*,3�/�41& 1�*� ��3�����+%*2� ��+�*,� . 1�� - .
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$&9 +.%Q� �W$�% �

S(ξ) ≡ e−
1
2
(ξâ†2−ξ∗â2) xV9/D0/<D 9�1M{

�:�&�%�
ξ = reiθ

� �b����0M�&���&�`#+@'#-)(��!K2�@ �dc�2T#+�`#+!1�&�%�&�*D�����[!$#+0<������.�,��
r

,��&�%�&��!K�����(�������,��&0<�%�(�W�+Oe�%]^.��(�&�(����0[#+��,�������2��T#��%�
θ

,��&�%�&��!K�����(�y�����W#�c4� �"����2��T#��%�du���2T#�)(���'��� )`�� �b�%]Z.��(�&�*�(,�D�54]^.��(�&�(����0?#+@ ����0
X,P

#+�%�[��7��`#+�����(,FOV���
θ = 0, π
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˙

(∆A)2
¸ ˙

(∆B)2
¸

≥ 1
4
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S(ξ)|0〉 D-�T���b����� ����`#+�%�<H/�'���&�

θ = 0
�n���T#*LM���
〈

(∆X)2
〉

=
1

2
e−2r

〈

(∆P )2
〉

=
1

2
e+2r xV9/D0/<D 9�4^{
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i
De�w#�)%�-�<�%)&��@�@S#+�%���� �"#+@ �%�K)*#+@�@ �(,-# �'$ O +MHT#+��,������W#+����������@S#+��� ���?#+��,�)&�%�*#+��� ���6��23�&�`#+�%���%�
âi, â

†
i

#+�%��)*#+@�@ �(,
�'$ OZ+ $.93+.%,�(�W$�%,8<D�����6���`#+�%�-��2T#�)(�X�+Or�����1Jo�����^�~�%A4���%�&! � �[��2T#+�����(, 7ZAB�����6�%�&���%���2��%�4,/.�)&�%�"�+O��������Z.�!b7a�&�:���`#+�%�(� |n〉i

Oz���"�*#�)`�Y!1�4,�� D�� DI�����
N

!1�^,��(�'�����'�����%���
|n1...nN 〉 =

N
⊗

i=1

|ni〉i =
1√

n1!...nN !
(â†1)

n1 ...(â†N )nN |vac〉 xV9/D0/<D 9<=M{
�'���&�%� |vac〉 ,��&�����%�(�1�����1Jo�����^�1L<#�)&.�.�! ���`#+�%�<H'#+��,

â†i
#�)&�%�[����@�A����N!1�^,��

i
D ����)(��!K!b.��`#+��� ���-�%�&@S#+��� ���Y����xV9/D0/<D0/�3<{�� �'!1�4,/�\�T�(,��%�K73���

[âi, â
†
j ] = δij

xV9/D0/<D 9<CM{
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Sij(ξ)|vac〉
H��'���&�%���

Sij(ξ) = eξ
∗âiâj−ξâ†

i â†
j

xV9/D0/<D 9H3<{
�'��� )`�Y��!K2�@�� �(� �

Sij(ξ)|vac〉 =
�%�()`�

(r)
∞
∑

n=0

[

−eiθ tanh r
]n

|nn〉ij
xV9/D0/<D 9�5M{
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ni = nj
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∑

i

bjiâi + cjiâ
†
i

xV9/D0/<D 9�DM{
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bji, cji

#+�%�W)(��!K2�@ �dc�HT#+��,������W�%�(]Z.����%�&!1�&�^�
[â′j , â

†′
k ] = δjk

73�()(��!1�(�2D,D �
bb

† − cc
† =

� xV9/D0/<D21<;M{
�'���&�%�������r!$#+����� )(�(�

b, c
�T#(LM�W�&@ �&!1�&�^�%�

bji, cji
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km������� �G�%�()&��� �����n�[���Z���%�4,/.�)(��7T#���� )~)(����)(�&2��%�K�+O�]Z.T#+�^��.�! )(��!K2�.�������0U#+��,�)(��!K!b./u��� )*#+��� ���?u �2�3���4���5� ! � "2$�%.�'�(� ! $��?Oz�������������*D � �P,��~������,��&@�LM�K,��(�&2�@�A6���^�%��]Z.T#+�^��.�!���/OV����!$#+��� ���[�����(����AMH47�.��,/� �%)&.��%�n����@�AKOQ.���,�#+!1�&�^�`#+@3� ,��*#��w���T#+���'��@�@|73�"���(�(,��(,$OV���w������%�&23�*#+�%�&� D �<De����y�`�()&��� ���~7�.���@ ,���2�����!$#+����@�A~��� < 9<9@=�#+��,~)(��.��%�%��!$#+�%�&���S#+@ ��Oz�%��! )(��.��%�%�(�#+�"E"�:�X�'�jH3s#+!87���� ,/0M�<D
-/. -/.30 � 
�� > @ = J); �	� 7�� M I >37<=
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{|0 〉 , |1 〉} D h:����� )(�-�����X.��%�X�+O8���`#+@�� )(���%��,/� ��������0<.�� ���
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∗
kĩ
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P
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∗
ki −

P
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∗
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#+��,������&AY#�)&�"���-#+�-#+��7������`#+��A�������0<@ ��]^.�7��������`#+�%� |ψ〉 = a|0 〉 + b|1 〉 #��'Oz��@�@ ���"�*D
X|ψ〉 = a|1 〉 + b|0 〉 Z|ψ〉 = a|0 〉 − b|1 〉 xV9/D 9/D 9M{

Y |ψ〉 = −ia|1 〉 + ib|0 〉� �P�����%�P���T#+�
X

���Z�%�&�%)`�T#+��0M�(�W�����
0

uy#+��,
1

u�)(��!K2a�����&�^�%�8�+O |ψ〉 �'����@ �
Z

�����\OQ�%�:������%�&@S#+����LM��2��T#��`��7ZA
π

D�:�'#+���dc�#+!K2�@ �r�+Ol#b�����/uv@ �4)*#+@���2a�&�`#+��� �����n�r@ �4���[#+�"#8���n�+u�]^.�7�������23�&�`#+��� ����DI����)(���^���%��@�@ �(,4u�hr�:� 0Z#+�%�?xz)(hr�:��{�� �P#Y7����oud?���2����������[]^.�7����b)(����,/����� �����(,����������[���`#+�%��+Ow#+���������&�*D � ���&�6�����b���`#+�%�8�+Oe�����8)(���^���%��@e]Z.�7����y� � |1 〉 H X � �:#+2�2�@�� �(,-�%�K�����b�`#+��0M�&�]^.�7����*DP5^����)(�K)(h��:��� �W#[]^.T#+�Z��.�! 0Z#+�%�1#�)&������0Y���F]^.�7����%�����r� �:@������*#+�8#+��,?2��%�(�%�&��LM�(���.�23�&��23�<������� �����*De�������dc�#+!K2�@ ���
)(hr�:� [ |0 〉 + |1 〉√

2
⊗ |0 〉

]

=
|00 〉 + |11 〉√

2

xV9/D 9/D21M{
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x
� �W#+��,F�����K���`#+�%�K�+On�����K�%A4���%�&!��'��@�@e73�G2��%�+uJ��()&�%�(,6�%�~�����P)(�����%�(��23����,/����0Y�&��0M�&���M�&�*D��y�&��)(�P�\Ow�����P���`#+�%�G�+Ow�����P��A4�%�%�&!�73�dOz���%�b�����!1�*#���.��%�&!1�&�^���#��y#G��.�23�&��2a�<�%����� ��� �

|ψ〉 =
∑

x

cx |x〉
xV9/D 9/D 4^{

���w,��'�����j@ �*#+���P#+�ZA4��������0�#+7a��.��j�����w)(�4�.;$)&� �&�Z�%�
cx

Djk��80M�&���&�`#+@vH��%�y,/� �%)(�*LM�&�l�����IL<#+@�.��(��+OT�����(�`��)(�4�.;$)&� �&�Z�%�n#�)()&.��`#+�%�&@�AMH<�n�����.�@ ,G���(�(,b�%�:!1�*#���.��%����GLM�&��A~xQ���/�������%�&@�A�{j!$#+�ZA)(��2�� �(�K�+O:���������`#+�%�FxV9/D 9/D 4^{dD�i�.��K]^.T#+�Z��.�! !1�()`�T#+��� )(�$,��4�(�G�����$#+@�@ �*��.��G�%�?!$#+�M�)(��2�� �(�*De����'��$ �S6 �0$�� ! �
	 �*)�+X$�%,+2�	���`#+�%�(�"���T#+� �
k���� ����!K2a�<�%�%��7�@ �I�%�")(����������.�)&��#',��&L4� )(�<H��'��� )`�80<��LM�&�G#+�W.����^�����'�P]^.T#+�Z��.�!���`#+�%�r�'��@�@g��.���2�.��"�m�n�1� ,��&�^��� )*#+@vH�23�&�oOz�()&�y)(��2�� �(���+Oj���T#+�y���`#+�%� < 9<9>=�D

����I���+u�)&@ ��������0������(���%�&!�� �g#�!$#�J����g��7����`#�)&@ �I�'���&�8,��(����0<������0y]^.T#+�Z��.�!�#+@�0M����������!1�#+��,?)(��!K!8.���� )*#+��� ����2��%���%�^)(��@ �*Db�������dc�#+!K2�@ �G���G)*#+���������M�(�&2X7T#�)`�^.�2��8�+On]Z.T#+�^��.�!���/OV����!$#+��� ���U�'��� )%��� �W�%�&�^�8�*LM�&�b#~@ �<�`��AX)`�T#+�����&@vHl#+��,U�'���&�U�n�K�%�*#�,���.��������K�%�(��.�@���+Oy#-)(��!K2�.��`#+��� ����HI���~,��-�����G��7��`#+���������$Oz.�@�@����`#+�%�~�+O������~]Z.�7����%��D-�:�*���&LM�&�*Hw�&LM�&�
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18 2. BACKGROUND THEORY
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E  N D�[@M&N�\W[@g IbN>ijV&RWg MX\WIKV&Nl\WG>OQV&R�� \WG@IbJ�\ �>U(OLV8i5`:G�M8N@N@OSc(IKJ �#N@V=BLNlM&J]M�� k>OQU(V&c MXRWIbJdIKN>e `:G�M8N@N@OSc���M&N�kIf\WJL\dR:M8N@JdgaIf\d\:M&N>`QO U RWV.U(OSRd\WIbOQJQY@Jd[@`:G M&JL`,M8U�M8`QIf\ ��Y>G�M,P2O T(OQOSN J�\W[�k IbO,k$# �%� & m
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����:��23�&�`#+��� ���~� �������
#+2�2�@�� �(,~���%�&�`#+����LM�&@�AMH�#+��,~�n�r����.�,/AK�����r�./��()&���+Oj����� �����~�����]^.�7����y���`#+�%�<D:q��&�
ρi

,��&�����%�b�����P,��&��������A-!$#+�����\c-�+OI�����b]^.�7�����#�OQ�%�&�
i

���%�&�`#+��� �������+O
A

H#+��,�#��%��.�!1�y�����:���������S#+@3�%�`#+�%�y�+Og�����:]^.�7����n�%�P73�"2�.��%�
ρ0 = |ψ〉〈ψ| H/�'����@ �:�����r���`#+�%�:�+O�������&�^L^���%����!1�&�^�y� ��#+��7������`#+��AMDn��2�2�@�A4����0

A
����)(���%�G���������������S#+@g���`#+�%�<H��n��0M�&� �

Aρ0 ⊗ ρE = p[Aideal ρ0] ⊗ ρE + (1 − p)

�

2
⊗ ρE

=

[

pAideal ρ0 + (1 − p)

�

2

]

⊗ ρE
x 1/D0/<D 9M{

= ρ1 ⊗ ρE

�'���&�%���n�y�T#(LM�y.��%�(,$�g�
Q(ρ0 ⊗ρE) = ρE

�'��� )%�[OV��@�@ �*�"�nOQ�%��!������".����������`#�)(��2��%��23�&����A�+O�������,��&��������A�!$#+�����\c�DIkm��,/.�)&����LM�&@�A~���r����,6#�Oz�%�&�
i

���%�&�`#+��� ����� �

ρi = piAi
ideal ρ0 +

i−1
∑

k=0

pk(1 − p)
Ak

ideal

�

2

x 1/D0/<D21M{
km�Y�����8)*#��`�W�'���&�%�b�����8]^.�7����y� �����`#+����!K�����%�(,-��LM�&�r#$)%�T#+�����&@vHa� ,��*#+@���2a�&�`#+��� ���?)(�����%�(�ou23����,����%�G#b23�&�oOz�()&��@�A$OV#+�����/Oz.�@3���`#+���oOV�&�'#+��,����r����!K2�@�A$�T#*LM�

Aideal =
� De���%��!�x 1/D0/<D21M{���� �������&�Y�*#���A$�%�G)(��!K2�.��%�r�����y�T,��&@�����A��+Og�����r���`#+���%!K�����%�(,����`#+�%�:�'�������%�(��2a�()&��%�P������ ,��*#+@g�%�`#+�%� |ψ〉 D

� �W��7��`#+��� �

F (ρi, ψ) = 〈ψ|
[

piρ0 +

i−1
∑

k=0

pk(1 − p)

�

2

]

|ψ〉

= pi +
i−1
∑

k=0

pk(1 − p)

2

x 1/D0/<D 4^{

= pi +
1 − pi

1 − p

1 − p

2
=

1 + pi

2�'���&�%�b�n�G��.�!K!1�(,-�����P0M�(��!1�&����� )b2��%��0<�%�(�`��� ���?�%�$0M�&�:�����8�������%,X�(]^.T#+@�����AMD����%��!	����� ��dc/2��%�(�%��� ���?�n�K�`�(�8���T#+���'���&���&LM�&�������K)`�T#+�����&@I� �:������2a�&�oOV�()&�*H3�vD �<DW�'���&�
p < 1

H3������T,��&@����mA6,/�%��2��y�dc/23�����&�Z���S#+@�@�AY���-�����8�^.�!873�&�:�+OI���%�&�`#+��� �����*H|�%�*�#+�%,��
1/2

�'��� )%�X� �y������T,��&@����mA��+O�������!$#�c/��!$#+@�@�A�!K�\c/�(,����`#+�%�<D � ��!$#(A������������+Oe#K)(��!K!b.���� )*#+��� ���X)`�T#+�����&@#��r!$#�,��G.�2U�+O�!$#+�ZA?��!$#+@�@I�%�&0<!1�&�Z�%��H��*#�)%�U�'�����?��c��(,?2��%��7T#+7���@�����AF�+O��.�)()(�(�%�W#��r���x 1/D0/<D0/�{xz���e�(]^.���L�#+@ �&�^��@�Ab�����')`�T#+�����&@��T#��I#y��c/�(,bOv#+��@�.��%�n�`#+�%�23�&��.������e@ �&��0<���|{dD�k��������&�OV��@�@ �*�"����T#+������r���`#+����!K� �%�%� ���[�T,��&@����mA~,/�%��2��'�dc/23�����&�Z���S#+@�@�A~�'�����������:)`�T#+�����&@�@ �&��0<����D���� �$Oz�*#+��.��%�<H��dc4����7����%�(, ���&�%�-��� ��.�������!K2�@ �6����� �`�6!1�4,��&@vH'� �[�����60M�&���&�`#+@:2��%��7�@ �&!�'��� )`�Y�T#��'�%�K73���*LM�&�%)(��!1�WOz���"]^.T#+�Z��.�!	)(��!K!8.���� )*#+��� ���X�%�K7a�()(��!1�WL^�S#+7�@ �<Dkm�1)*#+��73���%�(�&��xz�<D 0�DN7ZA�)(��!K2�.�������0��g�
(ρ2

i )
{P���T#+�[#��

i
����)&�%�*#��%�(�*H

ρi
0<�`#�,/.T#+@�@�A,��&2T#+���%��OQ�%��!	�����W���������S#+@l2�.��%�P���`#+�%�W�%�$7a�()(��!1�b!1���%�P#+��,6!1���%�8!K�\c��(,�D"���� �y@ �<�%�:�+O2�.������mA~� �')*#+@�@ �(,�OZ+,6X$@)3+.%,+2��68+ZD'k��Y#G��@���0<�^��@�A~!1���%�W0M�&���&�`#+@������ �%��,��(�%)&����2���� ���Y���")*#+�67a��%�(�&��#��8�����K�%�(��.�@��8�+O'�&�Z�`#+��0<@ �&!1�&�^�G�'�����U�����1��.����%��.���,/����0X�&�ZL4���%����!1�&�Z� �G��0Z#+�����n��`#+�M�8#G�%����0<@ �W]Z.�7����'���������S#+@�@�A����-#P2�.��%�8���`#+�%� |ψ〉 = a|0 〉 + b|1 〉 HT#+��,����������������S#+@g�%�`#+�%�
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�+O�����1�&�ZL4���%����!1�&�Z�P!$#(AU#+@ �%�Y7a�G�`#+�M�&��#���2�.��%� � |ein〉
D[����1]^.�7����W� �������W23�&�oOz�()&��@�A� �%��@S#+�%�(,�OQ�%��! �����8�&�ZL4���%����!1�&�Z�*Ha7�.��"�`#+�M�&�6�%��0M�&�����&�y�����&A~Oz����!�#1)&@ �<�%�(,Y��A/���%�&! #+��,���&��)(�b�&LM��@�LM�W.������`#+����@�AMDq��&�

U
,��&�����%�W���������`#+����Oz����!$#+��� ���X�'���&�6�����W�%A4���%�&!��&LM��@�LM�(�OV���"�%��!1�r.�����23�()&�\�T�(,�H���c��(,�����!1�<DI�����0M�&���&�`#+@�OV����! �+O��������&LM��@�.���� ���6� �'�����&� �

U |0 〉 ⊗ |ein〉 = |0 〉|e00〉 + |1 〉|e01〉 U |1 〉 ⊗ |ein〉 = |0 〉|e10〉 + |1 〉|e11〉

U |ψ〉 ⊗ |ein〉 = a|0 〉|e00〉 + a|1 〉|e01〉 + b|0 〉|e10〉 + b|1 〉|e11〉
x 1/D0/<D =M{

�:�&�%�Y�����-�&�ZL4���%����!1�&�Z�����`#+�%�(� |ejk〉
���(�(,N�����[73��!8.���.T#+@�@�A ����������0M���T#+@r���$������!$#+@\u� �%�(,�D � �G�%�(�b���T#+�r�����W���T#+@e���`#+�%�G�+OI�����G]Z.�7����r� �y���~@ ����0M�&�:2�.��%�<D��g�`#�)&����0Y�*LM�&�r������&�^L^���%����!1�&�^�y0<��LM�(��#P!K�\c��(,��%�(,/.�)(�(,-,��&��������A~!$#+�����\c �

ρ = |0 〉〈0 |
(

|a|2〈e00|e00〉 + ab∗〈e00|e01〉 + a∗b〈e01|e00〉 + |b|2〈e01|e01〉
)

+ |0 〉〈1 |
(

|a|2〈e01|e00〉 + ab∗〈e11|e00〉 + a∗b〈e10|e01〉 + |b|2〈e11|e10〉
)

+ |1 〉〈0 |
(

|a|2〈e00|e01〉 + ab∗〈e10|e01〉 + a∗b〈e00|e11〉 + |b|2〈e10|e11〉
)

+ |1 〉〈1 |
(

|a|2〈e01|e01〉 + ab∗〈e11|e01〉 + a∗b〈e01|e11〉 + |b|2〈e11|e11〉
) x 1/D0/<D CM{

Er�&23�&��,/����0P���~�������&�^L^���%����!1�&�^�"���`#+�%�(�:xQ�vD �<De���~�����y2T#+����� )&.�@S#+�
U

{����������T#+@a,��&L4�S#+��� ���Oz�%��! |ψ〉 !$#(A~7a�:@S#+��0M�����"��!$#+@�@vDe�:�&��)(�r�����r��!K23�����`#+��)(�W�+Oj� �%��@S#+������0K������]^.�7����%�'���&@�@������.�@ ,Y7a�W#+2�2T#+�%�&�^�*D5^�`#+��������0?Oz�%��!R!1�^,��&@ �K�+Oy����� �%�<Hw��.�)`��#��G�����~�����(�1#+73�*LM�<Hw���G� �b23�<�%����7�@ �~�%�-����,0M�&���&�`#+@^!1�&�����^,���Oz����,��*#+@�����0y�'�����8�&���%���%�*Dl�����g�dc�#+!K2�@ �yx 1/D0/<D =M{�)*#+�87a��.���,��&�%���%�4�4,8#��j#)(��!b7����T#+��� ���G�+O��`#+��,���!�7�����#+��,82��T#��%� ?���2���#�)&������0:���P�����w]^.�7����xz�`�(� < 9<9@=42�D%4+1�4^{dH<#+��,#b)(�^,��r)*#+�������&��7a�:,��(����0<���(,��'��� )`���'��@�@3,��&�%�()&�"#+��,�)(�����%�()&�'�����(�%��?���2��*D�����r0M�&���&�`#+@� ,��*#K�+Ol�����W�%�+u�)*#+@�@ �(, � �&���%���ou�)(�����%�()&������0�)(�4,��(� �/� �'�%�K�&��)(�4,��W�����W)(��!K2�.��`#+��� ���T#+@j]^.�7�����%�(,/.���,�#+�^��@�A����^�%�F�%�&LM�&�`#+@2��ZA/��� )*#+@"]Z.�7����%�K#+��,�.��%�~�����~�%�(,/.���,�#+��)&A��%�X2��%���%�()&�G��������`#+�%�'�+O3�����"�&��)(�4,��(,K]Z.�7����*D��y�K��!K2a�����`#+�^�n)&�����%�&��� ���$Oz���w#+�^AP�%)`���&!1���+O|OV#+.�@��ouv�%��@ �&�`#+�^�)(��!K2�.�������0K� ����T#+������r�*LM�&�����*#�,����~�%�(�%��.��%)(�(��#+��,�)(��!K2�.��`#+��� ���Y����!1�:!b.����������0<�%����dc/2a�����&�^���S#+@�@�AK�'�����$�����"�%���*�"�+O������")(��!K2�.��`#+��� ����H/������)(�"�������&���'� �%�������"�%)%���&!1�:]^.�� )%�4@�A73�()(��!1�(�1��7��%��@ �&�%���'���&�B������)&���%)&.����[�����*��� �K����)&�%�*#��%�(,�DB�����1]^.T#+�Z��.�! )(��!K2�.��`#+��� ������K��.������1��.��$���T#+�K7ZA�!$#+�^����0F.��`���+Or�&���%���ou�)(�����%�()&������0�)(�^,��(�[#+�ZA�)(��!K2�.��`#+��� ��� )*#+�73�W23�&�oOz����!1�(,-Ov#+.�@��ouv�%��@ �&�`#+�Z��@�AMH�2��%��L^� ,��(,X���T#+�:�����82��%��7T#+7���@����mAX�+Ow�&���%���:OV���������b7T#���� )0Z#+�%�(�'���6������)&���%)&.������ �'73�&@ �*��#G)(�&���`#+���6�����%�(������@ , � < 1�H�9<9>=�D54�Y���U2�������)&��2�@ �1�����K2��%��7�@ �&! �+O������ �`�K� �W�%��@�LM�(,�D[�y���n�&LM�&�P�����K�����%�(������@ ,F� �8@ �*�WDEr�&23�&��,/����0$����������)(�^,��<H����'� ���A42�� )*#+@�@�A����������8���%,��&�"�+O
10−4 u

10−2 OV���'@ �^)*#+@���23�&�`#�u��� �����'�'����@ �r�����W�%��@ �&�`#+7�@ �W�&���%���'2��%��7T#+7���@�����A�OV���'���`#+����!K� �%��� ����!$#*A[73�r����0<���&� < 1/H�9<9>=��MD���� �'� �"#PLM�&��A~�T#+�%�����%�(]^.����%�&!1�&�Z�"�%�1#P2��`#�)&��� )*#+@g��!K2�@ �&!1�&�Z�`#+��� ����D���@ �%�G���"�%����.�@ ,�7a������%�(,����T#+�'�����8�&���%���"!1�^,��&@ ��)(������� ,��&�%�(,6#+73�*LM�8#+�%�r������)(��!K2�@ �&�%�&@�A�0M�&���&�`#+@vDn�e�ZA/��� )du#+@�@�A6#$]Z.�7����:!$#(A�73�8�&��)(�4,��(,6���^�%�~#[��A/���%�&! �'�����X!1���%�8���T#+�X�����~@ �&LM�&@ �*Ha#+��,-�&���%���%�
;
 i If\ IbJ^N@V8\,Y B O ��[>J�\aO
�#\WOQN�k V&[>R k OQJd`SRWIbU>\WIbV.N V&i \WG@O OSN P#IfRWV.N>gaOQN�\ \WV IbN@`Qcb[@k>O BLG@M8\WOQP.OSR V&\WG>OSRJ � J�\WOQgaJ]If\LIKJBOQN�\:M&N>e.cbO,k BLIb\WGZm
� �BcKJdV Y JdV.gaO U>G �>JdIb`,M8cZM&JdJd[@gaU \WIbV.N@J�g [>J�\HT(O g M&k>O M&T(V.[ \H\WG@O N@V&IKJdO&Y>U@M8R:M8cKcbOQcZ`QV&gaU@[>\WIbN>e g [@J�\ T(OU(V.JdJdIbT@cbO M&N@k M8N@`QIbcbcKM D#[>T@If\WJ]g [>J�\]T(O U>RWVXP#IKk>O,k � # �%��& `:G�M&UZm ���% m
 �BN�klM&`Q`QV8R:k>IbN@e^\WV U>RWIbP.MX\WO `QV8RdRWOQJdU(V.N@k>OQN>`QO BLIf\WG � m�< m	<��8RWOQN@JdOSN m
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)(��.�@ ,B�����&� �`#+�M�������6�%�`#+�%�Y��.��%��� ,��������-]Z.�7����$�%.�7���A4�%�%�&!YHn)*#+.�������0������Y]^.�7����$���`#+�%��%��73�()(��!1�G.���,��d�����(,�DK�����8�dc�#+!K2�@ �K�����K)(��.�@ ,F��!$#+0<�����1�&��)(�4,/����0������1]^.�7����W���Z�%�Y#2������%���Y�'��� )`�6� ��#+7��`����7a�(,�D�T���������(�`���%�*#��%������H^����#+�%��!1������L<#+�%�(,��%�8@ �4���KOV�����������&�']^.T#+�Z��.�! )(��!K!b.���� )*#+��� ����%)`���&!1�(�*D:��������.��T#+�%�&@�A-�%�&LM�&�`#+@��%)`���&!1�(�y�'�����?@ �(�%�:����������0M�&�^�:73��.���,��r#+�%�82��%��L^� ,��(,X7ZA]^.T#+�Z��.�! �%�&2a�*#+�%�&�n2��%���%�^)(��@ ��HZ�'��� )`��#+@�@ ��� �.;$)&� �&�^�����`#+���%!K� �%��� ���[�+O����/OV����!$#+��� ���~��LM�&�#+�6#+��7������`#+��A�,/� ���`#+��)(���'�����-�&���%���ouv�%��@ �&�`#+��)(�(�r#+�'�����W@ �&LM�&@g�+Ol23�&�%)(�&�Z� � < 1/H�C/H$5>=�D
� ��
 � � � � �L��! ��$��6$'� � $ �)+
�:�:�T#��r7a�(�&�F�����%�(�%�`�(,-�%�&LM�&�`#+@e����!1�(�W#+@��%�*#�,/AMH������b2�.���23�<�%�G�+On�����G]^.T#+�Z��.�!��%�&23�*#+�%�&�� ���%�G)&�%�*#+�%�r�&�Z�`#+��0<@ �&!1�&�Z�r#+��,�,/� ��������7�.��%�:���'#+!1����01,/�0/��&�%�&�Z�'2T#+����� �(��Dek��~����� �'�%�()&��� ������$)(������� ,��&�b�����17T#���� )[������.�)&��.��%�$�+O'�����1�%�&23�*#+�%�&�*D654�&LM�&�`#+@wL<#+���S#+�Z�%�G�+O'�����1�%�&23�*#+�%�&�2��%���%�4)(��@��dc4� ���Uxz�<D 0�D < 1/H'C/H 5>=8#+��, !1���%��{dHr#+��, ���?!1�&�Z��� ���
7���� �.?�AN�����U#+2�2��%�M#�)`����^���%�^,/.�)(�(,�����������������0<���T#+@'2T#+2a�&� < 1@=�HI�'���&�%�[�������%�&��! �2�3���4���5��%X+:93+,�(�:+2%X�#��1#+@ �%�)(�������(, � D�����r#+2�2��%�M#�)%���`#+�M�&�[���[�����"!$#+���~�n�����$�+O������ �n�����(��� �n��#��n���Z���%�4,/.�)(�(,~��� < 5>=�H#+��,����W,��(�%)&����73�����'���Y!1���%�W,��&�`#+��@vD
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(â†L + â†R)|vac〉 x 1/D 9/D =M{

����P�&�Z�`#+��0<@ �&!1�&�^�8)&�%�*#+��� ���U���%�&2F#+��!1�y�%�[0M�&���&�`#+�%�G���`#+�%�(�:���T#+�W#+�%�b)&@ �<�%�P�%�[����� �r�dc^u2��%�(�%�%� ����Dl����y2��%�4)(�(�%�I� ��#Wi��0M��@���.�7a��L1���`#+���oOV����!$#+��� ���~�+O
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2 |vac〉〈vac|eα1 â1eα2â2U †eγ2â†
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2 |0〉2

[ ∞
∑

i=0

|i〉1〈i|
]

2〈0|eδ2 â2Ueβ1â†
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†
i

x�4�D0/<D0/�/�{

;QFHG>O e.OQN>OSR:M8\WIbN@e i0[@N>`S\WIbV.N gaO \WG@V#k�IbJLV.N>O-B]M �l\WV^V.T \:M&IbN \WG>IKJ]RWOQU RWOQJdOQN�\:M8\WIbV&N m



34 4. METHODS FOR ANALYSIS

������,��&�������mA���2a�&�`#+�%���
Dj(β)

���`#+���oOV����!1�"�%� �

U †Dj(β)U =
��c/2 [

β
∑

i

(b∗jiâ
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S†(ξ)âS(ξ) = cosh(r)â− sinh(r)â†
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â1

� �r�����G!1�4,��K��2a�&�`#+�%���WOz���������G����2�.���!1�4,��1)(���/u�`#+��������01�����8���`#+�%���%�K73�W���%���%�(,����������W!1�&!1����AMH|#+��,
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†
1 + b2â2 + c2â
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∗
2â
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D � �



5.3. PERTURBATION 41

!$#+�M�������:OV��@�@ �*�'����0~��.�7���������.���� ����� �
b1 →

√

1 − b22 c1, c2, c3 → 0
xV=/D21/D 9M{
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ρ1 =









1/3 + 2 b22/9 0 0 0
0 1/3 − b22/9 1/3 − b22/9 0
0 1/3 − b22/9 1/3 − b22/9 0
0 0 0 0
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ρl =









1 − 2fl + 2glb
2
2 0 0 0

0 fl − glb
2
2 fl − glb

2
2 0

0 fl − glb
2
2 fl − glb

2
2 0

0 0 0 0









xV=/D21/D 4^{

�'���&�%�
fl, gl

#+�%�:Oz.���)&��� �����"�+O
l
D � �r���*�
23�&�oOz����!������r�&�^�`#+��0<@ �&!1�&�Z�r)(�������()&��� ���Y�'����������y2T#+�`#+!1�&����� �%�(,

ρl
#��n����2�.��#+��,�#�Oz�%�&�n�%��!1�:����!K2�@��\�T)*#+��� �����n������,[���T#+�������:��.���2�.���`#+�M�(�'������Oz����! �

ρl+1 =













1 − 2 fl
2−fl

+ 2
f2

l +2gl

(fl−2)2
b22 0 0 0

0 fl
2−fl

− f2
l +2gl

(fl−2)2
b22

fl
2−fl

− f2
l +2gl

(fl−2)2
b22 0

0 fl
2−fl

− f2
l +2gl

(fl−2)2
b22

fl
2−fl

− f2
l +2gl

(fl−2)2
b22 0

0 0 0 0
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fl+1 =
fl

2 − fl

#+��,
gl+1 =

f2
l + 2gl

(fl − 2)2
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ρl

7^A~�`��@�L^����01�����&!YD�j���%��@�LM�Y�������%�()&.����%�&��)(�YOV���
fl

Hn�n�-,��d�����-#?���&��L�#+���S#+7�@ �
f̃l ≡ f−1

l

H'#+��,B������%�()&.����%�&��)(�8�%�&@S#+��� ���Y7a�()(��!1�(� �
f̃l+1 = 2f̃l − 1

xV=/D21/D 3<{
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f̃1 = f−1
1 = 3

D�km�I� �I�*#���A�%��)`���()%�X���T#+�
f̃l = 2l + 1

� �W#��`��@�.���� ����Hg#+��,?���&��)(�G�n�K�T#*LM�
fl = 1/(2l + 1)

DGhy���
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gl
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gl+1 =
2(2l + 1)2gl + 1

(2l+1 + 1)2
xV=/D21/D25M{
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g̃l ≡ (2l+1)2gl���r����,��

g̃l+1 = 2g̃l + 1
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����K���������S#+@n)(����,/����� ����� �
g̃1 = 9g1 = 1
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g̃l = 2l − 1
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fl =

1

2l + 1

#+��,
gl =

2l − 1
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xV=/D21/D0/*;M{

h:���%�8���T#+�r�����P�%��@�.���� ���?� �:L�#+@�� ,?#+@ �%�$Oz���
l = 0
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2
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c1, c2, c3
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� � �*)�+.�'�(� ! 6X��#+��,��&@���!K���T#+������0$����0<���&�y���%,��&���%�&��!1�*D
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�����:�T,��&@����mAY�+O

ρl
�WD �*D �*D |Ψ+〉 � � �

Fl = F (ρl,Ψ
+) =

2

2l + 1
− 2

2l − 1

(2l + 1)2
b22
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F = 2/5
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44 5. A PERTURBATIVE APPROACH
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c1, c2, c3 = 0
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1√
2
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pc = 10−3
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~o�i;���;J�	�9���I!`Z=�	%�$*���<�@�2%=���)h¤f�!�#����@���	�1���5!������2%B�)68>F���/!������ � �/!2����#���� ��%���I�	%ya��!�%=�����
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	 �7 �������,��6-<�������G���m%��2��!T
�#��/!��q���0�2�
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N = 3 pc = 10−3 pc = 10−2 pc = 10−1
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â†L = (XL − iPL)/

√
2~o-<�������?���<���n�������	+,���	.
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64 6. THREE REPEATER SYSTEMS
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Z|ψ〉 �%�b��?]���'53�+1�'�7�>��ELP��HP q P}aY�8�Y�2��?���X�?]������#%�8��/;#%�=���8�S�������+�F#%���8����53�2�%��X�����53���)�T#%X����+#%53�+�b�����Y���'56�'?]���2P

� �
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� ���$��������� �

������� 	 � ��� � � ���k�!� �!����
 � ����� �!�����

��M�������d�����$���81H�JVh S�D���>�����D�mVC�����+�>����#%�8�F/;#%�K���8�_,*���8���>�����'��,</nX��8������#%�0#�/b���!#%,*#%?'�'X�E$#2(
���>���8�:/;#%��5<������#%�r#%�s���r����E��'���>����A �W�+#%X��-�>��E�?�� �D�-X�5"E9���Z#�/!53#C1��+�2P �.�6���+(*�<E�X��'?'�e#%�
���81l�mVH�����81��+1[���l��1��2�j1HX8�G��# � P � P �
	 �����8�����LP��Y�m/;#%���4 !�M����#C�+�+�+1	Nb S�G����#c(*�M���8�
/;#%?'?�#2 F�'��,

��������

|vac〉〈vac| =

∫

dpdx

2π
e−(x2+p2)/4D(

x+ ip√
2

)
����P q �

 F�8����� |vac〉 ���F���8�_(R�%��X�X�5����>�����t/;#%�K���8��53#C1��D#%�M F�������
D
�%�����2P

���������
aY�8���)X��%1H�>����X����t#%�$���>����#%���K������1��mI8�8�+1^E-A

X = (â† + â)/
√

2
���81

P = i(â† − â)/
√

2
P

aY�8�K���',*���8���>�����+�S#�/
X
/;#%��5 �_�+#%56��?������t�����S���814�����`1����8#%���+13E)A |x〉 N- F�8����� x ∈ R

�nX��
��#D�d/@�%����#%�2N

X
���b���8�Y�9#R���'����#%�4#%�9���>����#%�b#�/$���8�K���'56��?��Y������53#%�����d#R�����'?'?]����#%� �mP � �'�8�+�F���8�

�+#%565"X��>����#%�_���
[X,P ] = i

N9���8�"���>���8��?]������#%�j#%�$���>����#%�t/W#%�t���8�
X

B���',*���8���>�����+�����t,R�'(*���

E)A
e−iP∆x �W���+�_�RP ,8P��� ���L�LP �!�#" �mP �.�_5<�+AG���8�����m/;#%���_ F���'���!$

|x〉〈x′| = |x〉〈x|eiP (x′−x) = |x〉〈x|e−(â†−â) x′−x√
2 = |x〉〈x|D(

x− x′√
2

)
����P���

�t#2 g/;#%�`���-A
x′ ∈ R

 !�_���+(*�!$
∫

dp

2π
eip(X−x)|x′〉 =

∫

dp

2π
eip(x′−x)|x′〉 = δ(x′ − x)|x′〉

= δ(x′ − x)|x〉 = |x〉〈x|x′〉 ����P&%��
�R�
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���81M�8���8�+�D���8�D#%�9���>����#%� |x〉〈x| �+�)X���?��K���8�_�'�)����,R�>��?}�mVH�����+������#%��#%�����8�_?��m/n�2PT�B�8���������'��,�������F�'�)��#�����P���! S�e#%E��>���'� $

|x〉〈x′| =

∫

dp

2π
eip(X−x)D(

x− x′√
2

) =

∫

dp

2π
e
ip( â†+â√

2
−x)

e
â† x−x′√

2
−â x−x′√

2

=

∫

dp

2π
e
â† x−x′+ip√

2
−â x−x′−ip√

2 e−ip(x+x′)/2

=

∫

dp

2π
D(

x− x′ + ip√
2

)e−ip(x+x′)/2 ����P ���
 F�8�����4���8�41H���>���-�>����,R?'�'��,f���8�+#%����5\ !�%�7X8���+1U�'�r���8�^���+�+#%�81r?'�'�8�RP��z�'���r���8�4�8��?'�o#�/
����P �������81 � �8P q P q ���t !�6�2���.�mVC�����+�������8�Z����# ���+������#%�U#%�f���8�Z(R�%��X�X�5p�'�f���8�7/W#%?'?�#c F�'��,
5<�����8��� �n�8#%���D�������K���8�_(R�%��X�X�5����>���������F�8#%�K���8�_� ��53�e�%�

x = 0
� $

|vac〉〈vac| =

∫

dxdx′|x〉〈x|vac〉〈vac|x′〉〈x′|

=

∫

dxdx′|x〉〈x′|〈vac|x′〉〈x|vac〉

=

∫

dxdx′dpdp′

(2π)2
D(

x− x′ + ip√
2

)e−ip(x+x′)/2e
− 1

2

˛

˛

˛

x′−x+ip′√
2

˛

˛

˛

2

e−ip′(x+x′)/2

=

∫

dxdx′dpdp′

(2π)2
D(

x− x′ + ip√
2

)e−i(p+p′)(x+x′)/2e−
1
4 [(x−x′)2+p′2]

=

∫

dydy′dpdp′

2(2π)2
D(

y + ip√
2

)e−i(p+p′)y′/2e−(y2+p′2)/4

=

∫

dydpdp′

2(2π)
D(

y + ip√
2

)δ(
−p− p′

2
)e−(y2+p′2)/4

=

∫

dydp

2π
e−(y2+p2)/4D(

y + ip√
2

)
����P����

����?]��E$��?'?'�'��,3���8�_(R�����]��E�?�� �
y
� → �

x
�8�+#%�8��?'X81��+�K���8�D����#)#�/O#�/=���8��?���565<�

�

�t#2 r S�T,*���8���>��?'�����T���8�T,*���8���>�����'��,t/nX��8������#%�7#�/��>�+�RP �8P q ��#`5<���-AD53#C1��+�2P � �x�'�e����������+������#%�j !�Z���+(*�<�^�+#%?'?��+������#%�U#�/T������53#%�����<#R�����'?'?]����#%�_53#)1��+� {ai}
���81j� �Y#%,*#%?'�'X�E$#2(

���>���8�:/;#%��5<������#%�f,R�'(*���jE-A � �8P q P qRq �mP � �dI8������ S�6�+#%�8����1��������8�Z�2�%���7 F�'���8#%X��_53�2�%��X���� 
53���)���2P �.�3?����"�'�81��mV
o
��X��s#c(*���"���8�4#%X�����X��"53#C1��+�2N} F���'?��

i
��X��8�7#2(*���6��?'?T53#C1��+�2P

aY�8��,*���8���>�����'��,</nX��8������#%�h���`1��mI8�8�+1hE-A $

F ≡ ax�
i\o

[

out〈vac|
(

∏

o

eδoâo

)

U

(

∏

i

eβiâ
†
i

)

|vac〉〈vac|
(

∏

i

eαiâi

)

U †
(

∏

o

eγoâ†
o

)

|vac〉out

]

= 〈vac|
(

∏

i

eαiâi

)

U †
(

∏

o

eγoâ†
o |0〉o〈0|eδoâo

)

U

(

∏

i

eβiâ
†
i

)

|vac〉

= e
1
2
Σ × 〈vac|

(

∏

i

Di(−αi)

)

U †
(

∏

o

Do(γo)|0〉o〈0|Do(−δo)
)

U

(

∏

i

Di(βi)

)

|vac〉 ����P |��
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 F�8�����
Σ ≡ ∑i(α

2
i + β2

i ) +
∑

o(γ
2
o + δ2o)

P � ?'?=���8�"�����>��53���������D#�/ F �����e���2��? �	1H� "	��� 

���)���]������#%�0 DP �2P �2P

αi, βi
1���������56�'�8�e���8�"�'����X��d5<�������JV0��?���53���-�2N9 F���'?��

γo, δo
1���������56�'�8�

���8�_#%X�����X��2P
�.�F1��mI8�8�

wo ≡ (xo + ipo)/
√

2
N
dW ≡∏o

d2wo√
2π

=
∏

o
dpodxo

2π

���81
Σo ≡∑o |wo|2

P
�j�$#)�'��,`X8���T#�/����8�S��E$#2(*�S?���565<�`���81e���8�b���>���8�:/;#%��5<������#%�7��X�?���� �8P q P q ���L S�b���8���Z#%E��>���'�
���8�t/;#%��5�#�/

F
 F�����������K�'56��?���53���-���+1h�'�&#%X��K����#%,R�>��53� $

F = e
1
2
Σ ×

∫

dWe−
1
2
ΣoK

����P � �
 F�'���h���8��#*�����8��? $

K = 〈vac|
(

∏

i

Di(−αi)

)

U †∏

o

Do(γo)Do(wo)Do(−δo)U
(

∏

i

Di(βi)

)

|vac〉

= 〈vac|
(

∏

i

Di(−αi)

)





∏

o,i

Di(γob
∗
oi − γocoi)Di(wob

∗
oi − w∗

ocoi)Di(−δob∗oi + δocoi)





(

∏

i

Di(βi)

)

|vac〉 ���tP���
�t#2 k S�7���8#%X�?�1&?'� #*�e��#^�mVH�����81��������`/W#%��5"X�?]�4��#4��?���#4�'�8��?'X81��753�2�%��X�����53���-���2P��.�

�+#%�8����1����F�D�>����X��4�'�^ F�������^���8�`53�2�%��X����+1453#C1��+�Y�����d1H�������'�8���S/W��#%5 ���8�t#%X�����X��!53#C1��+�
���81f F�8�����3���8�3#%��?'A&53�2�%��X�����53���-�Z#%X����+#%53�+�D S�<�+#%�81H�'����#%�r#%�r�����6���8�<#%�8�+�D�+#%�����+� 

�$#%�81H�'��,j��# � �8P q P q � �mNO�@PQ�RPj���8�4�����+�����8�+�G#%�6��E8�����8�+�G#�/t����?'��� #U�'�s���8�G1������+����#%�2P � ?'?53�2�%��X�����53���)���!�����F#%�^�����'��,R?��F53#C1��RP �0#%���Y,*���8���>��? �2�%�>�+�b�2���6E9�Y�����2�����+1< F�'���3,*���8��� 

�����'��,�/WX��8������#%�8�2NRE�X����������O F�'?'?���X � �+�!/;#%�O#%X��O��X����9#R���+�cP}��-����#C1HX8���'��,_�B !#_53#%���Y�'�81H���+�+�
l, d

��#��'�81��mVZ���+���9�+�����'(*��?'A7���8�F��X�E8�������T#�/ 53#C1��+��/W#%�O F�����>�353�2�%��X�����53���)�TAC����?�1��b����?'��� #
���81^���8�t��X�E8�������Y#�/}53#C1��+�S/W#%�! F�������M53�2�%��X�����53���)�FA)����?�1��Y�8#7��?'��� #$N ����P � �T���S53#C1H�JI��+1
��#ZE$�+�+#%53� ����P ���mP



92 B. MANY-MODE GENERATING FUNCTION

F = 〈vac|
[

∏

i

Di(−αi)

]





∏

o,i

Di(γob
∗
oi − γocoi)









∏

o,i

∫

d2wo√
2π
e−

1
2
|wo|2Di(wob

∗
oi − w∗

ocoi)









∏

d,i

∫

d2wd√
2π

e−
1
2
|wd|2Di(wdb

∗
di − w∗

dcdi)





[

∏

l

� −
∫

d2wl√
2π
e−

1
2
|wl|2

∏

i

Di(wlb
∗
li − w∗

l cli)

]





∏

o,i

Di(−δob∗oi + δocoi)





[

∏

i

Di(βi)

]

|vac〉 ���tP ���
aY�����_���D���8�3�mVC�����+�>����#%�f F�������r���%�_E9�+���U�'56��?���53���-���+1r�'�f���8�6����#%,R�>��53�2P3��f���8�6�'5 

��?���53���)�>������#%�l���8�4�mVH�����+������#%�o���Z��?' !�+AH�6�mVH�����81��+1s#%X��2PjaY�8�4�'�-����,R�>��?F�'�o�2�%���o������5
������X�?'?��+1.#%X��"��#G�������D���8�Z(R�%��X�X�5 �mVC�$�+���>������#%�.���D��(R��?'X������+1jI8�����e���81.���8�6���+��X�?'���'��,
�)X��%1H�>��������/WX��8������#%�h���F�'�-����,R�>�����+10� /n������ Y����1��2N �%�`1��+�������'E9�+1h�'�h�������8� q�� %6#�/O���+�RP �8P q P



� ���$��������� �

� � �!����
���� 	 � � �  ������� � �!����� �����

 �r� � �!����� � � �r� � � � 	 � � ��� � �U�k�!�

�t�����D !�",R�'(*�7���8#%����1������'(%������#%�8�t��#4��X��t#%�&I8��5 ,R��#%X��81&���8�"����#C�+�+1HX����D/;#%�t���)�>����,R?�� 

53���)�`�+#%���8�+������#%�&#�/O���+�RP �HP q ���81M���8�e���-�>����,R?���53���-�t,*���8���>������#%�&#�/O���+�RP8|HP�HP q P

�����	� D�
 E� ���
�.�t�+#%�8����1����!���8�d������X��G#�/LI8,8P �tP q ���814���+�)X��'�����e���'��,R?�����?'��� #3�'�G#%�8�t1������+����#%�Y#%��?'A3/W#%�
��X8�+�+�+�>�:/nX�?L�+#%���8�+������#%�LP

�� ��������������� �����! "��
"#�$&%'$&���)(+*�����$,(+�.-�*"�/*"0'(+0!$, 1�!-2*��43��5*��$76���� �� 8��� 
�� 9��� "0.$:-���-;�!-� "#2#�<=$&� �
�> 8��
�#2$��?3

@�#%�e���'56��?'�����'�BAj?����DX8�"�%����X�53�6�������D���8�3?��m/n�D1������+����#%�7��?'��� #H�2P3aY�8�6����# ���+������#%�U#%��

���>����#%�7�+#%�����+���9#%�81H�'��,0��#h�������7#%X����+#%53�4���

â†2′ |vac〉〈vac|â
†
2′
P �t#2 ���8�<E9�2��5 ����?'�'�������

�>�$#*�+�7(R�%��X�X�5 ��#&(%�%��X�X�5 �n�'�Z���e���%�>���'(*� �e���81r���>���8�:/;#%��53�
â2 → 1√

2
(â2′ + â3′)

���81
â3 → 1√

2
(â2′−â3′)

Pxa=�$#)�'��,t���8�b�'�)(*�������S#�/��������x���>���8�:/W#%��5<������#%�LN% !�S�>�+�O�������}#%X��}53�2�%� 

X�����53���)�`���K�+�)X��'(%��?����)�K��#<�7����# ���+������#%��#%�-��#<���8�_���>����� 1√

2
(â†2 + â†3)|vac〉 = |Ψ+〉23

P
�B/L���8�t�'���'���]��?	���>�����d#�/}53#)1��+� q �!%��7��� |Ψ+〉12 ⊗ |Ψ+〉34

 !�t���8���G#%E��>���'�G���8�tX����8#%� 

5<��?'�����+1MI8����?x���>�����t/W��#%5 $

�!%
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23〈Ψ+|
[

|Ψ+〉12 ⊗ |Ψ+〉34
]

=
1

2
√

2
23〈vac|

[

(â2 + â3)(â
†
1 + â†2)(â

†
3 + â†4)

]

|vac〉all

=
1

2
√

2
(â†1 + â†4)|vac〉

� �tP q �
�����8#%��5<��?'�����'��,8N��������K���>�����_���F�mV8�%����?'A |Ψ+〉14

�%�K1��+���'���+1	P
������8�"�2�%���" F�8�����e���8�"���',R�-��1������+����#%�_��?'��� #H�2N����8�"#%X�����X��_���>�����e#�/b53#C1��+� q N �^ F�'?'?

E$� |Ψ−〉  F�������&�2����E9�����>���8�:/;#%��53�+1M��# |Ψ+〉 E)AG�6?�#)�2��?	�����%���e�����J/n�K#�/�53#C1�� q P
� D � D���� E� ���
�t#2 ��+#%�8����1����3���8�h���-�>����,R?���53���)�G,*���8���>������#%� ������X��[�'�oI8,8PS|HP q ELP � /n�����6�'�)�����>�%������#%�E$���B !�+���l���8�<�'����X��6��X�?����G���81s���8�M����#%53�2NO���8� �:#%�'�)�Z���>�����^#�/�����#%56���^���8�>��5eE�?��h���81
� ��#&#*�+�S#%X�����X��T?'�',R�-�S���S��� S#$
@53#C1��d�>�-X8�+� �2�+14���>�����RP�� �8���3���8�d�mVH���'�>������#%�4����#%E���E��'?'�'�BA
���K��5<��?'?

pc � 1
���8�_���>�����_��� $

|ξ〉 = (
√

1 − pc +
√
pcâ

†
Aâ

†
L)|vac〉 � �tP���

aY�8�Y�+#%�81H�'����#%���'��,"�>���8��53�Y�������8�F�>��53�F�%���'�ZI8,8P �tP q  F�'���653#)1��+� q N �_E$���'��,_���8�F����#%56���
53#C1��+�e���81f53#C1��+� �HN&%GE$���'��,M���8� � ��#&#*�+�D?'�',R�)�D53#C1��+�2P �t���8�+�RN}�%�_E$�m/W#%���RN=�G��?'��� #j�'�
���8�"?��m/n�t1������+����#%�_�+#%�����+���9#%�81��t��#4����# �:�+������#%�f#%�)��# |Ψ+〉23

Pdax#<I8�810���8�"#%X�����X������>�����
#�/Y���8�<����#%56���353#C1��+�2Nx S�3�����$�2���D���8�3�2��?���X�?]������#%� � �tP q �� F�'���.53#C1��+� q N�����81�%HN �h�'�
���8���8�� �'����X��d���>�����_,R�'(*���hE)A � �tP���mP%�.�D,*��� $

23〈Ψ+|
[

|ξ〉12 ⊗ |ξ〉34
]

=
1√
2

23〈vac|
[

(â2 + â3)(
√

1 − pc +
√
pcâ

†
1â

†
2)(
√

1 − pc +
√
pcâ

†
3â

†
4)
]

|vac〉all

=

√
pc√
2

(â†1 + â†4)|vac〉
� �tP&%��

��#Z?�#c S�+���t#%��1����K�'�
pc
P �`���8#%��5<��?'�����'��,3,R�'(*�+� |Ψ+〉14

�%�K1��+���'���+1	P
�t#%���F/W��#%5 � �tP&%��b�������T���8�d����#%E���E��'?'�'�BA3/W#%�S���8�`?��m/W�S1������+����#%�!��#e��?'��� #3���

pc/2
POaY�)X8�

���8�4��#%�>��?S����#%E���E��'?'�'�Ar��#&,*���6�����'��,R?��^��?'��� # � ���81r���8�����m/;#%���</;#%�7���8�<,*���8���>������#%�o��#
��X8�+�+�+�+1 � ���

pc
P��d�r���8�4#%���8���7�����81	N� S�45<�%1��4���8�4�%����X�56������#%�o�������

pc � 1
Ph�@/

�������_�+#%�81H�'����#%�f���t����?]� V��+1	NL������#%���_#�/!#%��1����
O(pc)

 F�'?'?T�����$�2�����'�0���8�6#%X�����X��D���>�����7#�/
53#C1��+� q N �"���816���8�`���>�����Y F�'?'?8�8#_?�#%��,*���SE9�K�t�$���:/W�+��� �!��?'? ���>�����RP��B�Z/@�%���2N*�J/$ S�K�mVH�����81
���8�Y,*���8���>�����+14���-�>����,R?��+1<���>����� � /W#%X��81ZE)AZ���8�F,*���8���>�����'��,D/WX��8������#%�353�����8#C1��=��#�?�#2 !�+���
#%��1����K�'�

pc
NH S�D#%E��>���'� $









0 0 0 0
0 1

2 − pc

4
1
2 − pc

4 0
0 1

2 − pc

4
1
2 − pc

4 0
0 0 0 pc

2









� �tP ���



� ���$��������� �

�"����� �!������� � � � � � ���!����� � � �����

�d�m/W�������'��,4��#4���+�RP �HP&%6�'�0�������t�����$���81H�JVh S�",R�'(*�"���8�e�����>��53���������>������#%�8�_#�/O���8�71����8���'�BA
5<�������JVr���7�2�%���l1H�����>���8�+�3?���(*��?S/;#%�e�$������X���E�������#%�r�'�r���8�4�+#C� � �������-���

c1, c2
���81

c3
#�/

� �HP�HP���mP��.�T���>�����T���8�T���+��X��������8�+�S����?]������#%�8�}/W#%�}�2�%���7�����>��53�����������81",R�'(*�b���8�S��#%?'X�����#%�8�2P
����������9���8�T�������b#%��?'A"���8�Y�����%�>�K#�/

c1
���-�������T�'�-��#_���8�F�>#%?'X�����#%�8�2P��B�� F�'?'?8E$�F���8#%X�,R�

/;#%�D#%X��D��X����$#R���+�D��# #C�8#2 ���8�3��#%?'X�����#%�. F�8���.�������e�����%���6�����2����#�N����81f�8���8�+�6 !�31�#
�8#%�YI8�81M���8�D,*���8���>��?x��#%?'X�����#%�M/;#%�d��������E��'���>����AG�����%���D#�/

c1
P

5b��#)�+�+�+1H�'��,G��?�#%��,3���8��?'�'�8�+�`#�/O���+�RP �HP&%Z !��I8�81�$
� D � E�� ��� � E�� ��� � �

c1

� ����X�56�'��,Z������� c1 � 1
NH F�8���h���8�������%������� �2����#�N8 S�tI8�81M���8�t/;#%?'?�#2 F�'��,3�����>��53��������� � 


����#%��#�/����8�_1����8���'�A^5<�������JV�$

ρi =









1 − 2fi + (2fi − 1 + 2gi)c
2
1 0 0 (1 − 2fi)c1

0 fi − gic
2
1 fi − gic

2
1 0

0 fi − gic
2
1 fi − gic

2
1 0

(1 − 2fi)c1 0 0 (1 − 2fi)c
2
1









� �ZP q �

aY�8�"�����>��53�������
fi
1�#)�+�d�8#%�d�+#%53�e/n��#%5 ���8�e�$������X���E�������#%�LPt�B�K���d�����+�����)�dE$�+�2��X8���

 !�"�����DX8���'��,<�8#%��
B�+#%X��-���'��,M1������+����#%���2N$�%�`1H���>��X8�����+1M�'�0���+�RP �HP �8N$���81�#%E$��AC�`���8�D�>��53�
���+��X��������8�+�7����?]������#%�j����,-����1H?��+����#�/T F�������f�+#C� � �������-�� S�6�����"�9���:/;#%��56�'��,G���8�e�$������X���E�

������#%�h�'�LPOaY�8�D���+��X��������8�+�_/;#%�

fi
 !�%�d���>�����+1h���81h��#%?'(*�+1G�'�&���+�RP �HP&% �H/;#%�K�+#%56��?��������8�+���

 !�_,R�'(*�_���8�_��#%?'X�����#%�&��,-���'��E9��?�#c DP	@8#%�K���8�������>��53�������
gi
 !��I8�81�$

gi+1 =
4fi(4 + gi) + 11f3

i − 20f2
i − 4

2fi(fi − 2)2

=
4(1 + 21+i + 22i)gi − 22+3i + 22+2i + 3

2(21+i + 1)2
� �ZP���

� �
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� /n�����7�M��������,*�^#�/F(%�����]��E�?��4��# g̃i ≡ 2(1 + 2i)2gi
�������e���+��X��������8�+�<5<�2AfE9�3�>#%?'(*�+1.�'�

���������
	���������RN�,R�'(*���o���8�<�'���'���]��?F�+#%�81H�'����#%�8���n !�^���>�����e/W��#%5\�h�9���:/;�+���Z���-�>����,R?���53���-�
,*���8���>������#%�0�������LNH�@PQ�RP�/W��#%5 ���8���Y��?'?L���>����� |Ψ+〉 �mPbaY�8�D��#%?'X�����#%�8�F/W#%� fi, gi

�����!$

fi =
1

2i + 1

� �ZP&%R���

gi =
−21+3i + 3 · 21+2i + 5 · 2i − 9

3 · 2(2i + 1)2
� �ZP&%�E��

� D � E�� ��� � E�� ��� � �
c2

� ����X�56�'��,6������� c2 � 1
N����8�������>��53��������� ������#%�&��� $

ρi =









1 − 2fi + (2gi + ki)c
2
2 0 0 0

0 fi − gic
2
2 fi − hic

2
2 0

0 fi − hic
2
2 fi − gic

2
2 0

0 0 0 −kic
2
2









� �ZP ���

 F�'���
fi
�%�FE$�m/W#%���e���81G���8�e#%���8���K���+��X��������8�+�D����?]������#%�8� $

ki+1 =
2(ki − fi)

2 − fi
=

2(2i + 1)ki − 2

2i+1 + 1

� �ZP��R���

gi+1 =
−2f3

i + fi(−2 + 2gi − 5ki) + 2ki + 3f2
i (2 + ki)

fi(fi − 2)2

=
2(22i + 21+i + 1)gi − 22+3i + 22+2i + 2

(21+i + 1)2
� �ZP���E��

hi+1 =
2(1 + f2

i − gi + 2hi − ki + fi(−2 + gi − hi + ki))

(fi − 2)2

=
2 · 3(2i + 1)hi + 21+2i

3(2i+1 + 1)

� �ZP��%� �
aY�8�����+��X��������8�+�&����?]������#%�8�M�����&��#%?'(*�+1{�'������������	���������{� /n�����^��������,R�'��,o(%�����]��E�?��+�4��#
k̃i ≡ (2i + 1)ki

N
g̃i ≡ (2i + 1)2gi

���81
h̃i ≡ 3 · (2i + 1)hi

POaY�8�D��#%?'X�����#%�8�t�����!$

fi =
1

2i + 1

� �ZP |R���

gi = −2

3

23i − 3 · 22i − 2i + 3

(2i + 1)2
� �ZP |�E��

hi =
2i+1(2i − 1)

3(2i+1 + 2)

� �ZP |%� �

ki = −2
2i − 1

2i + 1

� �ZP |%1��
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� D � E�� ��� � E�� ��� � �
c3aY�8�!�����>��53���������>������#%�Z/;#%�}�$������X���E�������#%�6�'�

c3
���=��1����-�����2��?���#t���8�!�����>��53���������>������#%�6 F�8���

�mVH�����81H�'��,3�'�
c2
P

� D�� � ��� ��� � � ��� � D � D � � ��� � � � ��E�� ��� �
@8#%�G��?'?`���8�����+��X�������#%�{����?]������#%�8�M��E$#2(*�h���8�&��#%?'X�����#%�8�G�����hX������)X8�����'�8�+�RN! F�8���z���8��A
���������� F���'�������& F�'���h���8��,R�'(*���h(R�����]��E�?��+�`��������,*�+�`���8��AGE9�+�+#%53�_?'�'�8�2���`�'���8#%53#%,*���8�+#%X8�
1H� "	�������8�+�M�+�-X�������#%�8�3 F�'���[�+#%�8���>���-�<�+#C� � �������-���^���81[�&/W#%��5 #�/t���8�G�'���8#%53#%,*���8���'�BA
 F�����>�hA)����?�1��`X������-X8�_�>#%?'X�����#%�8�2P @8#%�`�mV8��56��?���/;#%�F�9������X���E�������#%�&�'�

c2
$

g̃i+1 = 2g̃i − 22+3i + 22+2i + 2
� �ZP	� �

aY�8�����_���t�6#%�8�_��#3#%�8�e�+#%�����+���9#%�81����8�+�"E$���B S�+���&���8�D#%���',R�'����?=���81����8�_�8�� (R�����]��E�?��+�2N
���81h�>#Z���8���'���'���]��?L���+��X��������8�+�D����?]������#%�8�d���+(*�_X������)X8�D��#%?'X�����#%�8�cP

� ?'���8#%X�,R�g S�j���2(*�f��#%?'(*�+1z���8�j���+��X��������8�+�+�M�'� ����������	���������*Nt�>#%?'X�����#%�8�M�2���gE9�
#%E��>���'�8�+1ME)AG�����81ME-A^���8�_53�����8#C1h#�/=X��81���������56�'�8�+10�+#C� � �������-���2P
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� ���$��������� �

� ����� � ��������� � ��
����U� �

��M�������`�����$���81H�JVG !�D�+#%?'?��+���FI8,RX����+�`�'�M F�����������8�_�+#%�81H�'����#%����?}I�1���?'�'�BAM#%E��>���'�8�+1G/W��#%5
���'5"X�?]������#%�h���F�+#%56�������+1M F�'���M���8�_�+#%�81H�'����#%����?	I�1���?'�'�A^/n��#%5 #%X��F�$������X�E������'(*�_�2��?���X�?]� 

����#%�8�2P

aY�8�FI8�����O/;#%X��OI8,RX����+�S���8#2 {���'5"X�?]������#%�8�S#�/	���8�F� S#$
@���%���!����#%��#C�+#%?�#�/L���+�RP-|HP&%HP�aY�8�
�����>��53���������2NL�����

κ = 2
N
η = 0.1

�W�mV��+�����t/W#%�����8�7��#%�&?��m/W�
η = 0

�mNL���81&/W��#%5 ��#%�0?��m/W�
��#ZE$#%����#%5 ���',R�-� $

r = 0
N
r = 0.01

N
r = 0.05

N
r = 0.1

P

�R�



100 E. ADDITIONAL FIGURES

aY�8�S�8�mVH�xI8(*�TI8,RX����+�����8#2 o���'5eX�?]������#%�8�O#�/8���8�!#%�8� 
@���%���=����#%��#C�+#%?C#�/ �>�+�RP |HP �8P @���#%5
��#%�[?��m/W�<��#UE9#%����#%5 ���8�M�����>��53���������

[s, κ, g]
�����!$

[109, 1.00, 1.00]
N

[106, 1.00, 1.00]
N

[103, 1.00, 1.00]
N
[10, 1.01, 0.96]

N
[1, 1.17, 0.83]

P
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������?'AC�����2��?$���814�-X�53�������2��?	���+��X�?'���T�����+�����)���+1^�'�4���8�d���8�+�����2P�aY�8�d��#%�>��?$��53#%X��)�Y#�/x�+#C1��
�����+#%�8����1����>��E�?��RN=���81&���8�����m/;#%���Z S�61�#^�8#%�_��#^�����'�-�_�'�2P � �'�����'�j� S#M53#%�)���j/n��#%5 ���8�
��X�E�56���>����#%�.18�����6#�/S�����������8�+�����cN	���8�6��#%X����+�Z F�'?'?OE$�Z�2(%���'?]��E�?��<#%��?'�'�8�RN	/;#%�t���8�ZE$���8�mI8�
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E$��?�#2 DP
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 �
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@���+��#%?'()�'��,G1�� 

���+����#%���K���>���8�:/;#%��5<������#%�LP

� � � � � ������� � ��� ��� $�5O��#c()��1��+�K53#)1HX�?��+�F��#Z�+#%56��X��������8�_#%X�����X��K1����8���'�A45<�������JV
/n��#%5 � �Y#%,*#%?'�'X�E9#c("���>���8�:/;#%��5<������#%�LNR,R�'(*���6���8�!,*���8���>�����'��,_/WX��8������#%�Z/W#%�=���8�
���>���8�:/W#%��5<������#%�j���81M���8���'����X��`���>�����RP

� � ���
� ��� ���� � ��� ��� $�5O��#c()��1��+�S53#)1HX�?��+�T/;#%�T#%E��>���'���'��,"���8�`1����8���'�BA65<�������JV4���!�2�%���
?���(*��?$#�/}�e�����$�2�������2NH,R�'(*���4���8�t�'���'���]��?	���>������� /n�����Y���-�>����,R?���53���)�K,*���8���>������#%�
���81M���8��,*���8���>�����'��,3/WX��8������#%�h/;#%�F���8�_���-�>����,R?���53���)���+#%���8�+������#%�LP

����� ����� ����� � � ��� ����$ 5O��#2(C��1��+�G53#C1HX�?��+�</;#%�4���'5eX�?]������#%� #�/e���������8��?�56�JVH�'��,8NF��#
#%E��>���'�h���8�D�+#%565eX������2������#%�0�>�����RP

 �"!$#&% ��' �� �  �
�(� �*),+ � �.- � ��� ��� $��!#%56��X����+�O���8�Y,*���8���>�����'��,�/WX��8������#%�<���816#%X�����X��O5<�������JVe/W��#%5
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�(� �*) - � � � � ��� ��� $ �!#%56��X����+�e���8�3,*���8���>�����'��,h/WX��8������#%�f/W#%�D���)�>����,R?���53���-�6�+#%��
�8�+������#%�LP
�(� �*),�
� � � � ��� $ � �'5"X�?]�����+�K���8� �����	��
@�����$�2�������2P
�(� �*),� ��� ��� � ����$ �!#%56��X����+�d�+#%565eX������2������#%�j�>�����+�Y/;#%�F���8� �����	��
@�����$�2�������2P
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